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Bu tez bes boliimden olugmaktadir. Birinci boliim giris i¢in ayrilmistir.

Ikinci béliimde tez calismasinda kullanilan bazi temel kavramlara yer verilmistir.
Uciincii boliimde yeni tip agirlikli bir siireklilik modiilii verilmis ve yaklasim hizini
veren teoremler ifade edilmistir. Dordiincii boliimde ise lineer pozitif operatorler
araciligiyla diizgiin agirlikli yaklasim, i¢cin uygun agirlikli uzaylarda incelenmistir. Son

boliim ise tartisma ve sonug i¢in ayrilmistir.
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ABSTRACT
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Department of Mathematics, Ph. D. Thesis
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This thesis consists of four chapters. The first part is reserved for introduction.

In the second part, some basic concepts used in the thesis are given. In the third section,
using the new type-weighted modulus of continuity, the approximation estimates are
defined and some properties are given. In the fourth section, the uniform convergence of
linear pozitif operators are examined on suitable weighted spaces. The last section is

reserved for discussion and conclusion.
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1. GIRIS

Yaklagim teorisindeki ilk sonu¢ 1885 yilinda K. Weierstrass tarafindan ‘‘Birinci
Weierstrass Yaklasim Teoremi’’ olarak su teoreme dayanmaktadir:
Teorem: Her € > 0 sayis1 ve her f € C|a, b] fonksiyonu igin |f(x) — P(x)| < € olacak

sekilde [a, b]” de tanimlanmig P (x) polinomu bulunabilir.

Weierstrass teoreminin ispati ¢ok uzun ve karmasik oldugundan birgok matematik¢i daha
etkili ve daha basit bir ispat vermek i¢in ¢alismislardir.
1912 yilinda S. N. Bernstein, Weierstrass’ 1n bu teoremini basit ve etkili bir yolla ifade

etmistir. Simdi asagidaki Bernstein operatdriinii tanimlayalim:

n

B, (f;x) = Z (Z) xk(1 = x)kf (%) ,f €C[0,1],x € [0,1],n € N.
k=0
Weierstrass teoreminin bir diger ifadesi de Korovkin teoremi olarak bilinen ve operator
dizisinin birim operatore yaklagimini veren asagidaki teoremdir:
Teorem: {L,} lineer pozitif operatorlerin bir dizisi olsun. a,(x), Bn(x), v»(x),[a,b]
araligi lizerinde diizgiin olarak sifira yakinsayan fonksiyon dizileri olmak iizere
her x € [a, b] i¢in
Ln(1;x) =1+ ap (%),

Lo(t;x) = x + Br(x),
Ly (t% %) = x* + (%)

kosullar1 saglaniyorsa bu durumda L, f, [a, b] aralig1 tizerinde f siirekli fonksiyonuna
diizgiin olarak yakinsar.

Burada , [a,b]’ de siirekli, a’ da sagdan, b’ de soldan siirekli ve R’ de smurli bir
fonksiyondur.

Bu iki teorem bir¢ok matematik¢i tarafindan farkli yonlerden gelistirilmistir.



1974 yilinda A. D. Gadjiev tarafindan Korovkin teoreminin tiim R*” de taniml siirekli ve
smirsiz fonksiyonlar icin gecerli olacak sekilde genellestirilmesi yapilmistir. Bu
calismalarda I € R olmak {izere I iizerinde siirekli ve Vx € [ igin |f(x)| < Mg(x)
sartin1 saglayan fonksiyonlarin uzayr C,(I) ile tammlanms ve agirhkli uzay olarak

adlandirilmistir. Bu uzay iizerindeki norm

_f™
Ifll, = Supm

xX€l

esitligi ile verilmektedir. Daha sonra A. D. Gadjiev ve Aral tarafindan sinirsiz araliklarda
w agirlik fonksiyonuna gére Ly ,, [0, 00) uzayimnda agirlikli Korovkin Teoremi verilmistir.
Yaklasim teorisinin esas problemlerinden bir digeri ise yaklasim hizinin bulunmasi

problemidir:

”f(x) 3 (pn(x)”x =a, Ve Tlll_)rgo a, =0

ise bu @, (x)” in f(x)’ e yaklasim hizin1 belirtir. Bu hiz1 bulmak igin a,,” nin sifira giden
bir baska dizi ile karsilastirilmasi yeterlidir. Yani 0 < a, < f3,, ise ve B, de sifira

2

gidiyorsa yukaridaki esitsizlik, «,’ nin 8, den daha hizli sifira gittigini gosterir.
Fonksiyon uzayinda f3,,” yi siireklilik modiilii ile de ifade edebiliriz. Ciinkii f’ nin
stireklilik modiilii olan w(f; &), sifira yakinsayan bir fonksiyondur.
Bu 6nemli problemin ¢6ziimii igin 1935 yilinda T. Popoviciu, [0,1] araliginda siirekli bir
f fonksiyonu i¢in siireklilik modiilii yardimi ile Bernstein polinomlariin yaklagim
hizini

B0~ f < 3w (Fi )

"\

olarak belirtmistir.
Lineer pozitif operatorler ile fonksiyona yaklasimlar teorisi, P. P. Korovkin’ in ispatladig:
teoremle ivme kazanmistir. Kolay ve uygulanabilir kriterleri iceren ve lineer pozitif
operatorlerle siirekli fonksiyona diizgiin yaklasimin sartlarini veren bu teoreme gore; A,
dizisinin siirekli fonksiyona diizgiin yakinsamasi igin yakinsakhgin {1,t,t?}

fonksiyonlar1 i¢in saglanmasi yeterlidir, denilmistir.



1.1. Kaynak Ozeti

A.D Gadjiev ve A. Aral tarafindan yayimlanan ‘The estimates of approximation by
using a new type of weighted modulus of continuity’ ve Adrian Holhos tarafindan
‘Uniform weighted approximation by positive linear operators’ isimli makaleler tez

calismasinda temel olarak alinmustir.

1.2. Calismanin Amaci

Biz bu tezde daha genel olan {1, p, p?} fonksiyonlarini test fonksiyonlari kabul eden genel
lineer pozitif operatdrler dizilerinin yakinsaklik sartlarini aragtiracagiz. Gosterecegiz ki p
fonksiyonu yalnizca test fonksiyonlarmmi olusumunda kullanilmiyor ayni zamanda
operatoriin tanimli oldugu agirlikli uzayin yapisini belirlememizi de sagliyor. Daha sonra
p fonksiyonu yardimi ile agirlikli uzayda tanimlanan genel siireklilik modiilleri yardimi
ile yakinsaklik hizini veren sonuglar ispatlanacaktir. Ayrica elde edilen sonuglarin Szasz

ve Baskakov operatorleri i¢in uygulamalar1 da tezde verilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde lineer pozitif operatdrler tanimlanacak ve 6zellikleri incelenecektir. Daha

sonra kullanilacak Korovkin Teoremi ifade ve ispat edilecektir.

2.1. Lineer Pozitif Operatorler

X ve Y lineer normlu iki fonksiyon uzayi olsun. Eger X den alinan herhangi bir f
fonksiyonuna Y de bir g fonksiyonu karsilik getiren bir L kurali varsa bu durumda X

uzayinda bir operatér tanimlanmis olur ve

g(x) = L(f,x)

biciminde gosterilir. X uzay1 L operatdriiniin tanim bdlgesidir ve X = D(L) ile gosterilir.
Bu durumda g(x) = L(f,x), Y uzayinin bir elemani olur ve bu sekildeki g fonksiyonlari

kiimesine operatoriiniin deger kiimesi denir. Bu kiime de R(L) ile gosterilir.

Tanmm: L : X = Y bir operator olsun. Her f3, f, € X ve a; , a; € R olmak iizere

Lo fi + azf2;x) = oy L(f1; x) + oz L(f25%)
esitligi saglaniyor ise L ye lineer operator denir.
Tamm: Eger bir L operatorii pozitif degerli fonksiyonu yine pozitif degerli bir
fonksiyona doniistiiriiyor ise yani f = 0 iken L(f) = 0 oluyorsa L operatériine pozitif
operator denir.

Hem lineerlik hem de pozitiflik sartlarini saglayan operatorlere lineer pozitif operatorler

denir.

2.1.1. Lineer Pozitif Operatorlerin Ozellikleri

Lemma 2.1. Lineer pozitif operatdrler monoton artandir. Yani her f, g € X i¢in,

f=gisel(f) =L(9)



esitligi saglanir.
Ispat: f < g oldugunu kabul edelim. 0 < g — f olur. L operatériiniin pozitifliginden,

0<L(g—-1)

seklinde yazilabilir. L operatorii lineer oldugundan

0<L(g—f)=L>g—-L{)

dir. O halde L(f) < L(g) esitligi saglanir.

Lemma 2.2. L lineer ve pozitif operator ise |L(f)| < L(|f]) esitsizligi saglanir.

Ispat: Operatoriin tanim kiimesindeki her f igin

—Ifl < f <Ifl
olur. L’nin lineerliginden
—LUfD = L(H) = LAfD
esitsizligi yazilabilir. Buradan da
ILCOI < LASD

ifadesi elde edilir.

Lineer Pozitif Operatorlerin Onemi

Yaklagim teorisi, secilen keyfi bir fonksiyonun daha kullanisli ve daha iyi 6zellikleri olan
diger fonksiyonlar cinsinden bir gosterimini elde etmesini amaglar.1885 yilinda Weierstrass
[a, b] araliginda siirekli her fonksiyonuna diizgiin yakinsayan bir polinomlarin var oldugunu

ifade etmistir.



Teorem 2.1. (Weierstrass Yaklasim Teoremi)

Weierstrass teoremine gore, f fonksiyonu [a, b] araligi iizerinde siirekli fonksiyonlarin
uzayinda olmak tizere her € > 0 i¢in |f (x) — B,(x)| < € olacak sekilde n. dereceden bir
P, (x) polinom dizisi vardir. Baska bir ifade ile [a, b] araliginda siirekli her f fonksiyona
diizgiin yakinsayan bir (B, (x)) polinomlar dizisi vardir.

Bu teoremin bir¢ok farkli ispati bulunmaktadir. Bu ispatlardan en anlasilir ve basit olani
1912 yilinda Bernstein’in (Bernstein, 1912) yapmis oldugu ispattir. 1952 yilinda
Bohmann (Bohmann, 1952) toplam seklinde lineer pozitif operatorler dizisinin [0,1]

araliginda siirekli f fonksiyonuna yaklagmasi problemini incelemistir.

2.3. Teorem (Korovkin Teoremi)

f € Cla, b] ve tim reel eksende siirh olsun. Eger L, (f; x) lineer pozitif operatorleri

dizisi [a, b] tizerinde

L,(L;x)31 (2.1)
L,(t;x) 3 x (2.2)
L,(t%x) 3 x? (2.3)

kosullarin1 sagliyorsa bu durumda L, (f; x) dizisi [a, b] arahiginda L, (f; x) = f(x) dir.

Yani f(x)e diizgiin olarak yakinsar.

ispat: f fonksiyonu reel eksende sinirli oldugundan tiim x ler igin

lf ()] < Mg (2.4)
olacak sekilde My > 0 sayisi vardir.
f € Cla, b] oldugu i¢in V € > 0 sayisina karsilik 6yle bir 6 > 0 sayis1 vardirki t € R ve

x € [a, b] igin



[t—x| <&
oldugunda

If(0) = f)l <e

saglanir. |t — x| > § oldugunda (2.4) den ve liggen esitsizliginden dolay,

F(8) = FOI < IF O] + If )] < 2M;

olarak yazilabilir. Diger taraftan

|t —x
|t — x| = 6 ise >1
é
olacagindan
t —x)?
( 52 ) >1 (2.5)
saglanir. (2.4) ve (2.5) den dolay1
(t —x)?

F(0) = f(Ol < 2Mp < 2Mp—

yazabiliriz. O halde
|t —x| <6icin|f(t) — f(x)| <e

(t—x)?
52

|t — x| > & icin |[f(t) — fF(x)| < 2Mf

oldugunu elde edeirz. Vt € R ve x € [a, b] i¢in

(t —x)?

fO - fl<e+2My—— (2.6)

dir. Eger (2.1), (2.2), (2.3) kosullarini saglayan (L,,) operator dizisinin,

m|ILn(f) = fllcran = 0



esitsizliginin dogru oldugunu gosterirsek ispat tamamlanmis olur.

Lineerlikten;

L (f(8); % = FOOI = ILn(f(£); %) = F () + L (f ()3 %) = Ly (f (x); %))

= L (F(); x = Ly (f () %) + Lo (f () x — ()]

= Ly ((F(D) = F () ) + F) Ly (1) = D)
dir. Uggen esitsizliginin kullanilmasiyla

L (f(8); %) = FOOI < ILn((F(8) = £ )| + IF GO Ln (1) — 1]

olur. Diger taraftan lineer pozitif operatérler monoton artan ve

f® - f@) <I1f® — f
oldugundan

Ln(F(®) = FG) 20| < ILn(IF ) = F @)1 )
olarak yazilir. Operatdr pozitif ve
F® = f@)] =0
oldugundan
La(If (®) = £C; xD] = Ly (If () = £(2)]; %)
dir. O halde
L (f(£); %) = FEOI < L (£ (8) = FGOL ) + £ GO Ln (1) — 1] (2.7)

oldugunu gostermis olduk. (2.4)’ii kullanarak

(t —x)?

|L,(f(t);x) — f(x)| < L, <s + 2MfT;x> + Mf|L,(1;x) — 1]

olarak bulunur. Diger taraftan,



L, <£+—(t x)?; )—L (g;x) + L, (2£Zf(t—x)2;x)

ZM
=elL,(1;x) +—

52 ZL L (t2 + 2tx + x% %)

2Mg
=el,(1;x) + —

52 [n(tz)—x —x2 + 2x% — 2xL,(t; x) + x?L,,(1; x)]

2M;
=€l (1x)+ [L (t%x) — x% + 2x% — 2xL,,(; x) + x%L,,(1; x) — x?]

=eL,(1; x)+2M [(L,(t% x) — x?) + 2x(x — L, (t; x)) + x%(L,(1;x) — 1)]

yazabiliriz. Son bulunan ifadenin (2.7) de kullanilmasiyla

IL, (f (£); ) — fOO] < el (1) + —5- 2 L (L (8%20) = x2) + 2x(x — Ly (%))
+x2 (L (1;) — 1] + My |Ly (1) — 1] (2.8)
elde edilir. (2.1), (2.2), (2.3) kosullarini (2.8) de kullanarak
IL,(f(©);x) — f()] <&
oldugu bulunur. O halde,

lim rnax||L (f(t);x) — f(x)|| =0

N—w ASXS

dir. Bu da ispat1 tamamlar.

2.4. Sinirh Operator

L:X—Y bir operator olsun. D(L) < X L nin tanim kiimesi olmak tizere V f € D(L) igin

IL(F 0Ny < MlIfllx

esitsizligini saglayan M € R* varsa L ye D (L) de sinirli operator denir.

ILllx—y = Inf{M:|IL(f; 0 lly < MIIf]lx3



sayisina L operatoriiniin normu denir.

2.5. Normlu Uzay

X bir vektor uzaymda tanimlanmus ||-]|: X - R fonksiyonu

i) Vx€X,x#0icinl|lx|| >0,]|x]| =0 &x=0
i) V x € X ve Askalerise ||Ax|| = |All|x]|
i)  Vx,y € Xicin |[x + yll < [[x]| + [yl

sartlarin1 sagliyorsa ||-|| fonksiyonuna, X uzay1 {izerinde bir norm, X uzayinada normlu

uzay denir.

10



3. AGIRLIKLI BIR SUREKLILiK MODULU KULLANARAK YAKLASIM
HIZININ BULUNMASI

Bilindigi gibi, | sonlu (veya sonsuz) araliktaki diizgiin siirekli bir f fonksiyonunun w

sureklilik modili;

a)(f;6)=|sup l[f(t) — f()l, t,x €1

t—x|<é
formiilii ile verilir.

imaw(f;6)=0
ozelligine sahip oldugunu belirtelim. Sireklilik modiilii polinomlar tarafindan, tim
fonksiyonlar tarafindan veya genel olarak L,, (f; X) dizileri tarafindan f fonksiyonuna
yaklagim hizin1 elde etmek i¢in kullanilir. Burada L,, pozitif lineer operatorlerdir (6rnegin,
[1,2]).
Sinirsiz kiimelerdeki bir fonksiyonun stirekliliginin biiylimesini sinirladigini siireklilik
modiliiniin limiti sifir olduguna klasik siireklilik modiilii sinirsiz aralikta tanimli
fonksiyonlar i¢in yaklagim sonuglari elde etmede kullanilmaz. Bununla birlikte, agirlikl
stireklilik modiilii tanimi sinirsiz araliktaki fonksiyonlar igin verilir.
Ornegin, R'de tamimlanan f siirekli fonksiyon smiflari igin [3] 'te tamitilan & agirhikli

sureklilik modiilini ele alalim:

o If (&) — f(O)]
0L 8= exzs (1 + 16— xD7(L + D7’

t,x € R

lim S

ll @+ D =’ nin var oldugu ve sonlu oldugu fonksiyonlarin alt
X|—00

bu siireklilik modiili, |
siifinda

gl_r)r(l) ®(f;6) =0
ozelligine sahiptir. R veya R* = [0, o) 'da tanimlanan siirekli p(x) fonksiyonlar igin,

|t — x| < & yerine |p(t) — p(x)| < &

11



kullanimt stireklilik modiilii yeni tip tanimi i¢in uygundur. Beurling sinifindan herhangi
bir f fonksiyonunun [5] fonksiyonu ile ilgili olarak smirlandirilmis olmasi esitsizligi
karsilar.

Herhangi bir t, X € R icin
lf (&) —fFII < lp(®) —p(0)l

dir. Bu agiktir ki,

sup  |f(t) = f(x)| =6

lp(®)—p(x)|<6
dir.
B,(RY) :={f: If()| <M, p(x)}
kiimesini tanimlayalim. Ayrica

C,(RY) :={f:f €B,ve f siirekli}

CK(R*) —{f f €C,(R")ve hm UG )—Kf,sabit}
p(x)
ve
+) — + f( )
Co(R*) = {f f eCKR ) ve lim == teves) O}

uzaylarini tanimlayalim.
Bu agiktir ki C¥(R*) c C,(R*) ¢ B, (R*)' dir. By ye ait f normunu

_ o feadl
Il =535y

seklinde tanimlanir. Boylece, bu uzaylarda pozitif lineer operatorler dizisi i¢in asagidaki

sonuglar verilmistir [6,7] .

12



Lemma A. Pozitif lineer operatorlerin (L,),, dizisinin C,(R*) ‘den B,(R*) 'ye lineer
pozitif bir operator olmasi i¢in

L,(p;x) < Kp(x)

esitsizliginin gerceklesmesi gerekir. Burada K herhangi pozitif sabittir.

Teorem A . Pozitif lineer operatorler dizisi (L)

lim |L.(p™/% x) — pm/z(x)”p =0,m = 0,12
sartlarim yerine getiriyorsa, f € CX (R*) fonksiyonu i¢in
lim (1L, f = fll, = 0
> dir.

Teorem A'da goriildiigi gibi, p(x) agirlik fonksiyonu sadece sonsuzlukta f’nin agirligini
karakterize etmekle kalmaz, ayni zamanda Korovkin tipi teoreminde test
fonksiyonlarmida tanimlar. Bu tip diger teoremler [8,9]'da verilmistir.

Burada p fonksiyonuna bagl agirlikli siireklilik modiiliinii tanimlayacagiz.

|f(t) = f(x)| farkinin |p(t) — p(x)| < & lizerindeki bagimliligini verecegiz. Ayrica bu
stireklilik modiiliiniin karakteristik 6zelliklerini de inceleyecegiz. Ayrica yeni siireklilik
modiilii ile lineer pozitif operatorler tarafindan p-normlarda fonksiyonlarin yaklagik hizini

elde edecegiz. Sartlartimiza uyan bazi 6rnekler verecegiz.
3.1. Agirhikh Siireklilik Modiilii

p agirhikli siireklilik modiiliinii tanimlamak icin p fonksiyonun asagidaki sartlar
sagladigin1 kabul edelim:

(1) p, R*iizerinde siirekli differensiyellenebilir bir fonksiyon ve p(0) = 1.

(i) infsop'x)=1.
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(i) ve (ii) sartlarina sahip olan Cf(R*), C,(R*) ve B,(R*) uzaylarm goz Sniine
bulunduralim.

Her f € C,(R*) veher§ > 0igin

o f®) — fC
U 0:= S o - pGl + 1100
lp(6)—p(x)|<8

3.1)

Seklinde tanimlanan Q,(f ; 8) fonksiyonuna agirlikls siireklilik modiilii denir.

Her f € C, (R*) i¢in Q,(f ; 8) = 0 oldugunu ve Q,(f ; 8) fonsiyonunun f € C, (R*)
icin negatif olmadig1 ve azalmayan fonksiyon oldugu agiktir. Agirlikli siireklilik modiili
Q,, klasik stireklilik modiiliiniin 6zelliklerine benzer bazi 6zelliklere sahiptir.

Bu 6zellikler asagidaki lemmalarda gosterecegiz.

Lemma3.1. Eger f € C,(R") ise, § > 0 igin
Q,(f; 8) < 2lIfll,
esitsizligi saglanir.

Ispat: fe€ C, (R*) oldugu i¢in, p normu tanimimdan

If (®) |f (0l
lf () = fOOl < mp(t) + mp(x)

< fllop @) +1I£ oo (x)

< WfllpUp () = p(x) + p(x) + p(x)|

<l Up@® = p(Ol + 2p(x)
esitsizligin her iki yani [|p(t) — p(x)| + 1]p(x) ifadesi ile boliiniir ise

0, (f5 8) < 2lIfll,

esitsizligi elde edilir.
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Lemma 3.2. Kabul edelimki p fonksiyonu (i) ve (ii) kosullarini saglasin. Bu durumda
}slir(l)Qp(p; 6)=0

esitligi saglanir.

Ispat: (3.1) ile tanimlanan agirlikls siireklilik modiilii tanimindan

o lp() — p()|
D03 8= SUP 1o — p(O[ + 1p()
lp(®)—p(x)|<d

< sup |p(®) —p(x)l

x,teERT
lp(®)—p(x)[=8

<38
yazilabilir.

imQ, (p; 6) =0

elde edilir.
Lemma3.3. f € C,(R™) ve A >0 olsun. Bu durumda her § > 0 igin
Q,(f;28) < 1+ DA +8)Q,(f;8)
esitsizligi saglanir.
Ispat: x,t € R¥sabit noktalar oldugunu kabul edelim. [, t] araliginin bir parcalanmast
0 <x =% <X3.uw...<Xy = t,(m € N) seklinde olsun. § diizgiin siirekli

oldugundan 6yle bir m > 0 sayist bulunabilir.
|xx — Xk_1| < poldugunda |p(xy) — p(xk_1)| <6, (k=123 .......m)

esitsizligi saglanir.

x < tise;

15



lp(®) = p(0)| = [p(x0) = p(x1) + p(x1) — p(X2) + -+ P(Xm-1) + P(Xm)|
< lp(xo) = p(x)| + [p(x1) — p(x2)| + -+ [P Km-1) = PR |
yazilabilir.
lp(xo) —p(x)I < 8, [p(x1) — p(x)| < 8. lp(Kin-1) — P(Xm)[< &
m tane terim oldugundan
lp(®) —p(x)| <8+ 86+-8=mb (3.2)

elde edilir.

O = F@I =D £ = F(x0)
k=1

< D 1 G = £
k=1

esitsizligini [|p(t) — p(x)| + 1]p(x) ifadesi ile ¢arpip bolelim:

F0 - £l < Y ot P T i60) — pxeo)1 + TIpCxc)
k=

1 [1pGad = PGl + Lp Gea—1)
elde edilir.

lp(x) — p(xk_1)| < & oldugundan
() = fOI < (1 + 8)Q,(f; 8) i p(Xk-1)
k=1
elde edilir. x > ¢ ise;
i P(xk—1) < p(Xo) + p(x1) + - p(Xm-1) + p(Xmm)
k=1

ifadesinde her bir terime p(x) ekleyip ¢ikaralim:
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Z P(xk—1) < [p(Xp) — P + p(x) + [p(x1) — p(X)| + p(x) + -+ [p(Xpm) — p(X)]
k=1

+p(x)

< [p(x0) = pX)| + lp(x1) — p)| + - [p(Xp) — p(X) | + M. p(x)

yazabiliriz.
t > x oldugundan p(X,) =, p(Xm-1) =, PEm-2) =, ... p(x1) =, p(X() olur.
bu durumda,
lpGm) — P + [pGm) = P + - [p(xm) — ] + m. p(x)
< mlp(xm) — p(X)| + mp(x)

— mp() (Ip(t) —pX| N 1)

p(x)

< mp()(lp() —p(M)|+ 1)

elde edilir. Yani

D pxic) < mpG)(Ip(®) — pCO] + 1)
k=1

oldugunu gostermis olduk. Bulunan degerler yerine yazilirsa;
If () = fI =m(1 + 8)Q,(f; 8)[lp(®) — p(x)] + 1]p(x)

elde edilir. Boylece

|f () — f o)l |
00D = pCOl + 1o = "+ D% 0)

yazabiliriz. Esitsizligin her iki yaninin supremumu alinirsa

Q,(f; md) <m(1+8)Q,(f; 6)
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elde edilir.
A> 0,4 <[A] +1 <A+ 1 oldugundan
Q58 <A+ 1A+ 8)Q,(f; 8)

olur. Ispat tamamlanur.

Sonug 3.1. f € C,(R™) ve her pozitif § < 1 igin,

8—n(f AR

esitsizligi saglanir.

Ispat: Lemma 3.2’yi kullanalim.

1
0,(f; D =0, (f; 83)
< (1+%)(1+6)np<f; 5)

- () a+ o0, 9

1+

5 (1+96)

yazilabilir. 6 < 1 oldugundan 6 yerine kendinden daha biiyiik olan 1 yazilirsa
22
yani
o= * —O,(f; 9)
Q (f 1) /s

olur.
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Lemma 3.4. Her f € C¥ (R) i¢in
ImQ,(f;8) =0

> dir.

Ispat: f € C")‘ (R*) oldugunundan p fonksiyonun 6zelliklerini kullanirsak

1 p® _ 1
|f (&) — F(0)l _ oo p@)

[Ip®) —p()l +1lp(x)  [Ip(®) — p()] +1]

fWe® O _FO _ f)

_ p®) plx) p) p) pkx)
[lp(®) — p()| + 1]

20 o5~ U * o~ o)

[lp(®) = p(0)[ + 1]

1O (00 _ )| 4 O _ 1
< p(t) \p(x) p(t) pkx)

[lp(8) = p(x)| + 1]

~IFllple(®) = pGl + o (4, 16— )
- [lp(®) = p(O)[ +1]

<1110 = G0l + o (£, 16~ )

yazilabilir. , klasik siireklilik modiiliidiir. (ii) ve ortalama deger teoreminden

lp(t) = p(0)| = [t — x|

yazabiliriz. Boylece,

0,(F; 8) <IIfIL,5 + w(g,a)

ifadesi elde edilir.
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E diizgiin stirekli oldugundan,

6-0

olur ve ispat tamamlanir.

Lemma 3.5. Her bir f € CX(R*) ve her birx,t € [0, ©) icin,

(p<t)—p<x>)2)
82

IF(0) — £(x)] < 2p(O)(1 + 5)? (1 + Q,(f; 6) (3.3)

esitsizligi saglanir. Burada & herhangi pozitif sabittir.

Ispat: Q,(f; 6) tanimindan;
If (&) = fFGOI < [lp(8) = p()| + Lp()Q, (£ 5 lp(®) — p()])

olur.

Lemma 3’0 kullanirsak

£ = FGII < [Ip® — p()| + UpGI (1 + 6) (1 + M) Q(f 5 8)

seklinde yazilabilir.
lp(t) — p(x)| < bise |p(t) — p(x)]| yerine kendisinden daha biiyiik olan &§ yazalim.
)
£ = FCOI < I+ A+ 8)(1+3)2(f 5 )
= 2p(x)(1 +8)?Q,(f; 8)

oldugu gortiliir.

t) —plx
lp(t) — p(x)| = & ise “)()(SA > 1 yazabiliriz. O halde
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lp(8) = p()|

If (@) = fl < px) <|p(t) —p()| + 5

)(1+8)

.<Ip(t) ; p(x)| N lp(t) ; p(x)l>ﬂp(f; 5

8 d

< o) (6 lp(t) — p(x)| N lp(t) — p(X)I)

lp(8) — p()|

(1+46)2 5

Q,(f; 8)

=p(x)|p(t>;p(x)|<(1+ . . 5)2|p<t);p<x)|ﬂp(f; 5)>

(p(®) — p(x))?
52

=2p(x) (14 6)? Q,(f; 6)

olur. Bu da ispati tamamlar.

Simdi klasik Lipschitz uzayinin genellestirmesi olan Lip,,a uzaym ifade edelim:

Tamm 3.1: p(x)’ in (i) ve (ii) kosullarini sagladigini kabul edelim.
0<a <1lveM > 0igin,

lf (&) = fF < Mlp(®) —p()|* t,x=0
esitsizligini saglayan tiim f fonksiyonlarinin kiimesini Lip,,a ile gosterelim.
Lipya C Lipy(p(x); a) ve Lipyya = Lipy (1 + x5 o)
oldugu aciktir.
Bu uzay i¢in asagidaki 6rnekleri verebiliriz.
a) x = 0icin x € Lip;(e*; ).

b) e* € Lipl/z(ezx; @) dir, fakat e* & Lip,, 1’ dir.
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(3.1) ve Tanim 3.1’ kullanarak, herhangi bir f € Lipy (p(x) ; ) i¢in
Qo (f; 8) < M&® (3.4)

elde edilir. Lip;(p(x); 1) uzayi Beurling sinifi ile ¢akisir. Beurling sinifinin ayrintili

tartismasi ve daha fazla 6zelligi [10-12] ‘de bulunabilir.

3.2. Q, ile Yaklasim Hizx

Teorem 3.1. (L,)n>1 asagidaki kosullari saglayan pozitif lineer operatorler dizisi olsun:

IIL,1 — 1||p =a,, (3.5)
1Lup = pllp = Bn (36)
1Lop? = p2ll2 = ¥, (37)

ki burada @, , By, Ve ¥, N — oo i¢in sifir olsun. Bu durumda her f € Cjs (R*) ve yeterince

biiyiik n i¢in

ILof = fllge < 16Q,(f; Jan +2Bn +vn) + Ifll,an
esitsizligi saglanir.
Ispat: ilk olarak (3.6) ve (3.7) ve Lemma A'nin bir sonucu olarak (L,,),,»; operatorlerinin

C,(R™) dan B,(R*)'ya ve C,2(R")'dan B,2(R™)"' ya bir doniisiim yaptiklarim

gosterelim. Unutmayalim ki (3.3) araciligi ile agagidaki:
ILnf (0);x = fQO| = [Ln(f(0); X) = F(0) + L (f (0); %) = L (f (x); %)
= [Ln(f () x = L (f (x5 %) + L f (x); x = f(x)]
= Lo ((F@®) = F ()5 %) + F ) Ln (1) — D
esitligi yazabiliriz. Burada tiggen esitsizliginin kullaniimastyla

|Ln(f (); 2) = fFOO| < Lo ((F @) = f ) 0) | + 1f GOl Ly (15 %) — 1]
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yazilabilir. Diger taraftan lineer operatérler monoton artan oldugundan,

1L ((F(®) = f(0))i )| < |Lp(IF (®) = F GO )]

olur. Operatdr pozitif ve

If() = )] =0

oldugundan

ILp(If @) = FCO; 0] = La (1f () = f()]; %)

> dir. Boylece

ILn(f (8); %) = fF)| < Lp(1f (&) = FC ;) + 1f (| Ln (15 6) = 1]

oldugunu gostermis oluruz. Bulunan ifadeyi (3.3)” deki lemmada kullanarak

Laf (£);x = 7
| f(t)p();) PN s+ o) 57 Ln(p(®) = (%00 (£ 81)

ol
+ o) |L,(1;x) — 1] (3.8)

ifadesi elde edilir. Diger taraftan,
La(p(t) = p(x))%x) = Ln(p(£)% %) = 2p () (Lnp(x); x — p(x)) + p(x)* (Ly (1) — 1)
< [La(p(®)% %) — p(0)?] + 2p(0) [Lpp(); x — p(x)]
+p(0)?|L, 1 x — 1]
seklinde bulunan ifadede (3.5), (3.6), (3.7) kosullarin1 kullanarak, herhangi birn> 1 ve
X >0 i¢in;

IL,(p(D)%; %) — p(x)?|
p(x)?

|L,p(t); x — p(x)|
p(x)

p()? + 2p(x)

Lo(p(® —p(x))%x) < p(x)
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L,1;x—1
+p(x>2'p(—’;)'p(x>

esitsizligini elde ederiz. Buradan
La(p(®) — p())% %) < ¥ap(0)? + 2Bnp(0)? + anp(x)°

< p(x)*(an + 2By + v2) (3.9

elde edilir. Bu esitsizlikte §,, = \/ a, + 2B, + yn seklinde secilen ve §,, < 1, ifadesini

(3.8) esitsizligi ve (3.9) esitsizliginde yazilirsa;

Ln(fi0) = F@I _, o

p(x) T T ap+ 2B, +y p° () (e + 2B + ¥)Qp (f5 80) + lIfllpan

< 16p3 ()0 (f: yan + 2Bn + 1) + If ll pn

elde edelir. ve

|Ln(f:x) = f ()l
p*(x)

< 160, (f:y/an + 2By + vn) + lIf |yt

yazabiliriz. O halde

N Lnf = Fllys < 16Q,(f; an + 2B + va) + lIfll ,an

elde edilir. Bu da ispati tamamlar.

Sonu¢ 3.2. f € Lipy(p(x); o) 0 < a < 1ve (3.5) — (3.7) kosullarin1 saglayan

(L) n>1 pozitif lineer operatorler dizisi i¢cin
a
ILnf = fllpe < 16M(an + 2B, +¥n)z + Ifll pan
saglanir. Burada yeterince biiyiik n i¢in, M, n’ den farkli bagimsiz pozitif bir sayidir.

Yakinsama araliginin n—oo olarak genislemesiyle asagidaki teorem, CF’,‘ (R*) agirlikli

uzayindaki pozitif lineer operatorlerin dizilerinin yakinsakligini verir. Bu tiirden sonuglar

ilk olarak [8] 'de elde edilmistir.
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Teorem 3.2.Teorem 3.1 varsayimlar altinda, pozitif reel sayilar dizisi 7,

3
Limn,, = oo ve lim pz(n,)d, =0
n—->oo

n—-oo

kosullarin saglasmn. f € C¥(RY) icin

1Ly (f: %) = f(x)

0<x<np p(x)

<160, (£ 02 (f; 020008, ) + 111,02 ()53,

esitsizligi saglanir.

. 3
Ispat: (3.8) i¢indeki &,, degerlerini pz(1n,,) ile degistirerek, yukarida oldugu gibi

6n=\/an+2ﬁn+yn

seciminde

1 3
ILn(f:2) = f(O] < 16p(x) ————— Lo (p(6) — p(x))*%)Q <f: pE((nn)Sn)>
pf(nn)6n)

+HIf Nl panp? (x)

ifadesi elde edilir. (3.9) ifadesinde verilen esitsizlik yerine yazilirsa; tiim x € [0, n] ve

yeterince biiyiik n i¢in

() = (1 < 16 =20 20?2y (3 (10)55)

3
+f 1l ,p2(Mn)6n
elde edilir. Buradan

|Lp(f:2) — f(X)]
p(x)

< 160, (f; 02108 ) + I ,02((1)54)

esitsizligi dogru olur.
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Teorem 3.1' den daha genel bir sonu¢ bulmamiz i¢in
her x = 0i¢in
Y1 (0) = P(x) ve P, (x) < P(x)
P(x) = max(; (%), (%))
fonksiyonlarini goz oniine alalim.
Teorem 3.3. p(x) < P, (x), k = 1,2,3 ve pozitif lineer operator dizisi (L,),>1 asagidaki

sartlar1 saglasin.

Lyl — 1ly, = ay,
IL,p — pII17,,2 =
IL,p? — p2ly, = ¥n

Ay , Br Ve ¥y N— o igin, O dizileri ve ¥ (x)=max{y (x), P, (x), Y3 (x)} olsun.

O halde herhangi f € C,(R™) fonksiyonu ve yeterince biiyiik olan n’ ler i¢in

1L (f:3) = f () lyp2 < 16Q,(Fiy/ an + 285 + va) + lIf Iy

esitsizligi saglanir.

ispat: (3,9) esitsizliginden,
Lo(p(t) — p(x)*:x) < |Ly(p()%x) — p(0)?| + 2p(x) [Lpp(t); x — p(x)|

+p(x)?|Ln1;x — 1

_ |L,(p(£)%; x) — p(x) |l/)3 + 2p(x) |L,(p; x) — p(x)| s
Y3 Y,
+p(x)zw )
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= Yu Y3(x) + 28, ()2 () + anp1p? (%)

< P)p*(x)(an + 2By + ¥n)

elde edilir. Bu ifade Teorem 3.1°de oldugu gibi, segilen §,, = \/a, + 2, + v, Ve 8, < 1

i¢in, n yeterince bliyiik olmak tizere (3.8) esitsizliginde yazilirsa;

|Ln(f: %) = f(2)
W(0)p?(x)

< 16Q,(f:/an + 2Bn + ¥a) + Ifll pan

WLnf = fllypz < 16Q, (f:\/an + 2B, + vn) + Il fll pctr

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sonug 3.3. Teorem 3.1 ve 3.3 sonuclarini kullanarak asagidaki esitsizlikleri yazabiliriz:

”Lnf a2 f”p4 < C(f)ﬂp(f; \/an + Zﬁn +Vn)'

”Lnf T f”zppz < C(f)-Qp(f:\/an + 20, + Vn)-

Burada C(f), f' ye bagl bir sabittir.
3.3. Ornek Ve Uygulamalar

Simdi yukaridaki teoremlerin varsayimlarini karsilayan bir pozitif lineer operator dizisini
ele alalim.ilk 6nce agirlikli Korovkin tip teoremini hatirlatalim. (daha genel bir durumda)

[7] 'de kanitlanmastir.

Teorem B. w (x) =1+ x?olsun ve B,, C,(R*)'dan B,(R*)'ya bir pozitif lineer
operator dizisi olsun.

IB,(t™:x) —x™l, - 0, n— oo (herm=0,1,2,)
ise tiim f € CX(R") fonksiyonu icin

IB,.f — fll, = 0, n-— oo
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dir.

(Ly)n>1 pozitif operatorler dizisini

/()
La(fi2) = p2() ) ——% () (310)
= ()

n

seklinde tanimlayalim. Burada a, , (x) negatif olmayan fonksiyon, k = 0,1, 2, ..,,

n=1,2,..,x € R* asagidaki kosullar1 saglasin.

2) Y in () =1,
k=0

b)ym =1,2,icin lim ‘
n—oo

Basit hesaplamalarla

e oS -
Ln(l,X) 1 p (x);lpz (S) ak,n(x) pZ(X) )

- ) )
L,(p,x) — p(x) = p?(x) z o™ Ekn T TS

Ly(p? x) — p*(x) = p*(x) Zak,n - 1] =0

Lie=0
olduklar1 goriiliir.

1

——ve ———fonksiyonlar sinirli oldugundan, Teorem B
P2 Y 8
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co
k=0P"\;

1 1
Zﬁak,n (x) ) -0,

o 1 1
n — oo iken — ey (X) ——=—=|| ~
E : k) km 2

k=0p(— p?(x) )

n
oldugunu verir. Dolayistyla
an = [|Ln(1,%) = 1l 52 = 0,
Bn = lILn(p, X) = pllp2e = 0,
n - oo iken y, = [|Ln(p2 ) = p2ll,2, = 0

olur. Boylece Teorem 3.3' iin varsayimlari, (3.10) operatorleri igin saglanir. Sonug 3.1'i

kullanarak, her f € CX(R")igin

ILn(f, %) = fllpte < CUOQ(fi an + 2Bn + ¥n)
elde edilir.
Onerme 3.1. (L) 51, (3.5) - (3.7) kosullarini saglayan, C,2(R¥)'den B,2(R*)'ye pozitif

lineer operatorler dizisi olsun. O halde

1L, (p(t) — p(x))? )l ,3 = 0 (3.11)
n - oo iken ||L,(Ip(¢) — p()[; X))z > 0 (3.12)
olur.

Ispat:(3.11) , (3.5) - (3.7) ve (3.9) kosullarinin dogrudan bir sonucudur.

Ly(Ip(®) = p()1;%) < y/Ln(p(t) — p(x))%; %)L (1; x) oldugu igin, (3.12), (3.11)’ den
elde edilir.
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Onerme 3.2. Onerme 3.1’in kosullar1 altinda;

1

b "p2 p2

L= o

T IH i

p

elde edilir. Basit hesaplamalarla

(o 1) - == < La(lp(®) = pGI[) | ILn(i2) ~ 11
"\p(t)’ p(x) 0 () ) )

Lo(|p(®) = p(x) ;%) (152 — 1
p(x) JoG)

L, < ! ;x) — ! <
Vo) Vp(x)
ve

y p(t) px) .
L ( 1— .x) - - | < p’ (lp(t) P (p(x)pz(t) + p(x)pz(f))'x)
"\p2(®)’ p?(x) p(x)

|L,(1;x) — 1]
p?(x)

< 2Ln(|p(t) —p(@)]; %) s IL,(1;%) — 1]
p(x) p?(x)

olduklar1 goriiliir. Bu neden ile;

,g91(t) = vegs(t) = ———alarak,

go(t) = z(t)

1
Jo® ()

1L (9x) = Gill, < 2[ILnlp(®) = pCOL; xll g2 + 1L (1) — 1l
ifadesi elde edilir. ispat (3.5) ve (3.12) kosullarini takip ederek yapilir.
Sonug 3.4. (3.5) - (3.7) kosullarindaki 1, p, p? ile 1,/p , p yer degistirerek Onerme 3.1
ve 3.2 bir dizi operatoriin insas1 i¢in kullanilabilir. Ornegin, B,, kosullar1 saglayan pozitif

lineer operatorlerin dizisi ise

m = 0,1,2 i¢in lim ||B,(t™; x) — x™||, = 0
n—0o
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ve w(x) =1 + x2 olsun.

NICOPYIIN G}
Du(f32) = 75 B ((t) o )

C,(R*) 'dan B,(R") ' ya doniistim yapan pozitif lineer operatérlerin istenen yapisidir.
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4. LINEER POZITIiF OPERATORLER ARACILIGIYLA DUZGUN AGIRLIKLI
YAKLASIM

Bu boéliimde, lineer pozitif operatorler ile bir agirlikli uzayda tanimli fonksiyona diizgiin
yakinsama sartlarini arastiracagiz. Agirlikl siireklilik modiilii yardimi ile bu
yakinsakligin hizin1 hesaplayacagiz. Elde edilen sonuglarin Szasz ve Baskakov
operatorlerine uygulamalarini elde edecegiz.
I € R kompakt olmayan bir aralik olsun ve p : I = [1, ) agirlik fonksiyonu artan ve
tiirevlenebilen fonksiyon olsun. B,(I) her x € I igin,

|f ()] = Mp(x)

M > 0 sartin1 saglayan fonksiyonlarin uzayi olmak iizere bu uzay iizerindeki norm

I
Ifllo = sup=C

esitligi ile verilir.

C,(I) = c(I) n B,(I) olsun.C,(I) ve B,(I) siirekli fonksiyonlar1 igeren alt uzay olmak
tizere (Ay)n=1, C,(I) agirlikli uzay iizerinde tanimlanan bir pozitif lineer operatdr dizisi
olsun. 4,, C,(I) dan B,(I)'ya tanimli lineer pozitif operator olmasi igin gerek ve yeter
kosul A,p € B,(I)"dir.

[19] da agirlikli uzaylarda yakinsaklik problemlerinin asagidaki gibi siralanabilecegi
sOylenmistir:

1. A,: F = C(I) pozitif lineer operator dizisi, F, R nin lineer bir alt uzay1 olsun. 4,,,
operat6rii hangi sartlar altinda C,(I) N F uzayindan C,(I) uzayina déniisiim yapan
sturlt bir operatordiir?

2. Hangi f € C,(I) fonksiyonlar: igin, n — oo iken ||A,, — f||, = O yakinsamasi
saglanir?

3.Agirlikl yaklagim i¢in hangi siireklilik modiilleri uygundur?

Biz bu boliimde bu ii¢ probleme bazi cevaplar verecegiz.

Verilen Ay, lineer pozitif operatérler dizisi icin, [|A, — f]|, — 0 yakinsamas:

gergeklesecek sekilde C, (1) uzayina ait f fonksiyonunu karakterize edecegiz. Daha
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sonra A, — f yakinsamasinin hizin1 uygun siireklilik modulii yardimi ile verecegiz.
Asagidaki f € B(I) i¢in siireklilik modiiliinii kullanacagiz: Son olarak elde edilen

sonuclarin Szasz-Mirakjan ve Baskakov operatorleri i¢in uygulamalarini elde edecegiz.

we(f; 8 = sup [f(6) = f(x)|

p
x,teR*
lp(©)—@(x)|<8

f € B(I), igin burada ¢ :1—J, (J C R) ¢’ > 0 sartin1 saglayan tiirevlenebilir bir
fonksiyondur. Bu agirlikli siireklilik modiilii klasik stireklilik modiiliiniin 6zelliklerini
saglar.

wa(f; 8) = sup{lf (&) — fF()|:t,x € X,d(t,x) < 8},
burada f, X tlizerinde tanimlanmis siirlt bir fonksiyondur ve (X,d) kompakt bir metrik

uzaydir.Bu genel siireklilik modiili ile ilgili detaylar i¢in bakiniz( [20], [27]ve [32]).

w,(f; 8) o6zel modili d(t,x) = |@(t) — @(x)| olmak iizere asagidaki oOzelliklere
sahiptir.([29])

Onerme 4.1:f € B(I)ve § > 0 olsun.
(i) w,(f; 8) = w(f o @71, 8) esitligi dogrudur. Burada o klasik siireklilik
modiiliidiir.
(i) (0;)ns1 0'a yakinsak pozitif sayillar dizisi olmak {izere, J iizerinde
f o™t dizgiin sirekli olmasi igin gerek ve yeter sart w,(f; 8,) =0

olmasidir.
(i) Hert,x € Iigin, |f(t) — f(0)] < (1+ 222 (F; 5)

esitsizligi saglanir.
4.1. Ana Sonuglar

Teorem 4.1: A,: C,(I) - B,(I) sabit fonksiyonlar1 koruyan ve kosullar1 saglayan pozitif
lineer operatdrler olsun,

sxléIIJAn(Icp(t) —o@)|,x)=a,-0, (n-x) (4.1)
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s A, (lp(t) — p(x)|,x)
xEII) p(x) -

b, -0 (n > x) (4.2)

sartlar1 saglansin. Eger A,(f,x) siirekli tiirevlenebilir fonksiyon ve K(f,p,n) sabit

olmak tizere her ¢, x € I i¢in

|(4.1)' ()

o) < K(f,p,m)p(x), (4.3)

ve p ve @, a> 0 sabiti olacak sekilde her x € I icin,

5 E )) < ap(x) (4.4)

esitsizlikleri saglanirsa asagidaki ifadeler denktir.

() n - wiinl|A, —fll, = 0.

(i) £0 ¢@~1,] aralig1 iizerinde diizgiin siireklidir.
Ayrica, hern > 1 i¢in,

i
= 8l < bl + 20, (5,02 (45)

esitsizligi saglanir.

Ispat: (ii) 'nin (i)' yi gerektirdigini ispatlayalim. Onerme 1.1'in (ii)’yi kullanarak,
f € C,(I) fonksiyonu igin,

170 - @1 = (L2060 -2 0x )‘
- B0 -L3 000 + L2000 - L300 )|
- L3 600 - 02) + 60 <% - %)‘
yazilabilir, Uggen esitsizligini kullansak,
5@ - £ = (55 60 - )| + ot (50 - 23)
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If( )|
)

f@® fx)
lp(t) — p(0)| + p(x )‘E—m

elde edilir. f € C,(I) oldugundan,

£ = £ < Iflglo(®) = pG)] + p() (1 + M) oy (L 5n)

elde edilir. A,, pozitif lineer operatoriinii yukaridaki esitsizlige uygulanirsa,

A, (f,x) — f(x)] Ap(lp(®) — p(x)],x)
o ==
N <1 N Anlcp(t)8— cp(x)I,X> o, <£; 8n>,

yazilabilir. Esitsizliginin her iki yanmin x € [ i¢in supremumu alinirsa ve (4.1), (4.2)

kullanilirsa,
A, (lp() — p(x)[; x)

p(x)

1 f
+(14 5supa (90 ~ 0G0 0, (53 )

n Xx€l

”Anf_ f”p < ”f”psup
X€l

1 f
= 1flgbn + (1 + 5o (5 8,)

&n p
yazilabilir. Eger §,, = a,, segilirse istenilen esitsizlik elde edilir.
Ciinkiia, » O ve %0 ¢~ Jiizerinde diizgiin siirekli oldugundan n — o igin,
W, (£ a,) - 0veb, - 0 oldugu cin [|4,f — fll, - 0 elde ederiz.
Simdi (i) 'nin (i1)' yi gerektirdigini ispatlayalim.
Biliyoruz ki;

w, (g, Sn) < W, (f _pAnf,Gn) + w, ( ;f 8n>
<1 = Aufll + 0y (“5 5,

dir. Bu durumda w,, (%; Sn) — 0 oldugunu gostermeliyiz.

Cauchy ortalama deger teoremini uygulayarak, X € | ve t € | arasinda en az bir ¢ vardir,

Oyleki
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o @R - 2D (22T oygte) - o0

p(t) px) | \p
olur. Siireklilik modiiliiniin tanim1 ve yukaridaki esitsizlik kullanilirsa,
w (A_nf8 ): Sup An(f;t)_An(f;x) < i(ﬂ)l
\p xteR* p(t) px) | fle'\ p "

lo®)-@(x)|<by
elde edilir.

6, > 0 ve ”é(%) | sonlu oldugundan w,, (AT”f; Sn) -0

olur. Ama, her f € C,(I) ve her n = 1igin,

‘ 1(&)‘ _ ’ 1<(Anf)' v Anfp’>H
@'\ p @' \\ p p?

HP_H

<

1

——(4 )'| + ,
@'p nf p @'p
; H
@'p

+ £ llpllAnpll,

IA

1
—= ()| + 4t
|(pp nf nlllp

IA

L (Anf)’
o'p "

(Anf)’H
Py’

I " H
!

, H
p(p,

elde edilir. (4.3) ve (4.4) esitsizliklerinden dolay ||¢% (%) || sonlu olur.

IA

+IfllpllAnpllp

Onerme 4.2: p(x) = 1 igin Teorem 4.1'in sonucu, Totik [35], de la Cal ve Carcamo [22]
ve Holhos [30] tarafindan elde edilmistir.

Onerme 4.3: ¢ fonksiyonu verilen pozitif lineer operatér dizisine baghdir. Asagidaki
sekilde elde edilebilir:

0'(0)y A ((t — )2, x) < Ky,
burada K,,, x'e bagl olmayan bir sabittir, ve 6 (4.3) ve (4.4) sartlarin1 saglar. Daha sonra,

Teorem 4.1'den (i) = (ii) ifadesinin argiimani ile, %o 0 1 diizgiin siirekli oldugunu elde

ettik. Ancak, cogu durumda, © 7! 'in karmagik bir sekli vardir ve iliskinin (4.1)
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kanitlanmasi zordur. Bunun {istesinden gelmek igin, ¢'yi 8 0 ¢! un diizgiin bir sekilde

stirekli olacagini kabul edecegiz. Boylece, %0 0 1 diizgiin siirekli fonksiyon oldugunu

goruriz.

Onerme 4.4: (4.4) bize ¢ fonksiyonu ile p agirlik fonksiyonu arasindaki iliskiyi verir.
Gergektende

her x € I i¢in, p(x) < Me®®®), (4.6)
burada M, a> 0, x'ten bagimsiz sabitlerdir. Boylece, Teorem 4.1'in gegerli oldugu p

agirliklar elde edilir.

0 e

yazilabilir. Her iki tarafin integrali alinirsa,
Inp(x) < ap(x)
olur. Yani p(x) = e*® esitligi dogrudur.

Onerme 4.5: Maksimum agirlik smifi p(x) = e*®®'dir. Teorem sonucunu bu agirlik igin

kanitlamak amaciyla,ilk 6nce asagidaki

An(f,x) < Cup(x)
esitsizligi kanitlayalim.
A,: C,(I) > B,(I) olmasi gerektiginden f € C,(I) igin,
f
A, (f)(x) = An(zp)(x)

< If llpAn(p) (x)
elde edilir. A,(f) € B,(I) olmas! igin,

A,(f)(x) = Cap(x)
olmalidir. Her x€l ve her o> 0 igin, (burada C,> 0, x'ten bagimsiz bir sabittir.)
lim sup 4, (o) — @(x)|%,x) =0, (4.7)
n-0 el

oldugunu kanitlayalim. Pozitif lineer operatorler i¢cin Cauchy-Schwarz esitsizligini

kullanarak,
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= 53 Ay (1000 — 901 ) < sup (4, (0(0) — 90" 0

dizisinin 0’a yakinsak oldugunu elde ederiz. Geometrik-Logaritmik-Aritmetik ortalama
esitsizligini kullanarak (bkz. [19, s. 40])

u—v u+v

< < .
uv_lnu—lnv_ > O<v<u, (4.8)

elde ederiz. u = e®®® y = 29X jcin

o0 ot _ €% + ™0t
|e P — ea® | < > ale(t) — @(x)| hert,x €1,

elde ederiz. Ve
An(lp(t) — p(x)],x)

™ o)
: g\/An(p(t)_p(X))Z'X(A (lo(® = oI, 1)
= e 2 p(x) nUe @)%, x
E An(p*(2), %) An(p,x) : . , 1
T xel 2( p2(x) 0(x) "‘1) (An(lo(®) — e(0)1%,x))

o 1
< E\/CZ(X +2C,+1 Sul?(An(l(P(t) — @)% x))?
X€

elde edilir.(4.7) dogru ise, (by)nen, 0' a yakinsar. Teorem 4.1'in sonucunu elde etmek igin,

(4.3)’ iin kanitlanmasi yeterlidir.

4.2. Uygulamalar

Lemma4.1: Her o> 0 ve p(x) = eV icin,

o (nx)*
k!

Spf(x) = e™™ f (S)x € [0, o),

k=0
seklinde tanimlanan Szasz -Mirakjan operatorleri C,[0, 00)'dan B,[0, o0)"a bir

doniisimdiir.

Ispat: Her x > 0 icin S,,(p, x) operatdriinii goz 6niine alalim. Agiktir ki,
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k d k k @
z : X nx L
S (p; x) =e ™ ( ) e ‘/— < e™ ( ) ea\/ﬁ = enxe\/ﬁ—nx

k!
k=0

olur. S, f,[0,1]'de f'ye diizgiin yakinsadigini biliyoruz. ([13]’e bakiniz )

Her x > 1i¢in S, p(x) < C; op(x) oldugunu ispatlayalim.

Aciktir ki,
Sn (et x) _ z (nx)* ea(\/%—x/i) L Z (nx)ke
k>nx ksnx
k Vi Vi 1
k > nxise — > x,— >\/—ve—— 1
" R
ve

vk
k < nx ise — < /x oldugundan,
Vn

vt a
Sn(ea t'x) S e—nx z (nx)ke ﬁ(g_x) + e—nx z (nx)k
eax k! k!

k>nx ksnx

en‘/_ 1)
Se < r+1

elde edilir. et — 1 < telesitsizligini kullanarak, her x > 1 ve her n > 1 icin

S (et x @ nyx_9X
S0 i ™R 1 < oo enf+1Se°‘ze“+1

ewvx T

elde edilir. Buradan

Sn(ﬁfx)
=su <
ISwoll, xz]g (0, %) o
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esitsizligi elde edilir. Bu sonuca gore S,, operatérii C,(/) dan B,(I)’ya doniisiim yapan
lineer pozitif operatordiir. Buradaki C, > 0, a'ya bagimli, ancak n'den bagimsiz bir

sabittir.

Sonu¢ 4.1. a > 0 ve p(x) = eMVx sayis1 i¢in, Szasz-Mirakjan operatorleri
Spi C,[0,0) - C,[0, )
n - ooicin, [|S,f = fll, = 0
ozelligine sahip olmasi igin gerek ve yeter sart f(x2)e~** fonksiyonu [0, co)iizerinde

diizgiin siirekli olmasidir.

(Loo) 0o - LD ox = patyem

olur, ayrica, f € C,[0, o) igin

+ 2w (f(tz) e“"t,i>

hern = 1,[IS.f — fll, = lIfl, Jn

oC
Vn

‘dir. Burada,

1
€ = supueny [ISup?llye + 20,0l + 1

a ya bagh sabittir.

ispat: @(x) = Vx, p(x) = e®* icin,

1 a
'(x) = —= ve p'(x) = —=e*V*
@' (x) N3 p'(x) e

oldugundan

, _* S ax
p(x)  Txe

o'(x) L

elde edilir. (4.4) saglanir.
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o (n)*

Sn(L,x) = e™™ o l=e e =1,
k=0
= k (nx)k
S , — —nxz_
n(t x) e n k'
k=0
R i k n*xk
€ n k!
k=1

X k-1.,k-1

I i
=e Z—(k—l)! ,(k—->k+1)
k=1

X k. k
= xe ™ z i
k!
k=0
=x e—nx enx
=x
dir. Ayrica
k2 (nx)k
2 — —nx —_
S0 = e )
k=0
o ® k2 nkxk
nz k!
k=1
_nxi knk-lxk-1x
= e -_
n (k—1)!
=1
o i (k -1 1) nk—1xk=1x
= e -_
i\ n n/ (k—1)!
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o]

e i k — 1nk—1xk—1y N 2 lnk—lxk—lx
B n (k-1 n (k—1)!

(0]

Cx Sk — 1nklxk-1y 1nk-txk-1x
=€ (; n (k=D +k2£ (k—1)!>

=1

. i nk=2x k=242 i 1 nk—1yxk-1y
=e
“ (k —2)! Qon (k—1)!
k—k+2 k-k+1
B e‘nx( — nkxk i - n"xk>
B k)! k)!
& ()l nea (k)

I

=
N

+
I

dir.
Sp(t?3,x) = x2 + % olup, S,,(t% x) = x2, (n— o) elde ederiz.
S, ((t —x)?,x) = S, (t%, x) — 2xS,(t,x) + x25,,(1,x)

esitliginde daha oOnce hesablanan S, (t? x), S,(t,x) ve S,(1,x) degerleri yerine

yazilirsa,
x x
Sa((t—x)%,x) =x% + ~= 2xx +x2%1 = -

ifadesi elde edilir.

Simdi (4.7) ifadesini kullanarak kanitlayalim.

|t — x|?
S (lo(t) — 2 x) =sup S, | —————,
sup (lo(®) — @)%, x) Sup <(\/E+ \/})2 x)
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S (|t —x|? x
o Sulle= )
x=0 e

1
n

olur. f € C,(I) fonksiyonu i¢in (Sn f)'(x) tiirevi asagidakileri saglar:

(Suf)' () = — gmk )+ ‘“"ik(ngk_lf )

k=0
ve
Snf)'(x) = —me ™ Z (nlic!)k f (%) - Z kr(:;i)'k f <§>
1= [ G) i) o
£ e (2O
5B O
n
< ZlIFllpSnCp (1t = x1, %)
yazilabilir.

Sn(p(t), x) <Cyep(x) oldugundan,

Vn

a1 = VGl G 2

‘dir. Holder esitsizliginden,

X
Sa(p(ONt = x1,%) < /Sp(p% x)./Sp((t —x)2,x) < \/Cztxp(x)\/%
yazilabilir. Her x > Oicin,

1(Sy 1) ()]
Tx)x < Cf,Tl,OL p(x)'
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ifadesini elde ederiz. Boylece (4.3) kanitlanmis olur.

Onerme 4.6. o = 0 olan smir durumu i¢in (4.2)'nin sonucu [33], [35], [22] ve [30] 'de

elde edilmistir.

Onerme 4.7. [28]’da S, (f, x) 'nin f(x) = 0(e™!™), a > 0 6zelligine sahip her
fonksiyon i¢in mevcut oldugunu ve S, f [0, ) araliginin kompakt altkiimelerinde esit
olarak f diizgiin yakinsaklig1 kanitlanmigtir. [17] 'de Becker, polinom agirligi

p(x) =1+ xN, N € N icin Szasz-Mirakjan operatorlerini kullanarak fonksiyonlarin
global olarak yaklastirilmasini incelemistir. Becker, Kucharsky ve Nessel [18]’da
p(x) = eP~ iistel agirlik i¢in global yaklasimi incelemistir. Ama

v(eht, x) nx<e §—1>—Bx
Sup ———=supe — 4o,

x=0 ehx x=0

olmasindan dolay: sadece C,, =Ng, Cg uzay i¢in sonug almislardir, burada Cg, p = ehx
i¢in C,'dir. Ayrica, Herhangi bir f € Cp icin S,, f € C,’ya sahip oldugumuzu, y >
B ve n> B/In(yp) igin Ditzian [23] tistel agirlikli uzaylar igin bazi ters teoremler

vermistir. [14] 'de, Amanov,

plx +x)
e ATeS B

kosulunun p agirhgr iizerine, Sy,: C, [0,00) — [0, )operatdrlerinin normlarinin diizgiin

siirliligr igin gerekli ve yeterli oldugunu elde etmistir. Bu durumun,

x > 0icin, p(x) < e®V1t*

esitsizligini gerektirdigi ettigini soylemistir. Ayni1 zamanda, agirlikli bir ikinci dereceden
diizglinliik modiilii kullanilarak S, f p -normunda esit olarak yaklastirilan f

fonksiyonunun bir karakterizasyonunu verir.
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p(x) = O(e“‘/z), Sp'In C, [0,00)"1C, [0, ) 'a eslestirdigi maksimum agirlik sinifidir,
p(x) = e*®® o > 0 d(x) ézellikleriyle kesinlikle artan bir tiirevlenebilir

fonksiyondur;

lim ®(x) = oo ve lim &' (x)v/x = oo, (4.10)
X—00 X—00

ve [[Sypll, tiim o> 0 igin sonlu olmadigini kanitlayalim. (4.10)" sartindan, L'Hospital’in

kurallarina gore, lim ®(x)/v/x = oo, yani, M > 1/a ve x, = 1 dyleki
X—00

X > xoicin, ®(x) > M+/x olacak sekilde vardir. x > x, icin,

2
(ex®®)" = e“®®[ad”(x) + [ad’ (W)]?] > e*®X (‘ = ) >0

hocs 4x
ifadesini elde ederiz. Yani e®® [ x,,0) iizerinde disbiikeydir. ®’yi yeniden
tammlayabiliriz (gerekirse), boylece, e*® [0, o) iizerinde disbiikey bir fonksiyondur.
Cheney ve Sharma'nin bir sonucu olarak [21], S,,(p, x) = p(x) sonucunu ¢ikarilir. Farz

edelim ki

her a > 0 icin, lim =L, <00 (4.11)

‘dir. Clinkii S,p = p, L, = 1, oldugunu elde ederiz. Ancak L’Hospital kuralini

kullanarak,

Sp(e®®®,x)  (5,*®) (x)
X—00 e(JL(D(X) - xl—>n}o a(b'(x)ea‘b(x)

St = %)%, x) +/S,e2e®®, x
<lim

= xowm ad’(x) T eo®)

. 1 Sn(ezwb(t)’ x)
<lim . e
x—=o o /nd’ (x)Vx e2a® x

== O"\,LZO( == O,
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+/ Ly = 1 olmasi ile bu bir ¢eliskidir.

Lemma 4.2. Her a > 0 ve p(x) = (1 + x)* ve x = 0 igin,
. ()_i(n+k—1> xk (k)
nf () = v Jarorrl

k=0

seklinde taninlanan Baskakov operatorleri C, [0, o0)’dan C, [0, o)’a doniistim yapan

operatordiir.
Ispat: Her x > 0 ve her N € N icin, Becker [5] 'de V,,(1 + tV,x) < C,;(1 + x™,
ifadesini ispatlamistir. Her x > 0 ve her m € N igin,
@+ x) <CV,A+t"x) <C(1+x™) <CA+x)™
elde edilir, B € [0,1) icin,
V(1 +6)f,x) < C,(1 +x)¥

oldugunu ispatlayalim.

oo

Vn((l + t)ﬁ'x) — Z (n +k— 1) xk eﬁ[ln(1+§)—ln(1+x)]
1+ x)F T k (1 + x)ntk
ve
1 k 1 1 L 1 % 7
n(1+g>—n(1+x)—n ol 1+1+x
oldugundan
oo k x
V,((1+ )8, x) B z (n +k— 1) xk Bln<1+’f+—x>
a+0f 4\ kA ¢
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elde edilir. t > —1 igin, f(x) = In(1 + t) fonksiyonuna ortalama deger teoremi

uygulanirsa,
f@®& -0
T=f(f) 0<§<t
In(1+¢t)—0 1
A+)-0_ <1
t—0 1+¢
>In(l+t) <t
ifadesini kullanarak,
k k
- —x -—Xx
In[1+2 <Z

1+x/] 14+x

oldugu elde edilir. Yukarida yerine yazilirsa,

Vn((1+t)B,X)<§:(n+k—1) Xk -
P +x
(1+x)f  — L k (1 4 x)n+k
oldugu elde edilir.
1 o m+k—1 e
(1—x)" = z ( K )x esitsizligi kullanilarak,
k=0
1 1
N [N
l.__xeﬁ%if 1+x—xeﬁ%¢i
1+x 1+x
(1+x)" _ 1+ )"

k n

n " k_
14 x —xef 1= 1—x<eﬁh—1>

olur. Esitlikleri kullanarak,
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o)

B
V(1 + )%, x) - 1 Z (n +k— 1) xen(+x) —Bx
= 1+x
1+x)F ~(A+x)" k 1+x | ©

-n
B —Bx
=<1—X(m—1> e1+x

ifadesi elde edilir. Son ifade her x > 0 ve her n > 1, igin iyi tamimlanmustir,

B
B en(i+x) — 1
lim x (en(1+x) — 1) =lim | —5—— (0.00)
X—00 X—00 -

X

ot (- ()

= lim

X—00 _i
xz
= lim x (eo — E)
X—00 n
__#k
n

oldugundan,

B . B B
1—x<m—1> = 1—}CILTCI)OX(W—1) = 1—;> 0
‘dir. Esitsizlik nedeniyle

-n

B —Bx B
sup [(1—x (enr+n —1))™™ el+x] < (1 - —)
x=0 n

yazilabilir. Bernouli esitsizliginden,

(-4 20
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olur. Yukarida yerine yazilirsa,

(1 —x e - et < (1-8) T
Su — X (enii+tx) — Letx | S - P R
xzz()) n 1-p

V,((1+ )%, x) < C,(1 + x)# ifadesi elde edilir. Her x > 0 icin, buradaki
C4, x ve n’ye bagli olmayan sabit bir degerdir.

a>0icinm = [2a] € Nve B = 2a —m € [0,1) segelim. Cauchy-Schwarz

esitsizligini kullanarak,

(L +0D%x) = V(L + 6% .(1+0)2,2)

< \/Vn((l )M x). V(1 + )8, %)

< C(1+ )™ C(1+x)f =C(1+x)*

elde edilen bu ifade i¢in, V}, p € C, [0, ) oldugunu ispatlar.

Sonug 4.2. a > 0 gergel sayisi Ve p(x) = (1 + x)% i¢in Baskakov operatérlerinde
Vi C, [0,00) - C, [0, )

WVof — fll, » 0n — coigin,
olmast i¢in gerek yeter sart
f(e* —1)e ™%, [0, o)lizerinde diizgiin siirekli olmasidir.
Ayrica, f € C, [0,00) ven = 2 igin,

C
Iaf = Flp < Iy + 2.0 (et = D™,

n—1

=)
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esitsizligi dogrudur.

Ispat: (x) = In(1 + x) ve p(x) = (1 + x)%, secimi i¢in (4.4) ifadesinin dogrulugunu

gosterelim.

k=0
=1+x—x)™"

=1,

o

k(n+k-1)!  xk
Vot %) = ZE (n—Dk! (14 x)"+k

k=0

@tk —1)

T T G

k=1

— (n 4 k)!xk+1 X
(1 )—(n+k+1)
|4l
P nlk!

— xz (Tl -]I(_ k) xk(l + x)—(n+k+1)

I5o)
k=0

x(1+x —x)~(+D

ve

o)

k2(n+k—1)! xk
a(t%,2) = Z nZ (n— Dk! (1+x)+k

k=0

50



o

k(n+k—-1)
— s —(n+k)
Zn =1~ +x)

_zk—1(n+k—1)!xk(1+x)_(n+k)

| — |
£t n n! (k —1)!
> — |
+zl(n+k 1)'x"(1+x)‘(n+k)
n n!(k—1)!
k=1
1o m+k-1!
— — — R 1 —(n+k)
nz Ak—2r ~ A%
k=2
1@+ L
—_ A —(n+k+1)
+nk-0 T 1+x)

= l ka‘l'z(l + x)_(n+k+2)
nk_0 nlk!

X
+E (1 +x — X)_(n+1)

_ n+ lxzz <n+k+ 1)x"(1 1)) +f
n £ k n

n+1 x
= x2(1+x —x)~+2) 4 —
n n

olarak degerleri hesaplanir.

V,((t — x)%,x) = V,,(t%,x) — 2xV, (¢, x) + x?V,,(1,x)
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esitligine daha 6nce hesablanan V},(t2,x), V,,(t,x) ve V,,(1, x) degerleri yerine yazilirsa,

x% + x x(1+x
—2xx+x21=¥

V((t—x)%,x) = x% +

ifadesi elde edilir.
(4.8) esitsizligini kullanarak (4.7) esitsizligini ispatlayalim.

lo(®) — @()]? = [In(1 + t) — In(1 + x)|?

4 lt—x? [ [A+0D) (1+x)
T A+0)1+x | Ja+x) [JA+0

esitsizligi saglanir. Kolayca gosterilebilir ki,

2

V( 1 )_Oo<n+k—1> xk n
1+ "L\ ok JAFoTE Tk
- n i<n+k—2) xk
_(n—l)(1+x)k_0 k (14 x)n-1+k
_ n
T (n—-1A+x)

esitligi dogrudur. Buradan,

, V,(1+tx) 1
V(9@ = 91,0 < === 2 (10 + (L + DV (15 t"‘>
n 1
<S1-2+——= n =2

n—-1 n—1
ifadesi elde edilir.

(W, ) (x) tiirevini hesaplayalim.
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(i ) (%) = i f (E) (n " l; - 1) kxk=1(1 + x)~ (k)

L [ R
X0 [ [ )
@ ()
A0 ()

olarak hesaplanir.

k

x(11x);f(%>(x_%>(n+£_l)(1fw

(VG ) (0] =

n Vn
= mllfllp-Vn(p(t)lt —x|,x) < Glifll, p(x) )

oldugundan,

x(x+1)

V(o @It = x1,%) < Vo (020, x AVa((E - 0)%,% < €y p(x)

yazilabilir. Her x = 0 i¢in,

|V /) (I
6" (x)

< C; p(x)
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1
burada 0'(x) = (x + > ++/x(1+ x))

elde edilir. Ayrica

=a(l+x)x(1+x) <ap(x)

oldugundan ¢ yerine 0 fonksiyonu kullanildiginda (4.4) esitligi elde edilir. Bu durumu

kullanarak,

@'cp™)(x) =In (e" — % + /(e — 1)ex>

[0, oo)'daki diizgiin siirekli fonksiyondur (bu dogrudur, ¢iinkii (8’0 ¢@~1)(x) — x diizgiin
stireklidir ve sonsuzda sinirlidir) ve teorem (4.1) kullanarak, (4.3) ve (4.5) agiklamalari ile

birlikte ispat tamamlanmuistir.
Onerme 4.8. Sonug 4.6'nin limiti, a = 0, [34], [35], [22] ve [30] 'da elde edilmistir.

Onerme 4.9. Becker [17], polinom agirhikli uzaydan fonksiyonlarin global yaklagimini
inceledi ve “polinom biilyiimesinin Baskakov operatorleri global sonuglar igin en uygun

cergeve” oldugunu belirtti. Bunun nedeni p(x) = e#* iistel agirlik igin, V,(p, x) dizisinin

B
sadece x < (en — 1)~ i¢gin var olmasidir. Bununla birlikte, Ditzian [23] iissel biiyiime

gosteren fonksiyonlar i¢in bazi aksi sonuglar vermistir.
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5.TARTISMA VE SONUC

Bu tezde agirlikli siireklilik modiilii ile yakinsaklik hizini inceledik. Stireklilik modiilii ile
p normu arasinda baglant1 kurarak agirlikli Krovkin teoremlerini verdik. Daha sonra p
fonksiyonu yardimi ile agirlikli uzayda tanimlanan genel siireklilik modilleri ile
yakinsaklik hizin1 veren sonuglar ispatlandi. Elde edilen sonuglarin Szasz ve Baskakov

operatdrleri i¢in uygulamalari tezde verilmistir.
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