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OZET

GENELLESTIRILMIS iKI DEGISKENLI
BASKAKOV KANTOROVICH OPERATORLERI
GUNEY, Sedanur
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danigman: Prof. Dr. Ali OLGUN

Eyliil 2020, 90 sayfa

Bu tez, genellestirilmis iki degiskenli Baskakov Kantorovich operatoriiniin yaklagim
ozelliklerini incelemek i¢in dort boliimden olugsmaktadir. Birinci boliim, giris i¢in

ayrilmistir.

Ikinci béliimde baz1 temel kavramlar ve iki degiskenli Kantorovich operatdr tanimi

verilmektedir.
Ucgiincii boliimde yardime1 sonuglar verilmistir.

Dérdiincii boliimde, ikinci ve {igiincii boliimde agiklanan tanimlar ve yardimet
sonuglar ile ana sonuglarin ispat1 verilmistir. Ayrica elde edilen sonuglar kullanilarak

Ka

1y operatdrleri i¢in yaklagim hizi, Voronovskaja tipi teorem ve tiirevler icin

yaklasim incelenmistir.

Anahtar Sozciikler: Korovkin teoremi, Yakinsama Orani, Eszamanli Yaklasim
Baskakov Kantorovich operatorleri,

Iki Degiskenli Siireklilik Modiilii.



ABSTRACT

BIVARIATE GENERALIZED
BASKAKOV KANTOROVICH OPERATORS
GUNEY, Sedanur
Kirikkale University
Graduate School of Naturel and Applied science
Department of Mathematics, M. Sc. Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ali Olgun

September 2020, 90 pages

This thesis consists of four parts to examine the generalized bivariate Baskakov

Kantorovich operator's approach features. The first part is reserved for introduction.

In the second section some basic concepts and the definition of the bivariate

Kantorovich operator are given.

Auxiliary results are given in the third section.
In the fourth section, the definitions and auxiliary results explained in the second and
third sections and the proof of the main results are given. In addition, using the

obtained results, the approach speed for K n, OPErators, the approach for

Voronovskaja type theorem and derivatives were investigated.

Key Words: Korovkin Theorem, Convergence Rate,
Simultaneous Approximation, Baskakov Kantorovich Operators,

Bivariate Moduls of Continuity.
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BOLUM 1
1.1.GIRIS

Yaklagimlar teorisinde lineer pozitif operatorler ile yaklagim metotlar1 6nemli rol
oynar. Ornegin: Monotonluk, konvekslik, sekil koruma gibi birgok dzelligin

incelenmesinde daha nitelikli sonuglar elde edilir.

1953 yilinda P.P.Korovkin C[0,1] kiimesi tizerinde taniml1 f fonksiyonlari igin
yine C[0,1] tizerinde taniml1 (L,,), n € N seklindeki lineer pozitif operator dizisinin
f ye yakinsamasi i¢in yani (L, f) — f diizgiin yakinsak olmasi i¢in ¢ok gii¢lii ayni
zamanda da ¢ok basit olan kriterleri verdi. Oyle ki L,(f) — f nin [0,1] iizerinde
diizgiin yakmsakhiginin saglanmasi i¢in f € {1, x, x?} olmasmn yeterli oldugunu
gosterdi. Bu durum ortaya ¢iktiktan sonra son 50 yilda bu konuda bir¢ok
genellestirmeler yapildi. Ustelik bu genellestirmelerin gogu matematigin gesitli
dallarina yayild1 ve ¢ok kullanigh uygulamalar elde edildi. Halende bu ¢alismalar

devam etmektedir.

Korovkin teoremi i¢in en kolay uygulama operatorii Bernstein operatorii olmustur.
Daha sonra bu operator baz alinarak bir¢ok yeni operatdr tanimlanmis ya da

operatoriin degisik sekilleri incelenmistir.

Bilinen klasik Binom teoremi temel alinarak farkli genellestirmelerde yapilmustir.
Bu genellestirmeler yardimi ile tanimlanan operatorlerden biriside Baskakov
operatoriidiir. Bu operatorde 1957 yilinda V. A.Baykakov tarafindan tanimlanmaistir.
Daha sonra bu operatorde birgok arastirmaci tarafindan genellemeleri verilmistir. Bu
operatoriin degisik sekillerinin ¢esitli uzaylardaki incelemelerinde yogunlukla

calisiilmaktadir.

1930 yilinda L.V.Kantorovich 1913 yilinda Bersten tarafindan tanimlanan
Bernstein operatorlerini baz alarak integrallenebilen fonksiyonlar i¢in Bernstein
Kantorovich operatdrlerini tanimlamistir. Daha sonra bilinen birgok operatoriin

Kantorovich genellestirmeleri yapilmistir.

Bu tezde bu tip genellestirmelerden birisi olan Baskakov Kantorovich tipli bir

operatoriin yakinsaklik 6zellikleri incelenecektir.



1.2.KAYNAK OZETLERI

Bu tezde M.Goyal ve P.N.Agrawal tarafindan 2015 yilinda yapilan bir ¢alisma temel
alinacak ve konu ile ilgili daha 6nce yapilan ¢alismalardan kaynak olarak
faydalanilacaktir. Tez siiresince kaynaklarda verilen lemma ve teoremlerin ispatlari
okuyucuya kolay anlasilir bir sekilde agiklanarak okuyucu igin yeni ¢aligmalarda

kolaylik olmas1 saglanmaya calisilarak bir kaynak olusturulmaya ¢aligilacaktir.

1.3. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Bu kisimda tezde yararlanacagimiz bazi tanimlar, teoremler ile bazi esitsizlikler

verilecektir:

Tamm 1.3.1.( Lineer Operator ):
X ve'Y iki fonksiyon uzay1 olsun.

L:X-Y;

f = L(f) = g seklinde X’deki bir fonksiyonunu Y’deki bir g fonksiyonuna

dontistiiren doniisiime operator denir. L(f) = g esitligi genellikle
L(f(t); x) = g(x) seklinde de gosterilir.
EgerV o, € R Ve f;, f, € X i¢in; L operatorii

L(af; + Bf2) = aL(f1) + BL(f2)

ozelligini saglarsa L operatoriine lineer operator denir.



Tamim 1.3.2.( Lineer Pozitif Operator ):

L: X — Y lineer operator olsun. Vf € X ve f > 0 i¢in L(f) = 0 oluyorsa operatore

lineer pozitif operator denir.
Eger L lineer operatorii pozitif ise o taktirde

vt € Xicin f(t) < g(t) = L(f(t); x) < L(g(t); x) esitsizligi saglanir. Yani L

operatdrii monotondur.
Gergekten de f(t) < g(t) oldugundan
g = f() =0
= L) = f();x) =0
= L(g(®);x) = L(f();x) = 0
= L(f();x) < L(g(8); %)
esitsizligi saglanir ki bu L’nin monoton oldugunu gdsterir.
L lineer ve pozitif bir operatdr olsun. L monoton oldugundan, L operadtiirii
—Ifl<f=Ifl =2 LE=1f@OFx) < L(f(©;x) < LUf®)]; %)
= =L(f®;x) < LF@);x) < LAf@]; x)
= [L(f&0)| < LUAF@1;x)

esitsizligini de saglar.

Tanim 1.3.3.:

[a, b] aralig1 tizerinde tanimli ve siirekli olan reel degerli fonksiyonlar kiimesi

Cla, b] seklinde gosterilir. f € C[a, b] olsun, bu uzayda norm
Ifllcrap = xgl[%]lf €]

seklinde tanimlanir.



Bir (f;,,) fonksiyonlar dizisinin f fonksiyonuna C[a, b] normunda diizgiin yakinsak

olmasi her x € [a, b] i¢in
lim I, (x) = O lcan) = 0

olmasidir.

Yani

lim max [f,(x) — f(x)| =0

n—-oo as<xs<b

esitliginin saglanmas1 demektir.

(f) fonksiyonlar dizisinin f fonksiyonuna diizgiin yakinsamasi f, (x) = f(x)

seklinde gosterilir.

Tamim 1.3.4. (Korovkin Teoremi):

f € Cla, b] ve tiim reel eksende sinirlt olsun. Eger L,, (f; x) lineer pozitif

operatorler dizisi [a, b] tizerinde
L(1;x) =31
L,(t;x) 3 x
L,(t?;x) =3 x?
kosullarini sagliyorsa L, (f; x) dizisi [a, b] araliginda f (x)’e diizgiin yakinsaktir.
Yani:
Lo(fix) = f(x)

dir.



Tamm 1.3.5. (Holder Esitsizligi):

Sonlu sayida hepsi sifir olmayan (x), (¥x), k € N sayilar1 i¢gin ve

p>1veq, —-+-=1 esitligi saglanacak sekilde secilirse

1 1
PNEAE (me) <2|yqu>
k=1 k=1 k=1

esitsizligi gecerlidir. Bu esitsizlige Holder esitsizligi ad1 verilir. Bu esitsizlik ilk kez

< |-
Q|-

1889'da O.Holder tarafindan verilmistir.

Tamm 1.3.6. (Cauchy-Schwarz Esitsizligi):

Sonlu sayida hepsi sifir olmayan (x;), (vi), k € N sayilari i¢in, Holder esitsizligi

tanimi1 geregince p = 2, q = 2 aliirsa

5 2
> Il < (2|xk|2> (Zw)
k=1 k=1 k=1

esitsizligi gecerlidir. Bu esitsizlige Cauchy-Schwarz esitsizligi ad1 verilir.

Tamm 1.3.7. (Tek Degiskenli Fonksiyonlar icin Taylor Serisi):

f (x) fonksiyonu x, noktasinda her mertebeden tiirevlenebilir olsun.

)
Z f ( ) )

= o) + 150 (4 L)

(x —x0)% + (x —x)3 +

£ ()
3!

serisine x, noktasinda f fonksiyonu tarafindan iiretilen Taylor serisi ad1 verilir.



Tamim 1.3.8. (iki Degiskenli Fonksiyonlar icin Taylor Serisi):

f (s, t) fonksiyonunun (x, y) noktasinda her mertebeden kismi tiirevleri mevcut

olsun. Bu durumda

Fs0) = Y mlAGENE -0+ fGEE-»]®
k=0

1
=feen+g [feGe ) (s — %) + £,(x, y) (¢ — )]

1
+ 57 e (3D (s = 22 + 2£, (0, y) (s = 2) (¢ = ) + fry G ) (€ = )2+ .

seklinde bir seriye agilabilir. Bu seriye f (s, t) fonksiyonunun (x, y) noktasinda

Taylor serisi denir.

Tanim 1.3.9. (Siireklilik Modiilii):

f(x), [a, b] araliginda tanimli sinirli bir fonksiyon olsun. § > 0 ve x,y € [a, b] igin

o(f,8) = sup |f(x)—f)l

|[x—y|<8§
x,y €la,b]

seklinde tanimlanan fonksiyona f nin siireklilik modiilii denir. Siireklilik modiilii
gosterimleri igin w(8) veya w4 (6) gosterimleri de kullanilmaktadir. Bu sekilde

tanimlanan siireklilik modiilii agagidaki 6nemli 6zellikleri saglar.
1) w(f, §) fonksiyonu monoton artandir.
ii) f, [a, b] araliginda taniml siirekli bir fonksiyon olmak tizere
}si—I:% w(f,8)=0
dir.
iii) m € N i¢in,
w(f,md) < mw(f,d)

dir.



IV) y > 0 reel sayisi i¢in,
w(f,y6) < (v + Do(f,8)
dir.
v) f fonksiyonu [a, b] araliginda tanimli sinirli bir fonksiyon olmak tizere
Vx,t € [a,b]i¢in
If (&) = f(O] < w(f, It —x])

dir.
1.4.0PERATORUN OLUSTURULMASI

Matematik Analizden iyi bilinmektedir ki

o) k

e e N (MRD IR W ()

k=0 k=0 i=0

esitlikleri vardir. Buna gore,

et (o (ak(x n+k—1
I Gl

seklinde yazildiktan sonra, bu esitlikte t yerine t = lj_x alinirsa

ax k

eT+x %(14_ y = Zz (n+l—1)'ak‘ x
_— = X —

(1- 2 )” ¢ X 4 -k (1+2)F
1+ x

k




K
T (k=D

yazilabilir. Burada (’L‘) olup Wy=1ve(); =n(n+1)..(n+i—1)
Pochammer sembolii kullanilip

k

P.(n,a) = Z (l:) (n); a*

i=0
gosterimi kullanilirsa
co

ax Pr(n,a) «x
B
e (1 +x) K (1+ 0k

k

k=0

seklinde yazilabilir. Buradan da

(0]

—ax < P (n, a) X
1 =el+x
zk k' (14 x)n+k

k

0

olur. Burada kolayca goriilebilir ki

(n)i=n(n+1)...(n+i—1)=(n_l)!n(n+1)"'(n+i_1)=(Tl+i—1)!

(n—1)! (n—1)!
esitligi saglanir.
1998 de V.Mihesan
N _ k
Bu(fi) = Y (PTET Nk +0mkf (S)ix € 0,000, neN
k=0

seklinde tanimlanan Baskakov operatorlerini negatif olmayan bir a sayist i¢in



k

P.(n,a) = Z (l:) (n); a*

i=0

olmak lzere

k

are c Tox (na)  x k
Bn(f'x)_kzzoel k[ (1+x)n+kf(g)'f EC[0,00)

seklinde genisletti. Daha sonrada bu operatoriin yakinsaklik 6zelliklerini inceledi.
. k . k+a
2015 de N.Rao ve A.Wafi bu operatorde f (;) yerine f (m) alarak Stancu

varyantinin yakinsaklik 6zelliklerini incelediler.

2005 de ise A.Wafi ve S.Khatoon bu operatoriin

k+1
[

Va( ) _1c:_x z Pk(n, a) X j} dt >0 €N
. = X .
n f’x ne k| (1 + x)n+k f( ) ) X =2 ] n

k=0 k
n

k

seklindeki Kantorovich versiyonunun yakinsaklik 6zelliklerini incelemislerdir. 2014
de A.Erencin ve S.Biiylik Durakoglu bu operatorii daha da genellestirerek diziler

yardimi ile yakinsaklik 6zelliklerini incelediler.



BOLUM 2

2.1.GENELLESTIRILMIS iKi DEGISKENLi KANTOROVICH
OPERATORLERIN TANIMLANMASI VE YAKINSAKLIK OZELLIKLERI:

2011 de A. Erengin, Mihesan’in tarafindan genellestirilen Baskakov operatoriiniin

i = 1i¢in

ax Py(n,a) xk

Wik () = e T = =gy

k

P.(n,a) = z (llc) (n);a*tLve(n);=n(n+1)..(n+i—1)

i=0

olmak tlzere

- 1 otk
12(f; %) = ;Wnlk(x) T ")of gy (O, x 20

seklindeki Durmeyer tipi operatorii tanimlayarak yakinsaklik 6zelliklerini inceledi.
Son zamanlarda, Agrewel ve arkadaslari bu operatorleri kullanarak tiirevleri sinirli
varyasyona sahip fonksiyonlarin yaklagimi ve eszamanli yaklasimi iizerinde

calismiglardir. [2] numarali kaynakta ise M.Goyal ve A.Wafi
C,[0,00) :== {f € C[0,00):t - 0 ve bazity > 0igin f(t) = 0(t¥)}

kiimesi iizerinde tanimli f fonksiyonlari i¢in

k+1
Ke(fix) =(n+1) Y W () | f(®)dt,a=0 (2.1.1)
2, s |

10



seklinde tanimlanan operatorlerin yakinsaklik 6zelliklerini incelemislerdir. Bu tezde

amagclanan (2.1.1) ile verilen operatorlerin iki degiskenli halinin incelenmesidir.

I =[0,00) x [0,0) ve w,(x) = (1 +x¥)"" i¢iny € Ny ( tiim negatif olmayan

tamsayilarin kiimesi) olsun. Ayrica, ¥4, ¥, € Ny sabiti igin
Wy, y, (x,y) = Wy, (x)wy2 (y) olmak tizere
f € CY1,:V2 (I)

= {f € C(): wy, 4, (x,y)f (x,y) lzerinde I sinirh ve diizgiin siirekli}

fonksiyonlart i¢in (2.1.1) de verilen operatdrlerin iki degiskenli hali:

Ko, (f;6y) =0+ D0y +1)

Ko+l ky+1
0 0 n2+1 Tl1+1
X Z Z W np ki, (6 V) f f f(u,v)dudv, (2.1.2)
k1=0 k2=0 kz kl
Tl2+1 n1+1

seklinde tanimlanabilir. Burada

—ax —ay
xkl}’kzlf?k1 (n, a)py,(n, a)et+xelty

Wnama ke 0 Y) = 0 F ma (1 + )t

dir. Eger f € C), ,,,(I) ve tim (x,y) € I igin f(x,y) = f1(x)f2(y) seklinde

yazilabiliyorsa, o takdirde (x,y) € I ve ny,n, € N i¢in

K$ o, (f(w,v);x,y) = K2 (fi(w); )KL, (f(v); ), (2.1.3)

selinde yazilabilir.

11



Cyi s (I) tizerindeki supremum normu
||f||h,,yz B (af;l)l?sllf(x’y)lwh.,yz (x,y), f €y, ,(D (2.1.4)

olarak tanimlanir. f € C,, ,, (I) i¢in stireklilik modiilii

a)(f, Ch,.yz(l); t,s) = sup sup

0<h<t 0<8<s

IAh,af(-,-)||V1'V2, t,s =0, (2.1.5)

seklinde tanimlanir. Burada (x,y) € I ve h,§ > 0 i¢in

Ah,sf(x,J’) = f(x+h;)’+5) _f(x')’)

dir. Ayrica f € C,

1,Y2

(I) daki biitiin siirekli fonksiyonlar; sabit m € N i¢in Cyy v, (D)

da bulunsun, bu durumda kismi tiirevlerde

ak

Wyk_s € Cyl’,yz(l),s = 1,2, ...,k; k= 1,2, e, ML

dir.

12



2.2. YARDIMCI SONUCLAR

Tezin bu kisminda ispatlarda kolaylik olmas1 bakimindan kullanilacak bazi yardime1

sonuclar verilecektir.

Lemma2.2.1.: u;,(x) = K ((t —x)";x)

seklinde tanimlansin. Bu durumda K,? nin r yinci merkez momenti igin asagidakiler

dogrudur.

: a - a _L — ja 1
(l) un,o(x) - 1; un,l(x) — n+1( X+ 14x + 2) ve

ul, () = —={ ) 2ax (£2) + 2} dir.

ii) u?.,.(x), aver parametrelerine bagl x’in rasyonel bir fonksiyonudur;
nr p g y y

(iii) Her x € (0, %) igin u?, (x) = ( [Hl)olup, burada [+%] gosterimi 7

sayisiin tam kismini1 géstermektedir.

Ispat:

(@) upo(x):= K (1; x) oldugunu gésterelim. Bunun igin K7 (f; x) de f = 1 alinirsa

k+1

—ax k n+1
K$(1;x) = (n+1) Z "(IZ 2 a +xx)n+k fL 1dt

n+1

13



olur. Bu esitligin integral kismi hesaplanirsa

k+1

i k+1
f , ldt= ¢ = —
n+1 n+1 n+
elde edilir. Bu deger yerine yazilirsa
—ax Py (n,a)  x* 1

K2(1;x) =(n+ 1)2

z —ax Pk(n a) «x*
B k!l (14 x)ntk

esitligi elde edilir. Biz biliyoruz ki

k

[oe]
z —ax P, (n,a) X
el+x

k! (14 x)ntk -

olup, buradan
K2(1;x) =1
olarak elde edilir.

Simdi

1 ax
u?l‘l(x) =n+1(_x+1+x

oldugunu gosterelim:

14

k' 1+ x)"k(n+1)

1

2

)



u? 1 (x) = K&((t — x); x) olup, K2 lineer oldugundan
Uy 1(x) = K,ﬁ‘((t — x);x) = K2(t; x) — xK2(1; x)

seklinde yazilabileceginden, dnce (2.1.1) ile tanimlanan K% (f; x) operatoriinden
yararlanarak K2 (t; x) degerini hesaplayalim. Bunun i¢in K7 (f; x) de f = t alinirsa

ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

oo k+1
. —ax P,.(n,a) xk n+l
Ki(t;x) = (n+1)Zel+x M T )k tdt
k=0 ' n+i

k

- —ax P,.(n,a X
=(n+1)Ze1+ k(. @)
k=0

k' (14 x)ntk {Z(n + 1)2 [Ck +1)% = kz]}

k

Sy

1
(n + k! (1 + x)ntk {Z(n + 1)2 S 1)}

i —ax P.(n,a)  kx* 1 i —ax Py (n,a) x*
= el+x + el+x
(n+1) ] k' (1+x)7k  2(n+1) i k! (14 x)n+k

= Pk(n a) kx* 1 i
GRS Z k- DIA T 0 T2t )

_ax Pk(n a) xk 1 o
(n+1) - DI T 2 D )

(k—>k+1)

15



o)

k

ax Pk+1(n a) x
K2 (t;x) = Z K2(1;
n(6x) = (n+1 i k! (1+x)"+"+2(n+1) n (1)
elde edilir.
ax Pk+1(n a) xk

M8

k! (1 4+ x)ntk

ifadesinin degerini hesaplamak i¢in asagidaki yolu izleyelim.

e®(1—t)™" = Z Pen @)

k!
k=0
Bu esitligin her iki tarafinin t’ye gore tlirevi alinirsa

Pk(n’ a) tk_l — Z Pk+1(n') a) tk
~ (k-1 k!

(k—k+1)

= P n,a
nl-—t)1+a= Z Mt"e"at(l — "

k!
k=0

e(1-t)""nA—-t)"1+a] =
k=0

olur. x € [0, =) igin bu esitlikte t = 1i—x yazilirsa

—ax P,,1(n,a)  x*

nl+x)+a= ;em ol a1 0nF (2.2.1)

olarak elde edilir. Buradan ifadenin degeri ve K¢ (1; x) = 1 yerine yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa

16



Uy 1(x) = Kﬁ((t - x);x) = K2 (t; x) — xK2(1; x)

esitliginde kullanilarak

up,(x) = K (t —x;x) = [n(1+ x) + a]

X
m+ D +x) TomrD ©

. xn 4 ax 4 1
Tht+l m+ DU+ 2+1) "

1 ax 1

S a1 T O e ST T2t D

elde edilir.
Simdi de,
@ =t St et 12 (1_x)+1
B SN T D2 e N € U PRl VI A

oldugunu gosterelim:
un,(x) = KF((t — )% x) = K2(t% x) — 2xK3(t;x) + x?KF(1; %) (2.2.2)
seklinde yazilabilecegini biliyoruz.

(2.2.2) ifadesinde K2 (t; x) ve K2 (1; x) operatorlerinin degerlerini hesapladik.
Simdi K& (t?; x) operatdriiniin degerini hesaplayalim. Bunun i¢in (2.1.1) de f = t?

alinirsa

17



k+1

o caxP(na)  xk nHl
Kg(t%x)=(n+ 1)2 eT+x K (LT fL t2dt
k=0 n+1
k+1
olur. Bu esitlikte dnce f’i“ t2dt integrali hesaplanirsa
n+1
k+1
L, :<§> |% _k+1? K
% 3) = 3(n+1)3 3(n+1)3
=——[k3+3k?*+3k+1—-k3] =—=[3k* + 3k + 1
St D [ T3k A3k I =3myz Bk +3k+1]

olarak elde edilir. Bu deger K&(t%; x) de yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa;

= —axP.(n,a xk 1
K;;(tZ;x)z(nH)zem k(. @) [3k2 + 3k + 1]
k=0

k' (14 x)"%3(n+1)3

1 i —ax Py (n,a)  xKk? 1 i —ax P(n,a) x*k
el+x

= - 1+ +
+ 2L T Ao (7 L K (1 +0)nF

k

1 i —ax P.(n,a) x
el+x

HETCEEE L K (14 0)nF

olur. ilk ifadede k? - k(k — 1) + k yazip isleme devam edilirse

18



PERRE LI
ne (n+ 1)2 - (k—2)!' (1 + x)n+k
(k>k+2)
2 > —ax P (n, ) xk
b T K& (1;
(n+ 1)2 kz_l T DI+ 0k T 3y pE i (B
(k>k+1)
_ 1 x? i s Peio(n,a)  x
(n+1)2(1+x)? T k! (1 4+ x)ntk
1 x N -—axP,,(na)  xF 1
+ Z e +
M+ D?PA+04° K A+0mF 30+ D)2

elde edilir.

k

ifadesinin degerini hesaplamak i¢in

o
Z —ax P, (n, a) X
el+x

| n+k
e, k! 1+x)

ed(1—t)™" = Z Pe(n @)

k!
k=0

esitliginin her iki tarafinin t’ye gore tiirevi alinirsa

P.(n,a - P n,a
eU(1—t) " n(1-t)"'+a] = (g(_ 1))| th=1 = Z #t"
k=1 ' k=0 '
(k>k+1)

olur. Bu esitligin her iki tarafini tekrar t’ye gore tiirevi alinirsa

19



Peri(n, )t 1k

et -t ""nn+1DA-t)2+2an(1—-t) 1 +a?] = Z

& k(=1
(k=k+1)
(o] P ’ tk
el - " n(n+ DA -%+2an(1 - ) +a?] = Z #
k=0 '
N e Prir(n, a)tk
)2 PN
nn+ 1A —-t)?+2na(l—t)*+a kzo R

elde edilir. x € [0, ) i¢in bu esitlikte t = 1% yazilir ve diizenlenirse

nn+ 1)1+ x)? + 2na(l + x) + a?

- —ax P , k
y Z T2 P2(n @) x (2.2.3)
k=0

k! (1 + x)ntk

elde edilir. (2.2.1) ve (2.2.3) yerlerine yazilirlarsa

1 x?
(n+1)2(1+x)2
1 X 1
tTarnrary rA R ratEa

K& (t?%;x) = [n(n+ 1A +x)% + 2na(1 + x) + a?]

olarak elde edilir. Bu sonuglar (2.2.2) dan yerlerine yazilir ve diizenlenirse

20



K ((t —x)% %)

x> [n(n+ DA +x)? + 2an(1 +x) + a? 2x [n(1+x)+a
T (n+1)2 1+ x)? l (n+1)2 1+ x) l
1 2x? " x 5
302 DA T

242

1 a“x 1—-x\ 1
:m{xz(n+1)+(n—1)x+m+2ax<1+—x>+§}

olarak istenilen elde edilir.

(ii) ve (iii) nin ispati i¢in asagidaki yolu izleyelim.
Simdi
k

a (%) Z 2 ha)  x ( k )r 2.2.4
= x —
T 4, KL A+ \nt1 (22.4)

operatdriinii tanimlayalim. Bu operator icin

x(1+2) (1l ()

=+ DA +20)u7,41(0) — axpn, () —rx(1 + ) ug 1 (x); T €N

rekiirans bagintisi saglanir. Bu rekiirans bagntis1 gostermektedir ki g - (x)

fonksiyonu dyle bir fonksiyondur ki

pnr(x) = x" + qr(x':ll)_i_-l-lO(l) (2.2.5)

21



seklinde yazilabilmektedir. Buna gore

k+1
n+i

w0 = (n+ 1) Z W, () f (¢ - x)rdt
—1

r+1

Hngkm{«‘: ) )
o (x ){2 "+ [(nil‘x) (nil)v B (n-llc-l_x)l}

1 - r+1 a r+1-v
=r+1;( )sznk(x)<——x)

1 r+1 g 1 )
T+ 1;( v )W“n,rﬂ—v(x),

elde edilir. Buda (2.2.5) esitligi goz oniine alindiginda uy; ,-(x) fonksiyonunun a ve

r parametrelerine bagli x in bir rasyonel fonksiyonu oldugunu gosterir. Eger

P (x) = iunr(ac) (2.2.6)

olacak sekilde tanimlanirsa

T

s (x) = —z Wi (x) (— - x) olur. Buradan da

1
U (x) = ( ) yazilabilir.
n[ 2 ]

22



Gergekten de

1w 1 1% j 1
= r nJO T = T 0 n[ /2] =0 ( r )
" j=0 (n[%l ) n =0 ( ) n[%l

olur. Bu ifadenin bir sonucu olarak

r+1

1 1 1
|u%7”(x)| = Cz v—-1 [r+l-v =C r+1
v=1n n[T] n[T]

elde edilir.

Lemma2.2.2.: e;;:1 > 1,e;; =x'y/,0 <i,j < 2 iki boyutlu test fonksiyonlari

olsun. Buradan (2.1.2) de tanimlanan K7, ,,, operatorler asagidaki sonuglari saglar:

(DK n, (90,02 X, y) =1;

.. 1 ax 1
(iD)KE n,(e10:%,y) = n+1 (nlx MRl E)’

ay 1
(m)}’{,‘fljn2 (30,1; X, y) = (nzy +—+ —) ;

n, +1 1+y 2

23



(iV)KF n, (€205 %,y)

_ 1
 (ng +1)?

2an;x? a’x? 2ax 1)

2.2 2
nixc +nx°+ 2n,x + + + + =
(1 1 1 1+x  (1+x)? 14x 2

(WK n, (€025 %, Y)
2 2,2

2an,y a’y 2ay 1)

1
<n§y2+n2y2+2n2y+ Tty +(1+y)2+1+y+§

" (ng + 1)?

(vi)K,ﬁ‘le (es,oi X, )’)

3ax3n?
1+x

A 1
~ (ng +1)?

3an;x? ax ax a’x? 9 ax 7
+——{@+x)+—]} { }

3n?x? 3n,x?
<nfx3 + ; (34 2x) + ;

n{x
+%(4x2+6x+7)+

1+x 1+x +1+x (1+x)2+§(1+x)+§

i
4 )

(vii) Kﬁll,nz (90,32 X, 3’)

1 3niy? 3n,y2 n 3ay3n2
:m<n§y3+ ;y (3+2y) + ;y +%y(4y2+6y+7)+ 13_’|_x2
2
3an2y2{(3+ " ay }+ ay a’y? +2 ay +Z
1+y YTy T 1yl +y2 20 +y) ' 2

L1
7)

Ispat: Ispat yapilirken Lemma 2.2.1 de verilen sonuglardan faydalanilacaktir.
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(D) K5 n, (e0,0;%,y) = 1 oldugunu gésterelim:

f(u,v) = 1 alinirsa

k2+1 k1+1
o - n,+1 ni+1
K, n, (eo,o;X, Y) =+, +1) z Z Waynz ks k(60 Y) ,f .]- dudy
k1=0 k2=0 kz k1
np+1 nq+1
(o) o . 1 1
=+ Dy +1) kzo kzo Wiisnaiet (oY) Gy oy + D
1=0 2=

2 - k
Y erev P (na)  y*
ky! (14 y)ratka

fey

(00]
—axp,(na)  x
= Z T Lt omth
k1=0 e k2=0

o

Z zaxp, (na)  x
el+x =1
k! (1 +x)mtk

keq

k1=0

ve

k>

Z T Pea) Y

k,=0 kz' (1 + y)n2+k2 -

oldugunu biliyoruz. Buradan Ky’ ,,, (eo,oi X, y) = 1 elde edilir.

1

. 1 g ) .
(i) K n, (91,0 ;X y) = (nlx + % + E) oldugunu gostermek igin f(u, v) =

n1+1
u alinirsa
ko+1 kq+1
0 0 Tl2+1 Tl1+1
a . — a
Knl,nz (el,O' X, .V) - (nl + 1)(n2 + 1) Z Z Wnl,nz,kl,kz ('x’ y) j j ududv
k1=0 k2=0 k2 kl
ny,+1 nq+1

olur. Burada integral hesaplanirsa
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Ko+l kq+1
Tl2+1 Tl1+1

[ kf ududy = (2(2:11: 11)2) <n21+ 1)

elde edilir. Buradan

Krclll,nz (91,02 X, Y)

PR 2k, + 1 1
=+ D+ D ) D Wi (50 7752) (o57)
k1=0 k2=0
1 i zax py., (n, @) x*ky i 2 pr, (1. @) y
=| — +x
+1D 2L ° k! (1+x)mth T At ks
k1=0 k2=0

1
m Ky, nz(eo 0r X, )’)

Z T8 Pr, (n,a) x*ik, 1
(n1 +1) kl(k1 — D! (1 + x)tk 2(n1 +1)

(k1->k1+1)

Z 292 Py, 41(1, @) xk L1
(n1 + 1)(1 + x) kq! (1+x)mtks  2(ny + 1)

bulunur.

oo
- k
ﬂpk1+1(n' Cl) x™t
E el+x

P A1 0k = n,(1 + x) + a oldugunu biliyoruz:
1-

k1=0

26



Bu deger yerine yazilirsa

x 1
K¢ x,y) = 2(n, + 1)
nl,nz(el,O X y) (nl + 1)(1 + X) [nl(l + x) + a] + 2(1’11 + 1)

1
T +1

_.|__

ax 1)
1+x 2

(nlx +

elde edilir.

1

e 1 y i} -
(iii) K2 0, (013 %, y) = (nzy + % + E) oldugunu gostermek icin f(u, v) =

ny+1
v alinirsa
ko+1 kqi+1
o) o) np,+1 nq+1
a . — a
Knl,nz (eO,li X, }’) -~ (nl + 1)("2 + 1) z Z Wn1:n2;k1:k2 (X, y) J f 'l]dudv
k1=0 k2=0 k2 k1
ny+1 nq+1

olur. Simdi integral hesaplanirsa

ko+1 ky+1
n2+1 n1+1

f k[ vaudv = (2(2:22: 11)2> (nli 1)

ko
n2+1 n1+1

elde edilir. Buradan

27



Kr(lll,nz (90,12 X, )’)

oo oo

2k, + 1 1
= Ou D00+ D ) ) Wi, (003) (2( ny + 1)2> (n + 1)
k1=0 k2=0
_ Z eTH P, (n, a) x'a Ty Pre (na)  y*%k,
B o kil (1+x)mtk (nz + 1) ky! (14 y)retka
1=
1
* 2y ) e (fa0i )

z 2 P Yk, 1
(nz +1) ky(k, — DI (1 + y)metkz * 2(n, +1)

(kz?k?l)
2 Pk2+1(n a) yke y 1
(nz + 1)(1 +y) k! 1+ y)retkz * 2(ny + 1)

yazilabilir.

k2

Z el+y Pk2+1(n a) y

ol at ) =n,(1 + y) + a oldugunu biliyoruz:
2-

k2=0
Bu deger yerine yazilirsa
y P
(m,+1D)A+y) 2mn,+1)

1 ay 1)

= + =
n, +1 1+y 2

Krclll,nz (90,1; X, y) =

(nzy +

elde edilir.

(iv) Kr?l,nz (92,01 X, 3’)

2an,x? a’x? 2ax 1)

1+x +(1+x)2+1+x+§

B 1
B (ny + 12

(n%xz +nx% + 2nyx +

28



oldugunu gostermek icin f(u, v) = u?alinirsa

Kr(lll,nz (82,0; X, y)

o) 0 n2+1 n1+1
— A DL D Y Y W) [ | wdudy
k1=0 k2=0 k2 k1
n2+1 n1+1

olur.
Integral hesaplanirsa

Ko+l kq+1

n2+1 n1+1

X 1 3k + 3k, + 1
f f u“dudv = ( )
n, +1 3(ny +1)3

kK, Ky

Tl2+1 n1+1
elde edilir. Buradan
K‘f‘lll,nz (82,0; x’ y)

SRR 1 \(3k?+3k, +1
=+ D +1) Z Z Wi ina ksier 06 Y) (nz n 1)( 3(n; + 1)
k1=0 k2=0
(e +D N 2P0 y©
(ny +1) Frar k! 1+ Y)n2+k2
2:

(ny+1) —— Dk, (n,a) xk1

—_ x

(ny +1)3 - _Oe k! (14 x)utk
1=

[k2+k +1]
1 1 3

elde edilir.
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Burada k? + k; +§ ifadesinde k? — k,(k; — 1) + k, yazarak diizenlenirse

ki(ky — 1) + 2k, + § elde edilir. Bu deger yerine yazilip, gerekli diizenlemeler

yapilir, operatoriin lineerliginden faydalanilir ve Lemma 2.2.1 deki sonuglar

kullanilirsa

Krclll,nz (ez,oi X, Y)

1 iiﬂ%mm xls

- 1
(m+1ﬂkﬂe+x k1 Qg | atki =D+ h+3]

1 i __‘“‘Pkl(nx a) x*1{ ky(k; — 1)}
el+x

=m¢n2k0 kil (L+x)mth
1=

o caxp, (na)  xkikg 1
+2 Z el+x 1k1! T one + §K;§1,n2 (eo,o;x, y)

k1=0

oo

1 cax  pp(ma)  xM{ki(k - 1)}
" (ng +1)2 Z et ky(ky — D(ky —2)! (1 +x)mtk

1=

—_ax Pk, (n a) xklkl 1
+ Z k1(k1 — DA+ x)mtk + §K1(111,n2 (60,0; X, y)
k1=0

1 c —axpy,(na) x4
_— 1+
mﬁnzze U — 2) (1 + x)matha

1=2

_ax pk (n a) xkl 1
i Z —DI(1 + x)ratks + §K7(111.n2 (eo,o; X, y)
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" (g +1)2 — (ky — 2)!1 (1 + x)Ma+ks
(klfllﬁz)

1 (i —axp (na)  xk
el+x

o Pk (na)  xk
" Z — DI+ x)mtk + §K7?1,le (60,0; X, }I)

ki=1
(k1—>k1+1)
_ 1 x? Z e% Dk, +2(, @) xk1
(ny +1)2\ (1 +x)? r ky! (1 + x)matks

1=

—ax p, 4+1(n, a) xk1 1 _
* (1+x) ¢ 48 k! (1 + x)m+ks + gKm,nz (eo,o, X, Y)
k1=0

ifadesi yazilabilir. Burada

i —ax Pk +2(n,a) xk

k! A+ ny(ng + DA +x)? + 2nya(1 + x) + a?
1-

(o]

Z —axp(ma) x4
el+x
kl! (1 + _X')n1+k1

=n(1+x)+a
k1=0

ve Ki n, (90,0 3 X, y) = 1 olduklar1 bilinmektedir. Bunlar1 yerlerine yazilirlarsa
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Kr(lll,nz (62,0; X, y)

1 2
T (my + 1)2 <(1 -ch—x)Z (ni(n + DA +x)* + 2nya(1 +x) +a?)

X 1
+m(n1(1+x)+a)+§>

Krclll,nz (ez,oi X, Y)

_ 1
(g +1)2

- 5 2an,x? a’x? 2ax 1
nix* +nyx° + 2nx +

+ + +=
1+x (A+x)? 1+x 2
elde edilir.

() Krclll,nz (30,2; X, 3’)

_ 1
- (ny +1)?

2an,y? a?y? 2ay 1)

<n§y2+n2y2+2n2y+ Tty (1+y)2+1+y+§

oldugunu gostermek icin f(u, v) = v? alinirsa

Kr(lll,nz (90,22 X, 3’)

K+l ky+1
o) [o) TL2+1 n1+1
— a 2
=n,+1(n, +1) z z W ki, (6 V) f f vedudv
k1=0 k2=0 kZ k1
n2+1 n1+1

bu ifadedeki integral hesaplanirsa
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kot1 kqt+1
n2+1 n1+1

f f 2 dud _( 1 )3k§+3k2+1
vy = G U\ 30, + 18
Tl2+1 Tl1+1

elde edilir. Boylece

Kr(lll,nz (80,2; X, y)

= (g + D(ny + 1) Z Z W maska, (009 (m + 1>< 3(n, +1)° )

k1=0k2=0
34D $ i) P
(n, + 17 L € Il (L+ )tk |2 TH2 T3
2=
(n, +1) —ax py, (n,a) xk

m+D L’k At
k1=0

elde edilir.

Buradaki k% + k, + % ifadesinde kZ — k,(k, — 1) + k, yazilarak
diizenlenirse k,(k, — 1) + 2k, +§ elde edilir. Boylece gerekli diizenlemeler

yapilirsa
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K& n,(€02: %, y)

k>

1 i e_ay P, (n, a) y

- 1
= k,(k, —1)+2 —
(n, + 1)? p k! (14 y)nztke 2(kz ) + 2k, + 3]

2=

1 i 79 iy (1, @) y*e{ Ky ey = 1)

k2=0
= > Pk (na) y*zk, 1
e Z 2 = Kt n, (€003 %,¥)
| no+k nqy,n,\*0,00 4
K320 kz. (1 +y) 2TK2 3

1 (N2 pema@) (k- 1)
~(ny +1)2 z e’ ykz(kz — Dk —2)! (1 +y)retke

2=

_ay pkz (n, a) yk2 k2 1
+ 2 Z kz (kz _ 1)' (1 + y)n2+k2 + §K7Cll1;n2 (EO,OP X, Y)
kz—

kez

1 = sz( n,a) y
(n, + 1) Z — 21 (1 + y)ratke

_ay pkz (n,a) ykz 1
+ 2 z — 1)! (1 + y)n2+k2 + §K7€,_l1'n2 (e0,0;x: y)
ko=1

L2=2
(kz—-k2+2)

_ 1 / © _ay sz (n,a) yka
B (ny, + 1)2 k kzz et ( — 2)I(1 + y)natkz

—ay pkz (Tl a) ykz 1
i Z C I+ yyatie T3 K, (e00; %) |
k2 1

(k2 —kp+1)
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k2

1 y? Z D pr,2(na)

T+ D2\ Ay o k! A+ etk
=

[0e]

zy _—aypk +1(n' Cl) y 1
1+y 2 —Ka -
(1 + Y) kz ¢ kz' (1 + y)nz'l‘kz + 3 nq,ny (e(),()) X )7)

ko

+
2=0

elde edilir. Burada

(0]
—ay n,a k2
Z e1+ypk2+z( ,a) Yy

T (Lt yyrarie - e+ DO+ ¥)? + 2na(1+y) + a?
2-

k2=0

ko

= -ay na
zel+ypk2+1( )y 14y 4a

| ny+k
= k! (1 + y)netka

ve Ky n, (eo,o: X, y) = 1 degerleri yerlerine yazilirsa

Kr(lll,nz (90,22 X, 3’)

1 2
~(ny + 102 <(1 7 (a(na + DA+ ) + 2naa(1+3) +a?)

n,(1+y)+a) +%>

2
LY
(1+y)
Kgl,nz (60,2; X, y)

_ 1
C(np +1)?

2an,y? a’y? 2ay 1)

<n§y2+n2y2+2n2y+ 1+y +(1+y)2+1+y+§

seklinde istenilen elde edilir.
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(vi) Kﬁl,nz (93,05 X, 3’)

1 3n2x? 3n,x2  nyx 3ax3n?
3.3 1 1 1 2 1
= 342 —(4 6 7) +
(n1+1)2<n1x+ (3+2x)+ 5 +2(x+x+) T2
+3an1x2{(3+ " ax }+ ax a’x? +9 ax +7
T+x T T T x|+ 02 20 +x) " 2
L1
4
oldugunu gostermek icin f(u, v) = u? alinirsa
K‘lgl,nz (63,0’ x’ y)
Kp+1 kqi+1
I 0 Tl2+1 Tl1+1
— DO D Y Y W) [ [ wdudy
k1=0k2=0 kz kl
n2+1 Tl1+1
Integral hesaplanirsa
Kp+1 kp+l
ny,+1 nq+1
j J 3dud —( ! ) ! (k3+3k2+k +1)
watr = L v U\ rpr\a T T Ty
ky Ky
Tl2+1 Tl1+1

elde edilir. Buradan
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K n, (93,02 X, )’) = +DMm+1)

[oe] [oe]

xz ZWa ( )( ! ) ! (k3+3k2+k +1)
g kude oY\ N\ + D\ T T Ty

k1=0 k2=0

(e +1) N 12p,(ma) ¥

N+ L °© k! (1 +y)netke
k2=0
(+1) O -axp(na)  xM . 3, 1
_ - 1 — —
(ny +1)* 2 Oe o k! (1+x)n1+k1<k1+2k1+k1+4>
1=

elde edilir. Burada k3 — ky(k; — 1) (ky — 2) + 3k? — 2k, ve

k? - k,(k; — 1) + k; esitlikleri kullanilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

kq

1 i—_axpkl(n,a) x
el+x

(ny +1)3 —= k! (14 x)tatks
1:

Kr(lll,nz (33,0F X, 3’) =

9 7 1

1 i —axpy, (n, @) x*1k; (ky — 1) (kg = 2)
el+x

ROERR VA k! (1+x)mth
1:

[ee] _ k _

I 1 nqi+k
=, ky (1 4+ x)matks

7 i —axp, (na)  xMik,
+ — el+x
2 k! (14 x)utk

k1=0

fey

1w -ap, (na) x
+ — el+x
4 Z k! (14 x)utk
k1=0
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oo

~2)

_ 1 Z - Pk, (n, @) x*ky (ky — 1) (ky
T+ D\ L T - Dk -2k —3) A+ 0tk

1=

y i I-"ﬂ pi, (1, @) xMike; (kg — 1)
—_ X
2248 T e (ke — Dy — 2)! (1 + x)ma+ka

k1=
Z 9% Di, (na)  xMiky
2 Ja kl(kl - 1)' (1 + X)n1+k1
p=
z ~% P, (n,a) xka
| ni+k
4k1 - ki! (14 x)mtk
1 / i —axp,(na)  xM
= — +x
07| L © T e - A 0mh
kl—%kl_’i-s
Z —ax pkl(n a) xk
— | nq{+k
. )1 (1 + x)mtka
k1—>k1+2
7 i —axp, (na)  xka
+ = el+x
2 (k1 — DI 4 x)matka
k1=1
ki—ki+1

IS oo

k! (1 +x)”1+"1)

k1=0
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ky

1 3 ® _ax ( )
x Z —axp,+3(n,a x
el+x

(ny + 13\ (1+x)3 = k! (14 x)matk
=

fey

9 x? i =ax P 42(n, a) X

A — 1+
AT LTl arons
1=

i k
7 x —ax py. +1(n, a) x™
+ — el+x
2 Z
k1=0

(1+x) k! (14 x)matk

1
+ 7 K n, (eo,oF X, J’)

elde edilir. Burada

caxpy 3(na)  xka
T +omh
k1=0 e
=n(n;+ 1D +2)A +x)3+3n,(ny + Da(1l +x)? +3n,a%2(1 + x) + a3
- __aka1+2(nﬁ a) xk _ 2 2
el+x T a7 0 =n(n; + DA +x)*+2na(1+x)+a
k1=0

oo

Z -axp (na)  x
el+x
k! (14 x)mtk

kq

=n(1+x)+a
k1=0

ve Ky n, (eo‘o;x, y) = 1 ifadeleri yerlerine yazilirsa
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Kr(lll,nz (93,0i X, )’)

1 3
T (n + D3 <(1 ix)g (ny(ny + D(ng +2)(1 + x)°

+3n,(n; + Da(1 + x)? + 3n,a?(1 + x) + a?)

L3_x
2(1+4x)?
7 X

20+

(ny(n; + DA +x)? + 2nya(1 + x) + a?)

n(1+x)+a) +%>

Kr?l,nz (33,02 X, J’)

5 5, 3nfx? 3ngx* mx 3ax3n?
nix° + > (3+ 2x) + > +T(4x +6x+7)+ T+«

+3an1x2{(3+ )+ ax }+ ax a’x? +9 ax +7
1+x T T T x|+ 02 20 +x) " 2

1
4

olarak elde edilir.

_ 1
(g +1)2

(vii) Krclll,nz (60,3; X, J’)

1 3niy? 3n,y> n 3ay3n?
=m<n§y3+ ;y (3+2y) + ;y +%y(4y2+6y+7)+ 13_]”2
2
S NE N ST
1+y Y 1+y) 1+y((Q1+y)? 2(1+y) 2

L1
4

i¢in f(u, v) = v3 alip isleme devam edersek
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Kr(lll,nz (60,3; X, )’)

ko+1 kqi+1
0 0 n2+1 n1+1
— DD Y Y W) [ [ vdudy
k1=0k2=0 k2 k1

ny+ 1 nq +1
Integral hesaplanirsa

ko+1 kq+1
Tl2+1 Tl1+1

f f 3dud —( ! ) ! <k3+3k2+k +1>
) e P A N e R A

2 kq
n2+1 n1+1

elde edilir. Buradan

K: 4 (60,3; X, J’) =+, +1)

S Wi (o) () (o (k2 k)
nimgke ko XY n,+1 (Tl2+1)4 252 27y

k1=0 k2=0

(ny +1) < —ax py (n,a) xk

_— el+x

(ny +1) o kit (14 x)mtk
1:

(1) N f2P,(a)  y*
(ny + 1)* — ka! (14 y)rathe

2=

3 3 2 1
(kz +2IG +h+3)

elde edilir. Bu ifadede k3 — k,(k, — 1) (k, — 2) + 3k2 — 2k, ve

k3 - k,(k, — 1) + k;, esitlikleri kullanilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
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1 “wp,(na)  yk
Ka €03 X%Y) =——=—= z el+y 2
nan( 0,3 ) (n2 +_1)3k - kz! (1 +_y)n2+k2

9 7 1

1 i T2 P (0 @) y ¥y (ke — D (ky = 2)

T\ L k,! (1 +y)nate
2=

ka (n,a) ykzkz(kz -1)
rg ) it

| no+k
& k,! (1 + y)natka

Z = > Pk (n,a) ykzk,
2 k! (14 y)nztke

Z Dpp,(na)  y*
| na+k;
4k2 - k! (1+y)
_ 1 i 2 P, (1, @) y¥2ky (ky = 1) (ky = 2)
(np +1)3 ky(ky — D) (ky — 2)(ky — 3)! (1 + y)ratha

2=

Z i Pi (1 @) Y ks (ky — 1)
=0 kz(kz — 1D (ky —2)! (1 + y)natke

Z @ p,ma)  y<k,
— kz(kz = DI + y)natke

k

Z 2 Py (n,a) y*?
*7 ky! (14 y)natke
k,=0

42



(e — 3)I (L + y)aFe

1( i e_aipkz(n 9y

Z 24 pkz(n a) yke

— | ny+k
& 2)! (1 +y)rete

kz —kp+2

s > Pk, (n,a) yke
2 Z (k2 — DI(1 + y)netke

k2—>k2+1

42 iy Pk, (na)  xk \

| ny+k
10 kz. (1+y) 2 2/

3

_ 1 y i e% Pi,+3(n, @) yke
S+ 17\ (A4 L kel (14 y)rethe
2=

Lo ze_ﬁ;pk2+2(n:a) yke
2(1+y)? k! (14 y)natke

Pk2+1(n a) y"z
2 (1 + y) k,! (1 + y)netke

1
+ 2 Kgl,nz (eo,oi X, y)

olur. Burada da

Z Tty Yp,43(ma)

| 1 ny+k
k,=0 kz ( +y) 2

=n,(n, + D(ny, +2)(1 +y)3 + 3n,(n, + Da(l + y)? + 3n,a?(1 + y) + aB

Z Tty Y p,2(na)

ko (1 + y)na+ke =n,(n, + DA +y)* + 2na(1 + y) + a?
2-

k2=0
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- — k
Z e% pk2+1(n, a) yka

=n,(1+y)+a
k2=0

ve K& . (eo0;%,y) = 1ifadeleri yerlerine yazilirlarsa

Kr(llpnz (80,3; X, Y)

1 y3
- (ny +1)3 <(1 +y)3 (na(ny, + D(ny, +2)(1 +y)3
+ 3n,(n, + Da(l + y)? + 3n,a?(1 +y) + a®)

+;(nz(n2 + 11+ y)? + 2na(1 + y) + a?) +;(n2(1 +y) +a)
1
.

Krcllbnz (80,3; X, }I)

1 3n2 2 3Tl 2 n 3a 3n2
=m<n§y3+ ;3’ (3+2y) + ;y N ;y(4yz+6y+7)+ 1)-]I-x2
2 —_—
3an,y? ay ay a?y? 9 ay .
B+y)+ + L2 L7

L
4

olarak bulunur.
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Lemma 2.2.3.: ny,n, € N igin

N a ax 1
D K p,(u—x;x,y) = (—x+1+x+§>;

n,+1

a 1
y +_);

n, +1

(iid) K n,((u—x)%x,y)
2.2

= (M1 + Da? + ———— 42 (1_x)+1-
T+ D2\ T I T e T A (T ) T3)

(iv) K§ o, (v = ¥)% x,y)

a2y2

S (S +2 (1_y>+1
T2\ 2T T a2 T Y 11y 73
esitlikleri saglanir.

Ispat: K¢ , (f;x,y) operatoriiniin lineerligi geregince

D) Kin,(u—x%y) =K ., wx,y) —xK7 ., (1;x,y)

1+x 2

ax 1
Krcllbnz (61,0; X, y) = Kgl,nz (U; X, y) = )

nx +
n1+1( 1

a

Krclll'nz (e0,0; X, y) = Kn1,7’l2 (1, X, Y) = 1
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Buradan

ax 1
1( 1’“L1+x+§_"1x_x>

( )

Kem, (U= x;x,y) =

olarak elde edilir.

(i) Kin,v—y;x,y) = KZ n,(v;x,y) —y(1;x,y)

1+y+§

ay w

K3, (30,1; X, y) = (7123’ +

n, +1

Kr(lll:nz (e0,0; X, y) = K‘gpnz (1' X, 3’) =1

Buradan

ay 1
Kion,(v— y,xy)— 1(zy+1+y+§—nzy—y>

( 5+)

olarak elde edilir.
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(i) K p,((w—2)%x,)

= Kg. 0, W% x,y) = 2xK5, o, (s x,y) + 2K 5 (1%, )

KTClanz (62,0; X, y) = Kr?l,nz (uz; X, Y)

2,.2

_ 1
~ (ny + 1)2

2anlxz+ a’x +2ax+1
1+x (A4+x)? 14x 2

(nfxz + nyx? + 2nyx +

a a 1 ax 1

Kty (€1,0:20,Y) = Kif n, (05 %,) = ny +1 (nlx T x E)

KT?l,nz (60,0’ x’ y) = KT‘lll,nz (1' x’ y) = 1

Boylece

K n,((w—=x)%x,y)
3 1 202t 2% 4 o gt 2an;x? N a’x? N 2ax
T (ng +1)2 X T X mXT +x (14+x)? 1+«x
+121(+ax+1>+2

2) T M T )

2,.2

-1 (g + Dx? + —— 42 (1_x)+1
" (ng + 1)2 e YT a0z Y154 73
olarak bulunur.

(iv) Ki n,((v—=3)%x,y)

= KT‘lll,le (vz; X, y) - zyKTClanz (v; X, y) + yZK'r?l,nz(l; X, y)
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Kr(lll,nz (90,22 X, )’)

_ 1
C(np+1)?

2an,y? a’y? 2ay 1)

<n§y2+n2y2+2n2y+ Tty +(1+y)2+1+y+§

1 ay 1
Kf(llpnz (eO,O;x' y) = Kgl,nz(l; X, Y) =1
olduklar1 g6z oniine alinirsa
K m (0 =) %)
1 2an,y? a?y? 2ay 1
= —— —(nZy? + n,y? + 2nyy + —2 -
(n2+1)2<n2y nyy nyy T+y +(1+y)2+1+y+2
1 ay 1
-2 AN W 2
yn2+1<n2y+1+y+2)+y
a?y? 1—y 1
= — + Dy*+——=+2 (—>+—
(ny + 1)2 <(n2 )y a+y2 " “P\1+y)73

olarak elde edilir.

Simdi asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 1: Her x € [0,) ve n € N icin

2
5% ()}
K& _ 2. < { 1
o, ((U—2x)%x,y) < —

olup, burada {62, (x)}2 = ¢%(x) + (1:1)12 ve ¢p(x) = /x(1 + x) dir.

n
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Ispat: Lemma 2.2.3’ iin (iii) den

(ny + Dx? + nyx 1 a’x? 2ax 1
K¢ —x)%x,y) < =
iy (U =2)%2,7) (ny + 1)? +(n1+1)2 (1+x)2+1+x+3
(1 + a)?
< 1 T
_n1+1<x( X+ ng+1

_ o)
T on+1

kolayca istenilen sonug elde edilir.

Lemma 2.2.4.: Her y; € N, icin My (), k = 1,2 pozitif sabitleri vardir. Oyle ki

tim

X € RO = R_,_ V) {0}, R+ = (0, 00) ven € N i(;in
l wy, Kn y X | = Y1),
1 (,1)],1 (t) 1

T e S N s

- N S M - . .
Wy, (t) x 2(y1) n+1

esitsizlikleri saglanir.
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Ispat: w,, in tanmimlanmasi ve K7 operatdriiniin lineerliginden,
. a 1 a Y- a a Y
(D wlen m; X | = wyl(x)Kn 1+t x) = Wy, (O [K7 (1;x) + Kg (" x)]
1

seklinde yazilabilir. vy ;(x) operatorii

. o _ax Py(n,a) % ko
Un,j (%) = Z ¢ T (1 + x)ntk (n + 1) (2.2.7)
k=0

seklinde tanimlarsa K2 (1; x) = 1 olup, (2.2.7) de gbz oniine alinarak

k+1
o0 n+1
K2(t";x) =(n+1) z Wi (x) j t" dt
k=0 k
n+1

_n+1§:wa() (k+1)”1+1 ( k )’““
_y1+1k_0 nk W\ 1 n+1

‘nHiW“() hzﬂ(wl)( : )]( 1 )ylﬂ_j & )y
_yl+1k0 n kX - J n+1) \n+1 n+1
—3 J:
‘nﬂiwa() i(hﬂﬂ : >J< ; )W—j
1 ki) J n+1/ \n+1
k=0 j=0
1 Y1 +1 0o j
y,+1 < J (n+ 1)r-J (%) +1

Y1
— 1 Z )/1+1 1 va'(x)
TnHigl T ety
]:
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seklinde yazilabilir.

wy, (x) = 1;” g6z 6niine alinarak ve vy ;(x) = x” + w seklinde bir
ifade oldugunu da
1 1 1 < 1
+
P2 R R T PO B of 5 T S
o, (K (a)yl(t) x) Tvan| Tyh+1 LN\ J v T )

< M;(y1)

yazabiliriz.

. L [E=2)° 1 . n
(if) w,, K <T(xt) ;x> - m[xn((t — 0% 0K ((1+ t7); 1))

Sonug 1 den bilinmektedir ki

2
{6% (0}
Kg o, ((u—=x)%x,y) < ﬁ

olup Lemma 2.2.4” iin (i) 6zelliginden

dir. Buradan

(=0 (Ba))?
Wy, Kn ( 0 ’x) <M ()= 1

elde edilir.
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Lemma 2.2.5.: ¥;,¥, € Ny olmak iizere M5(y,,y,) pozitif sabiti vardir. Oyle ki her

f €C,, 5, () vetimny,n, € Nigin

Ik, (O < MsGa¥Dliflly,y,  (228)

esitsizligi saglanir.

Ispat : Lemma 2.2.4 ve (2.1.3) esitligi geregince her (x,y) € I ve ny,n, € N igin

1
) Ka -, N ; )
wh,)’z (x y) - (wYLVZ (u’ U) g y>

1 1
(088 (g7) ) (s (575

1 1
< sup w, (K¢ |——:;x )| sup w, ()KE |———;
Sup, @n (K, (wh(u) >(>” (K, (wh(v) y)

el ) e ()
"\, " " \wy, ()"

seklinde yazilabilir. (2.2.9) esitsizliginin sol tarafinin supremumu alinarak ve (2.1.4)

(2.2.9)

Y1,Y2 Y1,Y2

kullanilarak,

< My(y1,72) (2.2.10)
Y1, V2

1
Ky — X,
tne (wh,)/z (u’ ‘U) ¥ y)

elde edilir. Boylece

a

1
a . .
||Kn1,n2 (fl e )” Kn1;n2 <wy1,y2 (u, v) ) x, y)

< Wfllypy,

Y1.,Y2
Y1,Y2
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olup, (2.2.10) geregince

”Krolll,nz (fr "y )” < M3(y1: YZ)llf”yl,yz

Y1.¥2

seklinde istenilen sonucu elde ederiz.
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BOLUM 3
K, n,(f; x,y) OPERATORUNUN YAKINSAKLIK OZELLIKLERI

3.1.NOKTASAL YAKLASIM:

f € Cg(I) (I'daki tim sinirh ve diizgiin siirekli fonksiyonlar uzayi )

CE() ={feCs(D): fPD e Cs(I),1 <p,q <2} olsun burada fP9, f
fonksiyonunun x, y ye gore (p,q) ylincii basamaktan kismi tiirevlerini

gostermektedir. Bu uzaydaki norm

dxt

alf
Iz = I lleam + Z

seklinde tanimlanmaktadir. f € Cg(I) fonksiyonlari igin Peetre’s K-fonksiyoneli

k(f;8) = inf {If = gllcy +0llglzey . 8> 0f

B

seklinde verilir. Ayrica [12] numaral referansi 192. sayfasinda Peetre’s K-

fonksiyoneli icin 6 > 0 olmak {izere

k(f;8) < My{w,(f;V8) + min(1, dlIfllcyn) (3.1.1)

seklinde de yazilabildigi verilmektedir. Burada M, § ve f’ den bagimsiz bir sabit
olup, w,(f;V§) ikinci basamaktan siireklilik modiiliidiir.
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Oyle ki tek degiskenli durumda tanimlanan sekli olan

w,(f;V8) = sup sup )If(x+2h)—2f(x+h)+f(x)|

0<h<6 x,x+2h€[0,00

ifadesi anlaminda tanimlanan ikinci basamaktan siireklilik modiilidiir. f € Cg(I) ler

icin iki degiskenli halde siireklilik modiilii agagidaki gibi tanimlanir:

w(f;8) = sup {Ifaw,v) = F o )I: (w,v), (xy)el ve Jw — )7 + (v —y)? < 6.

Ayrica, x ve y’ ye gore kismi siireklilik modiilleri

wp(f;6) = sup{|f (x1,¥) — f(x2, ¥)|: yeR, ve |x; — x,| < 5},

we(f; 8) = sup{lf(x,y1) — f(x,¥,)|: xeRg ve |y; — y,| < 6}

seklinde tanimlanir. Bu ifadelerin siireklilik modiiliiniin 6zelliklerini sagladiklar

aciktir. Ayrica g¢esitli kaynaklarda bu 6zellikler bulunmaktadir.

Simdi K7 ., (f; x, ¥) operatér dizisinin £ (x,y) € C5(I) fonksiyonuna yaklasim

derecesini Peetre’s K-fonksiyoneli yardimiyla bulalim.

Bunun i¢in asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 3.1.1.: f € Cgz(I) fonksiyonu i¢in asagidaki esitsizlik saglanir.

|K$ 0, (f3,9) — f(x,9)]

< 4x (f i My, (%, y))

2 2
ool e ) ()
< M (f3 My o))+ min{1, M, e}l

M = 0 sabiti, f ve M,,_,,. (x,y) den bagimsiz olup,

1,12

e @Y {85}
= +
ng+1 n, +1

Mnl,nz (x’ y)

dir.

Ispat: Teoremin ispatinda kolaylik olmasi icin asagidaki yardimei operatdrii

tanimlayalim:

—a
Knl,nz (f; X, y) = KT?l,le (f; X, y)

ax 1) 1

1 ay 1
_ , oL , 3.1.2
f<n1+1(n1x+1+x+2 n2+1("2y+ +2>>+f(x3’) (312)

1+y
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Bu sekilde tanimlanan EZ ., (f3x,y) operatdrii icin Lemma 2.2.3 gz Oniine

alindiginda asagidakiler saglanir.

—a

—a
Knon, @—2%y)=0ve K, o, W=y;%y) =0 (3.1.3)

Gergekten de

—a a 1 ax 1
Knom, W—x%y) =Ki »,(u—x%Y) —nl n 1(n1x + T+ +E> +x

_1<+ax+1> 1(+ax+1>+
T\ T T T 2) T M T )

h 1( +ax+1 ax 1+ +>_0
T I\ STy T T T M) =

—a
Kn]_,nz (v_y'x’y) = Kr?l,nz(v_y'Fx;_Y) —

ay 1
(nzy + + —) +y

n, +1 1+y 2

_1<+ay+1) 1<+ay+1)+
T ny+1 4 1+y 2/ np,+1 27 1+y 2 Y

—1(+ay+1 o L, +)—0
T i\ YT Ty 2T Ty TR Y)E

olarak elde edilirler.

Simdi g € C3(I) ve (u,v) € I olsun. Taylor teoremi ve kismi integrasyon yardimiyla

gw,v) —g(x,y)

g (x, ‘ 929(a, dg(x,
:—gg;y) (u—x)+f(u—a) ‘ZE; y)da+ ggﬁ;y) (v—y)
0%g(x, B)

+ f(v—ﬁ)a—ﬁzdﬁ- (3.1.4)
y

esitligi yazilabilir.
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(3.1.4) ifadesinin her iki tarafina EZ L, operatorii uygulanilir ve (3.1.3) goz dniine

alinirsa

—Qa
Knn, ((g:%,9) — g(x,¥);x,y)

u

—a  [0g(x,y) 0°g(a,y)

=Ko, m, 2 (u—x)+f(u—a)7da
X

4

ag(x,y) 0%g(x, B)
+T(v—)’) +3[(17 ,3)6—,8201,3,96,)’
—a
Knl,nz (g;xr:V) —g(x,y)
09(x,y) i 0%g(a,y)
—a glx,y —a g\a,y
=Kn, n, <T (u —x); x,y) +Kn, n, f(u - a)Tda; X,y
X
—a ag(x»J’)
Kn1,n2 < ay (17 _y);x:y
o (7 92g(x, B)
+Kn,n, j(v —ﬁ)a—ﬁzdﬁ:x,y
y

0%g(x,B)

2%g(a,y)
232

da? dp;x,y

u v
—a —a
:Knl,nz f(u - a) da; x’y +Kn1,n2 f(v - ﬁ)
X y
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62
—KS . f( g( y)d iy

1 ¢ L ax 1
AU SR T 2) x ,
1 ax 0°g(a,y)
- f n1+1(n1x+1 a+]xdx “az ———d
X X
[ @B
g
+K‘I’?1,Tl2 f(v B) aﬁz r l >
y
n 1+1(n2y 1C-l+yy ' é) y 5
1 ay 1 2°g(x,B)
- j n2+1(”2y+1+y+§)_ﬁ+jydy apz P
y y
—a
Knl,nz (g; xry) w g(x,y)
[ 0%g(a,y)
gla,y
= KTClanz f(u - a)Tda; X,y
X
n11+1(n1x+lcfl-xx+;) 5
1 ax 1 0°g(a,y)
B J (n1+1<n1x+1+x+§)_a) da? da
X
. [ 0%g(x, B)
+Kg o, | | (v — ﬁ)a—ﬁzdﬁix'y
y
n21+1(n2y+1(:-yy+;) 5
1 ay 1 2°g(x,B)
N j (n2+1("2y+1+y+5>_5) gz P
y

olarak elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafinin mutlak degeri alindiktan sonra, mutlak
deger fonksiyonunun sagladig1 6zellikleri de géz 6niine alinip sag taraftan supremum

alinirsa
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—a
|K nun, (95%,Y)

u
< |Ki,n, f(u —a)

b

v
+ Ky, n, j(v —

—a
Kn]_,nz (g’ x’ y)

<

—g(X,y)

da’

1/

0%g(a,y)

da; x,y

ax 1

J

X

SR ey 2)

ax

1
(n1+1<n1x+1+x+

92g(x,
P g(x,B)

aﬁz dﬁ;x'y

ay |1)

|

y

—g(x,y)|

Kr?l ny .I- (

1 7/ ax

1
iy t1Ey1s

ay

1
(n2+1<n2y+1+y+

02
g( y)d -

n1+1\n1x 1+x’

|

X

v
K‘fflll,nz f (v -

ay |,

2)

( 1 ax
ny+1

(nlx +

)azg(x.ﬁ)

aﬁz dﬁ;x'y

1 v
n2+1\n2y 1+y"

J

y

2)

( 1
n, +1

(nzy +

60

1+x

ay
1+y

1) _ a) 0*g(a.y) .

2 da?

1) _ﬁ)azg(x.ﬁ) ip

2 252

b))y,
)



9%g(a,y)

302 da

a L]
= Knbnz XY

u
f|u—a|

P

1 {n x4 ax l1)
n+I\V T T 1+x 2

1 ax 1 0%2g(a,y)
2) - o = d
* f n1+1(n1x+1+x+2) “‘ daz |
X
[ 0%g(x, B)
g\x,
+ K7, f|17—/3| gz dgl;x,y
y
1 1
n2+1(n2y’1iyy’2) ,
1 ay 1 2°g(x,B)
— o) -p| [ g
+ f n2+1(n2y+1+y+2> 'B| ap? P

y

2
a 2 1 ax 1

a A 1 ay 1 2

Koy, (952,5) = g, )|

1 (1+ a)? 1 ax 1\
S{n1+1<¢(x)+ n +1 >+<n1+1<_x+1+x+z)>

(1+ a)2>

+

n, +1

<¢(y)+ ———

2 Y
1\ 0 1ty 2 llczo

olarak bulunur.
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Bu ifade diizenlenince

—a
Kn,n, (@:%,y) — g(x, y)|

2 (1+a)? 2 1+ a)z
S{711'1‘1<¢(X)+ n+1 ) nz+1<¢( )+ )}”9”63(1)

elde edilir. Ayrica,

|E;111,n2 (f; X, y)|

< K, (2,00 +

1 ( + ax +1) 1 ( 4 ay +1>
U e L E R iy Dl U A o
+ 1f (x, )l

< 3fll cpny (3.1.5)

esitsizligi saglanir. (3.1.5) denklemini géz Oniine alinarak |Kr(zll,n2 (f5x,y) —
f(x, y)| ifadesi i¢in norm ve siireklilik modiilii fonksiyonunun tanimlar1 ve sagladigi

ozellikler geregince

|k, (F2,9) — f(x,9)]

—a —a
= |Kn1,n2 f-g:x y)| + |Kn1,n2 (g:xy) -9, y)| +19(6,y) = fx, ¥l

+

1(+ax+1)1(+ay+1) x7)
fn1+1 X X 2)'n, +1 2y 1+y —fey

—a
<3lf = gllegay + If = gllepy + |Kn1,n2 (g;x,y) —g(x, y)|

4 1<+ax+1)1(+ay+1) x7)
fn1+1 XTI X 2,n2+1n2y 1+y 2 floy
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<4lf —gllez o

2 1+ a)z 2 (1+ a)z
#2000+ S5 ) + g (000 + S50 Do

(ray + %%)) — f(xy)

ax 1) 1

1
* f<n1+1(n1x+1+x+§ n, +1

< (4l1f = gllcpay + 2Muym, o N9l c301)

P [ AR Y +ay+1)2\ 16
ol RN e Qe e L1\ Y T 1y 2 / (3.1.6)

esitsizligini elde ederiz.

Her g € CZ(I) olmak iizere (3.1.1) tanimlamasi da g6z dniine alinarak (3.1.6)

esitsizliginin sag tarafinin infimumu alinirsa

K (F3 2,) = £ G0 9)| < 4 (f5 My, (,9) )

2
4 1(+ax+1>2+ 1(+ay+1>
ol i i\ T T2 1\ Y T 1y 2
|K7'Clll,nz(f; x’y) _f(x’y)l

< My (f; [y, o)) + minf1, My, G} Il
2 2
Tl /i (n11+ 1(_x+1cfx+%)) +<n21+1(_y+1?y+%>> )

elde edilir. Bu da gosterilmek istenilendir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.
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3.2. iKi DEGISKENLi OPERATORLERIN YAKINSAKLIK ORANI

Teorem 3.2.1.: ¥, ¥2 € Ny olmak iizere, kabul edelim ki f € C;,_,, (1) olsun. O

taktirde bir Ms(y,, ) pozitif sabiti vardir. Oyle ki her x,y € I ve ny,n, € N icin

wV1,Y2(x’y)|K7(ll1,n2(f; x'y) _f(x,}/)|
L g, SR
[n, fy V1Y2ﬁ

< Ms5(y1,7v2) {”fx’ “)’1,]/2

esitsizligi saglanir.

Ispat: (x,y) € I sabit bir nokta olsun. O taktirde (t,z) € I igin

t Z
f62) - foy) = f f1(u2) du + f £16,v) dv
x y

esitligi yazilabilir. Bu esitligin her iki tarafina Ky ,,, operatorii uygulanirsa

nlnz(f(t z);x,y) — f(x,y)
= K¥ n, qu(u z)du;x,y |+ K, ff” (x,v)dv;x,y (3.2.1)
K, (f (6, 2); %,9) = f(x, )]

= Kr‘lllnz qu(u Z)du x y + n1n2 va(x v)dv x y
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$imdi her iki tarafi w,, ,, (x, y) ifadesi ile ¢arpalim:

Wyyy, (x, Y)|Kr(111,n2 (f(t: Z);X,y) — f(X,}’)|

t
= lerYZ (X, y) K7(ll1,712 ffu,(ur Z) du' X,y
X

Z
+ a)yl,]/z (x) Y) Krcllljnz f f-;;, (X, U) dv, X,y
y

t
= @,y (6 YK f £ 2) dul; %,y
X

z
+ Wy vs (x: y)Kr‘zll,nz j- fU’ (X, ‘U) dv|;x,y
y

elde edilir. (2.1.4) tanimi kullanilarak

Wy,

£ t
w
ffu'(u,z) du| = ffu’(U,Z)Mdu
x X

t

t
w du

Y1,Y2 12
< sup ff’(u z)——=dul| < |||l f—
x€I J L Wy, v, xTy1y2 J wh'yz(u’z)

< [Ifll < + )It—XI
x 1 y1,y2 wh,yz(t’z) wh,]/z(x'z)

seklinde yazilabilir. Benzer sekilde
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(x,v)dv| = X, V) hyzd
ffv fﬁ(

Y1 Y2

Z

VA
dv
< sup fﬁ;’(x v) == nie g, <”fy”y1,yz f

yel Wy1,v2 Wy, y, (X, V)

1 1
=I5l Yuyz <wy1,yz (x,z) ¥ Wy, (X, 3’)> 2=

olur. Bu esitsizlikler ve (2.1.3) kullanilarak, n,,n, € N igin

leﬁYZ (x’ y) Kgbnz f fll{ (u' Z) du' X, y
< Wy, v, (x, :V)Kr?l,nz f fu’ (u, Z) dul;x,y

’ a |t—X| a |t—X|
Sllf;f”]’r)’zw)’p]/z(x’y) Knpnz — %Y +Kn1,n2 P

Wy, y, (8, 2) Wy, y, (X, 2)

1 _ )
wy,@"”

X {wy1 (0K, <|(zy:(f)| ; x) + K3 (It — x|; x)} (3.2.2)

= ||fo” y1,72 P v, (y)Kng <

ifadesi yazilabilir.
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Benzer sekilde
Z
w Y1,V2 (x' y) K"’?l,nz f f‘U’ (x) 7.7) dvl X, y
y

<05, foronmt (S + iz = i) (323)

esitsizlikleri yazilabilir. Holder esitsizligi, sonu¢ 1 ve Lemma 2.2.4 g6z 6niine

alinarak, n; € N i¢in

K2 (It — xl; x) < (K2 ((¢ = )% 0KE (1;2)) 2
_ 540

< (3.2.4)
ng+1
ve
1
|t — x| (t — x)? 1 2
Ka . < Ka . Ka .
w]/l(x) nq <(,Uy1 (t) Ix — w]/l (x) nq wy1(t) Ix nq wyl(t)’x
o (x
< My () o) (3.2.5)
ng+1
esitsizlikleri yazilabilir. Benzer sekilde n, € N i¢in
n, ()
K& (z—yly) < —=—=——, (3.2.6)
n, +1
ve
|z -yl 6n, (¥)
Ka . < M —_—2 7 . 2
sz (y) ny <wy2 (Z) V= 7()/2) 1 1 (3 7)

esitsizlikleri elde edilir.
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Boylece (3.2.1) — (3.2.7) esitliklerinden tiim n,, n, € N i¢in

w}/l,)/z(xJ y)|K‘rClll,n2 (f(t; Z);X, )’) - f(X, )’)l
6, (%)

Jn +1

: S, (¥)
+ 15 }

Yivz m

< Mg(y1,v2) {Ilfx’ Iy, v,

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.2.: Kabul edelim ki y4,y, € N olmak iizere f € C,, ,,(I) olsun. O

1,YV2

taktirde Mo (y4,y2) pozitif sabiti vardir. Oyle ki her (x,y) € I ve ny,n, € N igin

lerYZ (x’ y)|K7?1,n2 (f(t; Z);x, 3’) - f(x,J’)|

o5 (x) 5%()0)
< My (y1, )w<;C —, ,
> I+ Cria Ju+1 n,+1

esitsizligi saglanir.

Ispat: f € C, ,,(I)’nn Steklov fonksiyonu fj, 5 olsun. Bu fonksiyon (x,y) € I ve

1.Y2
h,6 € R, igin
1 h 1)
frs(x,y) = ﬁf du f fx+uy+v)dy, (3.2.8)
0 0

seklinde tanimlanir. (3.2.8) den
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1 h 1)
FusGy) = £Gu) = s | du [ By F )

dir. Gergekten de

| frs (e y) = F )| =

hoos R
h6fduff(x+u,y+v)dv _6f Jf(X,y)dv

h 1)
1
5] @ [UG 4wy e 0= faa

0 0
h 5

h6f dquuvf(x;y)dv
0 0

elde edilir. Buradan

d 1
afh,&(xry) = ﬁf Ahlof(X,y + U)dU
0

5
1
= %f (Ah,vf(x: y) = Bopf(0,y) + Appf(x +u,v) — Ap,f(x +u, v)) dv

0

1 o)
= h_f Ah,vf(x: Y) - AO,vf(x: }7)) dv
0

ve

0 1
@fh,a(x, y) = %f Agsf(x+u,y)du
0

h
1
= h_f qu(x' y) - Au,of(x; y)) du
0
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olur. Boylece (2.1.4) ve (2.1.5) tamimlamalar1 geregince

fns = £, . < @(f. iy, b, 8), (3.2.9)
0
|| s < 2h7'w(f, Cy, 4,3 1. 6), (3.2.10)
0x Y1,Y2
0
| gh"s” < 267 w(f,Cy,y, h. ). (3.2.11)
y Y1,Y2

esitsizlikleri saglanir. Ayrica h, § € R, icin ekleme ¢ikarma yapilarak

w]ﬁ,)/z (X, y)|K1(‘L11,TLZ (f(t; Z); X, J’) o f(xl }I)l
S Wy, y, (x' y){Kr(lll,nz (f(t, Z) - fh,s(t, Z); X, }7)

+ |K#1,n2(fh,8(tlz)ixl3’) _fh,ﬁ(x'y)l + |fh,5(x'y) _f(xr)})l}
= R, + R, + R; (3.2.12)

esitsizligi yazilabilir. (2.1.4) tanimi, Lemma 2.2.5 ve (3.2.9)’den

R: = ”KTCll,Tl(f _fh"g;"')”h.yz < M10(V1:V2)||f _fh,éi”

= M10(V1; YZ)w(f: Cyl,yz; h-; 6)

Y1,Y2

ve

R; < w(f,C,

1,Y2’

h,8)

yazilabilir.
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Teorem 3.2.1, (3.2.10) ve (3.2.11) kullanilarak,

Ofns
0x

57‘51 (X) ||5fh6|| 51‘?2 ) }

R, < My1(y1,72) {” + -

Y1, Yz

5&(?6) . 5&(3})}

Jng + Jn, +1

< 2My11(y1,¥2)w(f, Cy, yyi B 6) {h

esitsizligi elde edilir. Sonug olarak (3.2.12)” den hareket ederek tiim (x,y) € I,

ny,ny € N ve h,6 € R+ lgln

whﬂ’z(x’y)lKgl'nz(f(t’Z);x'y) _f(x' y)l
my (X ) e 57‘%2(3/)}
Vi + Jnz +1

< Mi;(y1,v2)w(f, Cyy s B 6) {1 +h ==

8%, (%) ves = 8n, ()

1/Tl]_'l'l ,/n2+1

esitsizligi yazilir. Buradan h = alinirsa

O3 O VK, (F (6,205 2,9) = £ (2,9))]
55 (x)  8%,(¥) )
J+1'n; +1

< M13(Y1; Vz)w <f Cyl VZ'

seklinde istenilen sonug elde edilir.
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Teorem 3.2.3.: Kabul edelim Ki y4,y; € Ny olmak iizere f € C,, ,,(I) olsun. Her
(x,y) € I igin,
lim K& . (f;x,y) = f(x)
nqi,ny;—00
dir.
ispat:
Kgl,nz (e0,0; X, Y) = 1;
Ka ( ) 1 ( py ax 4 1)
. = —_ —_ .
nynz (61,07 %Y n; +1 MXT I T2 n1—>°°x’
1 ay 1
Ky SX,Y) = ( —) ;
"1'”2(60'1 x,y) n, +1 ney + 1+y pr D S
K‘f‘lll,nz (32,0; x’ y)
1 202 |0 2 o 2an,x? a’x? N 2ax N 1 "
= -] -
(n, + Dz \/1% T M Y TA+0? 14x 2)nise”
KTClll,TLZ (80,2; X, y)
1 2an,y?  a?y? 2ay 1
— 2.,2 249 _ 2
(n2+1)2<n2y TRYTF angy + 1+y +(1+y)2+1+y+2 nz_—>>ooy

olduklarindan f € C(I) i¢in Korovkin teoreminin sartlar1 sagladigindan

lim K2 o (f;ix,y) = f(xy)

NNz

olarak elde edilir.
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BOLUM 4
4.1. Voronovskaja Tipi Teorem

Bu boliimde Ky, ., (f; x,y) operatorlerinin noktasal yakinsaklig ile ilgili iyi bilinen

Voronovskaja tipi teorem verilecektir.

Teorem 4.1.1. (Voronovskaja Tipi Teorem):

f € ¢} ,,(I)olsun. Bu taktirde her (x,y) € I i¢in

lim n{Ke2 (3%, 9) = £ (o))

( +%+ )fx(xy)+< y+%+ )fy(XY)

+;(x + 2) fix(x,y) + %()’ + 2)fyy (x,y)

dir.

Ispat: (x,y) € I sabit olsun. Bu durumda iki degiskenli fonksiyonlar igin bilinen

Taylor formiilii geregince
fw,v)
=fle+ L0y u—x) + 0600 —-y)

1
+ E{fxx(x: VI —x)%+ 2fy (6, ) u—x)(v —y)

+ £, @ — )2} + P v, ) (W — )4+ (v — )%, (41.1)

ifadesi yazilabilir. Burada ¥ (.,.;x,y) = ¥(.,.) € C,, ,,UI) ve P(x,y) = 0 dur.
Boylece (4.1.1) esitliginin her iki tarafina n; = n, = n alinarak K}, (f; x, y)

operatdrii uygulanirsa

73



Kin(f(w,v);x,y)

= K (F9) + e )@ =20 + £ )@ = )

1
+ E{fxx(xry)(u -x)%+ foy(xry)(u -x)(v—y)

+ oy (6@ =)} + P =07 + 0 =) x,y)
esitligi elde edilir. K7, (f; x, y) lineer oldugundan bu esitlik

K (f (w,v); x,y)

= fFONKE(Lx, ) + fGo KL (=) x) + £, MK (v =) y)

1
+ E{fxx(xr :V)Kr?,n((u 23 x)z; x) + foy(X, Y)Krcll,n((u —x); x)Krcll,n((v —¥)y)

+ Ly G MK (v — )% 9)}

+Knin (w(u, V- 0)*+ @ -4, y)
seklinde yazilabilir. K}?,,(1; x,y) = 1 oldugundan bu son esitlik

K‘g.n(f(u! 17); X, )’)
= f0,¥) + f (o K ((w— %) x) + £, 06 VKL (v = v); )
1
+ E{fxx(x: y)K#,n((u - X)Z; x) + zfxy(x' y)Kr?,n((u - X); X)Krcll,n((v - Y); y)
+ £y (6 VKR (v = )% )}

+ K (W, V@ =0+ @ =% xy) (4.12)

seklinde yazilabilir. Lemma 2.2.1 de elde edilen sonuglar yerine yazilirsa
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Kin(f(w,v);x,y)

1 ax 1
= fxy) + fi(x,y) <n_+1<_x i +5>>

1 1
+h(x ”( +1( y+1iyy+5>>
1 (1+ a)?
+§{fxx(x;y)<n <X(1+ )+ n+1 >>

1 ax 1 1
+2fxy(xy)< +1( R 2))( +

1
+fyy(x,y)<n—+1<ﬂ1+y)+ +a) )}

+ K (W )@= 20"+ 0= )% x,y)

1(_Y+1+y

elde edilir. Bu esitligin her iki tarafini n ile ¢arpip n — oo i¢in limit alinirsa

limn Krcll,n(f(uﬁ U); X, }’)
n—-oo

ax +1
1+x 2

1
—llmn{f(xy)+fx(xy)< +1( X+
1 1
+fy(xy)< +1< y+1?y+§>)
1 n (1+ a)?
+E{fxx(xf)0<n+1<x(1+x)+ n+1 >)
1 1 1
+2f"y(x'y)<m(_x+1c-l:cx+2)>< 1( y+

2)
!

+mmw("

+1<y(1+y)+

+K,%n( (u, v)\/(u—x)4+(v—y)4 X,y
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olur. Buradan terim terime limite gegilirse

limn K3, (f(w,v); x,y)
n—oo

= llmnf(x y) + fi(x, J’)hm< :l_l( x+1cfx+%)>

+f, G, y) lim ( (g2 +%)>
+%{fxx(x, ) lim ( (x(l +x) + <1+a) )) + 2fiy (x,y) imn (ﬁ (_x n % +
9) (2 (2 49) + im0+ +22)

+l1£1_>na7)11(,‘f,n (1,[)(u, V)V —x)*+ (v —y)4x, y)

elde edilir. Bu esitligin son terimdeki limiti hesaplamak i¢in 6nce operatore Holder

esitsizligi uygulanirsa,

K3y (lp(u, v X, y)\/(u —x)*+ (v —y)4x, y)

< {Kin W% (w005 %, ) P{KE (= )* + (v = )% x, 1) 2

1 1
< {KRn (2 (u, v); 2, Y P ((w = 0)*% %) + K2 (v = 9)%59))2
seklinde yazilabilir. Teorem 3.2.3 geregince de

lim K¢, 5, @2, v)%,y) = $2(6,) = 0,

olup, Lemma 2.2.1’in (iii) 6zelliginden her biri (x,y) € I igin
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Ke(u—%0 = 0(-5)

ve
a 4 1
KA =% =0 (=)
olduklarindan
limnK;, (tl)(u, V- x)*+ -4z, y) =0 (4.1.3)
n—-oo

elde edilir. (4.1.2) ve (4.1.3) yerlerine yazilirsa

lim n{Kit (5 x,9) = £ ()}

=(—x+1cfx+%)fx(x,y)+< y+%+ )fy(x y)

+g(x + 2) frx (, y) +%(y + Z)fyy(x’y)

istenilen sonug elde edilir.
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4.2. ESZAMANLI YAKLASIM

Teorem4.2.1.: f € C; (1) olsun. O taktirde her (x,y) € RZ = R, X R, igin,

0 0
Tlll_l;rgo (% KTCll,Tl(fl (L), }’)> ) = % (x' }’): (421)
N _of
Tlll_r)lc}o (% Kin(f;x, V)) = 3y (x,¥) (4.2.2)
v=y

dir.

Ispat: Once, (4.2.1)’ii ispatlayalim. Biliyoruz ki f € Cy, .., (I) fonksiyonu i¢in

(u, v) € I olmak tizere Taylor formiilii

f(u,v) :f(x»Y) +fx(x,)’)(u_x) +fy(x,)’)(v—3’)

+(u,v; x, )\ (u — x)%2 + (v — y)? (4.2.3)
olup, burada ¥ (w,v;x,y) =¥(.,.) € C,, ,,I) ve P(x,y) = 0 dur.

Yukaridaki esitligin her iki tarafina K;7,,(., ., y) operatérii uygulandiktan sonra her
iki tarafin w ya gore tlirevi alinir ve Lemma 2.2.3’te elde edilen sonuglar kullanilirsa

(u,v) €I igin,
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d
<% Kén(F( v); 0, y))

w=X

4]
= f(x, y)( Kin(1; o, 3’)> + fe(x, 30( Kiin(u —x; wJ’))

w=Xx w=Xx

9
+fy(xy)< Kin(v — yw,y))

w=X

0
+ (%K’%" (tp(u, v X, y)\/(u —x)?+ (W —-y)?% a),y)> ,  (u,v)€ligin

) 1 aw 1
= fx(x y){ <n+1(w+1+a)+§))}w=x

+ o (1 ( +— +1) +E
fy(xy) do\n+ 1\ 1+y 2
w=Xx

1 1 —
= f.(x,y) (n 1 (n + al (:fz))zaw>>} + £, (x,y).0 +E

= fr(x,y)

nil<n+(1fx)2)}+E

ifadesi yazilabilir. Burada

Ai_r)gofx(x,y) {ni 1 (n * (1 fx)2>} =fxy)

olup,
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E=(Mn+1)>?

ko+1 ki+1
n+1 n+1

X Z Z (% Wt tewie, (0 y)) f kf YW, v)\(u—x)%+ (v —y)? dudv (4.2.4)

k1=0 k2=0

seklindedir.

Simdi n - o i¢in E — 0 oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun i¢in (4.2.4) den

hareket edilirse

E=m+1)>2
Ko+l kq+1
0 59 5 n+l1 n+1
X Z <£ Wi jey je, (X, y)) f f Y, v\ (u— %)%+ (v —y)? du
k1=0k2=0 w=x ky  Ki_
n+l1 n+1

> {(k —nx)(1 + x) — ax} .
x(l + X)Z nnkq,k;, (x' Y)

=+ 12 )
k1=0 k2=0

kp+1 kqi+1

n(n+ 1) = — k,
=y O O () W )
k1=0

X f f d}(u,v)\/(u—x)z + (v — y)? dudv
k, K

_ﬁ&?’n (lp(u’ V=12 + @ -3, 3’)

:E1+E2
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ifadesi yazilabilir. Bu ifadedeki E; ifadesi i¢in bir {ist sinir bulmak i¢in Schwarz

esitsizligi kullanilirsa

1
[} /2
n a kq 2
1= x(1 + x) RZO Wi, () (W B x)
/ k2+1 k1+1
x| (+ 12 Z Z Wit (57 f f 2(u,v) ((u — x)?
\ k1=0 kz=0 Ky
+1 +1
1/2
+ (v — y)?)dudv |
’ ok
" a L
1< A+ %) RZO Wik, (x) (n x)

X K (* (w, v);2, y) (K ((w = 0)*% %) + 2K (= 0% K (v = 3% y)

+ KA -y )}

seklinde yazilabilir. Boylece Lemma 3.2.1 geregincede

|yl < Mo (t, y){KEn G (00 3,0}

esitsizligi yazilabilir.
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Teorem 3.2.3’ten, (x,y) € R% icin
lim K&, (*(u,v);x,y) = p*(x,y) = 0
n—->0o

yazilabilir. Boylece n — oo i¢in E; = 0 oldugu goriiliir.

E, i¢inde E; de izlenen yol izlenerek n — oo i¢in E, — 0 oldugu ayn sekilde

gosterilebilir. E; ve E, degerleri E de yerine yazilirsa n — oo icin E — 0 olur.

Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem4.2.2: f eC 1y (D) olsun. O taktirde her (x,y) € R% igin,

li g K2 ; of
nl_I)T(;lon % n,n(f'x'y) ) _a(x'y)

=(—1+ﬁ)fx(x y)+(1+ )fxx( y)

#(oy T+ 3) ) 4 3 (14 Dy (69)

5 (140 e (,9)

G, af
. a . —_——
lim n <_6v Knn(f5x, y)) 3y (x, y)

v=y

= (—1+(1+y)2)fy(x y)+(1+ )fyy(x y)

1
+ (x5 e ) + 5 A+ D fery (19

y

+ E(l + y)fyyy(x'y)

dir.
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Ispat: (x,y) € I sabit olsun. Bu durumda iki degiskenli fonksiyonlar i¢in bilinen

Taylor formiilii geregince

f(u,v)
=fl,y)+ 0y u—x)+ f,0y)©—-y)

1
+ E{fxx(xJY)(u - X)Z + foy(x:y)(u - x)(v - y) + fyy(xry)(v - y)z}

+P(uv;x, )V (w—x)*+ (v -4 (4.2.5)

ifadesi yazilabilir. Burada ¥(.,.;x,y) = ¢(.,.) € G, ,,(I) ve P(x,y) = 0 dir.
Boylece (4.2.5) esitliginin her iki tarafina ny; = n, = n alinarak K}, (f; x, y)

operatorli uygulanirsa

Kin(f(w,v); x,y)

= K8 (£ ) + L0 @ =0 + f @ =)

1
+ E{fxx(x’)o(u - x)z + foy(x,y)(u - x)(v - Y)

+Fy @ =7} + )@=+ =% xy)

esitligi elde edilir. K57, (f; x, y) lineer oldugundan bu esitlik

Kin(f(wv);x,y)
= fONKE (LX) + f(x, )KL (w0 = x); x)
+ £, Co MK (v = ¥); y)
2 (e G Y (1 = 0% )
+ 25y (6, VI Kin ((w — x); ) Kin (v = ¥)5 )
+ £y (6, K (v — )% )}

+ Kt (9, )@ =07+ (0= )% x,y)
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seklinde yazilabilir. K}, (1; x,y) = 1 oldugundan bu son esitlik

Kr(ll,n(f(uJ U);X, y) - f(x' y)
= fe Co VK (= x); %) + £, (6, YKL (v = ¥);y)
1
+ E{fxx(x: y)KrCll,n((u - x)zi x)
+ Zf;cy(xr y)Kg,n((u - Xx); x)Kr(Ll,n((v - y); y)
+ iy (6, YK (v = )% ) }

+ K (W )@ =07 + (0 = 9% x,y)

Yukaridaki esitligin her iki tarafina K7, (f; w, y) operatorii uygulandiktan sonra her
iki tarafin w ya gore tiirevi alinir ve Lemma 2.2.3 ve sonug 1’den elde edilen

sonuglar kullanilirsa (u, v) € I igin,

0
<£Kn,n(f(u' U)”“J’)) - f(x, y)( Knn(l w, y))

wW=X w=X

0
—fx(xy)( Kron (u — X:w,y)> +fy(xy)< Kin(v — y,wy))

w=X w=Xx

w=x

{fxxoc ) (5 K = 0% )

0 0
+ 2fy (%, y)( Kin(u—x; w, y)) <%Kr‘l‘,n(v -y, y))

wW=X w=X

)
+ fyy(x, y)( K (v —y)% y)) }

w=x

+ (%Kﬁn (l/)(u, v; %, Y)Y (W —x)2 + (v — )% w,y)) , (uwv)e€eligin

w=x

84



olup, burada ¥ (u,v;x,y) =9(.,.) € Cy,,,,() ve P(x,y) = 0 dir.

d
<%K,‘in(f(u, v);w,y)) —f(xy)

w=X

1 1 1 1
-1 (5 (- “%U))”y("'”(n_ﬂ(‘y*1a+yy+z)>
1 1 (1 +a)?
+§{fxx(x,y)((n+1) <X(1+x)+ — ))
1 ax 1 1 ay 1
+2f"y(xy)< +1( x+1+x+2)>< +1( Y+1+y+§)>

1 1
+ fyy(x,y) <(n+—1)2 <X(1 + X') + ( + a) >)}

Buradan garpimin tiirevini uygularsak

o M _of
<%Kn,n(fr X, y)) ) Ix (.’X, y)

1 a(l+x) —ax 1 ax 1
_n+1<_1+ (1 + x)2 >f"(x’y)+<n—-|r1<_x+1+x+§>>f”(x'y)

1 2
(xa+x +%))fxx<x.y)

1 ay 1
+ (m(‘y tryt z))fxy(""’) 100

1
+ <2(n D (1+x+ x)) fex (%, )

* <n (14 ixxf)) (n (it %>) o)
" <n -1+ 1 <_x " 1cfx " %)) (n -1r 1 (_y * 1?3, + %)) fyx (0, )

1 Lt
+ £y (6, ¥)0 + £, (x, ¥) (n_—i-l <y(1 +y)+ (n-:_al) ))
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Bu esitligin her iki tarafini n ile ¢arpip n — oo i¢in limit alinirsa,

] 9
r{iggon{<%Kﬁn(f;x,y)> ) —%(x,y)}

] 1 1 ax 1
ziﬂo"{n+1( L 1+ )Z)f"( y)+< +1< x+1+x+§>>f’“(x'y)

1

1 ax 1 ay 1
3 <n+ 1( a +x)2)> <n+ 1(_y+ 1 +y+§>>fxy(x'3’)

1 ax 1 1 ay 1
+<Tl+1(_x+1+x+§>><n+1< 1+ y+§))fxyx(x,3’)

1 (1
7 <y(1 +y)+——r fyyx(x y)

= limn g (-1 + ) o)+ fimn (14 755) o)

1 ax 1 ay 1
{(n +1 (_1 * 1+ x)2>> (n +1 (—y 17 y * E)) fxy(x;y)}
) 1 ax 1 1 ay 1
+7IIT£”{+ <n+ 1(_x+ 1 +x+§)) (n+ 1(_y+ 1 +y+§)>fxy"(x'y)}
1 2
{ %)) fyyx(x'y)}
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Buradan

0 ]
imn{(alfﬁn(f;xﬁ)’)> ) —é(x,y)}
a
ay
iyt )fxy(x Y)+2 (1 Y)fayy (1,7

+5 1+ Dferx (3,7

elde edilir. Benzer sekilde

d d
T{glgon{<%Kﬁn(f; X, y)) - %(x, y)}
v=y

= (—1+(1+)2)fy(x y)+(1+ )fyy(x y)

+( oy )fxy<x )+ > (L + ) ey (5,7)

+ % A+ V) fyyy(xy)

esitligi icin de elde edilir.
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4.3.TARTISMA VE SONUC

Bu tezde 2015 yilinda P.N.Agrawal ve M.Goyal tarafindan yapilan tek degiskenli
fonksiyonlar i¢in verilmis Generalized Baskakov Kantorovich Operators isimli
calisma temel baz alinarak hazirlanmis olan ve yine ayni yazarlarin ¢alistigi iki
degiskenli fonksiyonlar i¢in verilen Bivariate Generalized Baskakov Kantorovich
Operators isimli ¢alismada verilen operatoriin diizgilin yakinsaklik ve noktasal
yakinsaklik 6zellikleri incelenmis son olarakta VVoronovskaja tipi bir teorem
verilmistir. Tez hazirlanirken yazarlarin kullandig1 sembollere bagli kalinarak verilen
Lemma ve teoremler kapsamli bir sekilde irdelenmis ve bu tiir konulara ilgi duyan

okuyucular i¢in anlasilir bir dille kaynak olacak sekilde agiklamalar yapilmistir.
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