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Bu tez dort boliimden olusmaktadir.
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This thesis consist of four chapters.

The purpose of the thesis is explained in the first chapter.

The bibliography is in the first section.

In the second part, general definitions and concepts are included.

The definitions and concepts are included in the thesis.

In the third part, discrete exponential and trigonometric functions are mentioned.

Finally, brief informations about things done in the thesis are given in the fourth

part.
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1. GIRIS

Genel olarak son 30 yil iginde g-analizi ile ilgili arastirmalar artmistir. Kesikli olay-
larin incelenmesinde karsimiza ¢ikan q-Analizindeki ‘q’ harfi “quantum” kelimesi-

nin ilk harfidir.

Diskret kompleks kiimeler iizerinde tanimlanmis diskret fonksiyonlar i¢in q-
analitiklik degisik sekillerde tanimlanmistir. Her tanima gore g-analitik fonksiyon-
larin Taylor agilimlar1 da degismektedir. Ornegin [3] de g-analitiklik degisik tanim-

lanmis ve serisel agilimlar ortaya konulmustur.

Biz bu tezde [1] deki g-analitiklik tanimini kullanarak diskret kiime tizerinde tanim-
lanmis g-analitik bir fonksiyonunun Taylor serisi agilimini ortaya koyacagiz. Bu-
nun i¢in 6nce Taylor serisi agilimina yardimer olacak g-analitik {f;,(z)} fonksiyon

dizisi tanimlanacaktir.

1.1.Tezin Amaci

Bu tezin temel amaci, Harman anlaminda g-analitik bir fonksiyonu g-Taylor serisi-
ne agmak ve g-Binom formiiliiniin 6zelliklerini incelemektedir. g-Analitik fonksi-
yonlarini g-Taylor serisine agmak i¢in z kompleks degiskeninin g-Binom kuvvetle-
rine ihtiyag vardir. Tezin diger bir amaci da z™ = (x + iy) gn) ifadesinin degisik

formlarda g-Binom agilimlarini elde etmektir.



1.2. Kaynak Ozeti

[1] nolu kaynaktan g-diskret kiime, kompleks g-tiirev, kompleks g-egrisel
integral kavramlar1 6grenilmistir.[2] nolu kaynaktan z = x + iy kompleks degiske-
ninin z(™ Binom kuvvetleri tanimlanmis ve g-analitik fonksiyonlarin g-Taylor aci-

limlar1 incelenmistir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

2.1. Temel Kavramlar

Tanmm 2.1. ¢ > 0,q # 1 ve a € R olmak lizere

ifadesine a sayisinin g-analogu denir.

n’in g-faktoriyeli

olarak tanimlanir.

g-Binom katsayilari ise

[n] _ [n],! _ (1—q)n
k q [TL - k]q' [k]q' (1 - Q)n—k(l - Q)k

seklinde tanimlanip burada (1 — q)gn) =1-901—-4g%»..(1—qg" 1 dir.

Tammm 2.2. D c C alt kiimesi ve A € R sabit sayis1 verilsin. Eger her z € D igin

Az € D oluyorsa D ’ye A — geometrik kiime denir.

Eger D c C alt kiimesi bir 4 —geometrik kiime ise bu takdirde her z € D i¢in D

kiimesi (zA™)g formundaki tiim dizileri igerir.

D c C, g-geometrik bir kiime ve f(z), D lizerinde tanimlanmis bir kompleks fonk-

siyon olsun. Bu durumda f(z) nin q — tirevi



pof: =L2TE e byl <

f(q"z) — f(0)
7 , z € D\{0} (2.1)

qu(()) S rllllﬁlo

olarak tanimlanir.

D c R? alt bolgesinde u = f(x,y) iki bagimsiz degiskenli reel degerli fonksiyonu
verilsin. 0 < q <1 igin (q"x,q"y) € D olmak ilizere u nun x vey ye gore

kismi g — tlrevleri sirasiyla

_ulgx,y) —ulx,y)

Dgxu(x,y) = = Dx ,X#0 (2.2)
u(x, qy) — u(x,y)
Dgyu(x,y) = =Dy ,y# 0 (2.3)
olarak verilir.

Tamm 2.3. f(x) tek degiskenli bir fonksiyon olmak iizere;

dof (x) = f(x) = f(gx) = [DFf(x)]dqx (2.4)
ifadesine f(x) 'in g-diferensiyeli denir.

xvey reel degiskenler olmak fiizere bir f(z) kompleks degerli fonksiyonun

q —diferensiyeli

def (0, y) = f(x,y) — flgx,qy) = f(2) — f(q2) (2.5)
dir.

Tamm 2.4. Bir reel degerli f fonksiyonunun [0,a] Araligi iizerinden q —

integrali



[ r@adgr= fagm @ - e
0 n=0

=a(l-9) ) " faq™ (26)

esitligi ile tanimlanir. Bu integrale f(x)’in [0,a] araligindaki Jackson integrali de-
nir. a ve b keyfi sayilar olmak {izere f(x)’in [0,a] araligindaki Jackson integrali
ise

b

b a
ff(x)dqx = ff(x)dqx—ff(x) dgx (2.7)
a 0

0

seklinde tanimlanir.

2.2. g-Analitik Fonksiyonlar
Tamim 2.5 . z, € D c C oldugu halde z,, D 'nin yigilma noktasi degilse z, ‘a
D ’nin bir ayrik (diskre) noktas: denir. Biitiin elemanlar1 ayrik noktalardan olusan

kiimeye diskret kiime denir.

Kompleks diizlemde diskret bir kiime {izerinde tanimlanmusg bir fonksiyona diskret

fonksiyon denir.
Sabit bir z = x + iy € C noktasini goz oniine alalim ve kompleks diizlemde
Q ={(g™x,q"y) = q™x +iq"y € C: m,n € 7}

diskret kiimesini tanimlayalim.

x; # 0,y; # 0 olmak iizere z; € Q icin T(z;) = {(x;, ), (qy:i, ¥i), (x;, qy;)} kiime-

sini goz Oniine alalim.



n
p,=|Jrece
i=1
diskret alt bolgesini tanimlayalim. Bu kiime tizerinde bir f(z) diskret fonksiyonu

verilsin.

Tanim 2.6. [1],[5] f(2) ,D, tizerinde kompleks degerli diskret bir fonksiyon olmak

luzere

f@ - flax,y)

Dgxf(2) = = , X # 0 (2.8)
Donf (@) = (Z()l__f ;;’;Iy )y 0 (2.9)

olarak tanimlanan D ,ve D, operatdrlerine kompleks g-kismi tiirev operatdrleri

denir.

Tamm 2.7.[1], [5] f(z), D, tizerinde tanimlanmis diskret bir fonksiyon olsun.

Eger z € D, noktasinda
Dq,xf(Z) = Dq,yf(z) (2.10)

esitligi saglaniyorsa f(z) ye z noktasinda q — analitiktir denir.
Eger (2.10) esitligi D;in her noktasinda saglaniyorsa f(z) ye D, tizerinde

g-analitiktir denir.

2.3. g-Analitik Fonksiyonlarinin Ozellikleri

Bir L operatoriinii

L f(2):=2zf(2) — xf(x,qy) + iyf(qx,y) (2.11)

seklinde tanimlayalim. D diskret kiimesinde (-analitik olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul Lf(z) = 0 olmasidir. Burada T(z) € D, z € D dir. Gergektenf (z), D tizerin-
de g-analitik olsun. Bu taktirde (2.10) dan

f@) —flaxy) _f(@)—f(xqy)
(1-q)x (I-iy ~




iylf(2) — f(qx,y)] = x[f(2) — f(x, qy)]
olup buradan  iyf(z) —iyf(qx,y) = xf (2) — xf (x,qy)
Lf(z) = (x —iy)f(2) —xf(x,qy) + iyf(qx,y) = 0
esitligi elde edilir.
z=x+1iy € QveS(z) ={(x7vy),(qx,y),(gx,qy), (x,qy)} olmak {izere

D= U S(2) = S(z) US(2,) U ..U S(2,) (2.12)
i=1

olsun. Ayrica
D* = {Zi; Zi € S(Zi),i = 1,2, ,Tl} (213)

kiimesini ele alalim.

Teorem 2.1. f(z) diskret fonksiyonu D*iizerinde g-analitik ise D, f (z) de -
analitiktir.

Ispat : z € D*, S(2) < D olsun. f(z) fonksiyonu g-analitik oldugundan (2.10) esit-
ligini (2.11) de yerine yazarsak

L[ D, f(z)] = (x — iy) [f(x,?l):;(zx,y)] _ xf(x.qfl):g)(zx.qy) + iy f(qx,?fl)_—;)(g}x,qy)
_JE@n —flaxy) l.yf(x.y) —flxy)  fqy)
(1-q)x (1-q)x (1—-q)x
L) o flaxy) . flaxqy)

A-ax Yd-au Ya-0w
_ S~ flaxy)  fGoy) - flaxy) | f(xqy)

f(qx, y)x
(1—-q)x
:xf(x’y)_f(x’qy)—l f(x'}’)_f(qx,)’)
(1-q)x Y (1—-q)x

1
= e KT G — G ay) = iy(fCoy) = f(ax )]

1
= T U@~ fay) - (£ () - flax )]

= (G~ 0)G) ~ xf ) + i ()
(1-q)x



= 2@ - o ay) + ivf(any)]

(1-q)x
1
By Lf(2)
=0

oldugundan D, f (z), g-analitiktir.
Sonug 2.1. Sonlu sayida g-analitik fonksiyonlarin toplam1 g-analitiktir.

Teorem 2.2. [1] Eger {f,} g-analitik fonksiyonlarin bir dizisi ve noktasal

rak, f(z) ye yakinsiyorsa yani
lim,_»fn(2) = f(2) ise bu taktirde

1) f(2), D de g-analitiktir
ii) Tlllngo Dafn(z) = Dyf(z) , z€D
dir.

Sonug¢2.2.

igj(z)'
=0

D diskret kiimesinde tanimli g;(z) g-analitik fonksiyonlarin bir serisi olsun. Eger

F&) =) g (214)
=0

ise bu durumda

i) f(z) , D’de g-analitiktir.
i)D, f(2) = z Dyq;
j=0

dir.



2.4. g-Analitik Binom Fonksiyonu

Gauss Binom Formiiliiniin g-analogu

x+y)g =&+ +ax+q*y)..(x+q"y)

seklinde tanimlanir. Burada y yerine iy yazarsak

(x +iy)g = (x + iy)(x + iqy) (x + iq%y) ...

n
ny k&= .
=Z[k] g Zz ikxnkyk
k=0 7

kompleks g-Binom formiilii elde edilir.

Tamim 2.8. n negatif olmayan bir tamsay1 olmak iizere

(o] B ] '
zMW; = C,(x™) = z (l[]y]), chl,x[xn]
j=0

seklinde tanimlanir.
Dy (x™) = [n].x"* oldugu goriilebilir.

Bu 6zellige gore;

i. Dyx(z™) = [n].z("D

(2.18)
dir. Gergekten

n=1 i¢in

Dy o (7) = Z(y) Dj()

(2.15)

(x +iqg"'y)

(2.16)

(2.17)



n=2 igin

= x% + [2]4ixy + L[ZT[Z]‘I

=x*+[2qly —y*,

boylece genel olarak

- (
Dgx(z™) = Z l
=0

P ] .
[Iyﬁ DI (x™)

=x"+ [n]giyx™" 1 4 4 iMy"

= [n].z"?

dir.

ii. z® =1 dir. Gergekten (2.19)

o .
20 = Y i)
=0

iii. 0 =0 n=>1 dir.Gergekten (2.20)

10



n) — C (i(y_y))j n
(z—2) —ZTDq[(x—x)] nx>1
j=0

dir.

z™ ifadesi z"’in g-analogudur.

Dl (x") = {(1 —O" LA - "L A - A" i <n
q.x 0

s j>n
ifadesini ve z™ | (2.17) deki tanimi kullanilarak ;
n
n o
z(")=z[-] (iy)ix™) (2.21)
L g
Jj=0
_Tl ia\0,1 n ia\1,n—1 n A\, N—T
= [O]q (fy)"x™ + [1]q (fy)y x"""+ -+ [n]q (iy)"x
_[n n ny .. n-1 n )2, Nn—2 n i\
= lol, =" +[3], = + [5], @t 4+ ] )
yazilabilir. Diger taraftan
n
z™ = Z [n] xJ (iy)"/ (2.22)
— Jq
j=

= [ol xoam+[i] x@rm=+[5] <@+ [1] 2

- [}, 07+ [, s [ o ]

olup (2.21) ve (2.22) ifadeleri birbirine esit oldugundan;

11



Dz = ) [}], @x"
j=0

Il
.M:

[]]q ()

esitligi elde edilir.

[n] — [n]qI [ ] — [n]q — [n]q'
y) q [n_j]q![j]q! n—j q [n_(n_j)]q![n_j]q! [j]q![n_j]q!

oldugu goz oniine alinirsa Dy lineer bir operatdr oldugundan;

M:

Dgur(20) = [] D [x" 7] (iy)!

0

[j], =12y

I
.M: .

-
1l
o

[n]g! o m—ielrenj
#q[]]q![n—]]qxn 7= (iy)

I
NEE

0

~.
Il

[nlq![n—/lq

TR T T RN G2

I
NgE

—.
Il
o

n
=% X i)
]=0 ] - 1 ]q

n
n—l q o )
—-j—1 ly}
Z ]—1 ]q (@)

-
I
(=)

-
I
(=)

12

(2.23)



_ 1- qn n—1 i
1-¢ j=0[ j Lx (i)
=[],z
elde edilir.
Benzer sekilde
Dq,y(z(n)) = Z [;-l]q D, [(l‘y)n—j]xj oo
j=0
n—1 n
- / [j]q ["_j]q(iy)"‘f—lxj
j=0
n-1
_ [n]g! &
L=l Tl [n— jlqGiy)" 712/
—n_l [n —1]4! [n]q [ 1. (iy)ri=1xJ
_j=0 [n—j =gt n = jlql]g! n—Jjlq (&y) X
— n-1 [n — 1]q' [n]q N1
L [n—j_l]q![/-]q!(lJ’) x
j=0
:Tl_1 [Tl 1] [n] (ly)n j 1x]
LLojo]
j=0
n-—-1 1
= n—.  meje1o
[n]q & [ j ]q (iy) x
= [n]qzn—1
bulunur.

13



(2.23) ve (2.24) esitliklerinden dolay1 Dq‘xz(") = Dq‘yz(”) oldugundan z(™
g-analitik olur.

Diger tarafindan

M [n],!
imlil, =i

— T [Tl]q "'[n_j_l]q[n_j]q!
I S i Wi

[nlg..[n—j—-1]q

= limg-: =7

mq - [nrij]q

oldugundan z(™ agilimi , z" = (x + iy)™ in Binom agilimina benzemektedir.

Benzer sekilde,
=
=7 =l ) ], @
= 7"
dir.

[7] de monodifrik fonksiyonlar icin verilen z(™ ile z™ arasindaki iliskiye benzer

sekilde z(™ ile (x + iy),, arasinda

(x+iy),=+iy)(x+iqgy)..(x+iqg" 1y)

14



n
- z mq g/ U=D/2xn=i (j3))] (2.25)
J=0

seklinde bir bagint1 vardir.

Tanim 2.9.
R={(@"x+iq"y :mn=0,1,2,..}

ve z € R olmak lizere R lizerinde tamimli f(z) ile g(z) diskret fonksiyonlarinin

konvoliisyon ¢arpimi

ly)]

(f *9)(2) = G[f(x,0)9(x,0)] = D’ [f (x, 0) g (x, 0)] (2.26)

IIMS

seklinde tanimlanir.
m ve n negatif olmayan tamsayilar olmak {izere
(2.26) tanim1 kullanilarak
20 5 2 = ¢ [(x,0)™ « (x,0)™]
oldugu gortilebilir.
z™ in tanimina gore, (x,0)™ = x™ | dolayistyla
z(M 5 z(M) = Cy[x™x™] = C,[x™ ] = z(m+n) (2.27)

yazilabilir. Diger taraftan asagidaki 6zelliklerin dogrulugu goriilebilir:

a) lingg zM =, (2.28)
b) (Az2)™ = Anz™), (2.29)

¢) llzll <1 igin  lim,_,2z™ =0,
izl > 1igin  lim,_.|z™| = o

15



dir. Burada
Izl=max{ IX I, Iy 1} z€R.

Simdi bu 6zelliklerin dogrulugunu gosterelim :

a) limq—)l Zn =0.
zeqQ'

0

i)

”)—hm(x + [n ] n- 1Ly+[ ] [n—l]qxn—2@+...>
[2]q

b)(z)™’in (2.20) tanimindan

(2™ = Z O bl (2:30)
= ()™ + [n],(Ax)" tiyA + [n]4[n — 1],(Ax)" (g]/l)'z +
q
olup diger taraftan
°
Az = )n Z (E]y])' D [x"] (2.31)
j=0
N2
= A"x™ + [n] 2™ A%y + A% [n],[n — 1] 2™ 2 (G2
[2]!

dir.(2.30) ve (2.31) ifadeleri birbirine esit oldugundan (2.30) esitligi saglanir.

) ||z]] < 1 ig¢in

lim z™W =0

n—e

16



vy .
lim z™ = lim ()_}) D) [x™]
N> noo Ly [jI 1
j=0
. L n?
_ n n-1 _ n-2 4 ...
= rlll—l;r"]" <x + [n]gx™ iy 21, [n]g[n —1]x"% +
=0
dir. Diger taraftan
|z]] > 1 igin
o (i)
. . Ly j
M| = J
lim[2®] = lim Z i Palx"]
j=0
N2
[
= |lim (x™ + [n]x" iy + () [n]gn — 1]gx™ 2 + )
= [2]q

olur.

Zy = Xy + iy, € R sabit bir nokta olmak {izere R kiimesinde z — z, 'in q-Binom

analogu
n
n ,
(=20 = Y [}] =2t = 0); (232)
: q
j=0

olarak tanimlanir. Bunun i¢in [2] numarali kaynagina bakilabilir.
(2.32) tanimin1 kullanarak

n=1 i¢in

(2= 2)® = 2 [l &=z wo-v0,
j=0

17



=(x—x9) +i(y —yo)
Dq'x[(z - ZO)(l)] =1
Dgy[(z = 20)] =1
tiirevleri birbirine esit oldugundan ( z — z,)® g-analitiktir.

n=2 i¢in benzer sekilde
: 2
(z - Zo)(z) = Z []] (x — xo)z—jij(y —Yo)j
j=0 1

= (x = x0)2 + [2]4i(x = x0) (¥ — yo) + i*(¥y — ¥0)2
= (x — x0)(x — qxo) + [2]4i(x — x0) Y — ¥0) — (v — ¥0) (¥ — q¥0)

= x2 — [2]4xx0 + qx§ + [2]4i(x — x0) (¥ — ¥o) — (¥* — [2]qyyo +
ays)

olup buradan
Dqx[(z = 20)P] = [2]gx — [2]g%0 + [214i(y — ¥0)
= [Z]q((x —xo) +i(y — 3’0))
ve
Dq,y[(z - Zo)(z)] = [2]gi(x — xo) — ([Z]qy —qYo — 3’0)
= [2]qi(x = x0) = [2]4(¥y — ¥0)
= [Z]qi((x —Xxp) +i(y — }’o))
tiirevleri birbirine esit oldugundan (z — z,)® g-analitiktir.
(2.32) tanimi1 g6z Oniine alinirsa asagidaki 6zelliklerin saglandig1 goriilebilir:
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i)

Dgx(z = 20)™ = Dg (2 = 25)™ = [n](z — 29) ™™V, (233)
i) (z—2z9)® =1, (2.34)
i) 0™ =0, n>1 (2.35)

Simdi bu 6zelliklerin dogrulugunu goérelim:
i) Dq.x(z - ZO)(n) = [n](z - ZO)(n_l)
esitliginin dogrulugunu n=1,2 i¢in goérelim:

n=1 i¢in
- 1
(z—- Zo)(l) = 2 []] (x — xo)1—jij(y - yO)j
j=0 4

= (x—x0) +i(y —yo)

:Z_ZO

n=2 i¢in

(z-— Zo)(z) = Z []2] (x — xo)z—jij(y - }’o)j
j=o0 ~ 4

19



= (x —x0)2 + [2]gi(x —x0) (¥ —¥0) + i’y = Y0)2
= (x —x0)(x — qxo) + [Z]Qi(x —x0) ¥ —¥0) = —¥0) ¥ — q¥o)

= x% — qxxg — xx9 + qx§ + [2]4i(x — %))y — ¥0) — V% — qy¥o
— yYo + q¥§)

= x% = [2]gxxo + qx§ + [2]4i(x — x0) (¥ — ¥o) — % = [2]4¥¥0

+qy8)

Tamm(2.7) ve (2.10) esitliklerinden dolay:
Dyn(z = 20)® = [2]gx — [2]g%0 + [2]4i(y — ¥o)
= [2]q(x = xo + i(y = ¥0))
= [2]4(z — 20)®
olur.
Dyy(z = 2)® = [2]qi(x — x0) — ([21qy — [214¥0)
= [2]gi(x — x0) — [2]q(¥ — o)
= [2]4i[(x = x0) + i(y = ¥o)]
Dq(z = 20)® = [2]¢x — qxo — X0 + [2]4i (¥ — o)
= [2]q(x — x0) + [2]4i(y — ¥0)
= [2]4[(x = x0) +i(y = y0)]
= [2]4[(x = x0) +i(y = y0)]
= [2]4(z — zp) ™.

Boylece
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Dyx(z —20)® =Dy, (z — 29)® = Dy (z — 29)® oldugundan (z — z,)® g-analitiktir.

i)

0
0 ’
=2 =Y |[J] = x0do st/ =y0))
j=0 4
=1
i) 0™W =0, n>1
Z = 7 igin

=)™ =G=2® =) [}] G=0u 00~
j=0

=0
olur. Ayrica

liHi(Z —2)™ = (z = zo)"
q—)

dir.
NOT: Her m,n € N igin

(2= 20)™ * (2= q"2)™ = (z = 7)™+ (2:36)
0zdesligi gecerlidir.

Simdi z™ in (2.8) tanim1 ve (2.26) esitligini kullanarak bu 6zdesligin bazi m,n’nin

ozel halleri i¢in dogrulugunu gosterelim.
m=n=1 i¢in
(z = 20) W * (2 = qz)) M = (2 = 20) MV = (2 = 2))®

oldugunu gorelim.
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f(2) = (z—20)™ igin f(x,0) = (x — xo)

ve

9(2) = (z — qz)® i¢in g(x,0) = (x — qx;)

olup buradan

[0e]

iJ (v — J
(@) = Y

Jj=0

D} [(x = x0)(x = qx0)]

2 iy — v
= Zl(y[]TyO)Dé’x [x2 — (1 + q@)xxy + qx&]

=0
= (x% = (1 + @Qxxp + qx2) + iy — yo)([2]4x — (1 + g)xp)
i*(y — y0)*

+—[2]! (2],

= x% — [2]gxx0 + qx§ + [2],i(x — x0) (¥ — ¥o)
- = y0)* (237)

bulunur. Diger taraftan

2
(z— Zo)(z) = Z []2] (x — xo)z—jij(y - 3’0)1‘
j=0 1

= (x — x0)2 + [2]4i(x = x0) ¥y — ¥0) — (v — ¥0)2
= (x — x0)(x — qxo) + [2]qi(x = x0)) (¥ — ¥0) = (v — ¥0) ¥y — q¥0)
= x% = [2]gxxo + qx§ + [2]gi(x — %) (Y — ¥0) — (¥ —¥0)* (2:38)

olup boylece m=n=1 ig¢in esitlik dogru olur.

Ornegin, x, reel ve z, = x, alinirsa
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= x)® = ) []] G~y )
j=0

- (1—q)

) G, O

= Dq,y[(x - xo)n]

olur. Bu esitlikleri n’in baz1 6zel halleri i¢in gosterelim.

(2.39) esitligi i¢in

n=1 alirsak

(2= x)® = i HRCEESICH
=0

= (x —x0) +1iy
=x+1iy—Xxp
=Z— Xy

elde edilir.

(2.40) esitligi i¢in

n=1 alirsak

(z —x9)™ = (=) ——— (i)’ DI [(x — xo)1]

La-q;

—( l-q.
=Xx—X9t1iy
=Z— Xy

23
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bulunur. Béylece
n = 1 i¢in (2.39) ve (2.40) ifadeleri esittir.
Benzer sekilde (2.39) esitligi i¢in

n=2 alirsak
2 2
(z - xo)(z) = Z []] (x — xo)z—j (iY)j
j=0 1

= (x = x0)2 + [2]4(x — x0)iy + (iy)?

(2.40) esitligi i¢in
n=2 alirsak
S (1-q)
(z—x0)® = (iy)/ D[(x = xo)1]
0 4 aA-1q), 0)1
1-q, 1-97
= (x —x0)2 + quY[[Z]qx — [2]gx0] + %(U’)

= (x — x0)2 + [2],(x — x0)iy + (iy)?
olup boylece n=2 i¢in (2.39) ve (2.40) esitlikleri saglanir.
Bununla birlikte
(z = %)™ % (z — q™xo)™ = Dgy[(x = x0)m(x — q™x0)n]
= Dq,y[(x — X0)m+n]
— (2 — xg) ™M)

dir.Keyfi tisler igin analoglar sonsuz seriler ile ifade edilebilir.
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(2.41) esitligi igin
m=n=1 secersek

(z = %)™ * (2 = qx0) ™ = (z — x0)®

(z = x0)D * (z — qxo)® = (g—]),]D;,x[<x — %) (x — qx) V]

j=0

2 j
Z(ly) 1 = 3) (e~ 4x0)]

(ly)2

— [2]1gxx0 + qx3 + iy([2]4x — [2]4%0) + 5 20

[2]q

= x% — [2]gxxo + qx§ + [2]4(x — x0)iy + (iy)?

olur. Diger taraftan
. 2
G=x)® =) [7] = x0)ory @)
j=0 14

= (x —xp)2 + [Z]q(x — xp)iy + (iy)?

olup boylece esitlikleri m=n=1 i¢in 6zdesligin dogrulugu goriiliir.
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3.DISKRET USTEL VE TRIGONOMETRIK FONKSIiYONLAR

Monodifrik teoride, Af(z) = f(z) monodifrik denklemin ¢6ziimi olarak 2*(1 +
i)? fonksiyonunu iistel fonksiyonunun bir analogu olarak elde edilmistir. [8], ben-

zer sekilde Af(z) = f(z) diskret denkleminin ¢6ziimii olarak uygun ikinci tiir bir

y
diskret iistel analitik fonksiyon olan 3* (%) fonksiyonu bulunmustur.

i

Tamm 3.1. D*,(2.13) deki diskret kiime ve z € D* olmak tizere

Af(2) =[G = Df @D+ fz+ D) = if (2 + D] 3.1)
ifadesine f(z) nin z € D* noktasindaki rezidiisii denir.

Diskret f(z) fonksiyonlar i¢in de benzer rezidii kavrami verilebilir. Ancak g-analitik

bir fonksiyonun rezidiisii tanimlandig1 noktalarda sifirdir.

(3.1) esitliginden

Af(2) =1 -Df (@) +fz+ 1D —if(z+1)]

N |-

N =

olarak yazilabilir. Diger taraftan

N| =

AR*(1+iy)Y) ==[(i — 1)2*(1 — i)Y + 2**1 (1 + i)Y —i2%(1 + i)Y 1]

XA+ D)Y{i-D+2-i(1+D}]

N =

26



N =

(A +)Y{i—1+2—i—i%}]

[2*(1 +i)Y2]

N| =

= 2%(1+ i)Y

olur.

y
3* (?) fonksiyonu i¢in

B e e e o R
S fe-0ea- G2
A GORGE =

1[ <2+i)y{2i+4—1—2i+1—2i}l
= 3%

2 2—1 2—1

1] <2+i)y{4—2i}
=_|3x

2|7 \2-i) (2-i

1 2+i\
Ay

2_ 2—1

_3x(2+i>y
B 2—i

bulunur.

Bir g-analitik fonksiyon olan e(z) (e*nin analogu),
e(z) * E(z) = 1 konvoliisyon ¢arpimindan elde edilen E(z) nin bir ters fonksiyo-

nu olarak tanimlanir.

27



eq (x) fonksiyonu ise
1 .
1-%)e

-n

eq(x) = X+q

olarak tanimlanir.

n bir negatif olmayan tamsay1 olmak {izere (3.2) ifadesi

eg(0) =) ——— ; IxI<1
—(1—-a);

olarak da yazilabilir. Ger¢ekten

1 1

eq(x) =

dir.Ayrica
Dgxeq(x) = eq(x) velimg_,; e {(1 — q)x} = e*

ozellikleri saglanir. Gergekten

(j yerine j+1 yazarsak)

< 1 .
=) —— [ +1],x/t11
;(1—51)]41 a
i [+ 1]
=) —— X
= (1_Q)j+1 a

28

d-0» (1-00-g0..0-qg%)

(3.2)

(3.3)

5
~ 1—-q);



=eq(x)
olur. Simdi

lim,_,; eq{(1 - q)x} = e”* oldugunu gosterelim.

o ((1— @)x))
ea((1 = )x) = 4 (-,
_ i (1-g)/x’
= (1-9);
lim N (1_Q)jxj = x_j_ x
L (-, LUt °
elde edilir.

e(z) fonksiyonunu

e(z) = Cyeq{(1 — @)x}

Seklinde de verebiliriz.

Buradan;
_ (1_q)k kl . ..
e(z) =Cy kzo(l_ P ],I | < olmak lizere
=i<iy)f LS a0t
= uIr e 1=
j=0 =
N A=
—2 1 Z A T
RNCANES
Z (T ,Z[ T
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elde edilir.

(3.8) ve (3.7) esitliklerinde k yerine k+j alinirsa

_ N (iy)! N -9 _ k=1 ki)
e(z) —Z T k=0(1_Q)k+j (1—gi+i~ )jx Jj=J

j=0

SIS Q=D Am)
Zo ,Z(l DA g T

il

bulunur.(3.8) ve (3.7) ifadeleri birbirine esittir.

Eger |x| < ﬁ ve |yl < ﬁ ise bu iki seri kesinlikle yakinsaktir. Bu iki serinin

yakinsakligini oran testinden gorebiliriz.

Gergekten
|(iy)/] ly|/+?
u; = Tl s Ujpr = TP olmak uzere

0<gq<1 velj]! >0 oldugundan

lyl/+t
Uj ) j+1]!
lim 2= =1 U .]
joo U jooo ¥l
Jill

lyl7+t [j]!

= 11m —_—
joe [j+ 1]yl

. Iyllyl/ [
jo IV + 1g Iyl
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= i o
1-q

= ylhim 777 pyE

=lyll-q)<1

oldugundan

(iy)!
[j1!

s

0

—.
Il

serisi yakinsaktir. Benzer sekilde |x| < ﬁ i¢in

Xk

1!

P
Il

L_\48

0

serisinin de yakinsak oldugu goriilebilir.
Bu durumda e(z) fonksiyonu
e(z) = eq{(1 = q)iy}eq{(1 — q)x}

olarak yazilabilir. Ger¢ekten

B o (a-ox)
eq{(1 — q)x} = ;—(1 0
(- )
— 1-q);

31
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1-99(1-9q)..(A-q)

-0 -0)-a-g)"

_ e
W1-qT-q T-¢q

zi 111,
£4T11, 121, " TTq
2

=Zx—]| (3.10)
j=0

ve

- ((1— q)iy)/

e {(1— iy} = = a),

j=0

_ i (1 - )iy
(1—-q);

j=0

RNIC)L
_Z _ (3.11)
j=0

olup (3.10) ve (3.11) esitliklerini (3.9) da yerine yazarsak

[ee]

=y DIy 2
j=0

k=0

elde edilir.

Yakinsaklik kiimesi disindaki x ve y degerleri icin, e(z), egnun analitik genisletil-

mesi bigimi
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1
1-0-x)(1-(1-q)iy)e

e(z) = (3.12)

olarak ifade edilir.

Teorem 3.1. e(z), g-analitik fonksiyonu D,,e(z) = e(z) diskret denklemini saglar

1
ve ayrica ||z|| < e

dir.
Ispat :

_ e {1 —q)iy} 1 4 1
Dq,x[e(z)] = (1—q)x [(1 -1-9x) QA-Q1- Q)Clx)oo]

_ e {1l -y} [l -1 -q)gx)e — (1 -1 - X))
(1—-qx 1-0-0)(1—(1-q)gx)e

eI} (1 -1 -q)g0)(1-(1-q)q*x) ..— (1 -1 - g)x)(1 - (1 - q)gx) ...
- (-ox 1-(1-90)(1-(1-q)qx)e

_ e {1 —iy}[(1 -1 -q)gx)e(1 - (1 - (1 - q)x))
(1-q)x 1-0-9g0)(1-(1-9)X)e

{1 -qiy}(1-1+(1—q)x)
T 0-9x (1-(0-90

el —-qiy} (1—qx
- x 1-0-9Nw

_e{(1—q)iy}
T (1= -0

1
(1-(1-¢)x)e

= e {(1 — @iy}
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= eq{(1 = @)iy}eq,{(1 — q)x}

=e(2)

olup benzer sekilde D, ,, [e(z)] = e(z) oldugu gosterilebilir.

Béylece D, e(z) = Dy ye(z) oldugundan e(z) tanmimli oldugu kiime iizerinde ¢-

analitiktir. Diger taraftan
1
Dy, (eq (Z)) =3 [Dq,x (eq (z)) + Dy y (eq (Z))]
1
= E [Dq,x (eq (Z)) i Dq,x(eq (Z))]

- 1ons (o)

=Dy x (eq (Z))

= €y (2)

olur. Ayrica

) j
B 1 1-q); e
‘Zﬁz(l—q)j-k(l—q)kx] §C2%
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yazilabilir. Bu son seri ||z|| = maxj=0{|xj|, |yj|} < i i¢in mutlak yakinsaktir.

Eger ||z|| < ﬁ ise seriler kesinlikle yakinsak olacaktir. Buna karsilik e bu bolge
ile sinirh degildir. Ayrica
lime(z) = e*
q-1
dir.
E, (x) fonksiyonu

1

eq(%)

olarak alinirsa bunun yardimiyla tanimlanan
E(2) = Cy[E,{(1 - g)x)] (3.14)

fonksiyonu g-analitiktir ve
(e xE)(2) = Cyle(x, 0)E(x, 0)]

= Cyleq{(1 = @)x}E,{(1 — )}

= C, (1)

=1
dir. Bununla birlikte * operatériine gore, E ve e birbirinin tersidir.
E4(x) seri agilimi

k(k—-1) x¥

E()=) (D 7 g (3.15)
j=0

seklindedir. e(z) serisinin temsilini bulmak i¢in kullanilan serilere benzer sekilde

yeniden diizenlenme yapilirsa
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= jG-1) 7
E@=;6Wq2mi (3.16)

elde edilir ve bu seri her z i¢in yakisaktir. Ciinkii 0 < q < 1 dir.
3.1. Baz1 Trigonometrik Fonksiyonlarin g-Analoglari

Bir 6nceki kesimde klasik anlamdaki tistel fonksiyonunun g-analogu incelendi. Bu

kesimde sin z ve cos z fonksiyonlarinin -analoglarini verecegiz. Simdi

s(z) = [e(lz) —e(—iz)] (3.17)
- ; Z(2j+1)
= 2V gy bl <g=
ve
1
c(z) = 3 le(iz) + e(—iz)] (3.18)
- jz(zn 1
= ;(—1) a0 e <

fonksiyonlarin1 tanimlayalim. Diger taraftan

N 6)
e(iz) —e(— lz)—z(lZ)J Z( 2)7

@ (i)® —in)®
=1+(iz)(1)+(l[22)]! +(L[ZS)]! +---—l1+(—iz)(1)+( 2) +

[2]!
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N (1 (i2)® (iz)® o (—iz)®
= (iz)™ + 2 + B + = (=iz)® — 2 -
.4 (iz)® (lZ)(3) w (lz)(z) (iz)(3)
= (in)® + 2 + B [ (iz)® ol 3T n
. (i2)®  (i2)® , (i2)® (iz)®
= (lZ)(l) + 2] + 3l 4ot (lZ)(l) — 2 + Bl _

=2|(iz)™ +

(i)® (i2)®
BN +l

olup bu deger (3.18) de yerine yazilirsa

1 [ @(2® (i2)®
s(z) = 2_1'2 [(lZ)( ) + Bl + 511 +
7(2j+1)

Ek_)jz +1]!

olur. Diger taraftan

26N = (—i)D
e(iz) + e(—iz) = z (l[Zi)]|J + z ( lz)' :
j=0

@ (i7)® —i7)®@
=1+(wy0+(ﬁ$ +(E% +~4¢1+04@@%+(§% + -
@  (i)® —i7)@
_1+(wyw+(é} +ﬁ2“-w~+1+(—wﬂﬂ+([5i + -
— 14D + (i)®  (iz)® bt - (i)® + (iz)® B (iz)® e

DIRE] PIE]

_ (iz)(z) (iz)(“‘)
=2+2 2] + 2 4] +
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=21+ mm+ o

i) (2) i\ (4)
(iz) (iz) +l

olup bu deger (3.18) da yerine yazilirsa
(iz)(Z) N (iZ)(4)
[2]! [4]!

c(z) =%2[1+

(iz)(Z) (iz)(4)

S P TR T

(0]

Dy
=il

elde edilir. Bu serilerin her ikisini de ||z]| < ﬁ icin mutlak yakinsaktir.

NOT: s(z) ve c(z) fonksiyonlari

Di.f(2) = —=f(2)
kompleks diskret diferensiyel denklemini saglar. Ger¢ekten

oo

)
DZ2,c(z) = D? (—1)’
v [2/]!
j=0

@0
2 Z( 1y &

o)

(x +iy)®D
i | D D2

/=1

(2j-1)
- D,, Z( 1y
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Da.z [2j + C[2j+1]

(x +iy)®)
Z( R TR

(x + iy) @D
JZ( R [2/]!

= —c(2)

dir. Benzer sekilde S(z) nin de ayn1 denklemi sagladigi gosterilebilir. Ayrica klasik
anlamdaki cosz ve sinz fonksiyonlarinin baska g-analoglari vardir. Bu ikinci Q-

analoglari E(z) fonksiyonu yardimiyla

S(z) = L [E( iz) — E(iz)]

7(2j+1)

Z( 1)/ q/ I+ ——— 2 (3.19)
ve
C(2) =% [E(iz) + E(—i2)]
=§:( 1)/q/?~-1 [Z(j;) (3.20)

Jj=0

olarak tanimlanir. Gergekten (3.19) ve (3.20) de gerekli hesaplamalar yapilirsa

(3.19) i¢in

_ _ = iU (—iz) < iU (iz)D
EPm—Hm=;GWq2 m!—ZEqu o

39



(——iz)(z)
[2]!

=1+ (DD + (-1)%q

2@
-~ [1 + (D)™ + (-1)@q (l[ZZ)]! + l

@@ @9

() 3
‘g QISPNG

=1+i(2)® —¢q = 1+i(2)V +i——+iq

[2]! [3]! [2]! [3]!
3) 5)
= 2i l(z)(l) +iq ([;]3 + l'qlo (fg]f + ]

yazilabilir. Bu ifadeyi S(z) de yerine yazarsak

@) ©)
S(z)——{(z)“)ﬂq ([g]_ +iq'® (2]! +}

. 1 ()3) 10 @®
=(2)® +iq® B + iqt® 5T

+ ...

(2j+1)
=yY® (_1)/ 1(21+1)Z_

olur.

Diger taraftan

® e NG ®© i NG
E(iz) + E(—iz) = Z(—l)jq](]z 2 (lz_)'] +z(_1),-qw( iz)U
j=0

1!
i7)(2)
=1+ (D@W +(-D?q (l[zz)]! t
—iz)®
[1+( D(i)® + (-1)@q []) ]

@2 @@ @2 _ @

=1-i(2)® —¢q o +iq® 3 + ot 1+i(2)D - Bl Lq Bl +...
_ @? @Y
2_2q [2]' _ 6 [4]' + ...
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(iz2)@® 6 (iz)™®

Bk B IR AT

ifadesi sirasiyla (3.19) ve (3.20) de yerine yazilirsa (3.19) ve (3.20) deki seri goste-

rimler elde edilir. Her iki seri de [|z]| < ﬁ icin mutlak yakinsaktir.

41



4. TARTISMA VE SONUC

g-Analizi, soyut ve uygulamali matematigin birgok alani ile iligkili genis bir konu-
dur.g-Analizi 1740’11 yillarda ilk olarak ¢aligmaya baslanmistir. g-Analiz’in temeli
Euler’e kadar dayanmaktadir. Giiniimiizde g-Analizinin uygulama alani vardir.q-
Analizi Matematik, Fizik ve Miihendislik gibi bilim dallarinin arastirma konular1
arasinda yer almaktadir. Klasik anlamdaki bir¢ok teori q-Analizine genisletilmistir.

g-genislemeler fizik ve miihendislik uygulamalarinin fazla oldugu bilinmektedir.
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