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OZET

IKi KATLI SINGULER INTEGRALLERIN YAKINSAKLIGI UZERINE
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Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danmigman: Dr. Ogr. Uyesi Sevgi ESEN ALMALI

Temmuz 2018, 51 sayfa

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Bu g¢aligmanin birinci boliimiinde giris kismi ve tezin
genel olarak amaci hakkinda bilgiler verilmistir. ikinci boliimde, ¢alisma icin gerekli olan
temel kavramlar, integral operatorler ailesi ve yaklasim teorisi, siireklilik noktasi ve bazi
ozellikleri, karakteristik noktalar genel olarak tanitilmistir. Ugiincii boliimde, konvoliisyon
tipinde deltasal gekirdekli integral operatorlerin yakinsakligi ile ilgili literatiirde bilinen temel
teoremler verilmistir. Dordiincti boliimde de iki katli singiiler integral operatorler ailesinin
dikdortgensel bir bolgede ve IR? iizerinde yakinsaklig ile ilgili Romanovski ve Faddeev tipli

teoremler tizerinde durulmustur. Besinci boliim tartigma ve sonug kismina ayrilmustir.

Anahtar kelimeler: Lineer integral operatorler ailesi, Streklilik modiilii, Karakteristik
noktalar, Deltasal cekirdekli integral operatdrler, Iki katli integral
operatorlerin noktasal yakinsakligi, Romanovski ve Faddeev tipli

teoremler.
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This thesis consists of five chapters. In the first chapter, the information about general
purpose of this thesis is given. In the second chapter, the definitions which are necessary for
this work are given and some concepts related to approximation theory, such as characteristic
points, modulus of continuity and its properties are introduced. In the third chapter, basic
theorems about convergence of convolution type integral operators with delta-function type
kernels in the literature are given. In the fourth chapter, some theorems about the convergence
of double singular integrals in a rectangular region and separately in IR?, which are of type

Romanovski and Faddeev are given. The fifth chapter is devoted to the discussion of results.
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points, Integral operators with delta-function type kernels, Pointwise
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1. GIRIS

Yaklagim teorisi fonksiyonlar teorisinin en dnemli alanlarindan birisidir. Bu teorinin amaci,
fonksiyonlar uzaymi olusturan elemanlara yada fonksiyonlara herhangi bir yaklasimin
varligin1 gostermektir. Yaklasim teorisinin problemlerinden biri de lineer pozitif operatorlerin
0zel bir hali olan pozitif ¢ekirdekli integral operatorlerin kendisini olusturan fonksiyona
yakinsaklig1 problemidir.

Parabolik ve eliptik diferansiyel denklemler igin iyi bilinen sinir deger problemlerin ¢éziimii,
pozitif ¢ekirdekli integral operatorler olarak ifade edilebilirler. Bu c¢oziimlere Gauss
Weierstrass, Poisson, Abel-Poisson ve Fejer en bilinen integral operatorlerdir. Bu operatorler
genellikle deltasal ¢ekirdekli integral operatorler olarak bilinirler. Deltasal ¢ekirdek kavrami
Ingiliz fizik¢i Paul Dirac’in tamimladigi &-fonksiyonu (delta-fonksiyonu) ile ilgilidir. &-
fonksiyonu 1924 yilinda Dirac’in fizik problemleri calismalarinda kullanilmistir.  6-
fonksiyonu

0, x#0
o, x=0

5(x)={

ve

j_:i (Wdx = 1

seklinde tamimlanmstir. ilk zamanlar bu tanim matematikgiler tarafindan ¢ok fazla deger
gérmemistir. Ciinkii bir kiimedeki bir nokta haricinde 6zdes olarak sifir olan bir fonksiyonun
integrali de sifirdir. Fakat §-fonksiyonunun yardimi ile Dirac, kuantum mekanigi alaninda
cok 6nemli sonuglar elde ettiginden dolayr bu tanim oldukca ilgi gérmiis ve casitli alanlarda
kullanim1 yayginlagmistir. Sonralar1 arastirmacilar Dirac’ in bu tanimma anlam vererek &-
fonksiyonunun aslinda bir fonksiyonel oldugunu ve iyi diferansiyel ozellikleri olan bir >
fonksiyonuna, onun sifir noktasindaki 3(0) degerine karst geldigini gosterdiler. Tiim bu
caligmalar sonucunda genellestirilmis fonksiyonlar teorisi ortaya ¢ikmistir. Bu teorinin
temelinde §-fonksiyonu yer almaktadir. Genellestirilmis fonksiyonlar da §-fonksiyonu gibi
iyi fonksiyonlar sinifinda tanimli lineer siirekli fonksiyonellerdir. Deltasal ¢ekirdekli integral
operatorler ailesi kavrami ortaya c¢ikmistir. Konvoliisyon tipli ve ayrica konvoliisyon tipli
olmayan deltasal ¢ekirdekli integral operatorler ailesinin yakinsakligi ve yakinsaklik hizlari
bir ¢ok arastirmaci tarafindan incelenmistir. Bunlardan bazilar1 [3, 7, 8, 18, 19] olarak
verilebilir. Bu calismamizda ise [4 — 6,12 — 17] ve baz1 temel kitaplardan [1, 2, 9-11]
faydalanilmistir. Daha sonralart ¢ok degiskenli integral operatorleri aileleri igin
yakinsakliklar1 ve yakinsaklik hizlari ¢alisilmistir. Bu tezin temelini olusturan iki katli integral
operatorlerin yakimsakligi [12 — 15] ¢alismalar1 temel alinarak incelenmistir.



1.1 Kaynak ozetleri

Bu calismada temel tanim ve kavramlar igcin NATANSON, I.P., “’Constructive Function
Theory, Vol. I”, ALTOMARE, F. ve CAMPITI, M., “Korovkin-type approximation theory
and its applications”, ROYDEN, H.L. “Real Analysis” ve HACIYEV, A.D. , “Deltasal
Cekirdekli integral operatorler ailesi ve yaklagim teorisi” lisansiistii ders notlar
kaynaklarindan faydalanilmistir. Ayrica SIUDUT, S., ”A theorem of the Romanovski type for
double singular integrals.” ve SIUDUT, S. ,”On the Convergence of double singular
integrals” ve TABERSKI, R., ¢’ Singular integrals depending on two parameters’> kaynaklari

bizim ¢alismalarimizin temelini olusturmustur.

1.2 Cahiymanin Amaci

Bu tez calismasinda, integral operatorler ailesinin yakinsakligi ve yakinsaklik hizlari igin
temel olusturan siireklilik modiilii ve 6zellikleri, karakteristik noktalar ve bu noktalarda
integral operatorler ailelerinin yakinsakligi temel kaynaklar baz alinarak genis bir sekilde
incelencektir. Ayrica calismamizin temelini olusturan iki katli singiiler integrallerin
dikdortgensel bir bolgede ve IR? iizerinde yakinsaklhigr ile ilgili Romanovski ve Faddeev tipli

teoremler ve ispatlar1 verilecektir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu boliimde calismamiz i¢in temel olusturan tanimlar verilecektir. Ayrica bu g¢alismada
kullanacagimiz kavramlar ve integral operatorler ailelerinin karakteristik noktalari, siireklilik
modiilii ve 6zellikleri incelecektir. Burada verecegimiz tanimlar genel halde gecerli olup
bilinen tanimlar oldugundan ¢ogunda kaynak belirtilmemistir.

2.1. Temel Tanimlar

Tamm 2.1.1. ( Lineer uzay )

V#@ ve K da bir cisim olsun. V de bir i¢ islem @ : V¥V—V ve bir dis islem O :K*V -V
seklinde tanimlansin.

Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa, bu islemle birlikte V ye K iizerinden tanimli lineer uzay
veya vektor uzay1 denir ve (V,8, (K, +,7),0 ) ile gosterilir.

1) (V,®) degismeli gruptur. Yani her x, y, z € V i¢in asagidaki sartlar alinir.
a)xPyeV

0)x BB )=6B Dz

a3) x @ 0 =0 @ x = x olacak sekilde 6 € V dir.

ay) x @ (-x)= (-x)P x= 6 olacak sekilde (-x)e V dir.

as)x @y =y Dx

2) Herx,yeV vea,BeK olmak iizere asagidaki sartlar saglanir.
b,) aOxeV

b,) aO(x®y) = (aOx)D(aOy)

b3) (a+B)Ox = (aOx)D(FOx)

b,) (af)Ox = aO(BOx)

bs) eOx = x dir.



Burada ¢ sayisi, K nin birim elemanidir. Yukaridaki b3) sartinda + islemi, esitligin solunda K’
daki toplamay1; esitligin sagindaki €& islemi ise V deki toplamayi belirtmektedir. b,) deki

carpma islemleri de ayn1 anlamdadir. Tanimdan anlasildig: tizerine lineer uzay, V kiimesi ve
sirastyla 1) ve 2) sartlarin1 saglayan toplama ve skalerle ¢carpma islemlerinden ibarettir.

Tamm 2.1.2. (Normlu Uzay)

X bir lineer uzay olsun. || ||: X — IR fonksiyonunun xeX deki degerini ||x|| ile gosterelim.
Eger bu fonksiyon igin

a) llx|l =0
b)llx| =0 & x =0
C) llax|l = |a| - [|x]|

d) lx + yll < llxll + iyl

sartlarin1 saglaniyorsa || || fonksiyonuna X tizerinden bir norm denir. Eger bir lineer uzay
tizerinde norm tanmimlanmis ise bu uzaya normlu uzay denir. Bu uzay (X, || ||) seklinde
gosterilir.

Tamim 2.1.3. (Operator)
X ve Y iki lineer uzay olsun.
L:X->Y
f-Lf)=g
dontisiimiine operator denir.  L(f(t); x) = g(x) veya L(f; x) = g(x) seklinde gosterilir.
Her a, 8 skalerleri ve her k, [ € X igin
L(ak + Bl) = aL(k) + BL(1)

esitligi saglaniyorsa , L operatoriine lineer operator denir.



Tamm 2.1.4. ( L,(a, b) uzay)

—o0 < a < b < o olmak tlizere [a, b] araliginda dlgiilebilir ve

b
f FGOIP dx < o0

1< p < o olmak iizere, sartin1 saglayan fonksiyonlar uzayna L,(a, b) uzay: denir.
Bu uzayda norm;

1
P

b
11l = f FCOIP dx

ve p=co iken

Ifllo = essup |f (x|

bi¢iminde tanimlanir.

Tanmim 2.1.5. (Genellestirilmis Minkowski Esitsizligi)

f iki degiskenli 6l¢iilebilir fonksiyon ve p = 1 olmak {izere (—0 < a < b < )

1 1
b| b P \N» b/b

[|] ramas| ax) < [ [iryrpax ay

a a
esitsizligine genellestirilmis Minkowski Esitsizligi veya Minkowski integral Esitsizligi denir.

Bu esitsizlik, integralin normunun, normun integralinden kiigiik esit oldugunu gosterir.

If 7] = fus,




Tamm 2.1.6. (Metrik Uzay)

X bos olmayan bir kiime ve d : X x X— R bir fonksiyon olsun ,
M-1) vx,y € Xi¢in d(Xxy)>0ved(x)) =0 & X=Y,
M-2) Vx,y € Xigin d (x,y) = d (y,X)

M-3)vx,y,z € Xigin d(xz)< d(xy)+d(y,2)

sartlar1 saglaniyorsa d fonksiyonuna X tlizerinde metrik ve ( x; d ) ikilisine de metrik
uzay denir.

Bu durumda d( x, ) degerine x noktasi ile y noktasi arasindaki uzaklik denir.

(M-2) sartina simetri 6zelligi ve (M-3) sartina da tiggen esitsizligi denir.

Tamim 2.1.7. (Olgiilebilir Uzay)
X bir kiime ve A da X iizerinde bir cebir olsun. (X,A) ikilisine 6l¢iilebilir uzay denir.

(X,A) olciilebilir uzay olsun

f:x—R fonksiyonu o6l¢tilebilirdir & Va€IRigin f-1( (a,+00))={ x€€X:f(x)>a }E A

Tanim 2.1.8. (Yigllma Noktasi)
vV €20 ve YV ng€ N igin

d( Xn, X)<e ve n>np

olacak sekilde bir n€EN varsa xeX noktasina (Xn) dizisinin bir y1gilma noktasi denir.

Teorem 2.1.1. (Fubini Teoremi)

R:=[a,b] x [c,d] iki boyutlu bir dikdortgen ve f:IR—IR bir fonksiyon olsun. Her x € [a,b]
icin f (X,.) fonksiyonunun [c,d] iizerinde, her y€ [c,d] i¢in f (. , y) fonksiyonunun [a,b]
iizerinde Ve f fonksiyonunun R iizerinde integrallenebilir oldugu varsayilsin. Bu durumda,

b

[[raa=] jd feuydy |dx= | jb Fxy)dx | dy

R a

d

c

dir.



Teorem 2.1.2. ( Lebesgue Teoremi )

(X, A,u) bir ol¢ii uzayi, g:X — [0, +oo] integrallenebilen bir fonksiyon ve f f; f5...... de X
lizerinde A-o6lgiilebilir [—oo, +o0] degerli fonksiyonlar olsun. Eger hemen hemen her x
icin

a) limfu(x) = £(x)

b) VneNigin |f,(x)| < g(x)

ise f ve f, fonksiyonlari integrallenebilirdir ve

im [ fuGodu= [ £GO du

dir.

2.2. Siireklilik Modiilii ve Ozellikleri

Stireklilik modiilii tanimin1 vermeden Once bu calismada sik¢a kullanilacak olan Lusin
teoremini verelim.

Teorem 2.2.1. (Lusin Teoremi ) Ve >0, f € L, ve p=1 igin [a,b] de Oyle bir ¢ siirekli
fonksiyonu bulanabilir ki

If —oll, <e

dir.

Tamim 2.2.1. (Siireklilik Modiilii) f € L;(—o0, ) olmak iizere;

o, (738) = sup. [ 1FG+0) = (0l d (2.2.1)

integraline f nin L; (—oo, ) de siireklilik modiilii denir. Stireklilik Modiilii w ile gosterilir.
Simdi stireklilik modiiliiniin baz1 6zelliklerini verelim.
6 < §,0lmak iizere

wp, (f50) < wy, (f;61)

oldugundan L, deki siireklilik modiilii negatif olmayan ve monoton artan bir fonksiyondur.



Teorem 2.2.2. f € L, ise
lim w,, (f; 8) = 0

dir.

Ispat:

|t| < & olmak tizere (2.2.1) deki integrali ele alahm. f € L; oldugundan her € > o igin dyle
bir a sayis1 bulunabilir ki

f FGO] dx < o

integrali sonlu oldugundan

Jlf(x)ldx<2 W Jlf(x)ldx<2 (2.2.2)

yazilabilir ve ayrica her pozitif § i¢in (2.2.2) esitsizliklerinden

o -a-4§
[rnax<s [ reorar<d
a+é -0

esitsizlikleri saglanir. Buna gore, |t| < 6§, yani—§ <t < §, olmak iizere § +t >0 ve a +
6+t>a

]If(x+t)|dx= J |f(x)|dx<j|f(x)|dx<% (2.2.3)

a+é a+6+t

yazilabilir olacagindan benzer sekilde t — § < 0 ve —a — 6 + t < a oldugundan

—-a-§6 —-a—-8+t -a
jlf(x+t)|dx= J IF ()| dx < J|f(x)|dx<2 (2.2.4)

esitsizligi elde edilir. Buradan da , a4+ 8 > a ve —a — § < —a saglanacagindan (2.2.2),
(2.2.3), (2.2.4) esitsizliklerinden



—a-6

sup flf(x+t) f()|dx + flf(x+t) fO)ldxy <e

|t|<é
- a+é
elde edilir. Bundan dolay1
oo a+é
sup. [[1£Ge+0) = 00l dx < sup [ e+ -rooldr+e
|t]<8
e _a_

yazilabilir.

Lusin teoreminden f € L,(a, b) ise her pozitif € sayisina gore,
If — @l @p <€

saglanacak sekilde siirekli bir ¢ fonksiyonu bulunur.

Lusin teoreminden, [—a — 28, a + 28] araliginda siirekli ¢ fonksiyonu bulunabilir ve

a+26
If(x) —p(x)|dx < e
—-a-26
esitsizligi saglanir. Bu durumda
a+s a+d a+é
[ raro-f@lars [ fa+0-pa+old+ [ loG+0-gwldr
—a-96 —a-6 —-a-6
a+é
[ 1000 - el ax
—-a-6
elde edilir ve
a+d a+28
swp [ 1+ -pG+oldrs [ If@-e@ldx<e
|ﬂ<6—a— —-a-26
5 268
[0 0G0 = FOOldx < [ 1f () — ()| dx <
€ (2.2.5)
oldugundan
a+és a+é
sup j If(x+t)— f(x)|dx < 2e+ sup f lo(x +t) — @(x)| dx
[t|<é [t|<8
s s



ifadesi elde edilir.

@ stirekli oldugundan Oyle bir &; sayisi segilebilir ki [t| < &; olmak lizere

lp(x + 1) — p(x)] < ﬁ

esitsizligi saglanir. Buna gore § < §; iken

sup [ |<p(x +8) —p()|dx <

e (2.2.6)
Bu ifade (2.2.5) den
a+b
sup f lf(x+t)— f(x)]dx < 3¢
(t)s6
—a-b

bulunur ve (2.2.6), (2.2.4) de yerine yazilirsa teorem ispatlanmis olur.

Teorem 2.2.3. m dogal say1 olmak iizere,
wy, (f;mé) < mw,, (f;6)
dir.

Ispat: Siireklilik modiiliiniin tanimindan

o, (fimd) = sup j f+ ) — F0)l dx

|[t|lsmé

yazilabilir. Burada sup,[-md&, m§] araliginda tanimlanmustir.t = my igin

a, (f;mb) = sup f If G+ my) — FGol dx

= sup f f G+ my) — Fx + (m— Dy) + Fx + (m — 1)y)
ylss J

—fx+m-2)y)+-+fx+y)—f(x)|dx

oldugu goriiliir. Yani

10



wy, (f;md) < sup fZlf(x+ky)—f(x+(k—1)y)|dx

<
lylss J 4=

ve burada x + (k — 1)y = z doniisiimii yapilirsa ve sonra yeniden z = x ile y =t ile alinirsa,

wy,, (f;mé) < sup f Zlf(x+t) —f(x)| dx

<
A

= m(‘)Ll (fl 6)

elde edilir.

Teorem 2.2.4. A > 0 keyfi sayist i¢in
wy, (f;46) < (1 + Dw,, (f;6)
dir.

Ispat: [|A|]ile Asayismin tam kismini gostersin. Bu durumda A < [|A]] + 1 ve wy, (f;6)

fonksiyonu monoton artan oldugundan
wp, (f;20) < w,, (f; ([IA] + 1))
dir. [|A]] + 1 bir tam say1 ve [|[1]]<A oldugundan yukarida ki teoremden
wi, (f;46) < w., (f; ([1A1] + 1)6)
< ([11] + Dy, (f; 6)
<A+ Doy, (f;6)

esitsizligi elde edilir.

wrq (f:a)

Lemma 2.2.5. lim
5—-0 )

= 0 ise f hemen hemen her yerde sabittir.

11



2.3. Karakteristik Noktalar

f € Lyolmak lizere

F(x) =Jf(t) dt

integralin tiirevi hemen hemen her x igin

- F(x+h)—F(x) — o)

h—-0 h

olur. Bu limitte F(x) yerine yazilirsa ve bu esitlik hemen hemen her yerde

x+h

1
tim- [ F@de =760

anlamina gelir yani; F' = f ( X ) demektir. Burada h yerine — h yazildiginda

1
lim > j FOdt = £
x—h

seklindedir. Yukaridaki son iki esitligi taraf tarafa toplanirsa,

x+h

1
liin— f f®)dt = f(x)

h—02h
x—h

esitligi elde edilir. Bu esitlik hemen hemen her yerde mevcuttur.

12



Tammm 2.3.1. Asagidaki Ozellikleri saglayan x noktasna L, de olan f fonksiyonunun
d-noktas1 ad1 verilir.

x+h

1
tim - [ @1 = 7o

10
lim > f [F(O]de = £()
x—h

. 1 x+h
tim— [ (F@)de = £Go)
x—h

v 4
lim > j [FGe+6) — F@]dt =0
0
1 h
tim - [ 16— 0) = FG01de = 0
0

lim

h

1
hﬁoﬁf[f(x‘Ft)+f(x—t)—2f(x)]dt:0
0

Tamim 2.3.2. (Lebesgue Noktasi ) L; de olan f fonksiyonu i¢in bir x noktasinda;

x+h

1 B
lim > f F(O) = FGOlde =0

esitligi saglaniyorsa X noktasina Lebesgue noktasi denir. Daha genel olarak

h
}li_r%%f[f(x+ O+ fx—t) — 2f(x)] dt = 0
0

yazilabilir.
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Lemma 2.3.1. f € L; fonksiyonu i¢in (—oo, +0) araliginin hemen hemen her noktasi ayni
zamanda bir Lebesgue noktasidir.

Ispat:p(x, h) fonksiyonu

h
oCoh) =5 [1FGe+ 0 - FColat
0

bigiminde tanimlansin. ¢ fonksiyonunun integrali alinirsa @(x,h)e ¢ oldugundan Fubini
teoremine gore

+ oo

1
oo WL, = f X f Fix+0) — FQO|dt | dx
0

— 00

bli—‘

h
f jlf(x+t) f(x)|dx |dt
0

) h
Sﬁof suS jlf(x+t) f(x)|dx |dt

1 h
== f wp, (f h) dt = w,, (f; h)
0

esitsizligi bulunur, bu da

lopCe, WL, < o, (f;h)
saglaniyor demektir. Her iki tarafin h’ye gore limiti alinirsa

limllg G, Iy, < lim @, (F; h)
yani
lim @y, (f; h) = 0
stireklilik modiiniin limit sifirdir. Sonug olarak hemen hemen her x i¢in
}ll_r)r(l) @(x,h) =0

dir. Yani hemen hemen her X noktas1 ayn1 zamanda bir Lebesgue noktasidir.
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f € Lyfonksiyonunun Lebesgue noktalar1 kiimesi L(f), d noktalar1 kiimesi D(f), siireklilik
noktalar1 kiimesi C (f) ile gosterilsin. Bu durumda L(f) < D(f) oldugu agiktir. Gergekten de

x+h

f [F(O) - FGOld f F(O) - FOOldt

esitsizligi her bir Lebesgue noktasinin ayni zamanda bir d noktasi oldugunu gosterir.
f fonksiyonu x noktasinda siirekli olsun yani Ve > 0 sayis1 verildiginde |x — t| < § sartin
saglayan t ler igin |f(t) — f(x)| < € olacak sekilde § > 0 vardir. h < § segilirse

x+h x+h

%f If(t)—f(x)ldtS%f edt=¢

X

elde edilir ve buradan

x+h

1 B
lim > f F(O) = FGOldt =0

yazilabilir. Bu da L, de olan f fonksiyonunun her bir siireklilik noktasinin ayn1 zamanda bir
Lebesgue noktasi oldugunu gosterir. Bu takdirde

C(f) e L(f) € D(f)
seklinde bir iligki vardir.
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2.4, Integral Operatorler Ailesi ve Yaklasim Teorisi

Bu kisimda temel olarak [5] ve [3] kaynaklarindan yararlanilmistir. D tiim reel eksen veya
onun bir alt kiimesi olsun X ile D kiimesinde tanimli fonksiyonlardan olusturulmus bir lineer
normlu uzay ve Y de bu X uzaymin ¢ok iyi dzellikleri olan fonksiyonlarindan olusturulmus

bir alt uzay olsun X‘de alinan her f fonksiyonuna goére

lim [|£ ()~ @ (x) [| =0
saglanacak bi¢imde bir (¢,,) € Y dizisi bulunuyorsa Y kiimesine X de yogun alt kiime denir.

Weierstrass, reel sayilarin kompakt bir alt araliginda siirekli olan fonksiyona diizgiin
yakinsayan polinomlar dizisinin varhigmi ve C[a,b] uzayinda polinomlar kiimesinin yogun
oldugunu gostermistir. Bernstein ise [0,1] araliginda siirekli bir fonksiyon olan f i¢in

Bn(x):Z:=0 f(%) (Mxk@ —x)*, 0=x<1

polinomlarin ayni aralikta n — oo iken f ye diizgiin yakinsak oldugunu ispatlamistir.

Bernstein polinomlar1 keyfi [a,b] araliginda da tanimlanabilir ve istenilen kompakt alt aralikta
yaklagimlar teorisinin esas problemlerinden birinin tam ¢6ziimiinii vermektedir.

Yaklagimlar teorisi integrallenebilir fonksiyonlar siniflarinda da disiiniilebilir. Bu durumda
Bernstein polinomunda oldugu gibi f (S) seklindeki degerleri her zaman ulasmak miimkiin

olmyabilir. Ciinkii Lebesgue anlaminda integrallenebilir fonksiyon, 6lgiimii sifir olan kiimenin
yani fonksiyonun sinirsiz oldugu sayilabilir noktalar kiimesinin disinda olusturulmaktadir.

D, tiim reel sayilar veya onun bir alt kiimesi olmak iizere X, D kiimesinde tanimli ve
Lebesgue anlaminda integrallenebilen fonksiyonlar uzay: olsun. Bu uzayda doniisim yapan
bir lineer integral operator:

Jp FOKEx) dt, x €D

seklinde verilebilir ve burada K (t,x) fonksiyonuna integral operatoriiniin ¢ekirdegi adi
verilir. Bu integral operatorii D = (a, b) olmak iizere

b
L(f,x) = f FOK(t x) dt (2.4.1)

seklinde ifade edilebilir.(2.4.1) integralinde K(t, X) ¢ekirdegi yerine K;(x —t) fonksiyonu
alinirsa yani;

16



f fOK; (x —t)dt (2.4.2)

veya K; ve f, 2r periyotlu oldugunda,

[ rore-oa

seklindeki integral operatorlere, konvoliisyon tipi operatdr denir.Eger K(t, X) tiirevlenebilir bir
cekirdek

Jp, f®OK(Ex)dt, XED

integralinin x’e gore diizgilin yakinsak ise bu takdirde integral altinda X ‘e gore tiirev alinabilir.
integral operatorler x uzayinda olan f fonksiyonunu daha iyi ozellikleri olan bir h
fonksiyonuna doniistiirebilir. Buna gore A bir sayilar kiimesi 4y bu kiimenin bir limit noktas1
olmak iizere, K, (t, x) cekirdekler ailesi ele alinirsa

M) = [ FOKEx) de
D
bigiminde bir fonksiyon ailesi elde edilir.Integrallenebilir fonksiyonlar smifinda yaklasim
problemi, belirtilmis bir x, noktasinda ;
/111_5110 ha(x0) = £ (xo)

veya norma gore,

Jim 172 () = F @)l = 0
seklinde ¢oziilebilir.
Yaklagim teorisinin diger bir problemi ise yaklasim hizinin bulunmasi problemidir.
A= 1, igin

ha(x) = fQllx = 0

oldugundan A parametresine gore birinci durumda;

|ha(x0) — £ (xo)|

ve ikinci durumda

1ha(x) = F QO

limiti sifir olan bir ifadedir. Ornegin; ||k, (x) — f(X)|l, = a; dir ve a, sifir ailesidir. Yani;
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lim a, = 0
A-’Ao

dir. Bu (@) ailesinin, 2 - A, iken hangi hizla sifira yaklagmasi(hy(x)) ailesinin f ‘e
yaklasim hizini belirlemektedir.Bunun i¢in (@) ailesini bagka bir sifir ailesi ile karsilastirmak
yeterlidir.Her n i¢in o, < Pn igin

(ay) = 0(,3/1 )

nin saglanmasi, (a;) ailesinin (B;) ailesinden daha hizli sifira gittigini gostermektedir.
Fonksiyon uzaylarinda (Bn ) dizisi f fonksiyonunun siireklilik modiilii ile bagl bir sekilde ele
almabilir.

Ornegin; (ay) = %ve (B )= %2 olsun

1
) .2
lim — = lim % = oo
A—o0 ﬁl A—>oo —
AZ
veya
1
- . 2
lim == = lim 4~ = 0

A—>00 al A—o0

dir. Buradan (%2), G) dizisinden daha hizli sifira yakinsadig sdylenebilir.

b
A(f;x) = f FOK,(x — t) dt (2.43)

seklindeki konvoliisyon tipi integral operatorler ailesi matematigin bir cok dalinda 6nemli bir
yer tutmaktadir. Bir¢ok diferansiyel denklem i¢in sinir-deger problemlerinin ¢6ziimii bu tip
integrallerle verilmektedir. Bunlara 6rnek olarak, birim dairede Dirichlet probleminin
¢Ozumunt veren;
Y
1—r?
u(r,6) = 21 f 1+ 2rcos(t—6)+r

-7

> f(O)dt

Poisson integrali, 1s1 denklemi i¢in Cauchy probleminin ¢éziimiinii veren;

[ee]
-(y—-x)?

1 —y-0°
W(x, t) = T\/Et f(y)e 4a’t dy

— 00

Gauss-Weierstrass integrali, yine Dirichlet probleminin iist yar1 diizlem igin ¢ozimiinii veren;
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€ v 1
aboy) =2 ff(t)mdt

Abel-Poisson integrali verilebilir. Ayrica Fourier serisi i¢in kullanilan bazi toplama

yontemlerinin incelenmesi de bu tiir integral operatorler ile ilgilidir. 27 periyotlu bir f

fonksiyonunun Fourier serisinin kismi toplama;

n
a
on(f;x) = %Z(ak cos kx + by, sin kx)
k=1

olsun. Burada a;, ve b, Fourier katsayilari,

TL'
1
ay =5 ff(t)cosktdt ,
-1t

ve

T
1 .
b, = > ff(t)smktdt ,
-1

Ifadeleri kismi toplaminda yerine yazilarak ;

. 1
sin (n + 5) (t—x) i

8a(f; 1
n(fﬂx)_;ff(t) Zsin@
“r P

Fejer integrali elde edilir.

Bir¢ok problemde daha genel olan (—0 < a < b < o)

b
La(f3 %) = j FOR (6 2) dt

tipindeki integrallere rastlanir.
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2.5. Konvoliisyon Tipli integral Operatérler

Tanimm 2.5.1. A sayilar kiimesi, 1, bu kiimenin yigilma noktasi olsun. K, (t) fonksiyonu
asagidaki ozellikleri saglarsa K fonksiyonuna deltasal ¢ekirdek denir.

a) K, (t) negatif olmayan ve cift bir fonksiyondur. VA € A igin K; (0) sonludur ve

Jim (@) = oo

dur.

b) VA € A igin

j Ky(t)dt =1

dir.

c) Her belirlenmis 6§ igin

lim (sup K,l(t)> =0

A=40 \ |t|26
ve
[ee]
lim | K;(t)dt =0
Aim 2(0)
5
dur.

K, (t), deltasal ¢ekirdek olmak tizere, lineer A, integral operatorii

A3(F3 %) = j FOR(x — ) dt

seklinde tanimlansin.
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Lemma 2.5.1. A, operatorii L;(—o0,+0) uzayindan L;(—o0, +0) uzaymna doniisiim yapan
stirekli bir operatordiir.

Tamim 2.5.2. A sayilar kiimesi, 45 bu kiimenin yigilma noktast olsun. A € A parametresine
bagl, 2m periyotlu K;(t) cekirdegi asagidaki kosullar1 saglarsa, 2m periyotlu deltasal
cekirdek denir.

a) K, (t) negatif olmayan ve ¢ift fonksiyondur. VA € A i¢in K;(0) sonludur ve

Aim K3 (0) = e

dur.

b) VA € A igin
Y

fl(,l(t) dt =1

dir.

¢) Onceden belirlenmis § sayis1 igin

lim <sup Kl(t)> =0

A=20 \|t|26

dir.
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3. DELTASAL CEKIRDEKLiIi KONVOLUSYON TiPLI INTEGRAL
OPERATORLER AILESININ YAKINSAKLIGI

Bu bolimde konvoliisyon tipli deltasal ¢ekirdekli integral operatdr ailelerinin L, (—oo, o) ve
L1(—m, ) uzaylarinda yakinsakligi ile ilgili temel teoremler verilmistir. Bu bolimde

kullanilan temel kaynaklar [4], [5] ve [17] olacaktir.

3.1 Deltasal Cekirdekli Konvoliisyon Tipli integral Operatorler Ailesinin Yakinsakhg

A0 = [0 F©OK (x — ) dt, —o<x<®
operatoriinii goz oniine alalim. Bu operatdr igin asagidaki teoremi verelim.

Teorem 3.1.1. Kabul edelim ki K; (t) operatorii [0,+00) araliginda monoton azalan ve deltasal
¢ekirdek olsun. Bu durumda f € L;(—o0, +00) fonksiyonu i¢in her d noktasinda

)}i_glo Ay(fsx) = f(x)
dir ([17] ve [4]).

Ispat: K, (t) cift fonksiyon oldugundan

A3(fix) = f £+ DK (D) dt

0 +oo
= ff(x + t)K;(t) dt + J f(x+ K, (t) dt
— o0 0

esitliginin solundaki integralde t yerine —t yazilirsa

+ o0

f G+ 6 + fx— DKL) de

0

elde edilir. Deltasal ¢ekirdegin tanimina gore b) 6zelliginden
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+0o0 0 +co

f K, (t) dt = .[-K,l(t) dt+0f K;(t) dt

— 00 — 00

yazabiliriz. Bu son esitligin her iki tarafin1 f(x) ile carpilirsa

fG) =2 f FOOK(®) de

olur. Buna gore

A3(F:2) — Fx) = f G+ 0+ f(x — DK (6) de — 2 f FOOK,(6) dt
0 0

— [ e+ 0+ £0- 0 - 2 @K de

0

elde edilir. Diger taraftan

t

F(b) = j [FGr+w) + f(x —w) — 2f ()] du

0

alinirsa d noktasi tanimindan yani

h
1
}lirr(l)ﬁf[f(x +t)+f(x—t)—-2f(x)]dt =0
0
esitligene gore t < & oldugunda F(t) < et esitsizligi saglanacak sekilde bir § sayisi vardir.
lim

h
1
hﬁoﬁf[f(x“) + flx—1t)—2f(x)]dt =0
0

ayrica F(t) nin tanimindan, F(t) diferansiyeli;

dF(t) = fx +t) + f(x = t) = 2f (x)

seklindedir. Buradan,

A (fix) — f(x)

1)
= [lrGce+ 0+ f = 0~ 2£ (O e
0
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+ o0

+ f [FGr+6) + Fx— ) — 2f DKL (0 de

1)
=1L +1L,A)

her iki integralin sifira yakinsadig1 gosterilirse ispat tamamlanmus olur. Ilk olarak I, (1)
integralini ele alalim. Kismi integrasyon uygulanirsa

é

LQ) = f K, (6) dF (©)

1) 1)
b = K@ FO [+ [ FOA-K©] < K (0)F©) + & [ tal=Ky @)

0 0
elde edilir. Son integrale tekrar kismi integrasyon uygulandiginda

é

L(A) <K (O)F(5) + | —tK;(t) g+ J K;(t) dt
0

é +0o
< €6K;L(6) - S6K/1(6) + Sf K)L(t) dt < ¢ f Kl(t) dt = ¢
0 —00

esitsizligi bulunur. Dolayisiyla I; (1) nin limiti sifirdir. Simdi I, (1) integralini géz 6niine
alalim.

L) < f FGe+ 0 + (= £) — 2 (O Kz (0) de
)
< K,(6) f FGc+ 0 + £ — Dl dt + 21 ()] f K,(6) dt
) )
< K,(6) f FGe+6) + FGx— Ol dt + 21 ()] j Ky(6) dt
—o0 )

< 20f Il K (8) + 21 ()] f Ky(6) dt
)

dir. Burada K deltasal ¢ekirdek oldugundan A — 4, ‘a giderken esitsizligin sag tarafinda ki
ifadelerin limiti sifirdir. Bu da ispati tamamlar. Benzer sekilde L,(-m, m) uzayinda 2m
periyotta ki fonksiyonlar uzayinda doniisiim yapan deltasal ¢ekirdekli integral operatorler
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By(f;x) = f O+ DK (D) dt

seklindedir. Operatoriin yakinsaklig ile ilgili asagidaki teoremi verelim.

Teorem 3.1.2. Kabul edelim ki K;(t) operatorii [0,77] araliginda monoton azalan ve deltasal
¢ekirdek olsun. Bu durumda f € L,(—m, +m) fonksiyonu igin her d- noktasinda

Jim By(f32) = f()
dir.

Teorem 3.1.3. 4, (f; x) integralinde K, (t) deltasal ¢ekirdek ve f € L;(—o0,40) olsun. Eger
X = xg f nin siireklilik noktasi ise

Jim 42(f3%0) = £ ()
dir.

Ispat:
1A2(f 20) — f ()| < j IfGeo + 1) — F o) K (6) dt

X = X, bir siireklilik noktasi i¢in keyfi ¢ verildiginde |t| < § sartin1 saglayan t ler igin

If(xo+1) —flxo)l <&

olacak sekilde & > 0 vardir. Bu fonksiyon x, noktasinda siireklidir. Buna gore

) +6 0
14203 x0) — fxo)] < j 4 j + j 1FGeo + ) — FOeo)Ka(6) de
— 0 -6 +6
=+ 1+ I
) oo
L= f f(o + 6) — FO)IKa (D) dt < & j Ka(0) dt = .
=5 )

K; (t) cift fonksiyon oldugundan

o )
Lty = f IFGeo + £) — £ o) Ko (6) dt + f IFGeo + ) — F Qo) Kx(8) dt
5 —00

esitligin sagindaki ikinci integralde t — —t degisken degismesi yapilirsa
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L+1; = f |f (xo +8) — f(xo) | Kx(t) dt + f |f (o — ) — fxo) Ky (2) dt
1) )

< sup Ky (6) [ If G + D)1 de + 21f o) f Ky(6) dt
- Ky

o)

+ IS?'J% K@) | 1f(xo—0t)|dt

— 00

K; (t) deltasal gekirdek oldugundan A — A i¢in I; + I3 tin limiti sifirdir. Bu da ispati
tamamlar.

NOT: Ayni teorem siireklilik noktasinda B, (f; x), 2m periyotlu fonksiyonlar i¢in de
gecerlidir.

26



3.2. L1 Uzaymnin Normunda Yakinsakhk

o)

A2(fi %) = f FOR(x — ) dt

—00

seklindeki deltasal ¢ekirdekli integral operatoriiniin L, normunda yakisakligini inceleyelim.

Teorem 3.2.1. Farz ederim ki A, (f; x) integralinde f € L;(—o0, ) ve K, deltasal ¢ekirdek
olsun. Bu durumda

im (14, (f; ) = f (0L, =0

dir.
Ispat:
A(fix) - f(x) = ff(x+t)1<a(t)dt—f(x) fooKa(t)dt
= foo[f(xﬂ)—f(x)]Ka(t) dt
142 (f; %) = (0] < jolf(x+t)—f(x)|K,1(t) dt
olur. -

o0 0
143(f3 %) = f(x)] SJlf(X+ t) — f(0)|K;(6) dt + Jlf(X+t) — f(0)IK; (8) dt
0 —co

esitliginin sagindaki ikinci integralde t — —t degisken degismesi yapilirsa, K (t) cift
fonksiyon oldugundan

43(f: ) — F)] < j FGe+ 6 — FOOIK (D) dt + j F = 6) = FEOIK (D) de
0

0

- f HF G+ — FOOI+ If = ©) — FOONK (D) dt
0

yazilabilir. Yukarida ki esitsizligin her iki tarafin integrali alinirsa
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o

f A2(F %) — F(0)] dx < f f FGe+8) = FGL+ 1F G — 6) — FOOIKa(©) dt | dx
—00 0

— 00

< f ( FGe+ 0 = FQOL+If (=) —f(x)ldx) K, (6) dt
0 —00

ifadesi elde edilir. Keyfi bir § > 0 sayisi i¢in integrali iki kisma ayiralim.

f A3(f %) — F O] dx

—00

) 0
< <jIf(x+t)—f(X)|+If(x—t)—f(X)Idx>Ka(t)dt

— 00

M\
!

+ (flf(X+t)—f(X)|+If(x—t)—f(X)Idx>Ka(t)dt

— 00

her iki integralin de ayr1 ayr sifira gittigini gosterelim.
[ircto-rwiars [ratola+ [Ireldx <30,

Yukaridaki esitsizlik ve siireklilik modiiliiniin 6zellikleri goz 6niine alinirsa

[ee)

o) oo
1AL(F ) = FGOlL, < f <|s;x|1<% f |f(xit)—f<x)|dx>fq<t) dt + 3IIf1l., f Ky(6) dt
0 s —00 . )
= 20, (f; 6) j K, (©) dt + 3£, f Ky(6) dt
0 )

bulunur. K, (t) deltasal ¢ekirdek oldugundan ve siireklilik modiiliiniin 6zelliginden

Jim 143 (fi) = FCOll, = 0

elde edilir. f € L,(—m, ) igin benzer teorem asagida verilmistir.
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Teorem 3.2.2. Kabul edelim ki f € L,(—m, ) ve K;(t) deltasal ¢gekirdek olsun. Bu durumda
Jim 1B () = F @), = 0

dir.

Ispat: K;(t), A € A, 2m periyotlu deltasal ¢ekirdek ve f € L (—m,m) olsun

Jim 1B, (fi) = FGOIl =0

IBA(f %) — ()] < f Fx+6) — FOOIK (D) de

IBi(f;2) = fOll < f(flf(x+t)—f(X)lKa(t)dt> dx

-TT -1

f ( f FGe+ ) = FQOP dx) K,(6) dt

-TT —TT

suireklilik modiliiniin tanimindan

T

< [on 1D @d
-7
esitsizligi elde edilir. Keyfi §, dizisi i¢in
|¢]6; |t
wy, (f, [t) = v, 6—,1 5 + 1), (f,6)

ifadesi yazilabilir. Buna gore

1B:(f; %) = F@lp < wp, (. 8) f ( +1>Ka(t)dt

< w,,(f, 51)(]' |Ig(t) dt + JKA(t) dt)

1
< wy, (f,6) (57 f |t K (6) + 1>.
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Burada

T

6y = fItIKA(t) dt

-1

alinirsa.
1B2(f5 %) — fFOIl < 2w, (f, )

elde edilir. Keyfi bir 8 pozitif sayis1 igin
s

61 = j-lthl(t) dt = thKl(t) dt
- 0

B s TL'
2 f t-K;(t)dt + f t-Ky(t)dt | <28 fKA(t) dt + 2 sup K;(t) (% — B?)
J 3 - |t|=B
< 2B + m? sup K, (t) dt
It|=p

K; (t) deltasal ¢gekirdek 6zelliginden

lim <sup Kl(t)> =0

A=20 \|t|=p
oldugundan
i <
p—0 /111_310 0, <28
iz 2= 0
IBA(f; %) — f(Ol1 < 2w, (f, 62)
Bu da

5 -0 Wy (f,8) =0

Aim [|B2(f; ) = fCOll = 0

oldugunu gosterir.
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Tamim 3.2.1. A bir indis kiimesi ve 4, bu kiimenin y1gilma noktasi olsun. K (t, 1) fonksiyonu
asagidaki sartlari saglarsa A siifindandir denir.

a) K(t,A) fonksiyonu, her bir A € A i¢int nin bir fonksiyonu olara tiim reel eksende
tanimlidir.

b) Her bir A € A igin

IK (&, D, < M < o0
olacak sekilde bir M sayis1 vardir.
c) Her bir A2 € A igin K(0, A1) sonludur.

d) < a, b > reel eksenin herhangi bir alt araligin1 géstermek tizere

b
fK(t—x,A)dt=1 x €E<a,b>.

a

lim
(x,A)~(x0,20)
e) Belirlenmis her y > 0 sayisi igin
lim [sule(t, MDll=0
~40 |ys|t]

dir.

b
L(f;x,A) = jf(t)K(t—x,/l)dt

Operatoriiniin (a,b) araliginda siireklilik noktasinda yakinsakligina iligkin sonug bir sonraki
teoremde verilmistir.
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Teorem 3.2.3. K(t, 1) fonksiyonu A sinifindan ve |K(t — x, A)| fonksiyonu her bir A € A igin
t ye gore [a,x,] araliginda azalmayan, [x,, b] araligindan artmayan olsun.Bu durumda, x,
noktas1 f € L,(a, b) fonksiyonunun siireklilik noktast ise,

lim  L(f;x,4) = f(xg)

(x,)~(x0,40)
dir.
Ispat:
Xo+6<b, Xo—06>a ve OSxo—x<g olsun.

f fonksiyonu x, noktasinda siirekli oldugundan, Ve > 0 igin en az bir § > 0 sayis1 vardir 6yle
Ki |t —xo| < 6 igin |f(t) — f(xy)| < € saglanur.

Diger taraftan

b
IL(Fix A) — fxo)] = f FOK(E —x,2) dt — f(xo)

b

b
< f F(O) = FGIIKE — x, D)l dt + £ Cxo)] f K(t —x2)dt — 1

a
yazilabilir.

Xo noktasi f in siireklilik noktasi oldugundan,

IL(f5 %, ) — f (x0)]

Xo—0 Xo+6 b
< j g j o Lmo K (E — x, 1) dt]
b

+ 1f (x0)1 jK(t—x,/l)dt— 1

a
=10, A) + L, A) + I3(x,A) + 1,(x, 1) (3.2.1)
seklinde yazilabilir. Esitsizligin sagindaki integralin sifira gittigini géstermek yeterlidir.
Oncelikle I, (x, 1) ve I3(x, 1) integralini ele alalim.

XO—(S

LG 2) = j F(8) — FGoIIK(E = x, 2) dt]

a

|K(t — x,A)| fonksiyonu her bir A € A igin tye gore [a,x,] araliginda azalmayan oldugundan,
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)

L(x2) < [K(xo —x — 6, f F(D) — Fxo)] dt

elde edilir. Ayrica 0 < x5 — x < g oldugundan

-6

heen < [k (-5.4)] f £(©) = FGro)l de

< |k (~5.2) flf(t)ldt+flf(xo)ldt

(A + 10—

esitsizligi elde edilir. Benzer bigimde, |K (t — x, A)| fonksiyonu her bir A € A igin t ye gore
[xo, b] de artmayan oldugundan,

b
L6 2) < |K (o — x + 6, 2)] f F(D) — fOxo)l dt

x+6

< |1<(§a)| fb F () = f(xo)l dt

x+6

AN

[k (5.2)] jb F@lde+ jb NI

N |K (g'l)| {”f”l‘l(a,b) + [f (xo) (b — a)}

bulunur. Simdi ise I, (x, A) yi g6z 6niine alalim.

XO+6

L(x,2) = j F(O) — FGoIIK(E —x, )] dt
X0—0

0
Xo noktas1 f fonksiyonunun siireklilik noktasi oldugundan ve A sinifinin b) sartindan,

XO+6 b

L(x,A) <¢ IK(t—x,)l)IdtSeflK(t—x,A)IdtSeM<oo
-5 a

X0

yazilabilir. Son olarak elde edilen ifadeler (3.2.1) yerine yazilirsa,
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IL(f3x,4) = f (o))
K (2.2 1+ 01— )

+ |1< (gz)| {IIfIILl(an) + 1f (x)(b — a)} sy

b

'Hﬂ%NfK@—LDM—l

a

<

esitsizligi elde edilir. K (t, A)nin 6zelliklerinden,

lim  L(f;x,4) = f(x)

(X,l)ﬁ(xo,lo)

saglanir. 0 < x — x; < g olmasi durumunda da ispat benzer sekilde yapilarak ispat

tamamlanmis olur.
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4. iKi KATLI SINGULER INTEGRALLER

Bu kisimda iki katli singiiler integrallerin dikdortgensel bir bdlgede ve tiim IR? iizerinde
yakinsakligr ile ilgili teoremler verilecektir. Bu boliimde temel olarak [13], [14] ve [17]

kaynaklarindan yararlanilmustir.

4.1. Romanovsky Tipli Bir Teorem

Simdi Siudut [13] tarafindan verilen Romanovski tipli bir teoremi ifade ve ispat edelim. On
sartlar asagidaki sekilde verilmistir:

a ve b pozitif reel sayilar ve x,, y, reel olsun P =< —a,a > x < —b, b > oldugunu kabul
edelim. X metrik uzay ve E de X’ in bir alt kiimesi olsun.

Farz edelim ki &, E nin bir yigilma noktasi olsun. K, R*xE iizerinde taniml reel degerli bir
fonksiyon olmak tizere asagidaki sartlar1 saglasin;

DK =0ve K(-, &) her & € E, i¢in 6lgiilebilirdir.
2) K(-, s, €) ¢ift; 2a- periyotlu ve her ¢ € E, s €< 0,b > i¢in < 0, a > araliginda artmayandir.
3) K(t,, &) cift, 2b- periyotlu ve her £ € E, t €< 0,a > i¢in < 0, b > araliginda artmayandir.

4)

§-%o

a b
lim f fK(t,s,f)dsdtzl
= =b

5 )Her é € (0,min(a, b)) i¢in fllr? K(5,0,¢) = fllr‘? K(0,5,§) =0, f,R? iizerinde reel
—$o —$o

degerli bir fonksiyonu gostermek tlizere asagidaki sartlari saglasin.
6) f; P dikdortgensel bolge tizerinde Lebesgue integrallenebilir.
7) Her bir s € (—b, b) i¢in f (-, s) 2a- periyotlu.
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8) Her bir t € (—a, a) i¢in f(t,”) 2b- periyotlu.
9

x0+h

1
i [ F@s)de= 1)

esitligi hemen hemen her s € (—b, b) i¢in saglanir ve bu ifade s = y, i¢in de gergeklesir.

10)

1y0+T
lim ~ f £(t,5)ds = f(t, o)
Yo

0T

ifadesi hemen hemen her t € (—a,a) ve t = x, igin saglanir.

C > 0i¢in Z,

{(x,y,¢) € R?’XxE: |y, — | jK(t, 0,6)dt< C

kiimesi ile gosterilsin .ve

b
{lxg — x| JK(O,S,{) ds < C}
“b

olur. Teoremden 6nce bu boliimde kullanacagimiz Taberski [17] ¢alismasinda yer alan
lemmay1 ve ispatini verelim.
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Lemma 4.1.1. Natanson’un Lemmasinin Bir Genellemesi :

b

q(t) = f v(s)ds < o

a

olacak sekilde her (a — r, b) araliginda sinirli salinimli bir fonksiyon olsun.(0 <7 < b — a),

burada

v(s) = S\</<t?l<rbq(t) (a<s<b) vb)=0

dir. Bu takdirde, eger

a+h

M = sup %j f(t)dt] < (f € L(a, b))

0<hs<b-a

ise
b
1= [ ra@a

Lebesgue integrali mevcut ve

b
IHSMJWG%HMMHw

dir.
Ispat:
t
F(t)=ff(u)du (a<t<b)
a
olarak tanimlansin. Buna gére, kismi integrasyondan
A B
lop = f q(O)dF(t) = q(O)F(t) 5 — f F(t)dq(t)
a a

37



elde edilebilir.

B 5 B
fF(t)dq(t) < Mf(t —a)d[-v(t)] = M |(a—t)v(t) |§ + J v(t) dt‘
B
(a- @@ - B < (@ - @w(@ < [ vy de
oldugundan

b
j F()dY (£)]

integrali mevcuttur.

b

j F(O)dY (b)

a

b
< va(t) dt

dir. Eger

b
jw(s) ds < oo

olacak sekilde W (t) mevcut ise (burada; w(s) = var Y(t) (a<s=b),w(a)=0),bu
astss
takdirde

b

1
N= sup |- fF(t)dt <
oshsb-a |R
b-h
olmak tizere
b b
fF(t)‘I’(t) dt| < Nf[w(s) + |¥(a)|] ds
a a

elde edilir.
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Teorem 4.1.2. Kabul edelim ki K ve f fonksiyonlar1 yukaridaki sartlari saglasin.

a b
lim f ff(t,s)K(t—x,s—y,E)dsdt=f(x0,y0)
—-a —-b

Bu takdirde herhangi C >0 ve (x,y,&) = (xq, Yo, $0) Ve (x,y,¢) € Z, igin saglanir.

Ispat: Sabit € > 0 ve g(t,s) = f(t,s) — f(xo,yo) icin
a b

W (x,y,& = f fg(t,s)K(t—x,s—y,f)dsdt

—-a —-b

yazilabilir. Burada (x,y, &) = (xq, Vo, o) Ve (x,y, &) € z.icin W(x,y, &) — 0 gittigini
gostermek yeterlidir.

—a <x,<0, —b <y, <0, 0 <6 <min(a+ xq, b+ yy),
O<|x0—x|<%6 O<|y0—y|<%6 (4.1.1)
oldugunu kabul edelim.
P, dikdortgensel bolgeyi 1 < i < 3 ve 1l < j < 3 i¢in bu bolgeyi
Pj = {ci, cip1)X(d}, dj 1)

bi¢iminde bolelim.

Burada
c1=—-a,C=X9—0 ,Cc3=x9+0d6 ,c,=a
ve
di=-b ,dy,=y,—6 ,d3=y,+6 ,d,=0b
dir. Eger,

Ijj = ffg(t,s)K(t—x,S—y,f)det
Pij

ise bu takdirde
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3
W(x,y,§) = Z I;j

i,j=1
(6, v,8) = (x0,v0,é0) ve (x,y,§) €Z,ve1 <i<3vel<j<3icin
I; =0 (4.1.2)
oldugunu gostermek yeterlidir. Simdi I;3, 115, I, integralleri i¢in (4.1.2) yi ispat edelim.

[lk olarak 1,5 integralini géz &niine alalim. (2), (3), (4.1.1) den

xO—6 b
1.1 1
sl [ [lgeoldsdek (36.56.) < gl (56.0.¢)
-a yo+é

esitsizligi yazilabilir, burada

llgll = fflg(t,s)ldsdt

“a -b

dir. Boylece (5) den goriiliir ki (x,y, &) = (xq, Yo, &) icin I;5 — 0 elde edilir.
Benzer olarak 1,1, 151, Is3 nin de (x,y, &) = (xq, Yo, &0 ) i¢in sifira gittigi goriiliir.

Simdi I, integrali i¢in (4.1.2) nin saglandigini ispat edelim.

Xo—6 Yo+6
ol =| [ | 05 = FGo vk - x5 =y, 0 ds de
Xo—06 _yC:J+6yO_5
<|[ | veo-reynre-sxs-yodsa
A
+ j f lf(t,vo) — f(x0, Vo) |K(t —x,5s —y,§)dsdt =A+ B
-a yo—6

(4.1.3)
yazilabilir.

(2) ve (3) sartlar1 uygulanirsa
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Xg—6
B <26 f F(t ¥0) — F Georyo) | K (¢ — x,0,€) dt
o

X0 1
<26( [ (fawl +1f oy de |K (58.0,6)

; 1
<26( [1f(eyolde +2alf o)l |K (58.0,6)

(4.1.4)

esitsizligi bulunur.
(10) dan hemen hemen her t € (—a, a) igin

Yo+To

= [ revas|+1= 1wl

Yo

olacak sekilde T, > 0 (t, < b) mevcuttur. Boylece (4.1.4) den
B <26 (% IF11+ 2a + 2alf Gro, yo)l ) K (%5, 0.¢)
elde edilir. Buradan da(x, y, &) = (xq, o, &o) icin
B-0 (4.1.5)

oldugu goriiliir. (10) ifadesinden her € > 0 ve § > 0 sayist hemen hemen her t € (—a, a),
0 <7 <4 oldugundan

Yottt

1
- | v -reyas| <e
Yo

dir. Boylece Lemma 4.1.1 den

Xp—8 b
AS[ £ fK(t—x,s,E)ds+2|y0—yIK(t—x,O,E) dt
-a -b

a b a
<e¢ J JK(t—x,s,f)dsdt+2|y0—y| JK(t—x,O,E)dt
Za -a

-b

esitsizligi bulunur. Bununla birlikte (x, y,§) € Z. noktalari (xy, yo, &) yeterince yakin ise,(4)
ve Z nin tanimindan
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A<2e(1+0)

elde edilir. (4.1.3), (4.1.5) dan I;, integrali i¢in (4.1.2) bulunur. I,, ,I,3, I3, integralleri i¢in
(4.1.2) nin ispat1 yukaridakine benzer sekilde yapilabilir

I,, integrali i¢in

Xo+8 Yo+é
Ly < f f (F(6s) = F & yo)}K(t — 2,5 — , &) ds dt
om0 Y078 Vo+8 xo+6
+ f f (F(tv0) — f Ceor y)IK (t — x,5 — ,€) ds dt
Yo—8 x0—6

=A1 +A2

yazilabilir. A; ve A, integrallerinin de sifira gittigi goriliir. Boylece (4.1.2) I,, integrali igin
dogrulanir. Lemma 4.1 den A integraline benzer sekilde A1 ve A integrallerinin de sifira

gittigi kolaylikla gosterilebilir. Boylece (4.1.2), I,, integrali i¢in de dogrulanir. Buradan da
teoremin ispat1 tamamlanmis olur.
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ORNEK : Bu 6rnekte [13] kaynagindan yararlanilmistir.

a=b=1, E=(0,1), é0=0,Xo=Yo=0 olsunt,se<-1,1> i¢in K(.,,§) ((eE) vef
fonksiyonlar1 t?+s2>0, f (0,0)= 0 olmak iizere

F(ts) = 1=

T t24s2

1

K (t’ S, E) :{ 222 ise (t,S) e<- E, f>2

{0 ise (t,8) e<-1,1>% \<-§,&>?

seklinde tanimlansin. Her k,I tamsayilari igin ~ f (t+k.2, s + 1.2) =f (t, 9),
K(t+k.2, s +1.2, &) = K(t,s, &) olsun. K fonksiyonu teoremdeki biitiin sartlar1 saglasin. f
fonksiyonu (6),(7),(8) sartlarini1 saglar fakat (9) ve (10) u saglamaz . Cilinkii

a1
’lll_r)r(l)ﬁff(t,s)dt=0=f(0,s)
0

ve

li L ds=0=
Tl_r)ré;jf(t,s) s=0=f(t0)
0

esitlikleri <-1,1> tizerinde diizgilin yakinsak degillerdir.

Buradan kolaylikla goriilebilir ki

11
1
s;il‘? ff f(t,s)K(t—x,5—y, &) dsdt =3 In2
121

ifadesi saglanir. Boylece (X,y, &) — (Xo,Yo, o) Ve (X, Y, &) ve (X,y, &) €Z¢ igin,

ff ft,s)K(t—x,S—y, &) dsdt - f(0,0) =0

teoremin iddias1 ger¢eklenmez.
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4.2. iki Kath integrallerin IR? de Yakinsakhg

Bu kisimda [14] kaynagindan yararlanilmis olup buradaki sonuglar detayli sekilde
incelenmistir. X bir metrik uzay ve E de X in verilmis alt kiimesi olsun. Kabul edelim ki &, E
nin bir yigilma noktasi olsun. K reel degerli fonksiyonu IR?xE iizerinde tanimli olsun ve
asagidaki sartlar1 saglasin:

(DK =0veK(-, &) heré € E, icin 0lgiilebilir.

(2 K(-,s,&) gift ve s €< 0,) her & € E igin < 0,) iizerinde artmayandir.
() K(t,, &) ciftvet €< 0,) her & € E igin < 0, ) {izerinde artmayandir.
(4)

§-¢&

lim j- fK(t,s,f)dsdtzl (¢ €E).

(5) Her § > 0 igin

lim K(8,0,8) = lim K(0,58,&) = 0.
Eggo( $) Eggo( $)

her § > 0 i¢in

zlir? U K(t,s,é)dsdt = 0.
‘ IR2\(-§,5)2

Ayrica IR? iizerinde tamml f reel degerli fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglar :

(6) f,IR? iizerinde Lebesgue integrallenebilirdir.

(7)
Xo+h

. 1 —
lim f £(t,5) dt = f(xo,y0)

dir.
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(8) Hemen hemen her t € IR

Yo+T

1
= [ (65 ds = FG )
0T
Yo
ve diger tarafdan verilen herhangi bir € > 0 sayisi igin 7,

(x,y,8) € R?xE: |y, — y| fK(t,O,E)dt<C ve  |xg— x| fK(O,S,f)ds<C}

kiimesi verilsin. (0 - o = oo - 0 = 0 olarak tanimlanir.)

Teorem 4.2.1. K ve f fonksiyonlari yukaridaki sartlar1 saglasin. Bu takdirde herhangi € > 0
icin (x,y,&) = (x0,¥0, &) Ve (x,y,&) € 1. icin saglanir.

limf ff(t,s)K(t—x,s—y,f)dsdtz f(x0,v0) (4.2.1)

— 00 —00

Ispat: Sabit ¢ > 0,& > 0 icin

W(x,y,6) = f j [F(6,5) = FCroyo)] K(t — 2,5 — , &) ds dt

yazilabilir.

(x,y,8) et ve (x,y,8) = (x0,y0, &) igin W(X,Y,&) —0 gittigini gostermek yeterlidir. (7) ve
(8) kullanilarak her €> 0 ve d>0 sayilar1 igin

YotT

~ [ s - reynas

Yo

(hemen hemen her t € IR i¢in) ve

inh

1
o | e - Faoyotd < (423)

0<t<46, 0<h<4iginsaglanir.

X% <0, y,=0, 0<x0—x<§5, O<y0—y<%6 (4.2.4)
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oldugu varsayilirsa, 1 < i <3, 1<) < 3icin P;; = (c;, ci+1)x(dj, dj+1) kiimeleri seklinde
R? yibolelim. Burada ¢; = —o0, ¢, =x5—68, ¢3=x9+08, Cc, = Ve
dl = —00, dz =Yoo — 6, d3 = Yo + 6, d4 = dlr Eger,

Iy = f f [F(6,5) — £ (o y) K(t — x5 — 3, &) ds dt

Pij

seklinde yazabilirse bu durumda
3
W(x,y,f) = Z Iij
ij=1
ve (x,y,€) = (xg,y0,é0) Ve (x,y,&) € T, olmak lizere
(1<i<3, 1< j<3oldugunda).

1,, Ve I,, integralleri igin. (4.2.5) yi ispat edelim. ilk olarak I;, integralini ele alalim;

X0—6 Yo+d
ol =| [ [ &9 - fGo vk - x5 - 5,0 dsde
ay Xo—6 Yo+6
< f(t,s)K(t —x,s —y,&)dsdt
1)
Xo—6 Yo+6
+ 1 f (%0, ¥0)l j j K(t—x,s—vy,é§)dsdt=A+B
-0 yo—6
(2), (3) ve (4.2.4) sartlar1 kullanilirsa.
1
A<k (36,0,6) = 05 €= &) (4.2.6)
elde ederiz. (4.2.4) ve (5) den
30 o
BIfGoyl [ [ K@sdsde=0, ¢ @2.7)

oldugu goriiliir. (4.2.6) ve (4.2.7) den I, integrali i¢in (4.2.5) elde edilir.
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Li1, I3, L1, I3, 132, I35 integralleri igin (4.2.5) nin ispati yukaridakine benzer sekilde
yapilabilir.

Simdi I,, integraline gegelim.

Xo+8 Yo+6
ho=| [ | s - feylke-xs-y,0dsde
om0 Yoo Yo+6 Xxg+6
+ f f [f (&, ¥0) — f(x0, Y)IK(t — x,5 —y,§) dt ds| = A; + A,
Yo—6 x9-6

yazilabilir. (4.2.2) ifadesinden Lemma 4.1.1 den ( [17] TABERSKI, R., p.174)

(o]

f K(t—x,s&)ds + 2(y, —y)K(t—x,O,E)] dt

— 00

.X'o+8

Alsje

— 00

Se[f f fK(t—x,s,E)dsdt+2(yo—y) fK(t—x,O,f)dt]

elde edilir.
(%0, Y0, €0)’ a yeterince yakin (x,y, &) € T, noktalari i¢in (4) Ve 7, nin tanimindan

A <e+c) . (4.2.8)
Sonug olarak. (x,y,§) = (xq, V0, &) Ve (x,y,&) € 1. igin A; — 0 oldugunu goriiliir.

Benzer olarak (x,y,¢&) € 7. ve (x,y,&) = (X, Yo, &) i¢in A, = 0 kolaylikla gosterilebilir.
Boylece (4.2.5), I,, i¢in dogrulanmis olur. Buradan da teoremin ispati tamamlanur.
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ORNEK: Bu 6rnekte [14] kaynagindan yararlanilmustir.
E = (O'OO)’ EO = O

—(x*+y?)
4$
K’ nin (1), (2), (3), (4) sartlarin1 sagladig1 kolaylikla gortiliir.

K(x,y,¢) = 14

47Tfex

- Xg — X 1 —t?
TC={(x,y,€)EIR2xE: |YO\/E)’| <2\/Ec,| 0\/2 |<2\/Ec}- Eexpél_f
<t ¢ 4e~1 ! (t>0)
= 2 '€Xp > = 4e ._2
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ve her t € (6, ) i¢in 0 dir.
lim Lexp_t = 0
Jim zexpe =

oldugundan Lebesgue teoremine gore
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saglanir. Bu ise (5)’ i gosterir.
Bununla birlikte f fonksiyonu, (6), (7), (8) sartlarin1 saglarsa, bu takdirde;

i¢in

—(x*+y?)

qe s dt = fGo,0)

% jo Jmf(t+x,s+y)exp

dlra burada (xr Y, f) - (XOI Yo, 50) ve (xl Y, E) € T¢ dlr
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu calismanin birinci boliimiinde, yapilan calismalar ve tez hakkinda bilgiler verilmistir.
Ikinci boliimiinde gerekli tanimlar yapilmus ve ilgili teoremler verilmistir. Ayrica siireklilik
modiiliiniin baz1 6nemli 6zellikleri {izerinde durulmus ve karakteristik noktalar, integral

operatdr ailesi yaklagim teorisi ve yaklasim problemlerine deginilmistir.

Uciincii béliimde ise Deltasal ¢ekirdekli integral operatorler ailesinin L;(—oo, +0) uzayinda

yakinsakligi tizerinde durulmustur.

Dérdiincii boliimde iki katli singiiler integrallerin dikddrtgensel bolgede ve IR? de

yakinsakligi ile ilgili Romanovski ve Faddeev tipli teoremler incelenmistir.

Besinci ve son boliim tartisma ve sonu¢ kismina ayrilmistir.
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