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OZET

LINEER POZITIF OPERATORLERIN FARKLARI

ERSOZ, Merve Nur
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danigsman: Prof. Dr. Ali ARAL
Haziran 2017, 67 sayfa

Bu tez bes boliimden olugsmaktadir. Birinci bdliimde yapilan calismalar ve tezin
genel amaci hakkinda bilgiler verilmistir. Ikinci béliimde ise bazi temel tanimlar,
kavramlar ve teoremler verilmistir. Ugiincii béliimde pozitif lineer operatorler ile
ilgili baz1 genel esitsizliklere yer verilmistir. Dordiincii boliimde pozitif lineer
operatorlerin yaklasim o6zellikleri incelenerek bu operatorlerin yaklasim hizlari
stireklilik modiilii yardimiyla elde edilmistir. Ayrica bu operatorler igin bir
Voronovskaja-tipli sonu¢ verilmistir. Besinci boliim ise tartisma ve sonug¢ kismina

ayrilmistir.

Anahtar Kelimeler: Lineer Pozitif Operatorler, Siireklilik Modiilii, K-Fonksiyoneli,
Holder Esitsizligi, Yaklasim Hizi, Bernstein Operatorleri,

Voronovskaja-tip Formiilii



ABSTRACT

ON DIFFERENCES OF LINEAR POSITIVE OPERATORS

ERSOZ, Merve Nur
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, M. Sc. Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Ali ARAL
June 2017, 67 pages

This thesis consists of five parts. In the first part, it has given information about the
overall purpose of the study and thesis. In the second chapter, some fundemental
definitions, concepts and theorems are given. In the third chapter, we give some
inequalities for the differences of linear positive operators. In the fourth chapter, we
investigate approximation properties for the some linear positive operators. Rate of
convergence of them are given with modulus of continuity. The fifth chapter is a
seperate part of the discussion and results.

Key words: Linear Positive Operators, A Modulus of Continuity, K- Functional,
Holder Inequality, Approximation Rate, Bernstein-type operators,

Voronovskaja-type Formula



TESEKKUR

Caligmalarim boyunca; hem bilimsel hem de manevi olarak destek olan; insani
degerleri ile de Ornek edindigim, yaninda g¢aligmaktan onur duydugum; ayrica
tecriibelerinden yararlanirken gostermis oldugu hosgorii ve sabirdan dolayr degerli
tez danismanim Sayin Prof. Dr. Ali ARAL’ a, caligmalarim esnasinda beni daima
destekleyen Kirikkale Universitesi Matematik Boliimiindeki degerli hocalarima, son
olarak maddi ve manevi her zaman bana destek olan, bugiinlere gelmemde biiyiik
fedakarliklar gosteren basta annem olmak lizere tiim aileme tesekkiirii bir borg

bilirim.
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SIMGELER DiZiNi

N Dogal sayilar kiimesi

R Reel sayilar kiimesi

L(f; x) L operatoriiniin f fonksiyonuna uygulanmasi

> Toplam Sembolii

Cla, b] [a, b] deki siirekli fonksiyonlarin uzay1

w(f;8) Siireklilik modiilii

Q(f;6) Agirlikls siireklilik modiilii

B, Bernstein operatdrii

B, Lupas’in Beta operatorii

D, Durrrmeyer operatorii

Un U, = B,o B,, seklinde tanimh Bernstein tipli
operator

Sn Stancu operatorii



1.GIRIS

Yaklagim teorisi temel olarak “Bir fonksiyona, daha iyi 6zelliklere sahip baska bir
fonksiyon ile yaklasilabilir mi? “ sorusunun cevabini arayan c¢alismalar1 kapsar. Bu
tiir calismalar 1885 yilinda Alman matematik¢i Karl Theodor Wilhelm Weierstrass’
m kendi admi tasiyan ve cebirsel ve trigonometrik polinomlarla, stirekli
fonksiyonlara [a, b] gibi kapali ve sinirli bir aralik {izerinde yaklagim saglanacagini

ifade eden teoremi ispatlamasi ile baglamistir.

1912 yilinda Rus matematik¢i S. N. Bernstein, Weierstrass’ in teoreminin ispatini

x € [0,1] olmak lizere
-k
Bu(fix) = ) FO () x A -k
k=0

esitligi ile verilen ve kendi adi ile anilan polinomlarim1 tanimlayarak vermistir. Bu
polinomlar sayisal analiz, fonksiyonlar teorisi, geometri, fizik, jeodezi, mithendislik,
tip (goriintiileme sistemleri ve protez) bilimleri gibi birgok uygulama alani olan ve

giiniimiizde de halen aktif olarak ¢alisilan polinomlardir.

1932 yilinda Voronovskaja tarafindan Bernstein polinomlar igin, f(x) fonksiyonu

[0,1] araliginda sinirli ve belli bir x noktasinda 2. tiireve sahip ise;

]=x(1—x) "

lim n[B,(f3%) - ()] = =—5—f ()

esitliginin saglandig (asimptotik yaklasim) gosterilmistir [1].

1935 yilinda T. Popoviciu tarafindan Bernstein polinomlar igin; w(f; &) ile f

fonksiyonunun stireklilik modiilii gdsterilmek tizere;



If(x) — B, (f;x)| < cw (%)

oldugu gosterilmistir.

Biz bu tezde klasik siireklilik modiiliiniin bir modifikasyonunu kullanarak iki lineer
pozitif operatdriin farki icin Voronovskaja teoremleri ve bu yaklasimin yakinsaklik
hizin1 veren teoremler verecegiz. Elde edilen sonuglarin, yaklasimlar teorisinde ¢ok

1yl bilinen baz1 operatdrler i¢in uygulamalarini elde edecegiz.

Lineer pozitif operatorlerin farklari i¢in verilen teoremler bize yaklasimlar teorisinde
elde edilen baska sonuglarin da bulunmasina olanak saglar. Ger¢ekten de A ve B iki

lineer pozitif operator olsun. Kabul edelim ki

AGF %) — B(f; )] < cw (%z)

sonucu elde edilmis olsun. Burada A yerine birim operatdr ve B yerine Bernstein
operatorii aldigimizda ¢ok iyi bilinen yukaridaki esitsizlik elde edilmis olur. Ayrica

kabul edelim ki iki operatoriin farki i¢cin baz1 yakinsaklik sonucunu biliyoruz.

|A(f; ) = fOI < |A(f;x) = B(f; 0| + [B(f; %) — f ()|

esitsizligini kullanarak, B operatoriiniin yaklagim o&zellikleri bilindiginde A
operatoriiniin de yaklagim 6zellikleri hakkinda bilgi sahibi olabiliriz. Bu nedenlerden
dolay1 iki operatoriin farki i¢in yaklasim sonuglarinin elde edilmesi yaklagimlar

teorisi agisindan 6nemli sonuglar dogurur.



1.1. Kaynak ozetleri

Bu tez ¢alismamizda temel kavramlar i¢in Francesco Altomare and Michele Campiti
nin “Korovkin Type Approximation Theory and Its Application”, P. J. Davis’in
“Interpolation and Approximation”adli kitaplari referanslarimiz olmustur. Ayrica [2]

ve [3] kaynaklar1 bizim ¢alismamizin temelini olusturmustur.

1.2. Caliymanin Amaci

Bu tez calismasinda pozitif lineer operatdrlerin farklari lizerinde arastirmalar yapip,
bu tiir farklar icin siireklilik modiilii yardimiyla yaklasim hizina yonelik tahminler
verilmesi amaglanmaktadir. Ayrica Voronovskaja teoremi i¢in yaklasim hizi veren
teoremler ispatlanacaktir. Elde edilen sonuglardan, ¢ok iyi bilinen lineer pozitif

operatdrler i¢in uygulamalara yer verilecektir.



2. TEMEL TANIMLAR VE KAVRAMLAR

Bu bdliimde pozitif lineer operatdrlerin tanimi yapilacak, sagladigi temel 6zelliklere
deginilecektir ve bu g¢alisma sirasinda kullanacagimiz bazi tamimlar verilecektir.
Ayrica burada verecegimiz tanimlar genel halde gegerli tanimlar oldugu i¢in pek

cogunda kaynak belirtilmemistir.

2.1. Lineer Pozitif Operatorler

Tamm 2.1.1. X ve Y reel degerli fonksiyon uzay1 olmak iizere; L: X — Y seklinde

tanimlanan doniistimlere operatdr ad1 verilir.

Tanim 2.1.2. X ve Y reel degerli fonksiyon uzay1 olmak iizere;

L:X->Y

seklindeki L operatorii her f,g € X ve her o, € R igin

L(af + gB) = aL(f) + BL(g)

esitligi saglaniyorsa L operatoriine lineer operator denir.

Tamm 213. Xt ={feX:f>0} , YT = {g€eY:g =0} fonksiyon siflarin
tanimlayalim. X ve Y reel degerli fonksiyon uzay1 olmak iizere, eger X ten Y ye
tanmimlanmis L operatérii Xt kiimesindeki herhangi bir f fonksiyonunu Y%

kiimesindeki g fonksiyonuna doniistiiriiyorsa L operatdriine pozitif operatdr denir.

Hem lineerlik hem de pozitiflik sartlarin1 saglayan operatdre pozitif lineer operatdr

denir.



Lemma 2.1.1. L : X =Y bir lineer pozitif operatdr olsun. f,g € X olmak iizere
f <giseL(f; x) <L(g; x) dir. Buna L lineer operatdriiniin monotonluk 6zelligi

denir.

Lemma2.1.2. L: X — Y birlineer pozitif operatdr olsun. Bu durumda

ILCf 5 0l < LCIfL x)
dir.

Tamm 2.1.4. Kapali bir [a, b] aralig1 iizerinde tamml ve siirekli tiim gercel degerli

fonksiyonlardan olusan kiimeye C|[a, b] fonksiyon uzay1 denir.

Tamm 2.1.5. f €Cla, b] olmak lizere C|a, b] lizerinde tanimli norm;
If COllciapy = max |f (x)l
asxs<b

seklinde gosterilir.

Teorem 2.1.1. ( Holder Esitsizligi ):
p > 0 ve g > 0 reel sayilar

sartin1 saglasin. f € L, ve g € L, ise f.g € L, dirve

If.glls < lIfllp-Ngllg (2.1)
dur.

ispat. |g| < |fIP7Y ise |f.g| < |fIP olur. Bu f.g € L oldugunu gosterir. AKsi

1
halde yani |gl>I|fIP ise |gl= >If.gl = lgl?> If.gl=> If.gl €L
olur. L = L, oldugundan f.g € L, dir.



1
Young esitsizliginden ¢ (u) = uP~! alinirsa Y(u) = ur-1 , @(a) = %pa Y(b) = l;—q

bulunur. Buna gore;

a.b < @(a).y(b)

a? b4
<—+—
p q

yazilabilir. ||f||p =0 veya |[gll; =0 ise (2.1) in her iki tarafi sifir olacagindan

esitsizlik saglanir. | ]| | # 0 ve [|g|| # 0olsun.a = I£1/|| £]|, ve b = Ig1/ ] 9],

alinirsa;

If11gl 4 Vilks lg|?
Iflllglly = plfFIL  qllglld

bulunur. Iki tarafin integrali alinirsa

1 f 1 1
e 1 glaw s = [1 7 P+ —— [ g1 d
T Tigly ) /-9 1= e ) 1 P+ gy ) 191

olur. Buradan da

If. gl < 1

< NFIE +
TFlly-lglly = plIFIE 1o

gt =L+ 121
qllghd ™™ p q

elde edilir. Bu da

If-glls < Ml 1lp-llgll

oldugunu gosterir.



Ozel olarak Hoélder esitsizliginde p = q = 2 almirsa Cauchy-Schwarz Esitsizligi

elde edilir.

Tamm 2.1.6. n > 1 olmak {izere p,, n - inci dereceden bir polinom ve f ile g de

x = 0 noktasinda n - inci dereceden tiirevlenebilen fonksiyonlar olsun.
lim g(x) =0
n—oo

olmak tizere

fG) = pp(x) +x" g(x)

yazilabiliyorsa p,, polinomuna x = 0 noktasinda f fonksiyonu tarafindan iiretilen

Taylor polinomu denir [4].

Tamm 2.1.7. f fonksiyonu a noktasimi ihtiva eden bir aralikta her mertebeden

turevlenebilir olsun.

[oe)

Ef"(a)

k=0

(x — )"

serisine a noktasinda f fonksiyonu tarafindan tiretilen Taylor serisi denir.
Tanim 2.1.8. (Taylor Formiilii): Bir f fonksiyonu [a,b] araliginda tanimli ve

(n + 1) kez siirekli tiirevlenebilir olsun. Bu durumda Taylor formiilii x, € [a, b] ve

her x € [a, b] i¢in

R (0 = = [e= 0 p D @

olmak tizere

(x)
e )—Zf ) (6= 5)* + Rysa ()



seklinde tanimhidir [4].

Teorem 2.1.2. n € Ny i¢in f(x), x = x, noktasinda n-kez tiirevlenebilir olsun. O
halde

f(x) = fxo) + f(xp)(x —xp) +-- + £ () (x — xp)™ 1

+ EF ) + £ o)

(n—1)!

esitligi yazilabilir. Burada

lim E(x) =0

X—>Xq

dir.

2.2. Sureklilik Modiilii

Tanim 2.2.1. f €Cla, b] olmak iizere ; her § > 0 igin

w(f;8) = sup () — f(x)l
x,t €[a,b]
|[t—x|<8

olarak tamimlanan w(f; §) ifadesine f fonksiyonunun siireklilik modiilii denir.

Siireklilik modiiliiniin bazi 6nemli 6zellikleri asagida verilmistir. Bu o6zelliklerin

ifade ve ispatinda [5] ve [6] kaynaklarindan yararlamlmustir.



Teorem 2.2.1. Siireklilik modiilii asagidaki 6zellikleri saglar.
Dw(;6)=0

ii) 61 < d,ise w(f;81) < w(f;5,)

iii)ym € N i¢in w(f;md) <mw(f;0)

iv) e Rt igcinw(f;16) < (1 + 1) w(f;6)

V) }Si_r)r(l) w(f;6)=0

vi) |[f () — fF()] < w(f; ]t —x])

4 Da(f, )

vil) |f(t) — fFOIl = (
Ispat.
i) w(f;8) = 0 oldugu agiktr.

ii)64 <98, ise|t —x| <64, |t —x| < 6, kiimesi tarafindan kapsanir. Dolayisiyla

supremum &zelliginden w( f;61) < w(f; 6,) bulunur.

iif) w(f,m8) = sup |f(2) ~ f()]

|t—x|sm
x€[a,b]

w(f,mé) = ﬁllfgslf(x +mh) — f(x)|

m-1

[f(x+ (k+1)h) — f(x + kh)]
k=0

= sup
|h|<8




m—1

< sup Z If(x + (k + DR) — F(x + kh)|
|h|<é =0

Sw(f;8) +w(f;8) + -+ w(f;06)
= mw(f, )
iv) Ae Rticin |[A]| <A< |2l + 1 £ A+ 1 oldugundan
w(f;28) < w(f; (141 + 1)8)
< (1Al + Do (f; 6)
<@+ Dw(f;6)
elde edilir.
v) f,[a,b] de siirekli oldugundan ayni zamanda diizgiin siireklidir. Yani her

€ > 0 icin In > O vardir 6yle ki |t — x| < n iken |f(t) — f(x)| < € olur. Eger

6 < n segilirse siireklilik modiiliiniin tanimina gore;

w(f;6) = | SUPglf(t) —fl<é&

t—x|<
olup buradan
lim w(f;8) =0
bulunur.

vi) w(f; [t —x|) = |tsup5|f(t) —fI 2 1f(®) = fF)I

—-x|<
x€[a,b]

10



elde edilir
vii) iv) 6zelligini kullanirsak

|t — x| |t — x|

() = )] < w(fim—5—.6) < (—5— + Dw(f,5)

elde edilir.

2.2.1. Siireklilik Modiilii ve K- Fonksiyoneli Arasindaki Tliski

Tamm 2.2.1.1. f € [a,b], € = 0 olsun.

K(E, f;Cla,b], €' a,b]) = inf{||f — g|| + €l g’[l: 9 € C*[a, b]}
ifadesine K-fonksiyoneli denir.

K-fonksiyoneli ve siireklilik modiilii arasindaki iligkiyi veren asagidaki esitligi
verelim. Kabaca ispati i¢in [7] ¢ ye bakiniz. Bu esitlikle ilgili tiim detaylar [8] ¢ e

bakiniz.

Lemma 2.2.1.1. a < b olacak sekilde [a, b] kapali araligi tizerindeki her stirekli f

fonksiyonu
1
K(€/,.f;Cla,bl,C'[a,b]) = S0(f;6),0<¢€

olup buradaki &(f,.) ifadesi;

(E-x)o(f,y)+ - Huw(f %)

(I)(f, 8) = Osxsfi¥5b_a y —x

o(f,b—a)=w(f,b—a) ise £€>b-—a

ise0<&<b-—aua,

11



seklinde tanimlidir. Verilen tanimdan, € > 0 i¢in

w(f;.) < o(f;5.)

ve Teorem 2.2.1., iv) den

®(f,§8) = (1 + Hw(f,€)

esitsizliginin her € > 0 ve & = 1,2, ... i¢in saglandig1 goriilebilir. &(f;.) ile ilgili
diger 6zellikler i¢in [9] bakiniz.

Teorem2.2.1.1. f € C™[a, b] ve x,x, € [a,b] olsun. Hern € N,

|l — xo|" ( |x — o]
: < T Xl (o, )
R0, 0)] < o (P02
esitsizligi gegerlidir [3].
Ispat. Ortalama deger teoreminden
f&)—fxo)
F(x) = =——"—">= f'(&)
X — X

oldugunu biliyoruz.

f(x) = f(xg) + f'(Ex)(x — xp) esitsizliginin ard arda kullanilmasi ile

f(x) = flxg) + (x —x0)f'(xp) + ——— (- ) (&)

12



(x = x0)"”

= f(xo) + (x — x0)f"(x0) + - + n—1)! FOU(E,)

= f(xo) + (x —x0)f"(xp) + -+ ———— (- ) ———fFM(E,)

elde edilir.
Rulfix 2= () = 3 2O (x) e = )"
k=1

gOsterimini kullanirsak , n > 1 i¢in

1
Ry (f; %0, %) = Ry—1(f; X0, x) — Ef(n) (x0) (x — x0)"

= C0 e, - 00

elde ederiz. Teorem 2.2.1, vi) 6zelligi kullanilirsa

|Rn (f %0, X)| < ——— I l If () — F™ (o)

—x |Tl
< TO (U(f(n); |Ex — xol; (x, xo))

a)(f(”); lx — xol; (x, xo))

yazilabilir. Burada

[x,x0]; x < xg

Ex € (X, %0) = {[xo,x]; Xo < X

olup ™, [a, b] kapah araliginda siirekli iken x — x, igin

13



w(f(n); lx — x01; [a, b]) = o(1)
olur. Ayrica

w(f;.) < o(f;.)

ve

of;)=0+ 8 wlf;.)

esitsizliklerinin dogru oldugunu biliyoruz. Siireklilik modiiliiniin tanimindan
w(f™,8) = sup{|f™(x) - FP )| Ix -yl < 6}

< sup [f™M@)| + sup |[f™ ()
y€la,b]

x€[a,b]

IA

F gy + 1™

= 2||f(n)||[a,b]

oldugundan

|x _x0|n )
|Rn(f 20,2 < ——— w(f®; |x — xol; [a, b])

lx — xo[™
<2=—F "l

oldugu aciktir. Siireklilik modiilii, norm ile sinirl yani anlamlidir.

g € C™""1[a, b] icin Lagrange kalan formu kullanilirsa

14



|x _ x0|n+1

IRn(gi %0, )| = === [9 TP (0], 6 € (xx0)
|X — x0|n+1
— || 4n+1)

yazilabilir. Tanim 2.2.1.1. kullanilirsa

|x —xo[" (Ix — Xo|

Rn(f %0, 20)] < 27— 2(n+ 1)

f®; Cla,bl, C'la, b))

:ﬂ <f(n) |x x0|)

n! n+1

olarak ispat tamamlanur.
Yukaridaki ifade i¢in esitlik durumuna bir 6rnek verelim.

Ornek2.2.1.1. x,=0 ve e,.;:[-1,1] 3 x - x™1  seklinde tanimlanan

fonksiyon i¢in
R,(ens1; 0,x) = x™t1

ve

|x — 0™ |x — 0] IxI" | x|
A S m.
n! w(en+1 'n+1) n! (n+1te U r1

|x|™ |x|
=—m+1)! —
n!( ) n+1

|x|n+1

olur ve boylece

15



lx — 0™ lx — 0]
. = "l o~ n).
IRn(en+1: O,x)l - n! W1 | €n41 ) n+1

elde edilir.

Ornek 2.2.1.2. Son béliimde gosterilen K-fonksiyoneli kullanilarak f = e, igin

asagidaki gibi bir yaklasim bulunabilir. Gergekten de
w(en+1("); |x — 0]; [—1,1]) = w((n + Dley; |x|; [—1,1]) =(n+ 1! x|
Ve
IRy (ens1; 0,0)] < (n+ D|x[™

ve bu ifade x # 0 igin

|7’L

X x|
X n+1 _ & (8 (n); >

ifadesinden daha biiytiktiir.

Ornek 2.2.1.3. Burada 6rnek verecegimiz f icin

|x_x0|
M. |y — <ol F. 2200
a)(f ;|x x0|)_oo<f ——

oldugunu gosterecegiz. Boylece K-fonksiyoneli yoluyla iyi bir sonuca

varabilecegimiz bir yaklagim gosterebiliriz.

[0,1] kapali araligi tizerinde yeni bir siireklilik modiilii olan Q fonksiyonunu

1 € 1
olusturalm.n >0 ve 0 < € < 2 T < 2 olsun.

n+1
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m+1 E

2E n+1
1
Q) =4z, <t<1-
© 2 n+1 n+1
n+1(t D+1, 1 ¢ <t<1
\ 2& ’ n+1— —

ile tamiml fonksiyonu siireklilik modiilii oldugunu gostermek i¢in  ‘nin siirekli,

azalmayan ve Teorem 2.2.1,v) den Q(0) = 0 oldugunu gostermeliyiz.
w(Q();6)=00), 0<6<1

esitligi bu fonksiyonun kendisinin siireklilik modiilii oldugunu gosterir [10].

£ .
— <t <1li¢in
n+1

= ;_(g)((n +D(t+ 1) —28)
dir. Buradan;

wo-3-1(:5)

ifadesi t yerine % yazilarak goriilebilir. Simdi x,x, € [0,1] i¢in |x — xo| = €

oldugunu varsayalim. Ayrica f™(t) = Q(t) olacak sekilde f € C™[0,1] olsun.
~( & . | — x|
W(Fs1x = xol) = 0(20); €) = 0(E) = 8 (——) = & F, 2

n+1 n+1

iddiamiz1 dogrulamaktadir.
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3. OPERATORLERIN FARKLARI iCiN GENEL ESITSIiZLIKLER

3.1. GIRIS

Teorem 3.1.1. A, B:C[0,1] — C[0,1] lineer pozitif operatorleri
i=0,1,..,n vex €[0,1] i¢in

(4=B)((er—x)5x) =0
esitligini saglasin.
f € C™0,1] i¢in

|(A = B)(f; x)

S%(A"‘B)(lel—xln,x)a)<f(n)’ 1 (A+B)(|el_x|n+1;))€)>

n+1 (A+B)(le; — x| x
elde edilir.

ispat. Tk olarak Taylor agilim1 ile Peano kalan formunu kullanarak;

(A - B)(f; )| =1(A—-B)(f();x)| = ‘(A B)<( — ) Hy (8); X>
oldugunu gosterelim. Burada tanimlanan
(t—X)"
e©) = (O = 2 = RGO -0t (3.1

dir. (3.1) den dolay1

18



(A-B) ((t — ) ux(t);x>

o 1
= (A-B)F(©s0) — ) ZfP@A - Bt -5
k=0

olup

yazilabilir.

Lemma 2.2.1.1. den,

(A= B)(fi0)| < (A+B) (z r ;,x)nK<f("); i "'n>;x>

Tanim 2.2.1.1. den ise;

2|t
<@ n) (Al -9l + 55 le N ix) g € o

| |n+1

2|t — x|™ 1
- @ m) (A 10 - 9l + o (G o)

—(A+B><2“T ){ll(f 2|

N 1 (A+B)(t—x"" %) ” )|
2(n+1) (A+B)(|t — x| x

elde edilir.

g € C™1[0,1] iizerinden infimum alarak ve Brudnyi’ nin lemmasin1 kullanarak;
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|(A = B)(f; %)l

2t=xI" \1 (.0 1 (A+B)t—x"1x)
S(A“”( ! 'x>2“’<f "+ 1 A+ Bt — a2

1 (A+B)(t—x|"%x)
n+1 (A+ B)(|t —x|*x) )

- %(A +B)(Jt — x| 0)® (f("):

bulunur.

Sonu¢ 3.1.1. L :=A+ B igin

L(lt = x™x) _ VLt = 0)2%5 2. [L((t — %)% x
L(t — x| x) — L((t —x)™;x)

yazilabilir.
Ispat. Cauchy-Schwarz esitsizliginden

L(|t — x| x) = L]t — x|™|t — x|; x)

< JL(|t — x| xL(Jt — x|% x

= V(= 0 0L = 0% 1)
yazilir.
n tek olsun. Mutlak moment L(|t — x|™; x) yazilabilir. A ve B operatorleri i¢in
A(eg,x) = B(ey, x) ,x € [0,1]

esitliginin dogru oldugunu kabul etmistik.
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A(eg,x) = B(eg,x) =1, x € [0,1] oldugunu varsayalim. Yani ;
1
Li=Z(A+B)

sabit fonksiyonlar1 Uiretir. Dolayisiyla Holder esitsizliginde lineer pozitif operatorler

icin 1 < s < rolmak iizere;
1 1
L(le; — x)% x)s < L(leg — xPD7; x)7
ve
(A+B)(leg — x[™;x) = 2L(Je; — x| x) = 2 {L((e1 v x)n‘l;x)ﬁ}
elde edilir.

Sonug 3.1.2. Teorem 3.1.1.’deki varsayimlar altinda n tek ise;

|(A — B)(f; x)|

1 (A+B)((eg — )™ x)
2(n+1

n

<At B — x50 6| fig -
Fa+Be om0

2 _(A+B)((er = 0" x)
n+ 14 4 B)((e, — )" )it

1
=—(A+B)(ley —x[%x) & £,

G)(f (n), ) oniindeki mutlak momentler hesaplanirsa, Holder esitsizligi kullanilarak

bir Ust sinir elde edilebilir.
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Sonu¢ 3.1.3. Teorem 3.1.1.°deki sartlar altmda g € C™*1[0,1] , x € [0,1] olmak

lizere;

I(4=B)(g;®)| < A+ B)(It — x["*% )] g™+

1
T (n+1)!
esitsizligi saglanir.

Teorem 3.1.2. Teorem 3.1.1.°de verilen Ave B i¢in; Aey = Bey = e, ise her
f eclo,1],x € [0,1] igin

(4= BY(f50)1 < cr0me (f3"*V1/2(A + B)(le; — 2" 1))

olup burada cy; f, x ve A ile B *den mutlak bagimsiz olarak sabittir.

3.2. Lineer Pozitif Operatorler icin Hélder Esitsizligi
L:Cla, b] = Cla, b] lineer pozitif operatorleri ve n = 0 igin

L((ex —x)";x) = L((e; — x)™)(x), x € [a, b]
ve n =1 i¢in n. mertebeden mutlak momenti

L(les — x|";x) = L(le; — x|")(x) , x € [a, b]
olup burada i € {0,1,2, ...} igin e;(x) :== x' seklinde tanimlayalim.

Cogu durumda pozitif Hermitian formlar1 i¢in tahmin edilirken Cauchy-Schwarz

esitsizligi kullanilir ise p = ¢ = 2 durumunda

L(le; — x|;x) < +/L(eo?; x)y/L((e; — x)%; %)

22



esitsizligi elde edilir [11].

Teorem 3.2.1. L:C[0,1] - C[0,1] lineer pozitif operator ve L(ey) = e, olmak

iizere p,qg > 1, %+§=1, feclo1], x €[0,1] igin

1 1
L(f.gl;x) < LAfIP; 207 L(1g1% x)e
esitsizligi saglanir.

Onerme 3.2.1. L, p, q, f ve x Teorem 3.2.1. ‘deki gibi verilsin ve

0 <n =nq+n,; ny,n, = 0alalm.

1 1
L(le; — x| x) < L(leg — x|™P; x)PL(|eg — x|™2%; x)a

n=1,n=n+n,=0+1,p=q =2 igin Teorem 3.2.1 elde edilir.
Onerme 3.2.2. L: C[0,1]— €[0,1] lineer pozitif operatérii igin
L(eg) =eyve 1<s<r
olmak tizere;
1 1
L(ley — x|%;x)s < L(Jle; — x|";x)7 ;x € [0,1]
esitsizligi saglanir.

Ispat. 1<s<r, p:= E > 1 olsun. Eger A yukaridaki gibi verilirse;

A(lfP) = A(|f|p5)% = A(|f|r)%
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olur, boylece;

AQfI5 < AQFIF s f € o), 1<s <7
elde edilir. Ozellikle f(¢t) :== |t — x|; t € [0,1], x sabiti icin
L(le; — x|5;x)% < L(le; — x|r;x)ri; 1<s<r

elde edilir.
Ornek 3.2.1.
i) L: C[0,1]- C[0,1] lineer pozitif operatorii icin L(ey) = e, iken

L(le; — x|;x) < L((eq — x)z;x)% < L(le; — x|3; x)5 < L((e; — )% X7 < -
esitsizligi saglanir.

ii)

L(ley — x[% 205 < L((e; — 1)% )5 L((e — )% x)s

esitsizligi dogrudur.

iii)
B,((e; —x)%;x) = % [3n2x2(1 — x)? + n(x(1 — x) — 6x2(1 — x)?)]
_ x(ln; X) 3x(1—x) + 1—-6x(1—x)
ve
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By((e1 — )% %) = X220

olup (i) den;

3
B,(le; — x|?x) < B,((e1 — x)*; x)*

— (x(l——x))% <3x(1 —x)

nz

3
1—6x(1—2x)\*
+ ( )> =:A

denirse (ii) den

By(les — x[% %) < Bu((ey — x)% x)2By((e — x)% %)z

= x(l—;x) <3x(1 - X)

nz

1
1—6x(1—2x)\2
+ ( )> =:B

olup buradan

1
4

B 1 1-6x(1—x)
1° (x(1—x))= <3x(1 —x)+ m >

x(1—x
- ( 126x(1_x) <1;vxe€0,1]
3x(1 —x) +——

bulunur. Béylece Bernstein polinomu i¢in (i) den daha iyi bir yaklagim elde edilir.
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4. POZITIF LINEER OPERATORLER ILE YAKLASIM

4.1.Voronovsaja Teoreminin Bernstein Tipi Operatorlere Uygulamasi

Bu kisimda, verilen siirekli bir f fonksiyonuna yaklasim hizi hakkinda siireklilik
modiiliiniin yardimiyla genel teoremlerin yaninda, Bernstein polinomlarinin verilen

fonksiyona yaklasim hizina da yer verilecektir.

Bu boliimde Voronovskaja teoremi de ispati ile birlikte verilecektir. Voronovskaja *
nin sonucu ilk olarak [12]¢ te kanitlanmis ve DeVore ile Lorentz  in kitabinda yer

verilmistir [13].
Teorem 4.1.1. (Bernstein): Bir f € C[0,1] fonksiyonu verildiginde {B,(f; .)}
Bernstein polinomlar dizisi f fonksiyonuna [0,1] kapali arahiginda diizgiin

yakinsaktir.

E. Voronovskaja 1932 yilinda, S. N. Bernstein tarafindan tanimlanan Bernstein

polinomlar1 i¢in asagidaki teoremi ispatlamistir.

Teorem 4.1.2. (Voronovskaja): f fonksiyonu [0,1] araliginda smirli ve x € [0,1]

noktasinda ikinci mertebeden siirekli ise;

1 "
lim n[ B, (f;x) — )] = 5x(1 = x)f (x)
esitligi saglanir.

Ispat. f fonksiyonu sabit x noktasii¢in Tanim 2.1.8. < den Taylor formiilii her

t € (0,1) i¢in

FO = FO + F/GIE =) +5 £ =0 + g2 — )]
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seklindedir. Burada g(.,x) , x noktasinda siirekli ve
limg(t;x) =0
t-x

dir. Esitliginin her iki tarafina Bernstein operatorii uygulanirsa

1
B ((f;x)) = f(x)By(eg; x) + f'(x)Bn((eo — x); x) + Ef”(x)Bn((eO —x)%x)
+3 B9 )(eo = 2% )
Buradan, her x € [0,1] ve her n € N i¢in
B,(e; —x; x) =0 (4.1)

x(1—x)

Bn((e; — %)% x) = N, . (4.2)

olup (4.1) ve (4.2) den

B(f; %) — f(x) =

1—
%f"(x) + Bn(g; x)(eo — %)% x)

bulunur. Bu son ifade diizenlenirse;

_x(1—x)

> f"(x) +nB,(g;x)(eg — x)% x)

n[B,(f;x) — f (x)]
ifadesi bulunur. O halde
lim n(Ba(g(.,x)(eo — 1)) =0
oldugu gosterilirse istenilen elde edilir. Cauchy-Schwarz esitsizliginden

n((Ba(g(., X)(eo — 1)2)) < (0?B, ((er — 0% 0)2. Bu((9C2N%E X)) (43)
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esitsizligi elde edilir. g(x,x) = 0 oldugundan Teorem 4.1.1. geregince;
. 2
lim B, (g(., %)% x) = (gxx) =0 (4.4)

olur. Diger taraftan

x(1—x)[1+ S(n —2x(1 — x))]
n3

B, ((e; — x)*; x)) =
kullanilirsa; (4.3) ifadesi

n((Ba(g(., ) (er — %)?))
p (nz x(1=2)[1+3(n—2x(1-x))]

n3

) (Ba((g(, )% X))z

< 2(Ba((g(., %)% %))z

olarak bulunur. Dolayisiyla (4.4) den
lim n. B,(g(. ,x)(e; —x)%x) =0
n—-oo

olur. Bu da istenen sonucu verir.

Simdi bu sonucun quantiative versiyonunu genel bir lineer pozitif operatdr i¢in

verelim.
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Teorem 4.1.3. L:C[0,1] - C[0,1] lineer pozitif operator olmak iizere i = 0,1 igin
Le; = e; olsun. f € €?[0,1], x € [0,1] igin

L) = ) = 3/ (L (e = 0% 0)|

1 |L —x)%;
L((e; —x)%x)® <fu’§\/l’gzi _ iiz i%)

<

N =

esitsizligi saglanir.
Ispat. L:C[0,1] —» €[0,1] lineer pozitif operatorii, f € C™[0,1], x € [0,1] igin

L{fix) = f(x) = L(f(0);x) = fF(x)

=1 =1
= (Z 00 (- x)"‘:x) + L(f ~ Zaf(")(x) (t — x)k; x) — f(x)

k=0 k=0

o 1
= FOILei0) = 11+ ) = fPIL(er = 105 0)
k=1

+L<f— %f(")(x) (e1 —x)";x>

k=0
yazabiliriz.

Verilen terimler diizenlenirse;

=1
LG5 = £0O) = F@ILeq ) = 11 = Y = FOCIL((ey = 0% 2)

k=1

=1
- L(f_ZEfU‘)(X) (6’1—96)":96)
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) (“”1 0O x) (4.5)

n!

olup burada (3.1) den

(t— x)"

e(©) = £ () - Z ZF ) (¢ - 2

(t— x)”

o] s 5ol )

ve

t—x

elde edilir. (4.5) yeniden diizenlenirse

(e —x)"

L(F %) — f () — % FrEOL(er = )% 0)| = ‘L(

() x>

yazilabilir.
L pozitif operatorii ve n = 2 igin

— x)z

1
L(f;20) = f(x) — Ef”(x)L((el - x)z;x)| < L( | (15 x>

(e1 —x)? | ", le; — x| )
<15 () )
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elde edilir.

Bu son ifade igin daha uygun bir iist siir elde edelim. g € C3[0,1] keyfi olmak

lizere;

(e1 —x)? | ,,_|91_x| )
(el T)s)

-y <(e1 — x)2K <Q,f”; co[0,1], 61[0,1]> ; x)

leg

< L<<e1 — )’ {nf - gll" + T""ug"'n};x)

1
= L((er = 0% 0OMf = glI" + 2 Lles = x% 0™

1L(|e1—x|3;x) "
6L, —0mm 19|

= L((e; —x)z;x){llf—gll” +

g € C3[0,1] iizerinden infimum alinirsa ve Lemma 2.2.1.1. kullanilirsa

(e, —x)% _ ,,_|e1_x| )
(egalrs)s)
1L(le; — x|%x)

< L((e; — )% 0K (EL((el — x)2; x)lf”} Co,Cl)

1L(le; — x|3;x)

1 ~ "
= L((ex —x>2;x)‘”(f "3L((e; — x>2:x>>

yazilabilir.
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L(le; — x|3;x) = L((e; — x)?|e; — x|; x) esitligine pozitif lineer fonksiyonlar igin

Cauchy-Schwarz esitsizligini uygularsak;

L(ley — x% %) < y/L((e1 = )% x)y/L((ey — )% x)
elde ederiz. Bu esitsizligi yukaridaki esitsizlikte yerine yazarsak ispat tamamlanir.

Ornek 4.1.1. C[0,1] iizerinde A =1, B =L pozitif lineer operatér oldugunu

varsayalim. Teorem 4.1.3. den asagidaki sonuglar elde edilir.

)
, 1L((e; —x)% x)
’2 L(le; — x|; x)

IL(f52) — fQ)| < L(Jeg — xl:x)G)( >,f € C'0,1],x € [0,1]

esitsizligi dogrudur.

ii)

1
IL(g; ) =g < 5 Ll(er = 0)% 09"l g € C*[0,1], x € [0,1]

olup bu pozitif lineer operatorlerin yaklasiminda iyi bilinen bir esitsizliktir [14].

iii)

2

IL(f;x) — f(O)] < cw, | f; \/;L((el —x)%x) |,f € C[0,1],x € [0,1]

dir. Bilindigi kadariyla Esser ¢ in bu esitsizligi ilk olarak [15] ve [16] ¢ da elde

edilmistir ; daha kesin tahminlere ise [17] ve [18] ¢ de yer verilmistir.
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4.2. Baz1 Temel Operatorler ve Momentleri

Bernstein operatdrlerinin bir integral genellesmesi 1967 yilinda J. L. Durrmeyer

tarafindan verilmistir.

Tammm 4.2.1. [0,1] arahig tizerinde integrallenebilir fonksiyonlara yakinsayan

n > 1 olmak iizere f € L1([0,1]) vex € [0,1] icin;
1

Da(fix) = (n+1) Z (D a-o* [ ()ea-orroa
k=0

0

seklinde tanimli operatorlere Bernstein- Durrmeyer operatorii ad1 verilir.

1969 yilinda D. D. Stancu , Bernstein operatdriinii su sekilde genellestirmistir:

Tanim 4.2.2. f € C[0,1] olmak tizere

n

Pn(a,ﬂ)(f;x) — z (Z)xk(l —x)"f(k + 0() O<a<p

e n+p

seklinde taniml1 operatorlere Stancu operatorleri ad1 verilir.
Aciktir ki @ = f = 0 durumunda Bernstein polinomlari elde edilir.

[0,1] araliginda tanimli siirekli keyfi f fonksiyonu i¢in n. Bernstein polinomu

(operatorii)

By(f3x) = 2 f(%) (Z) xk(1 - x)nk
k=0

seklinde tanmimlanir. Bu operatorlerin  olusturulma yapist binom acgilimina

dayanmaktadir. Yani; x,y pozitif sayilar ve n € N olmak iizere binom agilimi
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n

(x + y)n — 2 (Z) xkyn—k

k=0

bi¢imindedir. Bu a¢ilimda x € [0,1] olmak lizere y = 1 — x alinirsa;

n
n
1=(x+1-x)"= Z (k)xk(l —x)vk
k=0
esitligi elde edilir.
Tamim 4.2.3. Lupas’in Beta operatorii B, ;
( f(0), x=0;
I . 1
- 4 j nx—1 1 — n—-1-nx , 1;
n B n = nx) t 1-1¢) f(dt, 0<x<
0
l f(l) )] X = 1

seklinde tanimlanmustir [19, 20].

3nx?(1 —x)2 4+ 6x(1 —x)(3x%2 —3x + 1)

Ba((es —x)% x) = (n+ D)(n+2)(n+3)

(4.6)

x(1—x)

@n((el —x)%x) = ntl

(4.7)
(4.6) ve (4.7) den;

B,((e; —x)*x)  3nx(1—x)+6(3x*>—3x+1)
Bn((ex —x)%x) (n+2)(n+3)

n+3
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elde edilir.

Onerme 4.2.1.

|(Bn+1 - I@n)(fr x)l =

x(1—x) _ " (n+1D6nx(1—x)+7)
nr1 O\ 18n?

),f € €2[0,1]

1-x) [6nx(1—

esitsizligi vardir.
Ispat. Lupas’in Beta operatérii B,, ‘in 2. ve 4. dereceden momentleri;

3nx?(1—x)2+6x(1 —x)(3x2—3x+ 1)
m+1Dm+2)(n+3) '

B, ((e; —x)*%x) =

By ey — )% = )
olup
_ 2x(1 —

(Buss + By (¢ — 0% ) = 20—
ve
(Bn+1 + En)((t - x)4; x)

_(3—-1) 3

= <(n FEDER e Yoy 3))’62(1 -’

1 6 .
+ <(n +1)3 + n+DMm+2)(n+ 3)) *(1=x)
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SERE RN

n2 n2

_x(l=x)6nx(1—x)+7
- n? n

olarak bulunur.

Teorem 4.2.1. A ve B , Teorem 3.1.1." deki gibi Aey = Be, = ¢, olacak sekilde
verilsin. Her f € €[0,1],x € [0,1] igin;

(4= BY[i] < c1man | f j% (A+ B) (e — 21" )

olup burada c; sabit, f, x ve A ile B mutlak siireklilerdir.

Onerme 4.2.2. Her f € C[0,1], x € [0,1] igin

(Bt = Ba) (301 < cos | £ J% Brsr + Bp)(lex — 2% ) (48)

6|x2(1—x)26nx(1—x)+7
= s f;\/ n3 n

elde edilir.

Ispat. Teorem 3.2.4.” de n = 2 i¢in (4.8) numarah esitsizlik elde edilir.

Lo Bt B,)
o 2

denirse, Holder esitsizliginden
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L(ley — x[3 x5 < L((ey — x)% x)eL((e, — x)*% x)e

n+1 2n? n

~ <x(1 _ x))i <x(1 — ) 6nx(l—x) + 7>%

- (x(l - x))i <x(1 —x)[6nx(1 —x) + 7]>%

n+1 n3

(xz(l —x)?6nx(1—x) + 7>%

n3 n

oldugundan;

x2(1—x)26nx(1—x)+7
n3 n

|(Bn+1 — B (f;0)| < cws f:éj

olarak bulunur.

Onerme 4.2.3. L lineer operator ve k € N, olmak iizere;
k
l

k-1
L(Cer =050 = Lew ) — Y () ¥ ey — 1))
=0

esitligi saglanir.
Ispat. Binom agilimindan

L(ex; x) = L((e; — x + x)*; x)
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=) (i () xter 0 x))

=0

= i (ll() x* U L((eg — )5 %)

=0

k-1

= L((ey — 0% %) + z (ll‘)xk-l L((e; — x)5%)

1=0
elde edilir.
Uyar1 4.2.1.
i)Onerme 4.2.3.” teki esitsizlikte Le; = e; ,i € {0,1} oldugu varsayilmistir.

ii) Bu dnermenin anlami ; L((e; — x)¥; x) hesabindan, L(ex; x) ve alt mertebeden

momentleri L((e; — x);x), 0 <1 <k — 1 hesaplanabilmesidir.

Sonug 4.2.1. Le; = ¢;, i € {0,1} olacak sekildeki L lineer operatérii igin;
L((e; —x)3%x) = L(eg;x) —x3 —3xL((e; — x)?; x)

esitligi saglanir.

Sonu¢ 4.2.2. Le; =e¢;, i € {0,1} olacak sekildeki L lineer operatorii igin 4.

momentleri
L((e; —x)*x) = L(es x) — x* — {4xL((e; — x)°; x) + 6x°L((e; — %)% x)}

ile hesaplanabilir.
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Tamm 4.24. U, =B,0B, seklinde verilen Bernstein tipli operatdrii

fec[ol],xe[01], n=>1 igin

n—1 1
Un(f; x) = f(O)Pn,o(x) + f(l)pn,n(x) +(n—1) z pn,k(x) j- pn—z,k—l(t)f(t)dt
k=1 0

seklinde tanimlanmustir [21, 22].

2x(1—
Unl(es x5 = 2020

L 12x*(1-x)*(n=7) 24x(1 — x)
Un(ey = 2% 2) = mM+1D(n+2)(n+3) y mM+1D)(n+2)(n+3)

olup [23];

1
Un(f3 ) = £GO) = 5 £/ ()Un((ey — 2% )|

Ui~ ) — /) o)

<

N =)

N =

N——

Cx(l=x) (., 1 [[12x2(1 —x)2(n —7) + 24x(1 —x)[(n + 1)
=+t |/ (m+ D(n +2)(n + 3)2x(1 — x)

_x(l—x) ., 1 6x(1=x)(n—7) + 12
=1 V3 T mromes
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_x(l=x) [, 1 6 x(1=x)(n—=7)+2
“Thvt @ f’§ n+3 n+2

x(1-x) (., 2 1
=Tt w07§¢;:§

esitsizligi elde edilir.

Onerme 4.2.4. Yukarida gibi tanimlanan U, opratorii icin, Voronovkskaja’ nin

formiiliiniin takip eden versiyonu f € C%[0,1], x € [0,1], n = 1 olmak iizere;

Gr-+ DIG(F5) = FG] = £ (x(L =] = x(1 =006, 5 7=

esitsizligi saglanir.

Tamm 4.2.5. Stancu operatdriiniin 6zel bir hali olan S,, := B, 0B,, operatorii [24] ;

n

5,052 = oS £ (5) (1) (e — m)c

(2n)! e
olup
b—-1
m%=14@b=[1m—k)aeRbeN
k=0
dir.

2x(1 —x)[6n(n — 7)x(1 — x) + 13n — 1]
nn+ D(n+2)(n+3) ’

Sn((er — x)%x) =

2x(1 —x)

Sn((er — x)z;x) = n+1
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oldugundan [25] ,

Sp((e; —x)%x)  6n(n—7)x(1—x)+13n—1 - 4
S,((e; —x)%x) nn+2)(n+3) “n+3

olarak bulunur.

Onerme 4.2.5. Her f € C[0,1],x € [0,1] igin

23x(1 — x)

|(Br, — Un)(f;0)| < cwa | f; o

esitsizligi saglanir.

Ispat. Teorem4.2.1. ‘ten = 1 alinirsa;

2(1
|(Bn_Un)(f;x)| < Wy f; \/E(Bn-l'Un)((el_x)z;x)

elde edilir. Ayrica

Baller — x5y = 20 (49)
Un((e; —x)%x) = %{1@ (4.10)

olup (4.9) ve (4.10) den;

1{x(1—x) 2x(1-x)
- +
2 n n+1

%(Bn + U ((e; —x)%5x) =
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1 — —
<1 x(1—x) N 2x(1 —x)
2 n n

_ 3x(1—x)
B 2n

olur. Buradan

23x(1 —x)

|(Bn_Un)(f;x)| < cwz| f; o

elde edilerek ispat tamamlanir.

Onerme 4.2.6. Her x € [0,1] icin

2x(1 —x) (n+ 1)(Bnx(1 —x) + 13)
_ 3 < ~ " 2
| = Ui 0] < === f j = f € c?o,1]
x(1—-x) (8nx(1—x)+ 13
< ", f € c301
nn+1\/ ———lf"ll.f € c*[o1]
elde edilir. Bu 6nerme Teorem 4.1.4. ‘deki verilerin bir uygulamasidir.
Onerme 4.2.7. Her f € C[0,1],x € [0,1] igin
|(Dn - Un)(f; x)| < Cws (f: i/(l/z)(Dn - Un)(lel - x|3;x)) (4.11)

K x%(1 —x)?(24nx(1 — x) + 39
cws| f; (n+ 1n3

IA

esitsizlikleri saglanir.
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Ispat. Teorem 4.1.5. ‘de n = 2 yazilirsa; (4.11) agikea goriilebilir.

. (Dn, +Uyp)
o 2

denirse, Holder esitsizliginden;

L(les — xI% 205 < L((es — 2% )5L((e — )% x)s

dir. Ayrica
D,((e; —x)%x) = % (4.12)
Up((er —x)%x) = %{1@ (4.13)

olup (4.12) ve (4.13) den;

4x(1 —x)

(D, + Up)((eg — x)?%;x) = n+1

elde edilir.

D ((e; — )% %)

= 21 1y 120 —en® 4 dn = Daf(1 = x)* + (15n° — 9n

+2)x%2(1 — x)?%}

1

(n+1)(n+2)(n+3) {12(n — 7)x*(1 — x)* + 24x(1 — x)}

Un((er —0)% %) =

olup

43



(D + Uy)((eg — x)% x)

=x2(1 —x)z{

2+ 1)3 T T Dmr2)m+3)

15n% = 9n + 2 24
n?(n+1)3 * nm+1D(n+2)(n+ 3)}

12(n® —6n?> +4n—1) 12(n—7) }

+x(1—x){

15

12 12
< ==
- ( n3

+¥>x2(1—x)2+( +i—j)x(1—x)

n2

_ x(1=x)[24nx(1 — x) + 39]
= 3

bulunur.
1 i 1
L(le; — x[%x)3 < L((e; — x)% x)eL((e; — x)*; x)5
1 1
- (Zx(l - x))E x(1 —x)[24nx(1 — x) + 39]\¢
“\ n+1 2n3
1
- x2(1 — x)?[24nx(1 — x) + 39]\¢
- (n+ n3
ve
L(les — xI%2) < L(le; — xI% )5
oldugundan

6|x2(1 — x)2
|(Dy, — Up)(f;x)| < cws <f; /H(%nx(l —x) + 39)
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bulunur ve ispat tamamlanur.

Onerme 4.2.8. B,, operatérii ile n, f vex igin

2
n+3

(n+ DB, (f;x) — f(x)] ——f”(x)x(l—x) x(l—x)w f%

esitsizligi saglanir.
Onerme 4.2.9. B, Bernstein operatorleri i¢in n > 1 olmak iizere

n[B,(f;x) — f(x)] - %f”(x)x(l —x)| < @@ <f",$>

esitsizligi vardir.

ispat. 4. [26] ve 2. dereceden momentlerin gosterimini kullanirsak;
1
B,((e; —x)%x) = [3n x2(1=x)? +n(x(1 —x) — 6x2(1 — x)?)]

B,((e, — 1% x) = 22 =%

olup buradan;

B,((e -x)%x) 3 1 )
Bn((ei —0%x) SXA-0+50-6x(1-0)<_in=1

bulunur. Boylece;

1- 1
Balfi0) = 00 = 5 £ 00x1 - 0] < X5 a1, )
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elde edilir ve her iki tarafi n ile carpilirsa istenilen esitsizligi verir ve ispat

tamamlanir.

By (les—x|3;x)

Ba((e1—x)2) Jo M€

Uyant 4.2.2. Onerme 4.2.1.° deki esitsizlik, daha kiiciik

—x)4: .
/% terimi dikkate alinarak elde edilmistir. Ikinci oranin ug noktalar1 0 ve
n 1~ ,

1 alinarak asagidaki gibi bir tahmin elde edilebilir. 0 < x < % olsun.

3
pnj (x)

n -
Bulley — x50 = ) o -

4 n

j=0

= x3ppo(x) + Zn: <% - x)3 Pnj(x)
=1

3

= 2x°pyo(x) + zn: (% - x) Pnj(%)
=0

=2x°(1 = )" + By((ey — %)% x)

x(1—x)(1—-2x)

=2x3(1—-x)"+ =
x(1—x
= ol k) — ) [2n2x2(1 —x)" 1 + 1 — 2x]

3 _
-0
nZ

dir. Ayni esitsizlik x € [1 - %, 1] i¢in de dogrudur. x € [0, ﬂ U [1 - %, 1] icin
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B,(le; — x|3;x) - 3x(1-x) n 3
B,((e; —x)%;x) — n2 x(1—x) n

olup buradan

x(1—x) 5 <f” 1B,(le; — xl3;x)>

1
n[B,(f; x) — f(x)] —Ef”(x)x(l —x)| < > '35 ((er — )% 2)

=26 (r)

elde edilir.

Onerme 4.2.10. Stancu’ nun S,, operatdrleri icin n > 1 olmak iizere

|(n+ D[S, (f;x) — fF(x)] = f"(x)x(1 — x)|

<x(1-x)& <f”'§\/n1—+3>

esitsizligi saglanir.

Teorem4.2.2. A, B : C[0,1] — C[0,1] pozitif lineer operatdrler olmak tizere
(A—B)((e; —x)5x)=0;i=0,1,23 vex € [0,1]

dirve f € C3[0,1] i¢in

1(A+B)((e; — )% x)

1 ~ nr
(4= BY(F5 0| < ¢ (A+ B)(ley - xl3;x)u><f TATD e x|3;x)>

esitsizligi saglanir.
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Ispat. Taylor acilim1 ve Peano kalaninda n = 3 igin

|(A=B)(f; )| = (A= B)(f(2); x)|

t—x|3 t—x
<a+m)|! 3,|<3<f81l_z_l;x>)‘

s<A+B>('t {n(f o) + 1o ||g<4>||} >.96C4keyfi

_ 3 _ 4
-+ n) ()l - 0@l + e+ m) () 1)

|t — x/|? 3 (A+B)(t—x)*x)
]G O e e e P .

dir. g € C* iizerinden infimum alinarak ve K fonksiyonel ile least konkav majorant

arasindaki esitlik kullanilarak goriliir ki;

gt

(f”’ 1(A+B)((t-0% x))

It — x|3 1
|(A—B)(f;x)|S(A+B)< 3 x)z "2 A+ B) ([t —x5x)

1 (o LA+ B)((t = x)*% %)
= g(A +B)(It — x[%x)® (f "4 (A+B)(|t - x|3:x)>
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esitsizligi vardir.

Uyan 4.2.3.

i) Hig¢bir zorlugu olmadan
A-B)((e;—x)5x)=0;i=0,...,n;n >0

durumlarinda  Teorem 1.1.9. ‘in esitsizligi iretilebilir. Bu durumdaki sonug
(I)(f(");.) nin agisindan bir esitsizliktir. Fakat biz n =3 durumunu sadece

incelemeye devam edecegiz.

ii) (A+ B)(le; — x|3;x) icin Aey = Bey = ey ve s = 2,7 = 3 olmasi durumunda

Onerme 3.2.2. kullanilarak goriiliir ki;

W AN AW AN N, |
E ['<]3 ]

veya

3

2 %(A +BY((es — x)z;x)r < (A4 +B)(le — xI% ),

olur ve bdylece

i L g A+ B) (e = x)%) )

4= BYfi0 s%<A+B)(|e1—x|3;x>a>< ; ;
(A+ B)((e; — )% )2

esitsizligi elde edilir.
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Sonug 4.2.3. Eger A ve B Teorem 4.2.1. ¢ daki gibi verilirse g € C*,x € [0,1] igin;

1
(4= B)(g:0)] < 57 (A+B)((e — 0% 0|9

esitsizligi saglanir.

Lemma 4.2.1. I =[0,1] ve f € C"(I), r € N, olsun. Herhangi bir h € (0,1] ve

s € N igin varolan fy .5 € C2"*5(I) ile

i) ”f(f) - h(]r)+s < cwrs(fO5h);0<j <7,

ii) ”f}g)ﬂ < chJwi(f;h);0<j<r+s,

iti) | £ D, || < ch D ws(FUT 0 0) s+ s < j < 2r s

esitsizlikleri dogru olup, burada c sabiti sadece r ve s ‘ye baghdir.

Biz  yukaridaki lemmada r=0,s =4 i¢in he€(0,1]vef € C(0,1]

fonksiyonlarindan f, , © i elde edecegiz.

If = faall < cawn(Fi ), || A2 < ch*wu(Fin)
esitsizligi saglanir.

Lemma 4.2.1. yardimiyla asagidaki teoremi ispatlayabiliriz.
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Teorem 4.2.3. Eger A ve B Teorem 4.2.1.° deki gibi verilirse, Ae, = Bey = e,
olmak iizere tim f € C[0,1], x € [0,1] igin

|(A = B)(f;x)| < crwq| f; 4]%(:4 + B)(e; — x)*; x)

esitsizligi saglanir ve burada c, sabiti; f, x, A ve B * den mutlak bagimsizdir.

Ispat. f €[0,1], g = fr4sabit, 0 < h <1 olmak iizere yukaridaki gibi verilsin.
Lemma 4.2.1. ¢ den c sabiti ile

(4= B)(f;0)| < 1(4 = B)(f = g; )| +1(4 = B)(g; )
1
< (4l + IBIDIf = gll + 57 (A + B)((es — )% 0)[| g
1 1
< 2cw,(f; h) + cog A+ B)((e; — x)4;x)ﬁa)4(f; h)

elde edilir.

(A+ B)((e; —x)*;x) =0 iken —h >0 keyfi olmak iizere |(A— B)(f;x)| =0
alabiliriz. Aksi halde;

h = 4\/% (A+B)((e; —x)%:x) <1

(A=B)0l < craa f; j% (A+B)(er = )% )

esitsizligi saglanir.
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Onerme 4.2.11. S,, ve U, yukaridaki gibi verilmek iizere;

43x(1 —x)
5= U301 < | 13 [y

esitsizligi dogru olup burada c; ; f,n, ve x ‘ten mutlak bagimsizdir.
Ispat. Tiim kalanlara 4. momentin uygulanmasi ile S, ve U, ‘ den;

2x(1 —x)[12n(n — 7)x(1 — x) + 25n — 1]
nn+1Mm+2)(n+3)

(Sn + Un) ((61 - x)4; x) =

- 6x(1—x)
“nn+1)

esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.2.1. © den istenilen esitsizlik elde edilir.

4.2.1. Momentler Hakkinda Ek Aciklamalar

Uyan4.211. n=1,2,..; s=0,1,.. i¢gin
n
S 1 S 1
B, ((e; —x)%x) = EZ(V —nx) pn,v(x) =:FTn,s(x);
v=0

Tn,s+1 =x(1—-x) [Trll,s(x) + nSTn,s—l(x)]
dir. s > 1 igin olan momentler cinsinden

1- d
Bues 0715 = X[ (e, 2720 + 5B, (e~ 071
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r = 0,1, ... “ in her biri i¢in A, sabit olmak lizere;
0<B,((e;,—x)*;x) < An7T

esitsizligi vardir.

Uyar4.2.12. r=0,1, ... i¢in

1

B,(le; — x|t x) =0 (F) N> 0

dir.

Uyari 4.2.1.3. Bernstein operatorleri igin mutlak moment

Bulley — <20 = - (=) (1) 211 — 0,

r = [nx]; nx ¢ iagmayan en biiyiik tam sayiy1 belirtir [27, 28].

Uyan1 4.2.1.4. B,(Je; —x|;x) ¢ in 3. mutlak momenti i¢in , (&,) = 0 seklinde

taniml bir dizi olmak tizere;

1
sup B,(le; —x|3x) < €,—, n€N
x€[0,1]

S

esitsizligi elde edilir.

Noktasal yakinsakligindan

1
Bn(lel - x|3;x) < Sn(x)g, n €N
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olup &,(x) < &,;x €[0,1] dir.

1

x(1—x) 1—6x(1—x)\2

B,(le; — x|%x) < ——— <3x(1 —x)+

nz

x € [0,1] i¢in Cauchy-Schwarz esitsizliginden elde edilir. Simdi

S|k
IA
=
INA
=

I

S|k

S
V
N

olsun.

3x(1 — x) + — 6xr(ll =) ax(1—x) (4.14)

(4.14) ic¢in agiktir ki; x € [0, %) U (1 — %, 1] i¢in dogru degildir. En azindan
1 . .
X € [;,1 —;] i¢in
3
x(1—x)|?
n

3
B,(le; — x|3x) <2 = 2B,((e; — x)? x)z.

Tim x € [0,1] icin ¢ mutlak sabit olmak {izere;

3
Byp(ley — x1%x) < cBn((e; — x)% )2
esitsizligi saglanir.

Ornek 4.2.1.1. n > 1 sabit olsun. Herhangi bir @ > 2 igin bdyle bir mutlak c sabiti
yoktur ki;

B,(lex — x|%x) < cBu((e; — %)% x)2
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esitsizligi tim x € [0,1] i¢in gergeklenir. @ = 2 ve ¢ = 1 i¢in esitsizlik agiktir.

Sabit n leri goz 6niine alirsak ; x € [0, %] icin

3
Pnk (x)

n
k
Bulley — x50 = ) |5 -
k=0

3 n 3

=x3(1—-x)"+ <% — x) nx(1—x)" 1+ Z (S — x) (Z) xk(1—x)nk

k=2

dir. @ > 2 igin
a x(1—x % 1
Bn((el — X)Z}JC)E = l%l 0<x < g

dir.

_ By(les —xI%x)
lim

*>0" B ((e; — x)%x)z

a a a 1 3 a a
hm Tl; {x3_5(1 — x)n_E + (E — x) nxl_g(l _ x)n—l—E + -”}

x—-0%
dir. ikinci terim sonsuza giderken x — 0% ise tiim a > 2 i¢in iddiamz1 dogrular.

Uyan 4.2.1.5. Voronovskaja tipi esitsizligin giiclii bir formu asagida verilmistir

[29,30].
g € €3[0,1] igin

1
Bng—g—z—

3
n<ng”|| < Cn7zllp*g" |l
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esitsizligi saglanir ve burada

C+C(g,n)vep(x) =+x(1—-x)

dir.

Yukarida yapilanlara benzer bir sekilde , B,(le; — x|3;x) ; % <x<1 —% olmak

lizere ispat i¢in bir tahmin olusur.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu ¢aligsmanin baslangicinda; gerekli tanimlar yapilmis ve ilgili teoremler verilmistir.
Devaminda ise siireklilik modiiliiniin baz1 6zelliklerine deginilmis, lineer pozitif

operatorler ve dzellikle Bernstein polinomlart ile ilgili ¢alismalara yer verilmistir.

Uciincii boliimde ¢alismamiza konu olan operatdrler icin bazi genel esitsizliklere;

ozelliklere Holder, Cauchy-Schwarz esitsizliklerine deginilmistir.
Daordiincii boliimde ise Voronovskaja Teoremi’nin uygulamasi olarak basta Bernstein
polinomlar1 olmak tiizere bazi 6zel fonksiyonlarin yaklasim hizlar1 incelenmis,

momentleri hesaplanmaistir.

Sonug olarak da momentler hakkinda ek aciklamalara yer verilerek pozitif lineer

operatorlerin farklar1 konulu calismamiz neticelendirilmistir.
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