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OZET
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Bu tez sekiz boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde giris, tezin amaci ve kaynak
Ozetleri hakkinda bilgilere yer verilmistir.

Ikinci béliimde ise ilerideki boliimlerde gerekli olacak temel kavramlar ve teoremlere
yer verilmistir.

Ucgiincii boliimde genellestirilmis bikompleks sayinin genel tanimi yapildiktan sonra
toplama, skaler ile ¢arpma, ¢arpma islemi, eslenik, norm ve invers 6zellikleri
verilmistir.

Dérdiincii boliimde genellestirilmis bikompleks sayilarin reel matris gosterimi
verilmistir.

Besinci boliimde matris Lie grubu, genellestirilmis bikompleks sayilarin manifold
yapist ve Lie grubuna yer verilmistir.

Altinc1 boliimde Lie cebiri olusturulmustur.

Yedinci béliimde ise genellestirilmis bikompleks sayilarin IR de uygulamalarina yer
verilmistir.

Sekizinci boliimde tartigma ve sonuca yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Genellestirilmis Bikompleks Sayilar, Hiperyiizey, Lie Cebiri,
Lie Grubu, Manifold.



ABSTRACT

GENERALIZED BICOMPLEX NUMBERS
AND
THEIR APPLICATIONS

KUS, Murat
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Supervisor: Asst. Prof. Dr. Faik BABADAG
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The thesis consists of eight parts. In the fist part, information about the introduction,
thesis purpose and resource summary is given.

In the second section, fundamental concepts and theorems which will be necessary in
the next sections are given.

In the third part, after defining the generalized bikomplex number, addition, scaler
multiplication, conjure norm and inverse features are given.

In the fourth part, generalized bicomplex numbers real matrix representations are
given.

In the fifth part, matrix Lie Grup, generalized bikomplex numbers, monifold
structure and Lie grup are given.

In the sixth paragraph lie algebra are given.

In the seventh part the applications of generalized bikomplex numbers on IR® are
given.

In the eighth part, discussions and results are given.

Key Words: Generalized Bicomplex Numbers, Hypersurface, Lie Algebra,
Lie Group, Monifold.
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1. GIRIS

Bikompleks sayilar, 1892°de cebirin 06zelliklerini gelistirmek amaci ile yapilan
calismalar sonucunda, Corrada Serge bir makalesinde yer vermistir. Burada

bikompleks sayilar, trikompleks sayilar, ... , n-kompleks sayilar ele alinmistir.

Bikompleks Sayilar, Price 1991°de analiz yoniiyle ele alinmig ve genis bir sekilde
incelenmistir. Rochon 2006’da bikompleks sayilar i¢in eslenik kavramlarmi ele

almstir.

Bikompleks Sayilarin, kuaterniyonlara benzer bir sekilde oldugu goriilmiistiir.
Buradan hareket edilerek bikompleks sayilarin reel ve kompleks matris temsilleri
kuaterniyonlara benzer sekilde elde edilmistir. Kuaterniyonlarda degisme ozelligi
olmadigindan sagdan ve soldan carpimlart sonucu farkli matrisler elde edilmisti.

Bikompleks sayilarda degisme 6zelligi oldugu i¢in tek matris elde edilmistir.

1894'de Scheffers tek kompleks degiskenli fonksiyonlarin bikompleks fonksiyonlara
bir genellestirilmesini verdi. Bikompleks sayilarla ilgili gelismelerin en c¢ok
kaydedildigi yillar 1928-1940 vyillaridir. Ozellikle 1933'de yazdign makalede,
Ringleb’in bikompleks degiskenli analitik fonksiyonlarla tek kompleks degiskenli
analitik fonksiyonlarla arasindaki baglantiy1 vermesi ile bu konudaki ¢aligmalar hiz

kazanmistir. Giiniimiizde, hiperkompleks sayilar ya da kuaterniyonlar teorisi

alanlarinda bu sayilarla yapilan ¢aligmalara rastlanmaktadir. [1-2-3]
Bu tezde,
i2=—-a ii=- (o, B#0)
iji, = ipi; = i3 i3 = (i1ip)? = (i i;)? = af alnarak,

Genellestirilmis bikompleks sayilar elde edilmistir. Genellestirilmis bikompleks
sayilarin eslenik durumlart incelenmis, reel matris gésterimi, matris Lie grubu, bir M

hiperyiizeyinin Lie cebiri yapisi elde edilmistir.



1.1. Kaynak Ozetleri

Bu tezin hazirlanmasinda [4-5-6] nolu kaynaklarda genellestirilmis bikompleks
sayilar, Lie grup ve Lie cebir ile ilgili baz1 temel tanimlar verilmistir.

Ayrica [1-2-3-7-8-9-10] nolu kaynaklarda, genellestirilmis bikompleks sayilarin
genel Ozellikleri, eslenik durumlari incelenmis, genellestirilmis bikompleks sayilarin
reel matris gosterimi, matris Lie grubu, hiperyiizeyindeki Lie cebirleri elde edilmis,
genellestirilmis bikompleks sayilar ile ilgili gesitli kavramlar ve d6rneklere yer

verilmigtir.

1.2. Tezin Amaci

An Introduction to Multicomplex Spaceces and Functions isimli kitapta Bikompleks
sayilar Analiz yoniiyle genis bir sekilde ele alinmis, Bikompleks sayilar yardimiyla
bir fonksiyon gibi diisiiniilerek tiirevlenebilmesi, integrallenebilmesi sartlari
incelenmis ve Cauch.Riemann matrisleri elde edilmistir. Genellestirilmis Bikompleks
sayilarin hareket operatorii olarak ele alinmasi ve incelenmesi amacimizdir. Burada
amacimiz Genellestirilmis Bikompleks sayilarin cebir 6zelliklerini, matris Lie grubu

ve Lie cebir yapisini elde etmek olacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Lie Grubu

Tamm 2.1.1. (Lie Grubu)
Bir M diferensiyellenebilir manifoldu ve bir G grubu verilmis olsun. Eger asagidaki
aksiyomlar saglanirsa (M, G) ikilisine Lie Grubu denir.
L:: M " nin noktalar1 G nin elemanlari ile ¢akisir.
LMxM-M
(ab) —» ab™
ifadesi her yerde diferensiyellenebilirdir.

M" ye Lie grubunun temel manifoldu ve G'ye de temel grubu denir. [4]

Tanim 2.1.2. (Matris Lie Grubu)
{[ai]-]: aj € IR} matris uzayinin bir alt manifoldu, matrislerin ¢carpma igslemine gore

bir grup ise bu gruba Matris Lie Grubu denir. [4]

Tamm 2.1.3. (Lie Cebiri)
V bir K cismi iizerinde bir vektor uzayi olmak iizere
[ 1: VXV->V

(X)Y) - [X,Y] islemi
1) va,be IR ve VX, Y€V icin bilineerdir.
a) [aX +bY,Z]=a[X, Z] +b[Y, Z]
b) [X,aY+bZ]= a[X, Y]+Db[X, Z]
2) VXY €V igin Antisimetriktir.

[X, Y] = —[Y,X]
3) [[X,Y1,z]+[[Y,Z],X]+[[z,X],Y]=0
ozeliklerine sahip ise (X, [,]) ikilisine bir Lie Cebiri denir. [5]

Tanim 2.1.4.

G bir Lie grubu olsun. Belli bir go€ G noktasinda Iy : G - G doniisiimi
Vge G igin Iy (9) = gog seklinde tanimlanir ve G lizerinde bir sol paralelizm

(6teleme) adini alir. [4]



Tamm 2.2.1. (Sol Invaryant Vektor Alani)

G bir matris Lie grubu ve G ilizerinde bir vektor alan1 X olsun.Eger V g,, g; €G

i¢in I(go)*x(gl) = X(gog1) Yani
VgEGIQIH I(g)*O X =Xo I(g)

ise X vektor alanina bir sol invaryant vektor alani denir.
X1 = {X| Xey lg),0X = Xo I } climlesi X vektor alanlar1 uzayinin bir alt

uzayidir. Bu alt uzaya sol invaryant vektor alanlarinin uzayi denir. [4]

Tamim 2.2.2. (Permanentler)
Bir A € M,,(F) matrisinin diger bir skaler degerli fonksiyonu permanent

fonksiyonudur. Permanent “art1 determinant”’olarakta bilinir. [4]

2.3 Sureklilik

Tamm 2.3.1. (Siireklilik)
X ve'Y birer topolojik uzay, f: X— Y fonksiyon x,€ X olsun.
f(xo) noktasinin her V komsulugu i¢in f ( U ) € V olacak sekilde x, noktasinin bir U

komsulugu varsa f fonksiyonuna x, noktasinda siireklidir denir. [6]

Tamim 2.3.2. (Homeomorfizim)

X ve 'Y birer topolojik uzay olsunlar. Bir f: X — Y fonksiyonu birebir ve 6rten
fonksiyon olsun. Eger f ve ! fonksiyonlar siirekli ise f ye X den Y ye bir
Homeomorfizim (topolojik doniisiim) denir. f bir homeomorfizim oldugu zaman
X ve Y uzaylarina da topolojik olarak denktirler veya kisaca homeomorfiktirler

denir.[6]

Tamm 2.3.3. (E" de egri)
n- boyutlu Oklid uzayr E™ ve IR'nin bir irtibatl agik alt ciimlesi I olmak iizere,
a: 1 c IR - E" doniisiimii diferansiyellenebilir ise a(I) ciimlesine E" de bir egri

denir. [5]



2.4. Hiperyiizey

Tanim 2.4.1.
E" n-boyutlu Oklid uzayinda (n-1) boyutlu bir yiizey veya (n-1) - yiizey diye E"
deki bos olmayan bir M climlesine denir.
Oyle ki bu M ciimlesi M={x € U ¢ E"| f: U - IR, dif. bilir, U acik ciimle}
x = f(X)=c (c € IR)
Afl, # 0,Vp € M bigiminde tanimlanir. E? de bir 1-yiizeye diizlemsel egri denir.

E" de bir 2-yiizeye sadece yiizey denir.
E"de bir (n-1) - yiizey, n> 3 olmasi halinde daha ¢ok bir hiperyiizey olarak
adlandirilir. [4]

2.5. Diferansiyellenebilir Manifoldlar

Tamm 2.5.1. (Topolojik Uzay)

X bir kiime, T ise X in altkiimelerinin asagidaki kosullar1 saglayan bir ailesi olsun.
A XETVEe PET

b) T ailesinin sonlu sayida elemanlarinin arakesiti T ya aittir.

C) T nun herhangi sayida elemaninin birlesimi yine T ya aittir. Bu durumda T ya X
tizerinde bir topoloji, (X, T) ikilisine de topolojik uzay denir. T ailesinin her bir

elemanina T-agik kiime veya kisaca agik kiime, X kiimesinin her elamanina da nokta

denir. [6]

Tamim 2.5.2. (Hausdorff Uzay1)

Bir (X, T) Topolojik uzay1 verilsin.

X in farkli her x, y noktalari i¢gin U NV = @ olacak sekilde x in bir U, y nin bir V

komsulugu varsa X uzayina Hausdorff Uzay1 veya T, uzayi denir. [6]

Tanim 2.5.3. (Topolojik Manifold)

M bir Hausdorff uzay1 olsun. M’ nin her bir agik ciimlesi E® nin bir acik alt



climlesine homeomorf ve M sayilabilir ¢oklukta agik ciimlelerle ortiilebiliyorsa

M' ye n-boyutlu topolojik manifold denir. [5]

Tamim 2.6.1. (Harita)
M bir topolojik manifold olsun. U ¢ M agik alt ciimlesinden E" bir V agik alt
climlesine bir X:U =V homeomorfizm verilsin. (X, U) ikilisine M ’de bir koordinat

komsulugu veya harita denir. [2]

Sekil 2.1.

X; = y; © X olmak tizere x; lere x haritasina bagl koordinat fonksiyonlari denir. [4]

Tamim 2.6.2. (Atlas)

M n-boyutlu topolojik manifold ve A'da « indislerinin ciimlesi olsun. U, € M agik
alt ciimlelerinin {Uy}, € A ailesi M nin 6rtiisii olsun. Her bir U, nin E" deki bir V,,
acik alt ciimlesine homeomorf oldugunu kabul edelim. Boylece elde edilen (X, Uy)

haritalarinin

S = {(Xou Ua)}ocEA

ailesine M nin koordinat komsulugu sistemi veya atlasi denir. [4]

Tanim 2.6.3
E" de bir ac¢ik alt ciimle U olmak iizere bir
f:U — IR fonksiyonu r inci mertebeden biitiin kismi tiirevleri var ve siirekli iseler f

fonksiyona C" sinifindan diferensiyellenebilirdir denir. [5]



Tanim 2.6.4. (C* Sinifindan Fonksiyon )
f, IR™ uzayindan IR ye giden bir fonksiyon olsun. f siirekli ise "f fonksiyonu,
C° sinifindan bir fonksiyondur"denir. IR™ dan IR ye giden C° smifindan biitiin

fonksiyonlarm kiimesi C°(IR?, IR) bi¢iminde gdsterilir.

IR™ nin her noktasinda f fonksiyonunun kismi tiirevleri varsa ve bu tiirevler siirekli

ise " f fonksiyonu, C! smifindandir " denir.

f fonksiyonunun IR" in her bir noktasinda r inc1 basamaktan kismi tiirevleri varsa ve
bu tiirevler siirekli fonksiyonlar ise " f fonksiyonu, C' sinifindandir " denir. IR™ den
IRye giden C" smifindan biitin fonksiyonlarin kiimesi C'(IR",IR) bigiminde

gosterilir.

IR™ nin her bir p noktasinda f fonksiyonunun her basamaktan kismi tiirevleri varsa "f
fonksiyonu, C® smifindandir veya diizgiin (piiriizsiiz) fonksiyondur " denir. IR" den
IRye giden C* smifindan biitin fonksiyonlarm kiimesi C®(IR",IR) bigiminde

gosterilir.

p € IR" i¢in f fonksiyonu p noktasinin en az bir agik komsulugunda diizgiin ise " f
fonksiyonu, p noktasinda C® smifindandir veya diizgiin (piiriizsiiz) fonksiyondur”
denir. [4]

Tamm 2.7.1. (C" sinifindan atlas)

n- boyutlu topolojik manifoldunun bir atlas1 S = {(X,, Vo) }xea OlSun.
Xa(Ve) N Xg(Vg) # 0 (o, B) € AXA

olacak sekilde her a, B € AX A igin X 'o Xg Ve Xglo X fonksiyonlari r € N igin C'

sinifindan ise S atlasima C' sinifindan atlas denir. [5]

Tamim 2.7.2. (Diferensiyellenebilir Manifold)
M bir n-boyutlu manifold ve M nin bir S atlas1 C" simifindan ise M'ye n-boyutlu

diferensiyellenebilir manifold denir. [5]

Tamim 2.7.3. (Diferensiyellenebilir Yapi)
Bir topolojik n-manifold M ve M nin atlast S = {(Xq, Vo) }eea Olsun.

Eger S atlasi i¢in W, N Wg # @ olmak {izere,



Va,B €A yakarsilik gelen ®g, ve @ fonksiyonlari C" siifindan
diferensiyellenebilir iseler S ye C'smifindan diferensiyellenebilir denir. S atlas1 M
tizerinde C" simifindan oldugu zaman M iizerinde C" smifindan diferensiyellenebilir

yap1 ad1 verilir. [5]

Tamim 2.8.1. (Bikompleks Sayilar)
Bir bikompleks say1 sirali dort saymin  +1, i;, i, ve i3 gibi dort birime eslik
etmesiyle tanimlanabilir. Burada birinci birim 1 bir reel, diger {i¢ birim ise

i2=15=—1 iji, = iyi; = i3 0zeliklerine sahiptir.
Boylece bikompleks say1 wy, w,, w3, w, € IR olmak iizere,

W =w; + iyw, + i,ws + i3 wy, bigiminde ifade edilebilir. Burada wy, w,, ws, wy
reel sayilarina w bikompleks sayimin bilesenleri denir. Bikompleks sayilar
climlesini C4 ile gosterelim.

3

Cy ={w|w=wy + iyw, + laws +izw,, 2 = 15 =-1, Li, = i,i; = i3, wy_4 €IR}

bigiminde ifade edilebilir. [7] (2.1)

Tamim 2.8.2. (Genellestirilmis Kompleks Sayilar)
Bir genellestirilmis kompleks sayilar ¢ = a+i;b , i = —a a,b,a€IR bi¢imindedir.

Genellestirilmis kompleks sayilar ciimlesi C, ile gosterilirse (a#0) olmak iizere,

Cq={c|c=a+i;b i¥= — « a,b,a€IR} olur. (2.2)

Burada a ve b ye genellestirilmis kompleks sayimin bilesenleri denir.
Genellestirilmis Kompleks Sayilarda Toplama islemi

+ : Cy x C@ — Cg,
Vcivec, € C, olmakiizere c;=a;+ijb; cy;=a,+ib,
ci+cy=(a; + ay) +i;(by + by) seklinde tanimlanir.
Boylece (Cq,+) ikilisi bir Abel gruptur.

Genellestirilmis Kompleks Sayilarda Skaler ile Carpim
Genellestirilmis bikompleks sayilarda skaler ile ¢arpma islemi asagidaki sekilde

tanimlanir.



®©: IRxCi —» C, Vc e C, ve VAE IR olmak lizere,

(A, c) = A O c=2Aa+ Ai;b seklinde tanimlanir.
VALp €IR, Vc,c, €Cy igin

i) A+ O =(AOc) B (HOCcy)
i) A20@@®c)=(20c)® (A Ocy)
i) (AW =20WE0OCc)

IvV)  10® c; =c; Ozellikleri saglanir.
Budurumda {C,, & ,IR,+, -,®} cilimlesi bir vektor uzayidir.
Genellestirilmis Kompleks Sayilarda Carpma
®:CyxCy — C,

(c1,¢c2) = ¢ ®cy =, Acy

® islemini kisaca ile gosterecegiz. V ¢;,c, € C, olmak iizere

C1.Cp = (a1a2 r ablbz) + il(albz + azbl) dir.

R | 1 iy
1 1 iy
11 il —Q

a) Genellestirilmis iki kompleks saymin ¢arpimi da genellestirilmis bikompleks
sayidir.

b) Genellestirilmis kompleks sayilarda ¢arpma islemi birlesimlidir.

c) Genellestirilmis kompleks sayilarda ¢carpma islemi dagilimlidir.

d) Genellestirilmis kompleks say1 carpma islemi degismelidir.

Buna gére {C,, ®, IR, +, -, ©, ®} sistemi bir cebirdir.
Bu cebire genellestirilmis kompleks sayilar cebiri denir.

Bu cebirin bir bazi1 {1, i;} dir ve boyutu 2 dir.



3. GENELLESTIRILMIiS BIKOMPLEKS SAYILAR

3.1. Genellestirilmis Bikompleks Sayilarin Tanimi ve 6zellikleri

Bir genellestirilmis bikompleks say1 sirali dort saymin +1, iy, i, ve iz gibi dort

birime eslik etmesiyle tanimlanir. Burada birinci birim 1 reel sayi, diger ii¢ birim ise
i2=—-a ii=-
i1, = iy = i3 1§ = (i1i)? = (iz1)? = of (3.1)
ozelliklerine sahiptir. [1]
Burada a, B € IR ve o, B#0 olmak tlizere bir genellestirilmis bikompleks say1

W = Wy +Higwy i, wi+izwy (3.2)

biciminde ifade edilir. Burada w;,w,, w3, w, reel sayilarina w genellestirilmis

bikompleks sayisinin bilesenleri denir. Genellestirilmis bikompleks sayilar kiimesi

ccaﬁz{w|w = w1y Wy +Hip Wy Hgwy , 1 =-a B=-B iyiy = Lpiy = iy w;_,€IR}(3.3)

seklinde ifade edilir.

Genellestirilmis Bikompleks Sayilarda Toplama Islemi

+ ¢ Cup x Cg — Cyg

Vw,ue€ (CaB olmak tizere ,

W = Wy+iwyti,wa+izw, U=uy +ijuy +iuz +izuy
W+ u= wy +ijwy +i,wz +i3wy +uy +ijuy +iuz +izuy

w+u=(wW; +uy)+ Wy +uy)i; + (Wg + u3)i, + (Wy + uy)is

Seklinde tanimlanir. Boylece (Cqg, +) ikilisi bir Abel gruptur. Burada etkisiz
elaman 0 = 0 + 0i, + Oi, + 0iz = (0,0,0,0) genellestirilmis bikompleks

sayisidir.
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Genellestirilmis Bikompleks Sayilarda Skaler ile Carpim

Genellestirilmis bikompleks sayilarda skaler ile ¢garpma islemi asagidaki sekilde
tanimlanir.

VweE Cqg Ve VAE IRo0IMakK iizere,

@ : IRX(CaB — C(x[i
Aw) = A O w=2Aw;+Ai;wy+Ai,wi+Aizwy

seklinde tanimlanir. Bu sekilde tanimlanan bu islem,

VAL EIR, YV w,u € Cog igin
D A0WwWew=(20w)& (2 0Ou
2) (A+wWow=(AOwW)®(LOw)
3) (A.WOw=210HOW)

4) 100w =w ozellikleri saglanir.

Bu durumda {(CaB , &, IR,+, -, G)} climlesi bir vektor uzayidir.

Genellestirilmis Bikompleks Sayilarda Carpma
Genellestirilmis bikompleks sayilarda ¢carpma islemi asagidaki sekilde tanimlanur.
® : Capx Cop — Cyp
wu) > wu=u®®w
® islemini kisaca " . " ile gosterecegiz. ¥V w,u € Cqg Olmak iizere,

w = wy+i;wy+i,wa+izw, Ve u=u; +iju, +iu3 +izu, igin,

Wlul'(XWZUZ'BW3U3+(XBW4U4+11 (W1u2 +W2U1'BW3U4'BW4U3)

wau=4{ _ (3.4)
+12 (Wlug'(XW2u4+W3u1'(XW4,uZ)+13 (W1U4+W2u3 +W3U2 +W4U1)
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® 1 1y 1) 13
1 1 iy iy i3
iy iy - i; —ai,
1 1 13 —-B  —Biy
i3 i; —ai, —fBi; af
Sekil 3.1.

Genellestirilmis bikompleks sayilar asagidaki 6zelliklere sahip oldugu goriiliir.[1]

a) Genellestirilmis iki bikompleks saymin ¢arpimi da genellestirilmis bikompleks
sayidir.

b) Genellestirilmis bikompleks sayilarda carpma islemi birlesimlidir.

¢) Genellestirilmis bikompleks sayilarda ¢arpma islemi dagilimlidir.

d) Genellestirilmis bikompleks say1 ¢arpma islemi degismelidir.

Buna gore {(Ca[;, ®, IR, +, -, O, ®} sistemi bir cebirdir.

Bu cebire genellestirilmis bikompleks sayilar cebiri denir.

Bu cebirin bir baz1 {1, i;, iy, i3} dir ve boyutu 4 diir.

3.2. Genellestirilmis Bikompleks Sayilarin Eslenik Kavram

iy, iy ve iz birimlerine Gore Eslenikler

Genellestirilmis bikompleks sayilarda eslenik kavramu ii¢ sekilde ifade edilir.
Bu esnenikleri sirast ile wg y, w,y Ve wy,y ile gdsterelim.

w=(w; +i,w,) +i,(ws + i;w,) olmak iizere,

Wiy = (W —igwy) +ix(ws —ijwy)

Wi,y = Wy +iiwy) —ip(ws +ipwy)

Wi,y = (W —ijwy) — i;(ws —i;w,) olarak tanimlidir.
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iy, iy ve i3 Birimlerine Gore Esleniklerin Ozellikleri
Vw,u€ Cyg ve A, 1 € IR olmak lizere
) w*)'=w
2) (wuw)'=w u”
3) (w+w=w"+ u
4) (Aw)' =Aw"*
5 a) Aw4+pw)*'=Aw*+pu* b) Aw—pu)*=Aw * —pu* dir.

w Genellestirilmis Bikompleks Sayilarinin,

iy, i ve i3 Birimlerine Gore Eslenikleri ile Carpim

1) i; - birimine gore ,

w. Wzil) =[(wy +i3wy) +i3(ws +igwy)][(wy —igwy) +ix(wz —ijwy)]

{ (wy +iwy)(wy —iywy) — B(ws +iywy)(wz —igwy) + }

W.Wp y = 4. ) ) ; .
(ix) i [(wy +1i3wy). (wg — iywy) + (Ws + i3wy). (Wy — i3wy)]

(wy? + awy? — Bws? — aBw,?)
wW.wi )y = Fi[wiws — hiwywy +iiwaws + awpwy
+W3W1 - i1W3W2 + i1W4W1 + O(W4W2]

W.WG ) = Wi +awy® — Bws? — aBw,® + 2ip[wyws + aw,wy] (3.5)

2) i, - birimine gore ,

w. Wfiz) = [(wy +iywy) +ix(ws +iwy)][(wy +i3wy) —ip(ws +iiwy)]
w.wg ) = (wy + i;w,)? + B(ws +i3wy)?

W.WG ) = WiP 4 2wy woip — awy® + B(ws? + 2w wai; — aw,?)
W.WG = w2 + 2wy wyi; — aw,? + Bw324+2Bwawy,i; — afw,?

W.WG ) = Wi —awy? + Bws? — aBw,® + 2i, (wyw, + Bwaw,) (3.6)
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3) i3z - birimine gore,

W. W€i3) =[(wy +igwy) +ix(wz +igwy)][(wy —igwy) —ip(ws —i;w,)]

WoW . = { (wy +i3wp)(wy — i3wy) — i (wy +i3wy)(ws —ijwy) } (3.7)
(i) +iz (w3 +i3wy) (wy —i;wy) + B(ws +1i;wy) (Ws —i3wy)
. w2 + aw,? + B(ws? + aw,?)
W. W(i3 ) = . . . . .
+Hip[(Wz +iywy)(wy — i3wy) — (wy +i3wp)(ws —i3wy)]
W.WG ) = Wi +awy® + Bws? + afw,?® + 2igi (wyw, —ws)  dir (3.8)

3.3. Genellestirilmis Bikompleks Sayilarda Norm Kavrami

Oncelikle,
Cqp'de bir g fonksiyonu,
Vw,u€ Cpg w=witihwy+iawz+iiiawy U= uy +iju; +ius +ijipuy
g: Cup X Cop — IR
(w, u) =g (w, u)= wiu;+awyu,+pfwsuz+apfwauy, (3.9)

olarak tanimliyalim. Bu fonksiyonun hangi sartlarda i¢ carpim olacagini inceleyelim.
Vw,uzé€ (C(XB ve VA€ IRic¢in
i) g(w, u) = g(u, w) oldugunu gosterelim.

g (w, u) = wiu;+aw,u,+Bwsuz+afw,uy

U wyHau,wy+Busws+afuyw,

g (u, w)dir.

i) g(w, u+z) =g(w, u)+ g(w, z) oldugunu gosterelim.
=wi(ug +29) + awz (up + 22) +Pws(uz + z3) +apwy(u, +z4)
= Wily +owy Uy +Bwsus+Hafwauy + Wiz +aw,z, +Bwizz+Hafw,zy,
=g(w, u) + g(w, z) dir.

g(w+u z) =g [(wy +uy) + Wy +uz)iy + (W + uz)iy + (wy + )iz, 7]
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=(wy +uzg + 0 (Wy +uy)zy + B(Ws + u3)zs + af(Wy + uy)z,
= WqZq+aw,Zy +BwWiZ3+afwyz, + Uz Hauyzy +Buszzz+afuyzy
=g(w, z) + g(u, z) dir.

i) g(Aw,u) =g(w, Au) = Ag(w, u)

g(Aw, u) = Awqu;+Aaw,u, FABwsuz+HAaBw,uy

= A(wyug+awyuy+Bwzuz+afwauy)
=g (w, u)

Benzer sekilde g(w, Au) = Ag(w, u) gosterilebilir.

iv) g(w, w) =0 & w=0

g (w, w) =0 olsun. o, B > 0 oldugunu kabul edelim.

g(w, w) =wy?+aw,? + Bws? + afw,? = 0 ise,

2 =w,? =w;3%2 =w,?=0olmasiile

Boyle bir toplamin sifir olmast wy
miimkiindiir.

Buradan da, w;=w,=wz=w, = 0 bulunur. w =0 dur.

Simdi de w =0 olsun.

w = 0+i;0+i,0+1i;i,0 olarak yazilabilir.

g (w, w) = 0%+ a0? + B0? + af0%=0 dir.

Boylece Cqg de g (w,u) = wyu; +aw,u,+Bwsuz+afwyu, fonksiyonu

bir i¢ ¢arpimdir.(Cog , 9) iKilisi bir i¢ ¢arpim uzayidr.

= [lwapll » N = |lwg,ll ve N

we,, = = ||wg,|l ile normu gésterelim.

W) Wiiz)

M;, , M;, ve M;, hiperyiizeyleri asagidaki sekilde alalim.
M;, = {(wl,wz,w3,w4) | wyws + aw,w, = 0, (Wy, Wy, Wy, Wy) # F} (3.10)
Miz = {(Wll W21W31W4) I wWiw; + BW3W4 =0 ) (Wll Wy, W3, W4—) * 0—)} (311)

M;, = {(wl,wz,w3,w4) | wiw, —wows =0, (Wy, Wy, Wg, W) #+ 0_)} (3.12)
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1) M;, hiperyiizeyi iizerinde ve tamimlanan g(w, u) i¢c c¢arpima gore,
i; birimi icin norm
w = W1+i1W2+i2W3+i1i2W4 = (Wl + 11W2) + iz(W3 + 11W4)
Wal) = (wy —iiwy) +ip(ws —ijwy)

« . . ..
Wi, ) = W1 —iwy + 1wz —igipwy

Wiiy) [wapll = [lg(w,w )| oldugundan,
Way) \/lg( w1ty Wy wsHilawy , wi — iiwy + iws — igiaw,)]
Nw(il): \/|W12 + O(WZ2 — BW32 _ aBW4-2| dir. (3.13)

2) M;, hiperyiizeyi iizerinde ve tamimlanan g(w, u) i¢ ¢arpima gore,
i, birimi i¢cin norm
Wéiz) = (wy +igwy) — i (w3 + i;wy)

* — . . . .
Wi,y = Wi+ 1wy —ipws —igipwy

NW(iz) = ”W(iz)” = |g(W.WEiZ))| oldugundan,

Wi,y \/lg( wiH Wy tipwatiglawy , wy +iiwy — ipws — ijipwy)|

= JIwi2 — aw,? + Bws2 — afw,2|  dir. (3.14)

W(iz)

3) M, hiperyiizeyi iizerinde ve tammlanan g(w, u) i¢ carpima gore,

iz birimi i¢cin norm
W) = (wy —igwy) — i (wz —iywy)

* _— . . . .
Wi,y = Wi — 13iWy — W3t 111, Wy

Wiy = ||W(i3)|| = |g(w,wa3))| oldugundan,
wiyy = VIB(WitHiaWotiaWatialaws , Wi —iws — 1;ws + iriawa)]
Wy = Vw2 + aw,? + Bws? + afw,2|  dir. (3.15)
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3.4. Genellestirilmis Bikompleks Sayilarda Invers Kavram

Vw € Cqg Genellestirilmis bikompleks sayisinin iy, i, Ve i3 bilesenlerine gore

inversleri sirasi ile Wi, t wi, L ve wi, 1 olmak tizere,

1) i; birimi icin w genellestirilmis bikompleks sayisinin inversi

wol = WEkil) o (wp—igwy) + i (wz —igwy) (3.16)
& NW(il) \/lez + aw,? — Bwsz? — affw,?|
2) i, birimi icin w genellestirilmis bikompleks sayisinin inversi
wel = Wi, ) (W Higwy) = B (ws +iwy) (3.17)
2 NW(iz) VIwiZ — aw,? + Bwz2 — afw, 2]
3) i3 birimi icin w genellestirilmis bikompleks sayisinin inversi
W wy —iwy) — i, (wg —iw
Wi_31 _ (>i3) _ (wq 1W2) 2(ws 1W4) (3.18)
Nwiy  VIwi? +aw,? + Bws? + afw,?|
Ornek 3.1.

Vw, u € Cqp genellestirilmis bikompleks sayilari igin,

4afujuy(wiw, — wyows) — 4afuyuz(wyiw, — wows),
4aB(wiwy — wowsz). (Uguy — upug),

4 W; Wy |Uup U
Blur wol s -

lw.ull? = llwl[?[Jull?

w W u u .
w.ull? = IwliZuli? = 4aB |y, 2| [ 2] dir (2] (3.19)
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4, GENELLESTIRILMIS BIKOMPLEKS SAYILARIN
REEL MATRIS GOSTERIMi

4.1. Genellestirilmis Bikompleks Sayilarin Reel Matris Gosterimi

Bir T:Cqp — Hom(Cyg, Cyp)
w— T(w) =Ty  doniistimiinii,
V u € Cgg icin
Tw: Cap — Cgp
u— Ty(w) =w Xu=ux w (4.1)
seklinde tanimlayalim.
W= wWy+i;wy+irwa+isw, U= uy +ijuy; +iuz +izuy
olmak iizere,

i. Twu+z)=wx(u+z)
=(wxu)+ (wxz)
= Tw(w) + Tw(2)

ii. Tw(Au) = w X (Au) A€IR

= A(w X u)

= ATy (u) oldugundan Ty, lineerdir.
Simdi Ty lineer doniistimiine karsilik gelen matrisi bulalim.
Tw() =wXx 1 =w= w;+i;wy+i,wz+ii,wy 4.2)
Tw(iy) =w X i; = (WyHigwy+isws+igiawy) X iy
Tw(i) =w X i; = —aw, + wyi; — ai,w, + i1, w3 (4.3)
Tw(iy) = w Xi, = (WyHi;wy+isws+igi,wy) Xi,

= —Bwsz — Bwyi; + wyiy + waigi, (4.4)
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TW(I]_IZ) =Ww X iliz == (W1+11W2+12W3+1112W4) X iliz

= (XBW4 - BW311 - O(WZiZ + Wliliz (45)
w; —aw, —Bw;  affw,

T(W) — W» A4t _BW4 _BWS (4 6)
W3 —O(W4 Wl _(XWZ '
Wy W3 W3 Wi

Bu matris Hamilton operatorlerine benzerdir. Kuaterniyon degisimli olmadigi icin
sagdan ve soldan ¢arpimlarinin her biri i¢in ayr1 ayri farkli iki matris bulunur. Fakat
genellestirilmis bikompleks sayilar degisimli oldugu ig¢in bir matris elde edilir. Bu

matrisini T(w) ile gosterecegiz.

1 0 0 O 0 —a 0 O 00 —B 0
0 1 00 1 0 0 O 0 0 0 -p
0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 O 0 ap
TWa 8 _Oa _OB 8 seklinde yazilabilir. 4.7)
1 0 0 O
1000 0 -« 0 0
_101 0 O 11 0 0 o
0 0 0 1 0o 0 1 0
0 0 —B O 0 0 ap
0 0 0 -PB 0 0 —B 0
o Ky = 48
3 1 0 O O 4 0 —a 0 0 ( )
0 1 O 0 1 0 0 0
T(w) = wyKq + w,K, + w3K3 + wyK, seklinde yazilabilir. (4.9

Gap = {T(W)|w € Cqg} Gop mMmatris ciimlesi IR uzaymun alt uzayidir.

Sp{K1, K3, K3, Ky} = Gy dir ve boy Ggp =4 diir.
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1 € Cyp icin T(1) = K4
iy € Cyp 16in T(iy) = K;
i; € Cyg icin T(iz) = Kj
i1i; € Cyp icin T(iyiz) = K, oldugu goriilir.

Simdi Kj, K, K3, K, arasindaki bagintilar gosterelim.

1)

0 —a 0 0710 —a 0O O
|t 0 0 offt 0 0 0O
2710 0 0 —al |0 0 0 —«

o 0o 1 olJlo o 1 o

—a 0 0 0 1 0 0 0
2_|0 —a 0 Of__ 0 1 0 0|]__
K2={o 0 -« 0T %0 0 1 ol %

0 0 0 -« 0 0 0 1
K% = —aK; dir. (4.10)
2)

00 —B 01[0 0 —B O
2|0 0 0o —gf o 0o 0o -B
3711 0 0 o 1.0 0 0

01 0o ollo1 o o

- 0 0 O 10 0 0

0 —B 0 0 01 00
2_ —_ P
K5=1o o - o|Plo 0 1 of™ P

0 0 0 -PB 0 0 0 1
K% = —BK, dir. (4.11)
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K, dir.

K2K3 = K3K2
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0 aof O 0 0 —a 0 O
- 0 0 0 1 0 0 O
KaKq = 0B 0 0 of|" Plo 0 o0 —afT PKe dif
0 0O —B O 0O 0 1 0
K4K3 = K3K4 = _BKZ dll‘ (414)
6)
[0 —a 0 O 0 O 0 af
_11 0 0 O 0O 0 - O
KoKy = 0 0 0 —a|']l0 —a 0 0
0 0 1 O 1 0 0 0
[ 0 0 of O 0 0 B O
_]10 0 0 of|_ 0 0 0 -B
K,K, = = — = —aK
24~ 1 6 0 0o ol %10 o o P
0 —a O 0 0 1 0 0
[0 O 0O aof] 0 —a 0O O
10 0 —-B O 1 0 0 O
KKa=1o a0 oflo 0 0 -«
1 0 0 0 0O 0 1 O
[ 0 0 o O 0 0 B O
Kk,= [0 0 0 aBl__o|0 0 0 =Bl_ ik, i
—a 0 0 0 1 0 O 0
0 —a O 0 01 0 0
K2K4 = K4K2 = _(XK3 dlr (415)
K% = —O(K1
K3 = —BK;
KAZL = afK;
K2K3 = K3K2 = K4_
K3K4 = K4K3 == _BKZ (416)

K2K4 = K4K2 = _(XK3
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Sonug olarak,

KKK
—oc_—[3_ ocB_ 1

—aBK; = BK% = aK3 = —K3 dir.

4.2. Genellestirilmis Bikompleks Sayilarin Bir Diger Matris Gosterimi

Simdi (3.3) de verilen

(Caﬁ={w|w = Wy +Hiy Wy Wy Hawy , i2 =-a 13=-B iyip = iyiy = is w1_4EIR}
climlesini ele alalim.

w = wq+i;w,+i,w3+i; genellestirilmis bikompleks sayisi,

w= wy+i;wy+i,wz+iji;w, seklinde yazilabilir.

W = (Wl + i1W2) + i2(W3 + i1W4) = a1 + izaz 1% = _B (417)
a1 az

w = a; + iya, seklinde diizenleyebiliriz. Buradaki a;,a, € C, dir.

Co={clc=a+i;b,i? = —a a,b,a € IR} dur.

Cg ={w|lw=a; +i,a,,i5 =B aja, €Cy } seklinde yazilabilir. (4.18)
Cg, €y tizerinde bir vektor uzayidir.Bu uzayin bir bazi {1, i, } dir. (4.19)

u— Ty(uw) =wu=uw Ww=a; +i,a,
Tw(l) = W.1: a1 + izaz

Tw(iz) =wW.i; =(a; +iza;) i;= a3i, — Pay=— Pay +ai,

T(w)[ Baz] [ o+ 2[ ‘OB] (4.20)

oo I O
F, = [0 1] F, = [1 0 ] = diyelim.
T(w) = a,F; + a, F, olarak yazilir. (4.21)
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Ozel olarak a;, a, kompleks sayilarin1 a; =a , a, =b V ab€IR

_[a —Bb . _ . L
T(w)= [b . ] buise w = a + i,b sayisinin matris gosterimidir.
Simdi Cg climlesinin halka oldugunu gosterelim.

Cq={c|c=a+i;b, i¥= — a a,b,a€IR}

(CB={W|W=al+izaz,i%=_B dq,dy E(Ca }

VW,u € (CB W = al + izaz u= bl + izbz Olsun

a)
w + u:al‘l‘izaz +b1+i2b2
= (a; +by) +iz(az +by) = ¢; +ic2 € Cg
C
1 C2
b)

w.u = (a1 + izaz )(bl + izbz)

a;by+ia byt iza,by+i3a,b,

a;b;+i(a;by+azby) — Bazb,

= (a;by — Bazby) +iy(ajbyt+azby) =dy +ixdy € Cg

d; d

O halde ((CB, +, . ) Degismeli bir halkadir.
Burada 0=0+i,0 ve 1=1+i,0 olarak belirlidir.
Ayrica, Vw,u,y € Cg iken
w(u+y)= wu+wy dir.
w=a; +ia, u=b;+ib, y= c¢;+i,c, olsun.
w (u+y) = (a; +izaz)[(by +i2bz) + (c1 +iz¢2)]

= (ay +12a2)[(by + ¢1) +i2(bz +¢3)]

= (a; +izay)(by +¢1) +i(a; +iza3)(by +¢3)
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a;b; +ajci+izaz by +iay ¢q +izarby +jajc; — Bazb, —Baze

(ajby +a;¢0 — Bazb, — Bazcy) +iz(azby + azcy +ajby+asc,)  (4.22)

wu + wy = (a; +1ia, )(by +i,by) + (a; +1ia; )(cy +jc;)

a,b; +ia;b, +ia,b; — B a,b, +a;c;tia ¢, +ia,c; — Bazc,

(albl + a1C1 - B azbz - B 32C2) + iz(az b1 + az Cl + albz +31C2) (423)
(4.22) ve (4.23) denw (u+y) = wu+ wy dir.
Teorem 4.1.

Cq={c|c=a+i;b, i¥= — a a,b,a€IR}
Cg = {wlw=2a; +1i,a,, 15 =B aj,a, €Cy }
w=a; +ia, aja, € C, icin

1) w.wgy = la;|? = Blaz|® + 2i,Re(a;3y)

2)  wW.wg,) = |a;|? + Blaz|?

3) w.wg, = lail® + Blay|? — 2iIm(a;a; ) dir.
Ispat 4.1.

1) W-Wal) = (a; +izaz). (a7 +iza3)
= aja;tipasaz+iaza; — Paza,
= (aja; — Baza,) +iy(a;a; +aza;)

= |a1|* — B layl* + iy(ai3; + a,ay) (4.24)

a1a; = (wy +i3wy) (w3 —i3wy) = (Wywsz + aw,wy) + iy (Wows — wyw,)

2231 = (W3 + i3 W) (W1 — i3 W)= (Wawy + aw,wy) +i(wywy — wyws)

a;a; + a,a; = 2(w;ws + aw,w,) = 2Re(a;a3) (4.25)
(4.23) esitligini (4.22) de yerine yazalim.

w.wi,y =la;|* —Blaz]|® + 2i,Re(a;3;) elde edilir.
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2)  w.wg,y = (ag +izaz). (a1 — 1za3)
=a,* — a2, +1ia3; — (—B)ay?
=a;” — (=Play® = a;* + Ba,?
wW.W( ) = lag]? + Blay|*  elde edilir. (4.26)
3) w. WaS) = (a; +1za;). (a; — ixay)
= a;a; — i;a;,3; + i;a3a; — (—P)aza;
= |a;|* — 13,3, +iza,a; + Blay|?
W-ngg,) = la1|? + Blay|? —i,(a;3; — aza;) (4.27)
a13; = (Wywsz + awywy) + iy (Wowz — wywy)
a8 = (W3wy + awpwy) + ip (Wi wy — wows)
a13; — a3y =

= (Wyw3 + awywy) + i3 (Wows — wiwy) — (Wawy + awp,wy) — i (Wywy — wows)

Wi W3 + QW Wt i{Wo W3 — i Wi Wy — W3 W — OWo W, — I{ Wy Wyt 1 WoW3

= [iWow3 — Wy wy, — Wy Wyt iiw,ywg

=2i;Wowg — 2ii Wy w,u=(2w,wg — 2wy Wy )i

a1a; — aza; = 2(wywz — wywy)ip =2Im(a;a; ) (4.28)
(4.26) esitligini (4.25) de yerine yazalim.

w. Wiy = lag|* + Blay|* — 2iyIm(a;az ) olur.
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Sonug:

w.wg,) = la1|? + Bla,|?

Iw [I=y/1 la11% + Bla,|?| la;|? + Blay|? # 0 dir. w nin inversi vardur.
w nin inversini w1 ile gdsterelim. (4.29)
W a; — i,a
-1 (G2 L2 olarak bulunur.

VIail? +Blaz[?|  /I1as]? + Blaz[?|
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5. MATRIS LIiE GRUBU

5.1. Matris Lie Grubu

Genellestirilmis bikompleks sayillarda w= wq+i;w,+i,w3+izw, olmak lizere,

w; —aw, —Bws afw,
w w —Bw, —Bw . .
N= z ! Bws Bws : wj, a, B € IR ¢ climlesini ele alalim.  (5.1)
W3 _aW4 Wl —O(W2
Wy W3 W3 W1

{N, +,IR, +,.,.} Sistemi bir vektor uzayidir.
N kiimesi matris ¢arpimina gore bir cebirdir.
T:Cypg — N

vw € Cug w=wy+iywy+i;ws+izwy olmak tizere,

wy  —awy, —Bws  afw,
T(w) = wz  wp —Bw,  —fwg (5.2)
W3 —Qw,  W; —w,
Wy W3 W> Wi
T , birebir ve ortendir.
Vw,u€E CaB ve V A € IR olmak tlizere,
W = wWy+i;wy+i,watizwy U= uy +iju, + iuz + izuy alindiginda,
a) w=u ©T(w)=T() .
w = u oldugunu kabul edelim. Bu durumda (5.2) esitliginden
wy; —aw, —Bws  afw, u; —au, —Buz;  afuy
T(W) — W Wq _BW4 _BWS T(u) — Uz Uy —BU.4 —BU3
W3 —O(W4 W1 _(XWZ U.3 _(XU4 u1 —O(uz
Wy W3 Wy Wq Uy Us U, U,

elde edilir. w; =u; w, =u, w3 =u; w, =u, oldugundan

T(w) = T(u) dir.
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Simdi kabul edelimki T(w) = T(u) olsun. Bu durumda w = u oldugunu
gosterelim.
wy —aw, —Bwz  afw, u;  —auy —Puz  aPuy
wy  wy o —Bwy —Pws —|Y2 W —Buy  —Pus
W3 —0W, W;  —QOW, u; —oau, u;  —0Uy
Wy W3 W2 Wi Uy Uz RY) Uj
iki matris esitligindenw; =u; w,=u, Ww3=u3; w,=u, dir
W = u oldugu goriilmektedir. O haldew = u < T(w) = T(u) olur.
b) T(w+u)= T(w)+T(u) esitligini gosterelim.
W+ u = wy+i;wy+i, Wi +izgwy+ ug+iju,+iuztisuy
wW+u= (Wl + ul) + (WZ + uZ)il + (W3 + U3)i2 + (W4_ + U4)i3
Wy +u; —a(wy +uz) —B(ws +uz)  af(wy +uy)
T(w +u) = | V2 Tu, Wy +uy —B(wy +uy)  —B(wWs +u3)
w3 +u; —a(wy + uy) wy + Uy —a(w, +uy)
Wy + Uy W3 + U3 Wy + U, wq + Uy
(W, —aw, —Bws  affwy, u; —au, —fBuz;  afuy
— W2 Wi —BW4 BW3 u; u; —Puy —Pug
W3 —QOW,4 —O(Wz Us3 —0Uy uq —0u,
(W, w; u, Ug u, uy
= T(w) + T(u) bulunur. (5.3)
c) T(w.u) = T(w).T(u) oldugunu gosterelim.
wy —awy —Bwz  afw,] [uy —auy; —Pus  afuy
T(w.u) = Wz Wy —BW4 —Bws| |uz  uy  —Puy —Pus
W3 —0W, —ocwz u; —oau, u;  —ouUy
Wy W3 Uy Uz RY) Uq
Matris ¢arpimi yapilip gerekli diizenlemeler sonucunda,
T(w.u) = T(w).T(u) oldugu goriiliir. (5.4)
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d)

Aw;  —Aaw, —ABw;  Aafw,
_|Awy  Awg —ABwy,  —ABws

T(}\W) - }\W3 —}\CXW4 AW]_ _A(XWZ
[Aw,  Awg Aw, Aw,
(W, —aw, —Bws afw,

V2 w1 TBwa —Bwal_ 5 T(w) olur.
W3 —O(W4 Wl _(XWZ
(W,  ws Wy Wy
TAw) =L T(w) (5.5)
e)
T(1) = T(L,)

1=1+1i;0 +1i,0 + i30 alalim.

1 —a0 -0 af0] [1
_ |0 1 —BO —B0|_|0
T = 0 —a0 —aol lO

0 0 0

S O O
oSO R OO

O halde T(1) = T(I,) esitligi bulunur.
O halde T fonksiyonu bir cebir izomorfizmidir.
CO‘B ve N nin izomorf olmasi nedeniyle CaB tizerindeki incelemeri N de
yapacagiz.
Bunun i¢in simdi bir

W11 Wiz Wiz Wiy
W31 W3z W3 Wy
W31 W3z W33z Wz
W41 Wyo Wyz Wy

€ IR} matrisini ele alalim.

Bu matrisin elemanlar1 asagidaki bagintilar1 saglasin.

W11= W32 = Wip- Wp=0
W11= W33 = Wyg- W33z=0
W11= Wy = Wii- Wee=0
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W14 == —(XW23 = W14 + (XW23 == O

Wig = —Bwz; =  wiy +Bws; =0

Wig =afwy = wig —aBwy; =0 (5.6)
Wip; = —QWp; = Wyp +awy; =0

Wiz = Way = Wiz =Wy =0

Wiz = —Bwz; = wiz +Pws =0

Wiz = —Bwy; = wiz +Bwy, =0

W3, = —QWy; = W3s +awy; =0

W21 = Wy3 = Wy =Wy =0

Bu denklem sistemi homojen lineer denklem sistemi olup 16 bilinmeyen 12
denklemden olusur. Katsayilar matrisinin ranki 12 dir. C6ziim uzayinin boyutu 4
olmalidir. 16 bilinmeyenin 4 tanesini keyfi segersek diger bilinmeyenler bunlar
cinsinden bulunur.

Wi1= Wy Wiz = —aw; Wiz = —Bws Wiy = afwy
Secersek bu denklem sisteminin ¢6ziimii,

wy; —aw, —Bws afw,

w w —Bw, —pw D : :

z 1 Bws Bws bi¢imindeki matrisler olur.
W3 —O(W4 Wl —O(WZ
Wy W3 W2 Wy

Bu matrislerin ciimlesi N oldugundan denklem sisteminin ¢oziim kiimeside N dir.

5.2. N nin Manifold Yapis1

g: N - IR*
wy;  —aw, —Bws  afw,
w w —Bwy  —Pws

W= 2 L 4 - W) =
W4 W3 W2 W1

g fonksiyonu birebir ve ortendir.

g(W) = IR* olup agiktir. w; ler siirekli oldugundan g ve g1 siireklidir.
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(g,N) ikilisi N nin bir haritasidir.

Ayrica {(g N)} tek harital atlas diferensiyellenebilirdir.
Boylece N bu atlasla birlikte diferensiyellenebilir bir manifoldtur.
N nin ¢arpma iglemine gore grup yapisi yoktur.

Simdi N nin bir alt climlesinin Lie grup yapisini arastiralim.

wy —aw, —fBwz  affwy
~ W» Wy —Bwy  —Bws -
i; = yW= Wy —aw, Wy —aw, | WiWe = WaWs (wy, Wy, w3, wy) # 0
Wy W3 W» Wy
Mi c N dir.

3
1\7113 nin homeomorfizmlerini kurmak i¢n IR* deki agik alt ciimlelerini belirliyelim.
A ={(wy,wp, w3 )|w, =0 ,wy #0 }
Ay = {(wy,wa,wy )| wz =0 ,w; #0 }
Az = {(wy,wg,wy)|w, =0 ,w3 #0 }

Ay ={(wy, w3, wy)w; =0 ,w, #0 }

W1 —QwWy —BW3 (XBW4_
w2 Wy —Bwy  —Bws =
M;=q{W= tWywy = wowy Wi = 0 (5.7)
w3 —QWy W1 —Qw,
Wy W3 Wy W1

wy 0 N My - Ay

WZ.W3) - (Wll WZlW3)
w1

(Wl,WZ,W3 ,

w

Sekil 5.1.
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w,#0 Xy0 M, - A,

W1.Wy
W1, Wy, —Wz y Wy ) = (Wy, Wy, wy )

4

/.

Wy

Sekil .5.2.

wz #0 N3 M; - Aj

W1.Wy
(Wlf Ws 'W3'W4) - (Wl,W3,W4)

s

I

Wy

Sekil 5.3.
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w,#0 X, M, - A,

( W»).W3

W2 »Wz»W3»W4) - (Wp, W3, Wy )

Sekil.5.4.

Ny, M;) ler 1\7113 nin birer haritalaridir.

{(Nir M; )}

de M;, nin bir atlasidir.
1=1,2,3,4 3

Simdi M;, nin diferensiyellenebilir Manifold oldugunu gésterelim.

wy £0, T(W) €M; wy, 0 T(W) €M, A=T(W)eM; n M, dir.

M, {
A\
[ )
| Al
\ il | I'
\ V4 )
\« X4 Jf X
N A A 5 N
X, X
E A-—'.
A @n =R0 N7? "L
AN - ‘ 'I \ A3 l‘.
: N, ]1 '»': }\I' ||
\J RNV |
o N 1
:-.,ll Pz = ‘\1 o N ", \
‘:/' ¢

(Wy Wy Wiy

Sekil 5.5.



CI)21: IR3 - IR3

WaW3
(Wl, WZ ’ W3) - Wl) WZ! W1

Wo W 0P oD . .
2 3) ve —=%  —2L mevcut ve siireklidir.

b, (Wq, Wy, W =(W w
21( 1 27 3) 1, VW2, aWi ’ aWi

Dolayistyla bir manifolddur.

5.3. Genellestirilmis Bikompleks Sayilarin Lie Grubu

Mi3 = {(WDWZJ W, W4-) |W1W4- = Wwwg , (W11W21W3' W4-) #0 } (58)

hiperyiizeyi tizerindeki Lie grup yapilarini elde edecegiz.

[wl —awy; —Bws an4]

w=|[W2 w1 —Bws —BwWslimak iizere,
|W3 — QW4 W1 A |
Wy W3 Wy W1
~ —
MiS = {W FWiWy — W W3 = 0 ) (W1'W2'W3' W4) #0 } (59)

ciimlesi {1\7113, +,1R,,. } bir vektor uzayidir. l\7[i3 nin lizerinde grup islemi olarak
matris ¢arpimini ele alirsak
i. 1\7[13 X 1\7[13 e 1\7[13

(w,U) - w.U

W E M, ise  wy;w, —w,ws =0

U e l\7[i3 ise ujuy —uyuz = 0 dir.

wy —aw, —Bwz  afw, u; —auy —Buz  apuy
w=V2 Wi —Bwy  —Pws U =" Ug —Bus  —Pus
W3 —0Wy4 Wy —Qw, Us —QUy U, —Qu,
Wy W3 W, A Uy us U, U,
Wi —awz —Bwz afwg] [up —auz —Buz  afuy]
wUu=|wz w1 —Bwy —Bws||uz u —Puy —Pus
W3 —QOW3y W1 —0WwW3z| |[u3 —0OUy uq —auy
Wy W3 W2 W1 Us  Us uz U
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7, —0Z, —Bzz affz,

Z Z —Pz —Pz

w.U=Z= |2 L Bza  —Bz (5.10)
Z3 —O(Z4 Z1 _(XZZ
Zy Z3 Z, Zq

Z1 = WylUp — aw, U, — Bwils + affw,uy
Z; = WylUy + wouy — Bwsu, — Bw,us
Z3 = WUz + W3l — QW Uy — W, U,
Z4 = WylUy + Wyus + wiu, + wyuy  dir.

Buna gore,

2124 — 2373 = aw; > (Ugly — Upuz) + afuy®(Wyw, — wowsy)
+uy (W Wy — Wow3) + auy® (W wy — waws)
+Buz?(Wywy — wows) + aw,®(uuy — Upus)
+Bw3%(uguy — uzuz) + afw,®(uguy — upuz) =0
Z1Z4 — 7373 = 0 yani 7,2z, = 7,73

oldugu goriiliir. O halde W.U =Z € M,,

Ayrica detZ = det(w.U) = detw .detU detw # 0 ve detU # 0 oldugundan,
detZ # 0 olmaldir.

Bu durumda, (z4,2,,23,2,) # 0 olur.

VW, Uve Z€M;, i¢in
W.U).Z= w.(U.Z) birlesme 6zelligi vardir.
iii.
VWwE 1\7113 i¢in

L wW=wIl,=w
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iv.

VWweE l\~/Ii3 igin

wl= W w2 + aw,? 4+ Bws? + afw,? # 0
W12 + O(WZZ + BW32 + (XBW42 1 2 3 4
oldugundan w-! € MiB dir. (5.11)

V.
vw.U€e M, i¢in
w.U=Uw

Dolayisiyla (1\7113 , . ) ikilisi bir Abel grubudur.

Vi.
1 0 0 O
0 0 O r
e= o g B 0 olmak tlizere; VW € M, i¢in wl.e.w= Ae dir.
1 0 0 of
wlew =
Wq w3 Wz Wylrl 0 0 07[w; —aw, —PBw; affw,
|mawy,  owy —awy, W3[0 a 0 O0]|lw, wy —Bw, —Bwsy
T|-Bws —Bwy  wy; wyff0 0 B O |fwz; —aw, w; —aw,
afw, —Bwz —aw, wi[|0 0 0 ofllw, ws Wy Wy

a7 dqp dq3 Ay
dzq1 dpz dz3 dpg
= olsun.
dzi dgzz dgzz dszg
Agq Ay Ay3 Agg
Carpma islemi yapildiginda;

wiw, = w,owz  hiperylizeyinde asagidaki esitliklerin saglandig1 goriiliir.

dq1 = W12 + aWZZ + BW32 + O(Bw42

a;; = —awywy + awgwy — afwswy + afwsw, =0
a;3 = —Bwyws — afwywy + Pwyws + afwywy =0
a4 = —aPwywy — afwyws — afwyws + afw,wy =0
az1 = —awywy + awywy — dfwzwy + afwaw, =0
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azz == aZWZZ + anz + aZBW42 + (XBW32
azz = O([le + (XWZZ + BW32 + (XBW4_2]
323 = (XBWZW3 - (XBW1W4 - (XBW1W4 + (XBWZW3 = 0

dog = _QZBWZWLI, - aBW1W3 + aZBW2W4 + (XBW1W3 = 0

agy = —Pwiwz — afwywy + Pwywz + afwywy =0

azy = afwywz — afwiw, — afaw;wy + afwywz = 0
asz = Bw3? + af?w,? + Bwy? + afw,?

azz = Blwy? +awy? + pw;® + afw,?]

azgy = —aB?wawy + aB?waw, — afwyw, + aBwiw, =0
ag1 = afwywy — afwywz — afwywz + afwiwy =0
a4, = —a’Bwywy — aBfwyws + o Bwywy + afwiwg = 0
a43 = —aP?wyw, + afiwzw, — aBwywy, + afwyw, = 0
a4y = 02B%w,? + af?ws? + a?Bw,? + afw,?

a4 = aB[wy2 4 aw,? + Bws” + afw,?]

A=w;? +aw,? + Bws? + afw,?  olmak iizere,

d11 a1z d13 A1y A 0 0 0
dz1 dzz dz3 dg 0 (o) 0 0
T = = =
wiew dzq dzpz Qdzz Az 0o 0 (BY 0
Agr  Agy A3 Agg 0 O 0 (apnr)
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wlew = Ae (5.12)
wle = (Ag)w? (Ae)"t we= wt
M x M;, — M,
w,U) - w.U!
IR® x IR® — 1IR3

(Wi, wo,w3) x (ug,up,uz) — (f,f,1f;)

Burada f;, f,, f; fonksiyonlar1 w; ve u; Oklid fonksiyonlarina baghdirlar.
f1, f,, f3 fonksiyonlari diferansiyellenebilirdir.
Dolayisiyla (1\7113 , . ) bir lie grubudur.

boyM;, =3 tiir.
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6. M LIE GRUBUNUN LIiE CEBIRi

6.1. M Lie Grubunun Lie Cebiri

a) E*de,
Mi3 = {(W1;W2,W3, wy) | wywy —wowsz =0, (W, Wy, w3, wy) # 0 }
verilen M;, hiperylizeyinin 3-boyutlu Lie grubu oldugunu biliyoruz.

Simdi M;, nin Lie cebirini olusturalim.

M;, " ile M;, nin lie cebirini gosterelim.

M;, tizerinde y(0) =1, yani y;(0) =1 y,(0) =vy3(0) =v4(0) = 0olan
bir egri
y(©) =v1(O1 +y,(Di; + y3(Oi; +v4(Digi;  olsun.

Y1 () y4(t) — y2 () y3(t) = 0 esitliginin her iki tarafinin tiirevi alinirsa,

Y1V +v1(OVL(0) — v2(D Y30 — v (D)y3(0) = 0

elde edilir. Eger t= 0 yazilirsa y,(t) = 0 elde edilir. Boylece Lie cebiri

E=Em(i>a l m=123

oay,/a=1

formundaki vektorlerle olusturulur. & vektorii genellestirilmis bikompleks sayi
olarak § =& + &, i1 +§,i, seklinde yazilabilir.

Wler =8

i¢in M;, iizerindeki W sol invaryant vektor alanlarini bulalim.

b(t) egrisib(0) =1 ve b'(0) = & sartin1 saglayan bir egri olsun.

Bu durumda w genellestirilmis bikompleks sayr olmak iizere b egrisinin sol
Otelemesi

Ly (b(D) = wb(t) dir.
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Bunun tanjant vektorii L, (b'(0)) = w€ dir. Ozel olarak, M;, iizerindeki sol

i3
invaryant vektor alanlar W, ile gosterilirse,
0
Wm |0(_1 :a— ,m:1,2,3

am fo—1

Bu vektor alanlar W= W11 + i1W2+ izW3 + i112W4_ olmak tuzere

(Wl)W =w.1 , (WZ)W = W. il ' (W3)W = W. iz Oldugundan

W, =w.1
= w1 +ijwytiws +ijiwy (6.1)
= (W11W21W31 W4)

W, =w.i;

= (Wil + iywytiaws +igipwy ) iy

(wqi; — aw, + wsigi; — awy iy) (6.2)
= (—awy, Wy, —aw,, W3)

W; =w. i,
= (Wil +ijwytiaws +iji,wy). i,
= (wy iy + waisi; — Bwz — Pwyiy) (6.3)
= (=Bws, —Bwy, Wy, W)

elde edilir .

M Lie cebiri igin Sp{W;, W,, W, } dir.

i3
b) E5de,

Mi1 = {(Wl'WZ'W3' W4) | WiW3 + Qw,w, = 0, (Wl, Wy, W3, W4_) =0 }

verilen M;, hiperyiizeyinin de M, gibi 3-boyutlu Lie grubu oldugu gosterilebilir.

Simdi M;_ nin Lie cebirini olusturalim.
M;, * ile M;, nin lie cebirini gosterelim.

1

M;, tzerinde y(0) =1, vyani vy1(0) =1 y,(0) =v3(0) =vy4(0) =0

olan bir egri

y(®) =vy:(0O1 + v, ®i; +v3(Diy +y4(D)igi, olsun.
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Y1(©)y3(t) + ay,(t)y4(t) = 0 esitliginin her iki tarafinin tiirevi alinirsa,
v1 (Dy3(®) +v1(®Oy3 (O + ayz ©ya (O + ay(Dy, (D =0

Eger t = 0 yazilirsa az(t) = 0 elde edilir. Boylece Lie cebiri

o\ |
= —_ =1,2,4
; zm(wm)a=1 m=1,

formundaki vektorlerle olusturulur. & vektorii genellestirilmis bikompleks say1
olarak § =& +§&, i1 +§,iji, seklinde yazilabilir.

Wler =8

tizerindeki W sol invaryant vektor alanlarini bulalim.

b(t) egrisi b(0) = 1ve b'(0) = & sartin1 saglayan bir egri olsun.

Bu durumda w genellestirilmis bikompleks sayr olmak tiizere b egrisinin sol

otelemest,
Ly (b(D)) = wb(t) dir.
Bunun tanjant vektorii Ly, (b'(0)) =wg dir. Ozel olarak, M;, iizerindeki sol

invaryant vektor alanlar W, ile gosterilirse,

Wm IO(—l = ai ' m=112'4

am fg—1

Bu vektor alanlar w= wy 1 + i;w,+i,w; +i;i,w, olmak {izere

WDw =w.1, W) =wi;, (W,),, =w.iji, oldugundan,

W, =w.1
=w;1+ijwy+i,ws +iji,wy (6.4)
= (WI’WZ’WB' W4-)

W, =w.i;
= (Wil +iywytipws +Higipwy)iy

= (W1i1 — W, + W3i1i2 — W, 12) (65)

(—aw, , Wy, —aw,, W3)
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W, = w.i4i,
= (Wil + iywytiws +igipwy) iy
= (wqiqiy — awyiy, — Bwsip + afwy) (6.6)
= (aPwy, —Bwsz, —aw,, wp)
elde edilir .
M;, * Lie cebiri igin Sp{Wy, W,, W, } dir.
c) E7de,

Mi, = {(W1, Wz, W3, Wy) | Wiw, + Bwawy = 0, (Wy, Wy, W3, wy) #0 }

verilen M;, hiperylizeyinde M;, gibi 3-boyutlu Lie grubu oldugu gosterilebilir.
Simdi M;, nin Lie cebirini olusturalim.

M;, " ile M;, nin lie cebirini gosterelim.
M;, iizerinde y(0) =1, yani y;(0) =1 y,(0) =vy3(0) =v4(0) = 0olan
bir egri
Y(® =v1(O1 +v2,(0i; + y3(Di; + v4(Digi; olsun.
Y1(©y2(t) + Bys(t)y4(t) = 0 esitliginin her iki tarafinin tiirevi alinirsa
Y1 (Dy2(0) + y1(Oyz (O + Byz (Dya (D) + Pys (D) (D =0

Eger t = 0 yazilirsa v, (t) = 0 elde edilir. Boylece Lie cebiri

§=§m<i) | m=134

ooy, o =1
formundaki vektorlerle olusturulur. & vektorii genellestirilmis bikompleks say1
olarak § =& +§&.i, +§,i1i, seklinde yazilabilir.
Wieer =8
i¢in M;, iizerindeki W sol invaryant vektor alanlarmi bulalim.
b(t) egrisi b(0) = 1 ve b’'(0) = & sartin1 saglayan bir egri olsun.
Bu durumda w genellestirilmis bikompleks say1 olmak iizere b egrisinin sol

Otelemest,

Ly (b(t) = wb(t) dir.
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Bunun tanjant vektorii L, (b’(0)) = wg dir. Ozel olarak, M; iizerindeki sol

iz

invaryant vektor alanlar W, ile gosterilirse,

Win leer = 8i , m=1,3,4

am fo—1

Bu vektor alanlar W= W11 + i1W2+12W3 + i112W4_ olmak tuzere

(Wl)W =W. 1 ) (W3)W = W. iz ) (W4)W = W. i1i2 Oldugundan

W, =w.1
= w1 +ijwytiws +ijiwy (6.7)
= (W1, Wp, W3, Wy)

W; =w.i,
= (Wil + igwytipwg +igiwy) iy

= (Wqlp + waigiy — Bwg — Bwyiy) (6.8)

(—Bwsz, —Bwa, w1, wy)
W, = w. iy,
= (W1l +iywy+iws +i3iwy) iy
= (Wilhi; — awyi; — Bwziy + afwy) (6.9)
= (apwy, —Bwz, —aw,, wp)
elde edilir.
M;,* Lie cebiri i¢in Sp{W;, W3, W, } dir.
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7. GENELLESTIRILMIiS BIKOMPLEKS SAYILARIN IR3 DE
UYGULAMALARI

7.1. Genellestirilmis Bikompleks Sayilarin IR3 de Uygulamalar

—
Mi3 = {(W1'W2'W3IW4) | WiWy — W W3 = 0 ) (W1, Wy, W3, W4_) =0 }

E* de bir hiper yiizey ve

SfxB = {(wy, Wy, w3, wy) € E*lw; 2 + aw,? + Bws? + apfw,? = 1} (7.1)
olmak tizere,
al cIR - Si; NM;,

a (t) = wy(t)tigwa(t)+Hiyws(t)Hiiawa(t) tE | egrisini ele alalim.
a (t) egrisini bir genellestirilmis bikompleks say1 gibi diisiinebiliriz.
a (t) = wy ()t wy(t)Hyws(t)+Higiawa(t) egrisine karsilik gelen matris

wi() —awy(t) —Bws(t)  aBwa (D)

N(at)) = xz Eg —‘(/xv\t\gzt) _\?v:v(‘ltgt) :Exz Eg = B(t) seklinde yazilabilir.

wa(t)  ws (D) w2 (1) w1 (1)
B(t) matrislerinin kiimesini G ile gosterirsek;

G={B(t) =N(a(®) | a(t) € Sign M,, } dir. (7.2)
1) G degismeli bir gruptur.
A(t) ve B(t) € G ise A(t). B(t) € G dir.
2) G bir Lie grubudur.Bu grubun R3 iizerine etkisini arastiralim.
A(t) € G igin,
A(t):R® > R3
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0 (017
_1y2 _ Ys
X= - Y() = A().

): 0 = AQ. [

Va _Y4_
w; —aw, —Bwsz aBfw,][0] 0
W» Wq —Bw,  —Bws||y2 _|Y2 (7.3)
W3  —0wWy Wi —Qw; | |V3 Y3
W,  Wg3 ) Wi 11Ya4l Ya

A(t) doniistimii
—aw,y, — Bwsys+ affw,y, = 0 olmak iizere bir-parametreli donme hareketi verir.
Bu donme hareketinin eksenini bulalim.

Bunun i¢in V(wy, w3, w,) olmak lizere A(t)V =V denklemini ¢6zelim.

W1y, — BWays — BwWsys =2
—OQW4Y, + W1y3 — AWy, = Y3

W3yp + Woy3 + Wiy, = Y4

Bu denklem sistem, homojen denklem sistemine indirgenir.

(wy — 1Dy, — Bwyys — Bwzy, =0
—aw,y; + (wg — L)ys —aw,y, =0

w3y, +wayz +(wy — 1)y, =0

Buradan sisteminin katsayilar matrisi,

w;—1 —Bw, —Bwy
A=| TWs wi—1 —aw, olup determinanti , (7.4)
W3 W, w; —1

detA= (w; — D[ (wy; — D2 +awi + B w3 —af wi] + 2aBw,. ws. w, dir.
Eger bu determinant sifirdan farki olursa sistemin tek ¢oziimii var olup

y2 =y3 = y4 = 0 dir ki, bu istenen ¢6ziim degildir. Donme ekseni bir
dogrudur. Dogrular 1-parametreli geometrik yerlerdir. O halde denklemin bir

parametreye bagli ¢6ziimleri bulunmalidir. Bunun i¢in detA=0 olmasi gerekir.
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(wy = D[ (wy — 1%+ aws +Bws —apwi]+ 2aBw,. ws.w, =0 dir.
Denklemin sonsuz ¢6ziimii vardir. Bu ¢oztimler (y,,ys, Vs ) dir.
Burada y,= A segilirse,
wiw, —wyawz =0
w2 + aw,? + Bws? + afw,? =1 (7.5)

Sartlart altinda
—Bw,ys = Bwzy, = — (wy — DA
ways + (Wi — 1y, = —wsd
elde edilir.
Bw,ys + Pwsy, = (wy; — 1A
wayz + (wy — 1y, = —wsd

Burada y; vey, bilinmeyenlerdir. 1. dereceden 2 bilinmeyenli denklem sistemi

gibi diistiniiliip gerekli islemler yapilirsa,

y2=A
_, Bwi—1D)w,—Bwz(Wy Wy —wWa+Bwawy)
_— (Wi W —Wo+Bwzwy)
Ya Bw,
O halde
- B(wi—1D)wy—Bwz(Wiwy—wyr+Bwzw,) (Wiwy—wyr+Bwzwy)
V=A(1, > , )dir.
BZ wg Bwy
Ornek 7.1.
1—2 2_2\/6 3—2\/-E 4—2\/—@ alinirsa,
1 1 1 1
. % P Bum
1 1 1 1
L 1 —B —B—
2Va 2 2\ ap 2./B
A=l 1 1 1 (7.6)
2/ 2/aB 2 QRPN
1 L L 1
2,/aB 2,/B 2V 2
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8. TARTISMA VE SONUC

Bu ¢aligmada genellestirilmis bikompleks sayilar tanimlanmis i,, i, ve iz birimlerine
gore eslenik, norm ve invers 6zellikleri incelenmistir. Genellestirilmis bikompleks
sayilarin reel matris gosterimi bulunmustur. Ayrica bir M hiperylizey tizerinde Lie
Grup ve Lie Cebir yapisi incelenerek genellestirilmis bikompleks sayilarin IR® de

uygulamasi verilmistir.
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