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ÖZET 
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AĞIRLIKLI NORM EŞİTSİZLİKLERİ 

 

SUCU, Derya 

Kırıkkale Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı, Yüksek Lisans Tezi 

Danışman: Doç. Dr. Rza MUSTAFAYEV 

Haziran 2016, 93 sayfa. 

 

Bu tez ilk bölümü giriş olmak üzere yedi temel bölümden oluşmaktadır. İkinci 

bölümde bazı temel tanım ve kavramlar verilmiştir. Üçüncü bölümde ölçülebilir 

fonksiyonun dağılım fonksiyonlarının ve artmayan yeniden düzenlenmelerinin 

tanımları ve bazı özellikleri ile bir ölçülebilir fonksiyonun medyanı ile ilgili 

özellikler verilmiştir. Dördüncü bölümde BMO uzayı ile ilgili önemli özellikler ifade 

edilmiştir. Beşinci bölümde ise John-Strömberg maksimal fonksiyonu ve onun lokal 

versiyonu tanımlanmış ve bazı özellikleri incelenmiştir. Altıncı bölümde ağırlıklı 

John-Strömberg maksimal fonksiyonu ve onun lokal versiyonu tanımlanmış ve 

fonksiyonun ağırlıklı yeniden düzenlenmesi ile bu fonksiyonun ağırlıklı John-

Strömberg maksimal fonksiyonunun ağırlıklı yeniden düzenlenmesi arasındaki 

bağıntılar ifade edilmiştir. Son bölümde ise ağırlıklı John-Strömberg maksimal 

fonksiyonu, Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu ve Calderón-Zygmund singüler 

integral operatörü üzerine ağırlıklı norm kestirimleri incelenmiştir. 

 

 

Anahtar Kelimeler: Dağılım fonksiyonu, artmayan yeniden düzenlenme, medyan,                                                   

Hardy-Littlewood  maksimal fonksiyonu, Calderón-Zygmund 

singüler integral operatörü, BMO uzayı. 
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Kırıkkale University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics, M. Sc. Thesis 

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Rza MUSTAFAYEV 

June 2016, 93 pages. 

 

This thesis consists of seven chapters including the introduction part. Some basic 

definitions and tools are given in the second chapter. The definition and some 

properties of distribution functions and non-increasing rearrangements of a 

measurable function, as well as the definition and main properties of median values 

of any measurable function are presented in the third chapter. BMO space is 

introduced and some main properties of functions from this space are expressed in 

the fourth chapter. John-Strömberg maximal function and its local version are 

defined and some properties of this function are investigated in the fifth chapter. 

Weighted version of John-Strömberg maximal function and its local version are 

introduced and relation between weighted non-increasing rearrangements of a 

function and weighted non-increasing rearrangements of its weighted John-

Strömberg maximal function are studied in the sixth chapter. In the last chapter, 

weighted norm inequalities related to the weighted John-Strömberg maximal 

functions, Hardy-Littlewood maximal functions and Calderón-Zygmund singular 

intergaral operators are expressed and proved. 

 

Key Words: Distribution function, non-increasing rearrangement, median, mean 

oscillation, local maximal function, weight, Hardy-Littlewood 

maximal function, Calderón-Zygmund singular intergaral operator.
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1. GİRİŞ

Maksimal operatörler, harmonik ve reel analizin en önemli operatörlerinden biridir ve

singüler integraller teorisinde, potansiyel teoride, diferensiyellenebilme teorisinde ve di-

ferensiyel denklemler teorisinde geniş ölçüde kullanılmaktadırlar ([1], [2], [3], [4], [5],

[6], [7]).

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu f ∈ Lloc
1 (Rn) olmak üzere

M f (x) : = sup
Q3x

1
|Q|

∫
Q
| f (y)|dy (x ∈ Rn)

şeklinde tanımlanır. Burada supremum x i içeren yan ayrıtları eksenlere paralel tüm Q

küpleri üzerinden alınmaktadır. M : f → M f operatörüne maksimal operatör denir.

Bilindiḡi gibi M, güçlü (p, p) ve zayıf (1,1) eşitsizliklerini saḡlar, yani 1< p<∞ olduḡunda

‖M f ‖p ≤ c‖ f ‖p,

p = 1 olduḡunda ise,

t|{x ∈ Rn : M f (x) > t}| ≤ c
∫
Rn
| f (x)|dx

eşitsizlikleri f den baḡımsız sabitlerle saḡlanır.

Hardy-Littlewood maksimal operatörü integrallenebilir deḡildir. Bunun yerine B,Rn de

herhangi bir yuvar olmak üzere f ∈ L1(B) ve supp f ⊂ B olduḡunda
∫

B M f (x)dx<∞ olması

için gerek ve yeter şart f ∈ L(1 + log+ L)(B) olmasıdır, yani

∫
B
| f (x)|(1 + log+ | f (x)|)dx <∞

dur.
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Kesin maksimal fonksiyon herhangi bir f ∈ Lloc
1 (Rn) için

M# f (x) ≡ f #(x) := sup
Q3x

1
|Q|

∫
Q
| f (y)− fQ|dy ≈ sup

Q3x
inf
c∈R

1
|Q|

∫
Q
| f (y)− c|dy (x ∈ Rn)

şeklinde ilk defa [8] de tanımlanmıştır. Burada fQ, f fonksiyonunun Q üzerinden orta-

lama deḡeridir. M# : f → M# f operatörüne Fefferman-Stein kesin maksimal operatörü

denir. M# f (x)≤ 2M f (x) olduḡundan Fefferman-Stein kesin maksimal fonksiyonu, Hardy-

Littlewood maksimal fonksiyonunun saḡladıḡı birçok özelliḡi saḡlar. Örneḡin, 1 < p ≤ ∞

için M#, güçlü (p, p) ve zayıf (1,1) eşitsizliklerini saḡlar. Fefferman-Stein kesin maksi-

mal fonksiyonu Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunundan farklı olarak fonksiyonun

salınımını ölçmeyi saḡlar.

Sınırlı orta salınımlı fonksiyonlar kümesi, BMO(Rn) uzayı, 1961 yılında F. John ve L. Ni-

renberg tarafından [9] da tanımlanmıştır ve fonksiyon uzayları ve singüler integraller teorisi

başta olmak üzere modern harmonik analizin gelişiminde önemli rol oynamaktadır:

f ∈ BMO(Rn) ⇔ M# f ∈ L∞(Rn).

Fonksiyonun salınımını ”ölçmek” için birçok yol mevcuttur. Bu yüksek lisans tezinde

ise ölçülebilir bir f fonksiyonunun salınımını incelemek için John [10] ve Strömberg

[11] tarafından tanımlanmış M#
0,α f maksimal fonksiyonunun ve onun lokal versiyonu olan

M#
0,α;Ω f maksimal fonksiyonunun detaylı olarak araştırılması planlanmaktadır (Burada Ω,

Rn nin herhangi bir ölçülebilir alt kümesidir). John-Strömberg maksimal fonksiyonunun

Fefferman-Stein kesin maksimal fonksiyondan üstün özelliḡi yalnız lokal integrallenebilir

fonksiyonlar için deḡil tüm ölçülebilir fonksiyonlar için tanımlı olmasıdır.

f , Rn üzerinde kompleks deḡerli, Lebesgue ölçülebilir bir fonksiyon olsun. 0 < α ≤ 1/2

olmak üzere M#
0,α f (x) ve M#

0,α;Ω f (x) aşaḡıdaki gibi tanımlıdır:

M#
0,α f (x) : = sup

Q3x
inf

c
(( f − c)χQ)∗(α|Q|) (x ∈ Rn), (1.1)
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M#
0,α;Ω f (x) : = sup

x∈Q⊂Ω

inf
c

(( f − c)χQ)∗(α|Q|) (x ∈ Rn). (1.2)

Burada c tüm kompleks sayıları, Q ise Rn de yan ayrıtları koordinat eksenlerine paralel

olan x i içeren tüm küpleri tarar. f ∗ fonksiyonu f fonksiyonunun soldan sürekli artmayan

yeniden düzenlenmesi olup,

f ∗(t) = inf{λ > 0 : |{x ∈ Rn : | f (x)| > λ}| < t} (t > 0)

eşitliḡi ile tanımlanabilr. Birçok durumda c ler üzerinden infimum almaya gerek kalmaz,

çünkü optimal deḡerler (medyan deḡerler) kullanılabilir. Belirtelim ki, reel deḡerli bir f

fonksiyonunun Q küpü üzerinden medyan deḡeri m f (Q),

|{x ∈ Q : f (x) > m f (Q)}| ≤
|Q|
2
,

|{x ∈ Q : f (x) < m f (Q)}| ≤
|Q|
2

eşitsizliklerini saḡlar ve tek olmak zorunda deḡildir. Kompleks deḡerli f = f1 + i f2 için,

m f (Q) = m f1(Q) + im f2(Q) olsun.

Rn üzerinde lokal integrallenebilen, negatif olmayan bir w fonksiyonuna aḡırlık fonksi-

yonu denir. M#
0,α f ve M#

0,α;Ω f fonksiyonlarının aḡırlıklı analogları aşaḡıdaki gibi tanımla-

nabilir: her x ∈ Rn için

M#
0,α,w f (x) : = sup

Q3x
inf
c∈R

(
( f − c)χQ

)∗
w(αw(Q)) (0 < α ≤ 1),

M#
0,α,w;Ω f (x) : = sup

x∈Q⊂Ω

inf
c∈R

(
( f − c)χQ

)∗
w(αw(Q)) (0 < α ≤ 1)

olsun. Burada f ∗w fonksiyonu f fonksiyonunun wdx ölçüsüne göre soldan sürekli artmayan

yeniden düzenlenmesi olup aşaḡıdaki eşitlik yardımıyla tanımlanabilir ve tektir:

f ∗w(t) = inf{λ > 0 : w({x ∈ Rn : | f (x)| > λ}) < t}.

3



1.1. Tezin Amacı

Fonksiyonun salınımını ”ölçmek” için birçok yol mevcuttur. Bu yüksek lisans tezinin

amacı ölçülebilir bir f fonksiyonun salınımını incelemek için John [10] ve Strömberg

[11] tarafından tanımlanmış M#
0,α f maksimal fonksiyonunun ve onun lokal versiyonu

olan M#
0,α;Ω f maksimal fonksiyonunun aḡırlıklı analoglarının özelliklerini detaylı olarak

araştırmak, bu operatörün M Hardy-Littlewood ve T Calderón-Zygmund singüler integ-

ral operatörü üzerinde nasıl davrandıḡını öḡrenmek ve aḡırlıklı John-Nirenberg uzayını

incelemektir.

1.2. Kaynak Özetleri

Öncelikle [12], [13] ve [14] kaynaklarından ölçülebilir bir fonksiyonun daḡılım fonksi-

yonu ve artmayan yeniden düzenlenmesinin tanım ve özellikleri öḡrenilmiştir. Genel

olarak [15], [16] ve [17] den yararlanarak ölçülebilir bir fonksiyonun medyan ve orta

salınımı incelenmiştir. [10], [11] ve [1] numaralı kaynaklardan yerel maksimal fonksi-

yonlarla alakalı bazı eşitsizlikler araştırılmıştır. [18] ve [19] numaralı kaynaklardan ise

aḡırlıklı lokal maksimal fonksiyonun bazı özellikleri araştırılmış, bu operatörün M Hardy-

Littlewood ve T Calderón-Zygmund singüler integral operatörü üzerinde nasıl davrandı-

ḡına bakılmış ve aḡırlıklı John-Nirenberg uzayı incelenmiştir.
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2. MATERYAL VE YÖNTEM

Bu tezde c, ana parametrelerden baḡımsız, her bir satırda deḡişebilen pozitif bir sabit

olarak kabul edilecektir. Herhangi bir A, B ifadeleri için, A ≤ cB olacak şekilde pozitif bir

c sabiti varsa bu durumda A . B yazılır. Eḡer A . B ve B . A aynı anda saḡlanırsa A ≈ B

yazılacak, A ve B birbirine denktir denilecektir.

Tez içerisinde kullanılacak küplerin yan ayrıtlarının, koordinat eksenlerine paralel olduḡu

kabul edilecektir. Bir λ > 0 ve Q küpü için λQ, merkezi Q nun merkezi ile aynı ve yan

ayrıt uzunluḡu, Q nun yan ayrıt uzunluḡunun λ katı olan bir küp belirtir. p ∈ [1,∞) için, p

nin eşleniḡi p′ = p/(p−1) dir.

Şimdi tezdeki konu bütünlüḡünün saḡlanması açısından kullanılacak uzayların tanımla-

rını ve bazı özelliklerini verelim:

(R,Σ,µ) totalσ-sonlu ölçü uzayını göstersin. M(R,µ),R üzerindeki genelleştirilmiş skaler-

deḡerli (reel veya kompleks) µ-ölçülebilir fonksiyonlar sınıfı veM0(R,µ) deM(R,µ) nün

µ hemen hemen her yerde sonlu elemanlarının sınıfı olsun.

p ∈ (0,∞] için,M(R,µ) üzerindeki ‖ · ‖p,R,µ fonksiyoneli

‖ f ‖p,R,µ :=


(∫
R
| f (x)|p dµ(x)

)1/p
, p <∞

esssupx∈R | f (x)|, p =∞

ile tanımlanır. Bu durumda Lebesgue uzayı

Lp(R,µ) := { f ∈M(R,µ) : ‖ f ‖p,R,µ <∞}

ile verilir ve bu haliyle ‖ · ‖p,R,µ, bir kuasi-norm tanımlar.
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Herbir E ∈ Σ için χE , E kümesinin karakteristik fonksiyonunu tanımlar. Herhangi bir E ∈ Σ

kümesi ve herbir f ∈ L1(E,µ) fonksiyonu için fE ile f nin E üzerinden ortalama deḡerini

gösterelim, yani fE = (1/µ(E)
∫

E f (x)dµ(x).

Rn üzerinde lokal integrallenebilen, negatif olmayan bir w fonksiyonuna aḡırlık fonksi-

yonu denir. Herhangi bir aḡırlık fonksiyonu yardımıyla w(E) =
∫

E w(x)dx ölçüsünü ele

alalım. w(x)≡ 1 olduḡunda, w(E) = |E| Lebesgue ölçüsüdür. w(Rn) = +∞ olarak alınacaktır.

A, Rn nin ölçülebilir bir alt kümesi olsun. A üzerinde w ≡ 1 olduḡunda kolaylık açısından

Lp(A,w) ve ‖ · ‖p,A,w yerine sırasıyla Lp(A) ve ‖ · ‖p,A yazılacaktır. Rn nin herbir K kompakt

alt kümesi için
∫

K | f (x)|pw(x)dx <∞ ise, bu durumda f lokal integrallenebilirdir denir ve

f ∈ Lloc
p,w(Rn) ile yazılır.

Tanım 2.1. p ∈ [1,∞) olsun. Bu durumda

Lp,∞(Rn) :=
{

f ∈M0(Rn) : ‖ f ‖Lp,∞(Rn) := sup
0<t<∞

t1/p f ∗(t) <∞
}

olarak verilen Lp,∞(Rn) fonksiyon sınıfına Lorentz uzayı denir ([14, s. 216]).

6



3. DAḠILIM FONKSİYONU VE ARTMAYAN YENİDEN DÜZENLENMELER

3.1. Artmayan Bir Fonksiyonun Tersi

Teorem 3.1 (Artmayan Bir Fonksiyonun Tersi). I ⊂ R soldan sınırlı bir aralık, u : I → R

artmayan bir fonksiyon, J ⊂ R, u(I) yı içeren en küçük aralık ve v : J→ R,

v(y) := inf{z ∈ I : u(z) < y}, y ∈ J

şeklinde tanımlı bir fonksiyon olsun. Bu takdirde aşaḡıdaki ifadeler doḡrudur:

(i) v artmayan ve soldan süreklidir;

(ii) v fonksiyonunun bir y0 ∈ J\{supI u} noktasında sıçrama yapması için gerek ve yeter

şart x1 < x2 olmak üzere bir (x1, x2) ⊂ I aralıḡındaki her x için u(x) = y0 olmasıdır;

(iii) I üzerinde x ≤ v(u(x)) eşitsizliḡi saḡlanır ve eşitsizliḡin kesin olması için gerek ve

yeter şart z > x olmak üzere bir [x,z] ⊂ I aralıḡı üzerinde u nun sabit olmasıdır;

(iv) Herhangi bir x0 ∈ I0 için y1 < y2 olmak üzere bir (y1,y2) ⊂ J aralıḡı üzerinde v(y) ≡

x0 olması için gerek ve yeter şart u nun x0 noktasında sıçrama yapması ve (y1,y2) ⊂

(u+(x0),u−(x0)) olmasıdır.

Özel olarak, eḡer u fonksiyonu kesin azalan ise, bu durumda v fonksiyonu u nun soldan

sürekli tersidir ve süreklidir.

İspat. (i) y1 < y2 olmak üzere y1, y2 ∈ J ise, bu durumda

{z ∈ I : u(z) < y1} ⊂ {z ∈ I : u(z) < y2}

7



dir ve

v(y1) = inf{z ∈ I : u(z) < y1} ≥ inf{z ∈ I : u(z) < y2} = v(y2),

saḡlanır. O halde v artmayan bir fonksiyondur.

v nin soldan sürekli olduḡunu göstermek için, y0 > inf J = infI u olacak şekilde bir y0 ∈ J

noktasını alalım. v(y0) ın tanımından, z > v(y0) olacak şekildeki her z ∈ I için u(z) < y0

saḡlanır. ε > 0 olmak üzere z0 ∈ I ∩ (v(y0),v(y0) + ε] noktasını alalım. Bu durumda her

y ∈ (u(z0),y0) için

v(y) := inf{z ∈ I : u(z) < y} ≤ z0 ≤ v(y0) +ε,

saḡlanır. Yani v fonksiyonu y0 noktasında soldan süreklidir.

(ii) y0 < sup J = supI u olmak üzere bir y0 ∈ J noktasında v+(y0) < v(y0) olsun. v(y0) ın

tanımından ve u artmayan olduḡundan, her z < v(y0) için u(z) ≥ y0 saḡlanır. Diḡer yandan,

eḡer v+(y0) < x < v(y0) ise, v azalan olduḡundan, her y > y0 için v(y) < x tir ve dolayısıyla

her y > y0 için u(x) < y dir. O halde u(x) ≤ y0 saḡlanır. Böylece her z ∈ (v+(y0),v(y0)) için

u(z) ≡ y0 dır.

Tersine, x1 < x2 olmak üzere, bir (x1, x2) ⊂ I aralıḡı üzerinde u(x) ≡ y0 olsun ve y0 <

sup J = supI u saḡlansın. Bu durumda v(y0) ın tanımından, v(y0) ≥ x2 dir. Diḡer taraftan,

eḡer y ∈ (y0,sup J) ise, her x ∈ (x1, x2) için, u(x) = y0 < y saḡlanır ve böylece v(y) nin

tanımından v(y) ≤ x tir. x→ x1− için limit alınırsa, her y ∈ (y0,sup J) için v(y) ≤ x1 elde

edilir. Özel olarak v+(y0) ≤ x1 dir. O halde

v+(y0) ≤ x1 < x2 ≤ v(y0)

doḡrudur.

(iii) v(y) nin tanımında y = u(x) alınırsa, v(u(x)) ≥ x elde edilir.

Eḡer v(u(x)) > x, x ∈ I ise, bu durumda u(z) ≥ u(x) olacak şekilde bir z ∈ I, z > x vardır,
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fakat u fonksiyonu artmayan olduḡundan, [x,z] üzerinde u ≡ u(x) tir. Tersine, bir [x,z] ⊂ I

aralıḡı üzerinde u ≡ const. ise, v(u(x)) ≥ z > x saḡlanır.

(iv) y1 < y2 olmak üzere bir (y1,y2) ⊂ J aralıḡı üzerinde v ≡ x0 ∈ I0 olsun. Eḡer z ∈ I,

z < x0 ise, her y ∈ (y1,y2) için v(y) nin tanımından u(z) ≥ y dir. y→ y2− için limit alınırsa,

u(z) ≥ y2 elde edilir, böylece u−(x0) ≥ y2 saḡlanır. Diḡer yandan, eḡer z ∈ I, z > x0 ise, v(y)

nin tanımından, her y ∈ (y1,y2) için u(z) < y dir. y→ y1+ için limit alınırsa, u(z) ≤ y1 elde

edilir, böylece u+(x0) ≤ y1 saḡlanır.

Tersine, y ∈ (u+(x0),u−(x0)) olsun. Eḡer z > x0 ise, u(z) < y dir, ve böylece v(y) ≤ x0

saḡlanır. Diḡer taraftan u ve v artmayan olduḡundan ve (iii) den, x < x0 olacak şekilde her

x ∈ I için,

x ≤ v(u(x)) ≤ v(u−(x0)) ≤ v(y) ≤ x0

saḡlanır. x→ x0− için limit alınırsa, her y ∈ (u+(x0),u−(x0)) için v(y) = x0 elde edilir.

Son olarak, u kesin artan olsun. Bu durumda (i) ve (ii) den v fonksiyonu süreklidir. (iii)

den, her x ∈ I için v(u(x)) = x saḡlanır ki bu v fonksiyonunun u fonksiyonunun sol tersi

olduḡunu kanıtlar. Böylece ispat tamamlanır. �

3.2. Daḡılım Fonksiyonları

Bu alt bölümde aḡırlıklı olarak [14, Bölüm 2, Kısım 1] den yararlanılacaktır.

(R,µ) total σ-sonlu ölçü uzayını göstersin. M(R,µ), R üzerindeki genelleştirilmiş skaler-

deḡerli (reel veya kompleks) µ-ölçülebilir fonksiyonlar sınıfı veM0(R,µ) deM(R,µ) nün

µ hemen hemen her yerde sonlu elemanlarının sınıfı olsun.
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Tanım 3.1. f , fn ∈M(R,µ), n = 1, 2, . . . olsun. Her ε > 0 için

n > n0 ⇒ µ({x ∈ R : | fn(x)− f (x)| > ε}) < ε

saḡlanacak şekilde bir n0 ∈ N sayısı varsa, { fn}n dizisi f e ölçüsel yakınsaktır denir.

Not 3.1. Yukarıdaki tanım aşaḡıdaki ifadeye denktir:

her ε > 0 için lim
n→∞

µ({x ∈ R : | fn(x)− f (x)| > ε}) = 0.

Vektör uzayı işlemleri M0(R,µ) üzerinde iyi tanımlıdır ve bu vektör uzayında topoloji

sonlu ölçülü kümeler üzerinde ölçüsel yakınsaklık yardımıyla verildiḡindeM0(R,µ) metrik-

leşebilen topoloji vektör uzay olur: {S n}
∞
n=1, (R,µ) nin

⋃∞
n=1 S n = R özelliḡini saḡlayan

sonlu ölçülü ayrık alt kümeleri dizisi olsun. Herbir f , g ∈M0(R,µ) için

d( f ,g) =

∞∑
n=1

2−n 1
µ(S n)

∫
S n

| f −g|
1 + | f −g|

dµ

metriḡini tanımlayalım. Bu durumda (M0,d) bir tam metrik uzaydır ve (M0,d) de fn →

f olması için gerek ve yeter koşul her bir sonlu ölçülü küme üzerinde fn → f ölçüsel

yakınsak olmasıdır.

Tanım 3.2. f ∈M0(R,µ) olmak üzere

µ f (λ) = µ({x ∈ R : | f (x)| > λ}), (λ ≥ 0) (3.1)

olarak tanımlanan µ f fonksiyonuna f nin daḡılım fonksiyonu denir.

Dikkat edilmelidir ki µ f yalnızca f fonksiyonunun mutlak deḡeri | f | e baḡlıdır ve µ f , +∞

deḡerini alabilir.
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Tanım 3.3. f ∈M0(R,µ) ve g ∈M0(S , ν) olmak üzere, eḡer f ve g aynı daḡılım fonksi-

yonuna sahipse, yani, her λ ≥ 0 için µ f (λ) = νg(λ) saḡlanıyorsa, f ve g ye eş ölçülebilirdir

denir.

f ve g eş ölçülebilir fonksiyonlar olsalar da

µ({x : f (x) ≥ λ}) = µ({x : g(x) ≥ λ}) (λ ≥ 0). (3.2)

eşitliḡi genellikle doḡru deḡildir.

Örneḡin, f (x) = (2/π)arctan x ve g(x) ≡ 1 fonksiyonları eş ölçülebilir olmalarına raḡmen

|{x : f (x) ≥ 1}| = 0 ve |{x : g(x) ≥ 1}| =∞ dur.

Önerme 3.1. f , g, fn ∈ M0(R,µ), n = 1,2, . . . ve a, sıfırdan farklı bir skaler olsun. Bu

durumda µ f daḡılım fonksiyonu [0,∞) üzerinde negatif olmayan, artmayan ve saḡdan

süreklidir. Ayrıca,

|g| ≤ | f | µ−h.h.y. =⇒ µg ≤ µ f ; (3.3)

µa f (λ) = µ f (λ/|a|), (λ ≥ 0); (3.4)

µ f +g(λ1 +λ2) ≤ µ f (λ1) +µg(λ2), (λ1, λ2 ≥ 0); (3.5)

| f | ≤ liminf
n→∞

| fn| µ−h.h.y. =⇒ µ f ≤ liminf
n→∞

µ fn; (3.6)

saḡlanır. Özel olarak,

| fn| ↑ | f | µ−h.h.y. =⇒ µ fn ↑ µ f (3.7)

dir.

İspat. µ f in negatif olmayan ve artmayan olduḡu açıktır. Saḡdan sürekliliḡi göstermek

için

E(λ) = {x : | f (x)| > λ}, (λ ≥ 0)
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olsun ve λ0 ≥ 0 alalım. λ azaldıkça E(λ) kümeleri artar ve

E(λ0) =
⋃
λ>λ0

E(λ) =

∞⋃
n=1

E
(
λ0 +

1
n

)

saḡlanır. Dolayısıyla, monoton yakınsaklık teoreminden,

µ f

(
λ0 +

1
n

)
= µ

(
E

(
λ0 +

1
n

))
↑ µ(E(λ0)) = µ f (λ0)

elde edilir. O halde µ f saḡdan süreklidir.

(3.3) ve (3.4) özellikleri Tanım 3.2 nin direkt sonuçlarıdır.

{x : | f (x) + g(x)| > λ1 +λ2} ⊆ {x : | f (x)| > λ1}∪ {x : |g(x)| > λ2}

olduḡundan (3.5) saḡlanır. (3.6) yı göstermek için, λ ≥ 0 ve

E = {x : | f (x)| > λ}, En = {x : | fn(x)| > λ}, (n = 1,2, . . .)

olsun. E ⊂
⋃∞

m=1
⋂

n>m En olduḡu açıktır. O halde, her m = 1,2, . . . için

µ

⋂
n>m

En

 ≤ inf
n>m

µ(En) ≤ sup
m

inf
n>m

µ(En) = liminf
n→∞

µ(En)

doḡrudur. Fakat
⋂

n>m En, m ye göre artandır, ve monoton yakınsaklık teoremini uygula-

yarak

µ(E) ≤ µ

 ∞⋃
m=1

⋂
n>m

En

 = lim
m→∞

µ

⋂
n>m

En

 ≤ liminf
n→∞

µ(En)

elde edilir. O halde (3.6) doḡrudur.

Şimdi | fn| ↑ | f | µ-h.h.y. ⇒ µ fn ↑ µ f olduḡunu gösterelim. Öncelikle, bir önceki iddiadan,

µ f ≤ limn→∞µ fn dir. Diḡer yandan, | fn| ≤ | f | µ-h.h.y. olduḡundan, µ fn ≤ µ f tir. Sonuç

olarak, limn→∞µ fn ≤ µ f saḡlanır. O halde, limn→∞µ fn = µ f tir. �
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Örnek 3.1. f negatif olmayan bir basit fonksiyon olmak üzere, f in µ f daḡılım fonksi-

yonunu hesaplamak faydalı olacaktır. E j kümeleri R nin sonlu µ-ölçülü, ikili ayrık alt

kümeleri ve a1 > a2 > · · · > an > 0 olmak üzere

f (x) =

n∑
j=1

a jχE j(x) (3.8)

fonksiyonunu ele alalım. Eḡer λ ≥ a1 ise, µ f (λ) = 0 olduḡu açıktır. Fakat, eḡer a2 ≤ λ < a1

ise, bu durumda f (x), E1 üzerinde λ dan kesin büyüktür ve bu yüzden µ f (λ) = µ(E1) dir.

Benzer şekilde, eḡer a3 ≤ λ < a2 ise, bu durumda f (x), E1 ∪ E2 üzerinde λ dan kesin

büyüktür ve µ f (λ) = µ(E1∪E2) = µ1(E1) +µ(E2) dir. Genel olarak,

m j =

j∑
i=1

µ(Ei), (i = 1,2, . . . ,n) (3.9)

ve an+1 := 0 olmak üzere

µ f (λ) =

n∑
j=1

m jχ[a j+1,a j)(λ), (λ ≥ 0) (3.10)

dır.

3.3. Artmayan Yeniden Düzenlenmeler

Bu alt bölümde genel olarak [12], [13] ve [14] ten yararlanılacaktır.

Bu alt bölüm boyunca (R,Σ,µ) keyfi bir ölçü uzayı olarak alınacaktır.

Tanım 3.4. µ(A) > 0 ve Σ nın B ⊂ A olacak şekildeki her B elemanının ölçüsü ya 0 ya da

µ(A) ise, A ∈ Σ kümesine µ ölçüsünün bir atomudur denir.

A1 ve A2 iki atom olmak üzere, A1 ve A2 birbirinden farklıysa, yani, d(A1,A2)> 0 ise (diḡer
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bir deyişle, A1 ve A2 denk deḡilse), o halde µ(A1 ∩ A2) = 0 dir. Gerçekten, d(A1,A2) =

µ(A1 M A2) = µ(A1\A2) +µ(A2\A1) > 0 olduḡundan µ(A1\A2) > 0 veya µ(A2\A1) > 0 dır.

Genelliḡi bozmadan µ(A1\A2) > 0 olduḡunu kabul edelim. A1 kümesi atom ve A1\A2 ⊂ A1

olduḡu için µ(A1) = µ(A1\A2) dir. Böylece µ(A1∩A2) = µ(A1)−µ(A1\A2) = 0 dir.

Dolayısıyla ikili denk olmayan en fazla sayılabilir sayıda An atom kümeleri vardır. Eḡer

µ
(
R\

⋃∞
n=1 An

)
= 0 oluyorsa, µ ölçüsüne tamamen atomiktir denir. Eḡer hiç atom yoksa, µ

ye atomsuzdur denir.

Örnek 3.2. Lebesgue ölçüsü m, [a,b] aralıḡının ölçülebilir her A kümesi üzerinde atom-

suzdur. Ayrıca, keyfi α ∈ [0,m(A)] sayısı için m(B) = α olacak şekilde bir B ⊂ A kümesi

vardır.

İspat. Lebesgue ölçüsünün sayılabilir toplamsallıḡından, F(x) = m(A∩ [a, x)) fonksiyonu

süreklidir. Ortalama deḡer teoreminin uygulanmasıyla ispat tamamlanır. �

Teorem 3.2 (Sierpinski Teoremi). µ atomsuz bir ölçü olsun. Bu durumda, her α ∈ [0,µ(R)]

için µ(A) = α olacak şekilde bir A ∈ Σ kümesi vardır.

Tanım 3.5. f ∈M0(R,µ) olsun.

f ∗(t) =


esssupx∈R | f (x)|, t = 0,

inf{λ : µ f (λ) < t}, t > 0.
(3.11)

olarak [0,∞) üzerinde tanımlanan f ∗ fonksiyonuna f nin artmayan yeniden düzenlenmesi

denir.

Burada inf ∅ =∞ olduḡu kabul edilmiştir. Böylece, her λ ≥ 0 için µ f (λ) ≥ t ise, f ∗(t) =∞
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dur. Ayrıca, eḡer (R,µ) sonlu ölçülü bir uzay ise, bu durumda µ f daḡılım fonksiyonu µ(R)

ile sınırlıdır ve dolayısıyla her t ≥ µ(R) için f ∗(t) = 0 dır. Bu durumda, f ∗ fonksiyonuna

[0,µ(R)) üzerinde tanımlı denilebilir.

Tanımdan görüldüḡü gibi, f ∗ fonksiyonu (0,∞) üzerinde f fonksiyonunun daḡılım fonksi-

yonu µ f in genelleştirilmiş tersidir. Ayrıca dikkat edilmelidir ki, µ f in sürekli ve azalan

olması durumunda f ∗, uygun bir aralık üzerinde µ f in tersidir.

Örnek 3.3. (a) Şimdi, (3.8) de verilen f basit fonksiyonunun artmayan yeniden düzen-

lenmesini hesaplayalım. t > m3 ise (3.11) den, f ∗(t) = 0 dır. Ayrıca, m3 ≥ t > m2 ise,

f ∗(t) = a3 ve m2 ≥ t > m1 ise, f ∗(t) = a2 dir. Bu şekilde devam edilerek

f ∗(t) =

n∑
j=1

a jχ(m j−1,m j](t), (t ≥ 0), (3.12)

elde edilir. Belirtelim ki burada m0 = 0 alınmıştır.

|{t : f ∗(t) > λ}| =
n∑

j=1

m jχ[a j+1,a j)(λ) = µ f (λ) (λ ≥ 0),

olduḡu kolayca görülebilir. Sonuç olarak (3.8) ile verilen her f basit fonksiyonu için f ve

f ∗ eş ölçülebilirdir.

Geometrik olarak, aslında f ∗ artmayan düzenlenmesini elde etmek için, f fonksiyonunun

grafiḡindeki dikey blokları artmayan bir sırada yeniden düzenlemekteyiz; f ∗ ın sıçrama

noktalarındaki deḡerleri soldan süreklilik yardımıyla elde edilmektedir.

(b) Bazen fonksiyonu dikey bloklar yerine yatay bloklara ayırmak daha kullanışlı olmak-

tadır. Bu sayede (3.8) de verilen f basit fonksiyonu aşaḡıdaki gibi de gösterilebilir:

f (x) =

n∑
k=1

bkχFk(x). (3.13)
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Burada bk lar pozitif sabitler ve Fk kümeleri sonlu ölçülüdür ayrıca F1 ⊂ F2 ⊂ · · · ⊂ Fn

olacak şekilde artan bir dizi oluştururlar. (3.8) ile karşılaştırma yapılırsa,

bk = ak −ak+1, Fk =

k⋃
j=1

E j, (k = 1,2, . . . ,n).

Bu durumda

f ∗ =

n∑
k=1

bkχ(0,µ(Fk)]. (3.14)

Önerme 3.2. f , g, ve fn, (n = 1,2, . . .), M0(R,µ) üzerinde tanımlı fonksiyonlar ve a keyfi

bir skaler olsun. f ∗ ın artmayan yeniden düzenlenmesi negatif olmayan, artmayan ve

[0,∞) üzerinde soldan sürekli bir fonksiyondur. Ayrıca,

(i) f ∗ ın t0 < µ(R) noktasında sıçrama yapması için gerek ve yeter şart λ1 < λ2 olmak üzere

bir (λ1,λ2) aralıḡındaki her λ için µ f (λ) = t0 olmasıdır;

(ii) Her λ > 0 için λ ≤ f ∗(µ f (λ)) eşitsizliḡi saḡlanır ve eşitsizliḡin kesin olması için gerek

ve yeter şart z > λ olmak üzere bir [λ,z] ⊂ I aralıḡı üzerinde µ f in sabit olmasıdır;

(iii) t1 < t2 olmak üzere bir (t1, t2) aralıḡı üzerindeki her t ve bir λ0 > 0 için f ∗(t)≡ λ0 olması

için gerek ve yeter şart µ f in λ0 noktasında sıçrama yapması ve (t1, t2) ⊂ (µ(λ0),µ(λ0−))

olmasıdır;

(iv)

µ f ( f ∗(t)) ≤ t, ( f ∗(t) <∞); (3.15)

(v)

|g| ≤ | f | µ− a.e. =⇒ g∗ ≤ f ∗; (3.16)

(vi)
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(a f )∗ = |a| f ∗; (3.17)

(vii)

( f g)∗(t1 + t2) ≤ f ∗(t1)g∗(t2), (t1, t2 ≥ 0); (3.18)

(viii)

( f + g)∗(t1 + t2) ≤ f ∗(t1) + g∗(t2), (t1, t2 ≥ 0); (3.19)

(ix) Eḡer { fn}n dizisi bir f fonksiyonuna ölçüsel yakınsak ise, bu durumda f ∗(t) nin bütün

süreklilik noktalarında f ∗n (t)→ f ∗(t) dir;

(x) Eḡer | fn| ≤ g ve fn→ f µ-h.h.y. ise, bu durumda her t > 0 için ( f − fn)∗(t)→ 0 dır;

Özel olarak,

| fn| ↑ | f | µ−h.h.y. =⇒ f ∗n ↑ f ∗;

(xi)

| f | ≤ liminf
n→∞

| fn| µ−h.h.y. =⇒ f ∗ ≤ liminf
n→∞

f ∗n ; (3.20)

(xii)

f ve f ∗ eş ölçülebilirdir; (3.21)

(xiii)

(| f |p)∗ = ( f ∗)p, (0 < p <∞). (3.22)

İspat. f ∗ ın negatif olmayan, artmayan ve soldan sürekli olması ayrıca (i), (ii) ve (iii)

özelliklerinin saḡlanması, Teorem 3.1 den ve µ f (λ) daḡılım fonksiyonunun artmayanlıḡın-

dan elde edilir. (v) ve (vi), 3.1 ve artmayan yeniden düzenlenme tanımından direk elde

edilir.

(iv) t > 0 ve λ= f ∗(t)<+∞ olsun. (3.11) den, µ f (λn)< t olacak şekilde λn ↓ λ dizisi vardır.
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Böylece µ f in saḡdan sürekliliḡinden

µ f ( f ∗(t)) = µ f (λ) = lim
n→∞

µ f (λn) ≤ t.

elde edilir. Diḡer yandan,

µ f ( f ∗(0)) = µ({x : | f (x)| > esssup
x∈R

| f (x)}) = 0

dır. Bu ise (3.15) i ispatlar.

(vii) ε > 0 yeterince küçük olmak üzere, f ∗(t1−ε) = a ve g∗(t2−ε) = b alalım.

{x : | f (x)g(x)| > ab} ⊂ {x : | f (x)| > a}∪ {x : |g(x)| > b}

olduḡundan

µ f g(ab) ≤ µ f (a) +µg(b) ≤ t1 + t2−2ε < t1 + t2

eşitsizliḡi doḡrudur. Böylece

( f g)∗(t1 + t2) ≤ ab = f ∗(t1−ε)g∗(t2−ε)

saḡlanır. Yeniden düzenlenmenin soldan sürekliliḡinden ispat tamamlanır.

(viii) Dikkat edelim ki her f ∈M0(R) için

(
e| f |

)∗(t) = e f ∗(t) (t > 0)

eşitliḡi doḡrudur.

Gerçekten,

(
e| f |

)∗(t) = inf
{
λ ≥ 0 : µ

({
x : e| f (x)| > λ

})
< t

}
= inf

{
λ ≥ 1 : µ

({
x : e| f (x)| > λ

})
< t

}
18



= inf
{
λ ≥ 1 : µ({x : | f (x)| > lnλ}) < t

}
= einf

{
lnλ≥1:µ({x: | f (x)|>lnλ})<t

}
= einf

{
λ≥0:µ({x: | f (x)|>λ})<t

}
= e f ∗(t)

dir.

O halde, (vii) kullanılarak,

e( f +g)∗(t1+t2) =
(
e| f +g|)∗(t1 + t2)

≤
(
e| f | e|g|

)∗(t1 + t2)

≤
(
e| f |

)∗(t1)
(
e|g|

)∗(t2)

= e f ∗(t1)eg∗(t2)

elde edilir, böylece (viii) saḡlanır.

(ix) { fn}n dizisi f fonksiyonuna ölçüsel yakınsak olsun. O halde her ε > 0 ve δ > 0 için

n > n0 ⇒ µ({x ∈ R : | fn(x)− f (x)| > ε}) < δ

olacak şekilde bir n0(ε,δ) vardır. Böylece

n > n0 ⇒ ( fn− f )∗(δ) ≤ ε

dur. (viii) den, her t > 0 ve n ∈ N için,

f ∗(t +δ) ≤ f ∗n (t) + ( f − fn)∗(δ)

ve

f ∗n (t) ≤ f ∗(t−δ) + ( f − fn)∗(δ)

yani,

f ∗(t +δ)− ( f − fn)∗(δ) ≤ f ∗n (t) ≤ f ∗(t−δ) + ( f − fn)∗(δ)
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eşitsizliḡi saḡlanır. Elde edilen son iki eşitsizlik kullanılarak, her ε > 0, δ > 0 ve yeterince

büyük n için

f ∗(t +δ)−ε ≤ f ∗n (t) ≤ f ∗(t−δ) +ε

eşitsizliḡi elde edilir. Eḡer f ∗(t) fonksiyonu t de sürekli ise, bu eşitsizlik

lim
n→∞

f ∗n (t) = f ∗(t)

olduḡunu gösterir.

(x) | fn| ≤ g ve R üzerinde fn→ f µ-h.h.y. olsun. Her ε > 0 için

R = {x ∈ R : |g(x)| ≤ ε/2}∪ {x ∈ R : |g(x)| > ε/2} ≡ E1∪E2

dir. Böylelikle

esssup
x∈E1

|g(x)| ≤ ε/2 ve µ(E2) <∞

saḡlanır.

esssup
x∈E1

| f (x)− fn(x)| ≤ 2esssup
x∈E1

|g(x)| ≤ ε/2

olduḡu açıktır. µ(E2) <∞ olduḡundan, R üzerinde hemen hemen her yerde fn(x)→ f (x)

olması E2 üzerinde fn in f e ölçüsel yakınsak olduḡunu gösterir, yani,

n > n0 ⇒ µ({x ∈ E2 : | fn(x)− f (x)| > ε}) < ε

olacak şekilde bir n0 = n0(ε) ∈ N vardır.

Sonuç olarak,

n > n0 ⇒ µ({x ∈ R : | fn(x)− f (x)| > ε}) < ε

saḡlanır, yani, R de ( fn− f ), 0 a ölçüsel yakınsaktır. (ix) dan her t > 0 için ( f − fn)∗(t)→ 0

dır.

(xi) Fn = infm≥n | fm| ve h = liminfn→∞ | fn| = supn≥1 Fn alalım. Fn ↑ h olduḡundan, (x) dan,
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n→∞ için F∗n ↑ h∗ dır. Hipotezden | f | ≤ h saḡlanır, böylece f ∗ ≤ h∗ = supn F∗n dir. m ≥ n

için Fn ≤ | fm| olduḡundan, m ≥ n olmak üzere F∗n ≤ f ∗m dir; o halde F∗n ≤ infm≥n f ∗m dır.

Bu özelliklerin hep birlikte ele alınmasıyla, f ∗ ≤ h∗ ≤ supn infm≥n f ∗m = liminfn→∞ f ∗n elde

edilir.

(xii)M0 üzerinde tanımlı keyfi bir f fonksiyonu için, fn ↑ | f | olacak şekilde fn, (n = 1,2, . . .)

negatif olmayan basit fonksiyonlar dizisi bulunabilir. Açıktır ki (karş. Örnek 3.3 (a)) herbir

n ıçin, fn ve f ∗n fonksiyonları eş ölçülebilirdir, yani,

µ fn(λ) = m f ∗n (λ), (λ ≥ 0) (3.23)

saḡlanır. Fakat fn ↑ | f | ve f ∗n ↑ f ∗ ((3.20) den) olduḡundan, (3.6), (3.23) teki her daḡılım

fonksiyonuna uygulanırsa,

µ f (λ) = m f ∗(λ), (λ ≥ 0) (3.24)

elde edilir. O halde (3.21) de iddia edildiḡi gibi f ve f ∗ eş ölçülebilirdir.

(xiii) Son olarak, (3.24) ten

µ| f |p(λ) = µ f
(
λ1/p) = m f ∗

(
λ1/p) = m( f ∗)p(λ), (λ ≥ 0)

eşitliḡi doḡrudur. (3.11) kullanılarak artmayan yeniden düzenlenmelere geçilirse, (3.22)

elde edilir. �

Sonuç 3.1. f ∈M0(R,µ) olsun. Eḡer f ∗(t), µ f (λ) nın bir süreklilik noktası ise µ f ( f ∗(t)) = t

ve eḡer f ∗(t), µ f (λ) nın bir süreksizlik noktası ise µ f ( f ∗(t)) ≤ t dir. Benzer şekilde, eḡer

µ f (λ), f ∗(t) nin bir süreklilik noktası ise, f ∗(µ f (λ)) = λ ve eḡer µ f (λ), f ∗(t) nin bir

süreksizlik noktası ise f ∗(µ f (λ)) ≥ λ dır.
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Teorem 3.3. Artmayan yeniden düzenlenme tektir.

İspat. Kabul edelim ki f ∗1 ve f ∗2 aynı f fonksiyonunun iki farklı yeniden düzenlenmesi

olsunlar. f ∗2 (t0) > f ∗1 (t0) olsun. f ∗2 (t0)− ε > f ∗1 (t0) olacak şekilde bir ε > 0 alalım. f ∗1

ın soldan sürekliliḡinden f ∗1 (t) < f ∗2 (t0)− ε olacak şekilde bir [t1, t0] aralıḡı vardır. Bu

durumda

|{t : f ∗2 (t) > f ∗2 (t0)−ε}| ≥ t0,

ve

|{t : f ∗1 (t) > f ∗2 (t0)−ε}| ≤ t1 < t0

eşitsizlikleri doḡrudur. Böylece f ∗1 ve f ∗2 eş ölçülebilir deḡildir ve bu f ∗1 ve f ∗2 ın f ile eş

ölçülebilir olmasıyla çelişir. �

Not 3.2. f ∗ ın artmayan yeniden düzenlenmesi aşaḡıdaki şekilde de ifade edilebilir:

f ∗(t) = sup
|E|=t

ess inf
x∈E

| f (x)|, t ∈ (0,∞), (3.25)

(bkz., örneḡin, [20, p. 33] ve [21]).

Aşaḡıdaki önermede Lp-normlarının, daḡılım fonksiyonu ve artmayan yeniden düzenlenme

yardımıyla alternatif bir tanımı verilmiştir.

Önerme 3.3. f ∈M0(R,µ) olsun. Eḡer 0 < p <∞ ise, bu durumda

∫
R

| f |p dµ = p
∫ ∞

0
λp−1µ f (λ)dλ =

∫ ∞

0
f ∗(t)p dt (3.26)

dir.

İspat. (3.6), (3.20), ve monoton yakınsaklık teoreminden, keyfi negatif olmayan basit
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f fonksiyonu için (3.26) nın saḡlandıḡını göstermek yeterlidir. f fonksiyonu (3.8) for-

munda yazıldıḡında, bu fonksiyonun artmayan yeniden düzenlenmesi f ∗ ın (3.12) olduḡu

gösterilmişti. Fakat, bu durumda (3.9) dan açıktır ki

∫
| f |p dµ =

n∑
j=1

ap
jµ(E j) =

n∑
j=1

ap
j m((m j−1,m j]) =

∫ ∞

0
( f ∗)p dm

dir. Benzer şekilde (3.8) ve (3.10) gösterilimleri ve µ f daḡılım fonksiyonu kullanılarak,

p
∫ ∞

0
λp−1µ f (λ)dλ = p

n∑
j=1

m j

∫ a j

a j−1

λp−1 dλ

=

n∑
j=1

(ap
j −ap

j+1)m j =

n∑
j=1

ap
jµ(E j) =

∫
| f |p dµ,

elde edilir. Burada üçüncü eşitlik (3.9) ve kısmi toplam formülünden elde edilir. �

Lemma 3.1. g, (R,µ) üzerinde negatif olmayan bir basit fonksiyon ve E,R nin µ-ölçülebilir

keyfi bir alt kümesi olsun. Bu durumda

∫
E

gdµ ≤
∫ µ(E)

0
g∗(s)ds (3.27)

eşitsizliḡi doḡrudur.

İspat. g fonksiyonunu (3.13) formunda yazalım. Böylece F1 ⊂ F2 ⊂ · · · ⊂ Fn ve b j > 0,

( j = 1,2, . . . ,n) olmak üzere

g(x) =

n∑
j=1

b jχF j(x)

dir. Artmayan yeniden düzenlenme için (3.14) kullanılırsa,

∫
E

gdµ =

n∑
j=1

b jµ(E∩F j) ≤
n∑

j=1

b j ·min{µ(E),µ(F j)} =
n∑

j=1

b j

∫ µ(E)

0
χ(0,µ(F j)](s)ds

=

∫ µ(E)

0
g∗(s)ds
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elde edilir. �

Teorem 3.4 (G.H. Hardy ve J.E. Littlewood). f ve g, M0 =M0(R,µ) üzerinde tanımlı

fonksiyonlar olmak üzere

∫
R
| f g|dµ ≤

∫ ∞

0
f ∗(s)g∗(s)ds (3.28)

eşitsizliḡi saḡlanır.

İspat. f ∗ ve g∗ fonksiyonları, f ve g fonksiyonlarının yalnızca mutlak deḡerlerine baḡlı

oldukları için, (3.28) eşitsizliḡini yalnızca negatif olmayan f ve g fonksiyonları için gös-

termek yeterlidir. O halde, (3.20) ve monoton yakınsaklık teoreminden, f ve g yi basit

fonksiyonlar olarak ele almak da genelliḡi bozmaz. Bu durumda, E1 ⊂ E2 ⊂ · · · ⊂ Em ve

a j > 0, ( j = 1,2, . . . ,m) (bkz. (3.13)) olmak üzere

f (x) =

m∑
j=1

a jχE j(x)

yazılabilir. Öyleyse (karş. (3.14))

f ∗(t) =

m∑
j=1

a jχ(0,µ(E j)](t)

doḡrudur. Böylece, Lemma 3.1 den,

∫
| f g|dµ =

m∑
j=1

a j

∫
E j

gdµ ≤
m∑

j=1

a j

∫ µ(E j)

0
g∗(s)ds

=

∫ ı

0

m∑
j=1

a jχ(0,µ(E j)](s)g∗(s)ds

=

∫ ı

0
f ∗(s)g∗(s)ds

saḡlanır ve ispat tamamlanır. �
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g, pozitif t ölçülü bir E kümesinin karakteristik fonksiyonu olduḡunda, (3.28) Hardy-

Littlewood eşitsizliḡi

1
µ(E)

∫
E
| f |dµ ≤

1
t

∫ t

0
f ∗(s)ds, ( f ∈M0(R,µ)) (3.29)

eşitsizliḡine indirgenir. Dolayısıyla, t ölçülü herhangi bir küme üzerinden | f | fonksi-

yonunun ortalama deḡeri, karşılık gelen f ∗ fonksiyonunun (0, t) üzerindeki ortalama deḡeri

ile kontrol edilir. Dikkat edelim ki saḡdaki ortalama f fonksiyonun [0,∞) un tüm t

ölçülü alt kümeleri üzerinden alınmış ortalamalar arasında maksimaldır (bu kanıt f ∗ ın

artmayan olmasından direk alınır ya da (3.29) eşitsizliḡinin (R,µ) = ([0,∞),m) ve f = f ∗

olarak alınmış özel halidir). Bu yüzden, (3.29) un saḡ tarafındaki fonksiyona da maksimal

fonksiyon denir.

Tanım 3.6. f ∈M0(R,µ) olsun. Bu durumda

f ∗∗(t) =
1
t

∫ t

0
f ∗(s)ds, (t > 0) (3.30)

ile tanımlı f ∗∗ fonksiyonuna f ∗ ın maksimal fonksiyonu denir.

f → f ∗∗ maksimal operatörünün bazı temel özellikleri aşaḡıda listelenmiştir.

Önerme 3.4. [14, Bölüm 2, Önerme 3.2] f , g, ve fn, (n = 1,2, . . .), M0(R,µ) üzerinde

tanımlı fonksiyonlar ve a bir skaler olsun. Bu durumda, f ∗∗ negatif olmayan ve artmayan

bir fonksiyondur, ayrıca (0,∞) üzerinde süreklidir. Aşaḡıdaki özellikler saḡlanır:

f ∗∗ ≡ 0 ⇔ f = 0 µ− a.e.; (3.31)

f ∗ ≤ f ∗∗; (3.32)

|g| ≤ | f | µ− a.e.⇒ g∗∗ ≤ f ∗∗; (3.33)

(a f )∗∗ = |a| f ∗∗; (3.34)
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| fn| ↑ | f | µ− a.e.⇒ f ∗∗n ↑ f ∗∗. (3.35)

İspat. f ∗ artmayan olduḡundan, (3.30) gösterir ki, f ∗∗(t) fonksiyonunun t nin herhangi bir

deḡeri için sonlu olması için gerek ve yeter koşul f ∗∗(t) nin her t > 0 için sonlu olmasıdır.

Diḡer bir deyişle, f ∗∗ fonksiyonu ya her yerde sonludur, ya da her yerde sonsuzdur. Her

iki durumda da negatif olmayandır (eḡer +∞ deḡeri dahil edilirse) ve süreklidir.

(3.31), (3.33), (3.34), ve (3.35) özellikleri f ∗ için Önerme 3.2 de verilmiş özelliklerin direk

sonuçlarıdır. (3.32), f ∗ ın artmayan olmasından kolayca elde edilir. Böylece,

f ∗∗(t) =
1
t

∫ t

0
f ∗(s)ds ≥ f ∗(t)

1
t

∫ t

0
ds = f ∗(t)

dir. Son olarak, f ∗ artmayan olduḡundan 0 < t ≤ s ise, f ∗(v) ≤ f ∗
(

tv
s

)
saḡlanır. O halde,

f ∗∗(s) =
1
s

∫ s

0
f ∗(v)dv ≤

1
s

∫ s

0
f ∗

( tv
s

)
dv =

1
t

∫ t

0
f ∗(u)du = f ∗∗(t)

dir ve böylece f ∗∗ artmayandır. �

Önerme 3.5. [14, Bölüm 2, Teorem 2.7 ve Önerme 3.3 ] (R,µ) total σ-sonlu atomsuz bir

ölçu uzayı ve t, µ nün herhangi bir pozitif deḡeri olsun. f ∈M0(R,µ) olmak üzere,

f ∗∗(t) =
1
t

sup
{∫

E
| f |dµ : µ(E) = t

}
(3.36)

dir.

Not 3.3. Dikkat edilmelidir ki (3.36), f → f ∗∗ maksimal operatörü için belli bir alt-
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toplamsallık özelliḡini vermektedir. t, µ nün bir deḡeri ve (R,µ) rezonant olmak üzere

( f + g)∗∗(t) ≤ f ∗∗(t) + g∗∗(t) (3.37)

eşitsizliḡi saḡlanır.

3.4. Medyanlar ve Bir Fonksiyonun Ortalama Salınımı

Bu alt bölümde genel olarak [15], [16] ve [17] den yararlanılacaktır.

Bu alt bölüm boyunca (R,Σ,µ) keyfi bir ölçü uzayını; E, R nin, 0 < µ(E) < ∞ koşulunu

saḡlayan ölçülebilir bir alt kümesini, ve f tanım kümesi E yi içeren reel deḡerli ölçülebilir

bir fonksiyonu gösterecektir. H, R nin bir alt kümesi olmak üzere, f −1(H) gösterimi

{x ∈ E : f (x) ∈ H} kümesini ifade edecektir.

E üzerinde f fonksiyonunun ortalama salınımı

O( f ,E) := inf
c∈R

1
µ(E)

∫
E
| f − c|dµ (3.38)

şeklinde tanımlıdır.

O( f ,E) fonksiyonlarından oldukça sık kullanılan iki fonksiyon için de birer gösterim ver-

mek uygun olacaktır. E üzerinde integrallenebilen her f fonksiyonu için A( f ,E) aşaḡıdaki

gibi tanımlıdır:

A( f ,E) :=
1

µ(E)

∫
E
| f − fE |dµ. (3.39)

Ayrıca, D( f ,E)

D( f ,E) :=
1

µ(E)2

"
E×E
| f (x)− f (y)|dµ(x)dµ(y) (3.40)

biçiminde alınacaktır. (”A” ve ”D” sırasıyla, ”ortalama” ve ”iki katlı integral” ifadelerinin

kısaltmalarıdır).
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Lemma 3.2. E üzerinde f in en azından bir medyanı vardır, yani,

µ({x ∈ E : f (x) < m}) ≤
1
2
µ(E) and µ({x ∈ E : f (x) > m}) ≤

1
2
µ(E) (3.41)

saḡlanacak şekilde bir m sayısı vardır.

İspat.

A :=
{
α ∈ R : µ({x ∈ E : f (x) > α}) >

1
2
µ(E)

}
,

B :=
{
α ∈ R : µ({x ∈ E : f (x) < α}) >

1
2
µ(E)

}

kümelerini tanımlayalım. Her iki küme de genişleyen dizi teoremi gereḡince boş deḡildir.

A kümesi sol bitim noktası −∞ olan bir aralıktır. B kümesi saḡ bitim noktası +∞ olan bir

aralıktır. A∩B = ∅ olduḡu açıktır. Bu durumda M := R\A\B kümesi uç noktaları sup A ve

inf B olan, boştan farklı sınırlı bir aralıktır (tek nokta kümesi de olabilir). Her m ∈ M için

(3.41) saḡlanır. �

Lemma 3.3. E üzerinde f in ortalama salınımı, f in E üzerindeki her m medyanı için

aşaḡıdaki eşitliḡi saḡlar:

O( f ,E) =
1

µ(E)

∫
E
| f −m|dµ (3.42)

İspat. m, E üzerinde tanımlı f fonksiyonunun herhangi bir medyanı olsun. O halde

µ({x ∈ E : f (x) < m}) ≤
1
2
µ(E) ≤ µ({x ∈ E : f (x) ≥ m}). (3.43)

eşitsizliḡi saḡlanır. Açıktır ki

1
µ(E)

∫
E
| f −m|dµ ≤ O( f ,E)

olduḡunu göstermek yeterlidir.
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Aşaḡıdaki hesaplamayı c ≤ m olacak şekildeki her c sayısı için yapabiliriz. Üçüncü ve

dördüncü satırdan beşinci ve altıncı satıra geçişte (3.43) eşitsizliḡinden ve m− c ≥ 0 ol-

masından yararlanılmıştır.

∫
E
| f −m|dµ =

∫
f−1((−∞,m))

(m− f )dµ+

∫
f−1([m,+∞))

( f −m)dµ

=

∫
f−1((−∞,m))

(c− f )dµ+

∫
f−1([m,+∞))

( f − c)dµ

+ (m− c)µ( f −1((−∞,m))) + (c−m)µ( f −1([m,+∞)))

≤

∫
f−1((−∞,m))

(c− f )dµ+

∫
f−1([m,+∞))

( f − c)dµ

+ (m− c)µ( f −1([m,+∞))) + (c−m)µ( f −1([m,+∞)))

=

∫
f−1((−∞,m))

(c− f )dµ+

∫
f−1([m,+∞))

( f − c)dµ

≤

∫
f−1((−∞,m))

|c− f |dµ+

∫
f−1([m,+∞))

| f − c|dµ =

∫
E
| f − c|dµ.

c > m olması durumunda ise yukarıdaki hesaplamalar − f fonksiyonu için yapılabilir. −m,

E üzerinde − f fonksiyonunun bir medyanı ve −c < −m olduḡundan

∫
E
| − f + m|dµ ≤

∫
E
| − f + c|dµ

saḡlanır.

Bu iki durum birlikte ele alınırsa, her c ∈ R için

∫
E
| f −m|dµ ≤

∫
E
| f − c|dµ

olduḡu görülür. c ∈ R üzerinden infimum alınmasıyla

∫
E
| f −m|dµ ≤ inf

c∈R

∫
E
| f − c|dµ = O( f ,E)

elde edilir. �
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Lemma 3.4. E kümesi üzerinde f fonksiyonunun medyanı m olmak üzere, her m için

| fE −m| ≤ O( f ,E) (3.44)

eşitsizliḡi saḡlanır.

İspat.

fE −m =
1

µ(E)

∫
E

( fE −m)dµ =
1

µ(E)

∫
E

( f −m)dµ

≤
1

µ(E)

∫
E
| f −m|dµ = O( f ,E)

doḡrudur ve benzer şekilde m− fE ≤ O( f ,E) dir. Bu iki ifade birlikte ele alınarak (3.44)

elde edilir. �

Lemma 3.5. E üzerinde integrallenebilen her f fonksiyonu için

O( f ,E) ≤ A( f ,E) ≤ D( f ,E) ≤ 2O( f ,E) (3.45)

eşitsizlikleri saḡlanır.

İspat. m, f nin E üzerinde bir medyanı olsun. Bu durumda Lemma 3.3 ten,

1
µ(E)

∫
E
| f (x)−m|dµ(x) ≤

1
µ(E)

∫
E
| f (x)− fE |dµ(x)

=
1

µ(E)

∫
E

∣∣∣∣∣ 1
µ(E)

∫
E

( f (x)− f (y))dµ(y)
∣∣∣∣∣dµ(x)

≤
1

µ(E)2

"
E×E
| f (x)− f (y)|dµ(x)dµ(y)

elde edilir, böylece (3.45) teki ilk iki eşitsizlik elde edilmiş olur. Geri kalan eşitsizlikler
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için

1
µ(E)2

"
E×E
| f (x)− f (y)|dµ(x)dµ(y)

≤
1

µ(E)2

"
E×E
| f (x)−m|dµ(x)dµ(y) +

1
µ(E)2

"
E×E
|m− f (y)|dµ(x)dµ(y)

=
2

µ(E)

∫
E
| f −m|dµ,

doḡrudur ki bu da (3.45) in ispatını tamamlar. �

Lemma 3.6. m1 ve m2, E üzerinde f fonksiyonunun m1 <m2 şartını saḡlayan iki medyanı

olsun. Bu durumda

µ({x ∈ E : m1 < f (x) < m2}) = 0 (3.46)

dır.

İspat. f −1((−∞,m1])∩ f −1([m2,+∞)) = ∅ ve

µ
(
f −1((−∞,m1])

)
≥

1
2
µ(E) ve µ

(
f −1([m2,+∞))

)
≥

1
2
µ(E),

olduḡundan

µ
(
f −1((−∞,m1])

)
=

1
2
µ(E) ve µ

(
f −1([m2,+∞))

)
=

1
2
µ(E)

saḡlanır. O halde

f −1((m1,m2)) = E\
(
f −1((−∞,m1])∪ f −1([m2,+∞))

)
,

ve böylece µ( f −1((m1,m2))) = 0 dır. �

Şimdi, R, Rn olsun ve Σ, R nin tüm Lebesgue ölçülebilir alt kümelerini içersin, ayrıca µ,

n-boyutlu Lebesgue ölçüsü olsun.
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Lemma 3.7. Q, Rn de bir küp olsun. f fonksiyonunun Q üzerindeki her m medyanı, her

c ∈ R için

|m− c| ≤ (( f − c)χQ)∗
(
|Q|
2

)
(3.47)

eşitsizliḡini saḡlar.

İspat. m, f in Q üzerinde bir medyanı olsun. Bu durumda

|{x ∈ Q : f (x) > m}| ≤
1
2
|Q| ≤ |{x ∈ Q : f (x) ≥ m}|

doḡrudur. Sierpinski Teoremi’nden, |E′| = |Q|/2 ve f (x) ≥m, x ∈ E′ olacak şekilde E′ ⊂ Q

vardır.

c ≤ m koşulunu saḡlayan her c sayısı için

f (x) ≥ m⇔ f (x)− c ≥ m− c⇔ | f (x)− c| ≥ |m− c|

dir. O halde

(( f − c)χQ)∗
(
|Q|
2

)
= sup

E⊂Q:|E|=|Q|/2
ess inf

x∈E
| f (x)− c|

≥ ess inf
x∈E′

| f (x)− c| ≥ |m− c|

elde edilir.

Aksine, c > m ise,

f (x) ≤ m⇔ f (x)− c ≤ m− c⇔ | f (x)− c| ≥ |m− c|

saḡlanır. m, f in Q üzerinde medyanı olduḡundan

|{x ∈ Q : f (x) < m}| ≤
1
2
|Q| ≤ |{x ∈ Q : f (x) ≤ m}|,
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eşitsizliḡi doḡrudur ve Sierpinski Teoremi’nden, |E′′| = |Q|/2 ve f (x) ≤ m, x ∈ E′′ olacak

şekilde E′′ ⊂ Q vardır.

Böylece

(( f − c)χQ)∗
(
|Q|
2

)
≥ ess inf

x∈E′′
| f (x)− c| ≥ |m− c|

elde edilir ve bu iki durumun birlikte ele alınmasıyla (3.47) eşitsizliḡi her c ∈ R için

saḡlanır. �

Lemma 3.8. Q, Rn de bir küp ve 0 < s ≤ 1/2 olsun. Bu durumda f in Q üzerindeki her m

medyanı için

(( f −m)χQ)∗(s|Q|) ≤ 2 inf
c∈R

(( f − c)χQ)∗(s|Q|) (3.48)

eşitsizliḡi saḡlanır.

İspat. E, Q nun |E| = s|Q| özelliḡine sahip bir alt kümesi olsun.

ess inf
x∈E

| f (x)−m| ≤ ess inf
x∈E

| f (x)− c|+ |m− c|

olduḡu açıktır. (3.25) ten,

ess inf
x∈E

| f (x)− c| ≤ (( f − c)χQ)∗(s|Q|).

elde edilir. 0 < s ≤ 1/2 olduḡundan, Lemma 3.7 kullanılarak,

m− c| ≤ (( f − c)χQ)∗
(
|Q|
2

)
≤ (( f − c)χQ)∗(s|Q|)

olduḡu görülür. Bu iki eşitsizlik birleştirilirse,

ess inf
x∈E

| f (x)−m| ≤ 2(( f − c)χQ)∗(s|Q|)

dur. (3.25) in tekrar kullanılmasıyla, (3.48) saḡlanır. �
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Herhangi bir c sabiti için f ≡ c fonksiyonunun medyan deḡerleri kümesinin bir noktadan

oluştuḡu kolayca görülebilir. Öte yandan [0,1] üzerinde tanımlı f = χ[1/2,1) fonksiyonunun

medyan deḡerleri kümesi [0,1] dır. Bu nedenle maksimal ve minimal medyan kavramları

verilebilir ve bu deḡerler tektir.

Tanım 3.7. Q ⊂ Rn bir küp ve f ∈M0(Q) olmak üzere,

mmax
f (Q) = sup

{
α ∈ R : |{y ∈ Q : f (y) < α}| ≤

1
2
|Q|

}
(3.49)

ve

mmin
f (Q) = inf

{
α ∈ R : |{y ∈ Q : f (y) > α}| ≤

1
2
|Q|

}
(3.50)

deḡerlerine, sırasıyla f in Q küpü üzerinde maksimal ve minimal medyanı denir.

Açıktır ki,

mmax
f (Q) = inf

{
α ∈ R : |{y ∈ Q : f (y) < α}| >

1
2
|Q|

}

ve

mmin
f (Q) = sup

{
α ∈ R : |{y ∈ Q : f (y) > α}| >

1
2
|Q|

}
.

Kolayca gösterilebilir ki,

|{y ∈ Q : f (y) < mmax
f (Q)}| ≤

1
2
|Q|. (3.51)

Diḡer taraftan,

Bn :=
{
y ∈ Q : f (y) ≥ mmax

f (Q) +
1
n

}
, n ∈ N

kümeleri için

|Bn| ≤
1
2
|Q|, n ∈ N
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ve

{y ∈ Q : f (y) > mmax
f (Q)} ⊂ liminf

n→∞
Bn

olduḡundan

|{y ∈ Q : f (y) > mmax
f (Q)}| ≤ liminf

n→∞
|Bn| ≤

1
2
|Q|

doḡrudur. Böylece

|{y ∈ Q : f (y) > mmax
f (Q)}| ≤

1
2
|Q|. (3.52)

(3.51) ve (3.52) eşitsizlikleri mmax
f (Q) nün da bir medyan olduḡunu belirtir. Maksimal

medyan aşaḡıdaki eşitsizlikleri saḡlar:

|{y ∈ Q : f (y) ≤ mmax
f (Q)}| ≥

1
2
|Q|, (3.53)

|{y ∈ Q : f (y) ≥ mmax
f (Q)}| ≥

1
2
|Q|. (3.54)

Gerçekten,

|{y ∈ Q : f (y) ≤ mmax
f (Q)}| = |Q| − |{y ∈ Q : f (y) > mmax

f (Q)}|

≥ |Q| −
1
2
|Q| =

1
2
|Q|,

ve

|{y ∈ Q : f (y) ≥ mmax
f (Q)}| = |Q| − |{y ∈ Q : f (y) < mmax

f (Q)}|

≥ |Q| −
1
2
|Q| =

1
2
|Q|.

Not 3.4. Bundan sonra medyan kavramı ele alınırken, maksimal medyan anlaşılacak ve

kısaca m f (Q) ile gösterilecektir.
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Maksimal medyanın temel özellikleri aşaḡıdaki önermede verilmiştir:

Önerme 3.6. Q ⊂ Rn bir küp ve f , g ∈M0(Q) olsun. Aşaḡıdaki özellikler saḡlanır:

1. Hemen hemen her yerde f ≤ g ise,

m f (Q) ≤ mg(Q). (3.55)

2. c bir sabit olmak üzere,

m f (Q)− c = m f−c(Q). (3.56)

3. m−| f |(Q) ≤ m f (Q) ≤ m| f |(Q) eşitsizliḡi doḡrudur.

m f (Q) ≤ 0 olması durumunda

|m f (Q)| ≤ m| f |(Q) (3.57)

saḡlanır.

Ayrıca keyfi f fonksiyonu için

|m f (Q)| ≤ m| f |(Q) (3.58)

dir.

4. f ≥ 0 lokal integrallenebilir bir fonksiyon olmak üzere,

m f (Q) ≤ 2 fQ. (3.59)

İspat. 1. Sıfır ölçülü kümeler göz ardı edildiḡinde

{y ∈ Q : g(y) < m f (Q)} ⊂ {y ∈ Q : f (y) < m f (Q)}.
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Dolayısıyla

|{y ∈ Q : g(y) < m f (Q)}| ≤ |{y ∈ Q : f (y) < m f (Q)}| ≤
1
2
|Q|,

ve m f (Q) ≤ mg(Q) dır.

2.

{y ∈ Q : f (y) < m f (Q)} = {y ∈ Q : f (y)− c < m f (Q)− c},

olduḡundan

|{y ∈ Q : f (y) < m f (Q)}| = |{y ∈ Q : f (y)− c < m f (Q)− c}| ≤
1
2
|Q|,

saḡlanır ve

m f (Q)− c ≤ m f−c(Q)

eşitsizliḡi doḡrudur. Ayrıca

{y ∈ Q : f (y)− c < m f−c(Q)} = {y ∈ Q : f (y) < m f−c(Q) + c},

olduḡundan

|{y ∈ Q : f (y)− c < m f−c(Q)}| = |{y ∈ Q : f (y) < m f−c(Q) + c}| ≤
1
2
|Q|,

saḡlanır ve böylece

m f−c(Q) + c ≤ m f (Q)

dur.

3. −| f | ≤ f ≤ | f | ve (3.55) ten,

m−| f |(Q) ≤ m f (Q) ≤ m| f |(Q).

Sonuç olarak, m f (Q) ≥ 0 için |m f (Q)| = m f (Q) ≤ m| f |(Q) dir.
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Eḡer m f (Q) ≤ 0 ise, bu durumda

{y ∈ Q : | f (y)| < −m f (Q)} = {y ∈ Q : m f (Q) < −| f (y)|}

⊂ {y ∈ Q : m f (Q) < f (y)},

ve böylece

|{y ∈ Q : | f (y)| < −m f (Q)}| ≤ |{y ∈ Q : m f (Q) < f (y)}| ≤
1
2
|Q|

dir. Sonuç olarak,

|m f (Q)| = −m f (Q) ≤ m| f |(Q)

elde edilir. Ayrıca, (3.55) ten, |m f (Q)| ≤ m| f |(Q) olur.

4. m f (Q) , 0 olduḡunu kabul edebiliriz, aksi taktirde sonuç aşikardır. O halde

|{y ∈ Q : f (y) ≥ m f (Q)}| ≥
1
2
|Q|

saḡlanır. Chebyshev eşitsizliḡi kullanılırsa,

1
2
|Q| ≤ |{y ∈ Q : m f (Q) ≤ f (y)}| ≤

1
m f (Q)

∫
Q

f (y)dy

elde edilir ve böylece ispat tamamlanır.

�

Her bir reel deḡerli f ∈M0(Rn) için Lebesgue Diferensiyelleme Teoremine göre

lim
x∈Q,Q→x

fQ = f (x) h.h.t. x ∈ Rn

olduḡunu biliyoruz. Benzer özellik medyanlar için de doḡrudur.
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Teorem 3.5. [17] f ∈M0(Rn) olmak üzere, hemen hemen tüm x ∈ Rn için

lim
x∈Q,Q→x

m f (Q) = f (x) (3.60)

eşitliḡi saḡlanır.

Özel olarak, (3.60), f in her x süreklilik noktasında doḡrudur.

İspat. 1 ≤ k ∈ N ve j ∈ Z için

Ek, j :=
{

x ∈ Rn :
j−1
2k ≤ f (x) <

j
2k

}
, ak, j :=

j−1
2k , sk(x) :=

∑
j∈Z

ak, jχEk, j(x)

olsun. f ∈M0(Rn) olduḡundan

A := {x ∈ Rn : | f (x)| <∞} ve |B| = 0.

olmak üzere, Rn = A∪B dir. Ayrıca,

A =
⋂
k≥1

⋃
j∈Z

Ek, j.

Dikkat edelim ki, x ∈ A ise, 0 ≤ f (x)− sk(x) ≤ 2−k dir ve böylece

sk(x) ≤ f (x) ≤ sk(x) + 2−k ⇒ msk(Q) ≤ m f (Q) ≤ msk(Q) + 2−k her Q.

Ak, j :=
{

x ∈ Ek, j : lim
x∈Q,Q→x

|Ek, j∩Q|
|Q|

= 1
}

olsun.

Lebesgue Diferensiyelleme Teoremi’nden

Ek, j = Ak, j∪Fk, j, |Fk, j| = 0 dır.
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Açıktır ki,

Rn = A∪B =

⋂
k≥1

⋃
j∈Z

Ek, j

∪B =

⋂
k≥1

⋃
j∈Z

(Ak, j∪Fk, j)

∪B

=

⋂
k≥1

⋃
j∈Z

Ak, j

⋃
⋃

j∈Z

Fk, j


∪B

=

⋂
k≥1

⋃
j∈Z

Ak, j

⋃
⋂

k≥1

⋃
j∈Z

Fk, j

∪B.

D :=
⋂
k≥1

⋃
j∈Z

Ak, j, F :=
⋂
k≥1

⋃
j∈Z

Fk, j∪B

olmak üzere, |F| = 0 ve Rn = D∪F dir.

x ∈ D ve ε > 0 olsun. O halde x ∈ Ak, j olacak şekilde ∃k ≥ 1 : 2−k+1 < ε, ve ∃ j ∈ Z vardır.

Böylece

lim
x∈Q,Q→x

|Ak, j∩Q|
|Q|

= 1

dir. Limit tanımından, ∃Q0 3 x ∀Q ⊂ Q0 : Q 3 x

|Ak, j∩Q|
|Q|

>
1
2
.

Gösterelim ki,

msk(Q) = ak, j

dır. Gerçekten, bir yandan, y ∈ Ak, j için sk(y) = ak, j olduḡundan,

|{y ∈ Q : sk(y) < ak, j}| = |{y ∈ Ak. j∩Q : sk(y) < ak, j}|

+ |{y ∈
c
Ak. j∩Q : sk(y) < ak, j}|

= |{y ∈
c
Ak. j∩Q : sk(y) < ak, j}|

≤ |
c
Ak. j∩Q| = |Q| − |Ak. j∩Q| <

(
1−

1
2

)
|Q| =

1
2
|Q|,

saḡlanır. Böylece ak, j ≤ msk(Q) elde edilir.
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Diḡer yandan, keyfi γ > 0 sayısı için

Ak, j∩Q ⊂ {y ∈ Q : sk(y) < ak, j +γ}

yazılabilir. Böylece

|{y ∈ Q : sk(y) < ak, j +γ}| ≥ |Ak, j∩Q| >
1
2
|Q|

dur. Dolayısıyla, ak, j +γ ≥ msk(Q) saḡlanır. γ keyfi olduḡundan

ak, j ≥ msk(Q).

Son olarak,

msk(Q) = ak, j.

Dikkat edilmelidir ki

msk(Q) = ak, j = sk(x), x ∈ Ak, j.

O halde

|m f (Q)− f (x)| ≤ |m f (Q)−msk(Q)|+ |msk(Q)− f (x)|

≤ 2−k + ( f (x)−msk(Q)) ≤ 2−k + 2−k = 2−k+1 < ε

dır. Göstermiş olduk ki, ∀x ∈ D ve ∀ε > 0 için ∃Q0 3 x öyle ki; ∀Q ⊂ Q0 : Q 3 x

|m f (Q)− f (x)| < ε,

yani

lim
x∈Q,Q→x

m f (Q) = f (x)

dir.

x, f fonksiyonunun bir süreklilik noktası olsun. ε > 0 için, en azından bir δ > 0 vardır

öyle ki; y ∈ B(x, δ) için | f (y)− f (x)| < ε dur. Dolayısıyla ∀Q ⊂ B(x, δ) : Q 3 x için −ε ≤
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f (y)− f (x) ≤ ε saḡlanır, ve

−ε = m−ε(Q) ≤ m f− f (x)(Q) = m f (s)− f (x) ≤ mε(Q) = ε.

elde edilir. �
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4. BMO UZAYI

BMO(Rn) uzayı, 1961 yılında F. John ve L. Nirenberg tarafından [9] da tanımlanmıştır

ve fonksiyon uzayları ve singüler integraller teorisi başta olmak üzere modern harmonik

analizin gelişiminde önemli rol oynamaktadır.

Tanım 4.1. Her f ∈ Lloc
1 (Rn) ve x ∈ Rn için

M# f (x) ≡ f #(x) := sup
Q3x

1
|Q|

∫
Q
| f (y)− fQ|dy ≈ sup

Q3x
inf
a∈R

∫
Q
| f (y)−a|dy

şeklinde tanımlanan fonksiyona, Fefferman-Stein kesin maksimal fonksiyonu denir.

Buradan

f ∈ BMO ⇔ M# f ∈ L∞

olduḡu açıktır.

Q, Rn de bir küp olsun.

MQ f (x) := sup
Q′⊆Q
Q′3x

{ 1
|Q′|

∫
Q′
| f (y)|dy

}
χQ(x), (4.1)

ve

f #
Q(x) := sup

Q′⊆Q
Q′3x

{ 1
|Q′|

∫
Q′
| f − fQ′ |

}
χQ(x)

fonksiyonları sırasıyla Q ya göre lokal maksimal fonksiyon ve Q ya göre lokal kesin mak-

simal fonksiyon olarak adlandırılır. Burada supremum Q nun x noktasını içeren tüm Q′

alt küpleri üzerinden alınmaktadır.
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Teorem 4.1. ([14, s. 379]) f ∈ Lloc
1 (Rn), Q ⊂ Rn olsun. Bu durumda

[( f − fQ)χQ]∗∗(t) ≤ c
∫ |Q|

t
( f #

Q)∗(s)
ds
s
,

(
0 < t <

|Q|
6

)

eşitsizliḡi doḡrudur.

BMO uzayı ile ilgili en önemli sonuç, F. John ve L. Nirenberg tarafından elde edilen

aşaḡıdaki teoremdir ([9], [14] s. 381, [3] s. 164).

Teorem 4.2. ([14, John-Nirenberg lemması]) Her f ∈ BMO(Rn), Q ⊂ Rn küpleri ve her

t > 0 için

[( f − fQ)χQ]∗(t) ≤ c‖ f ‖∗ log+

{
6|Q|

t

}
(4.2)

olacak şekilde f ve Q dan baḡımsız bir c sabiti vardır. Buna denk olarak her f ∈BMO(Rn),

tüm Q küpleri ve her t > 0 için

|{x ∈ Q : | f (x)− fQ| > t}| ≤ 6|Q|exp
{
−

t
c‖ f ‖∗

}
(4.3)

saḡlanacak şekilde f ve Q dan baḡımsız bir c sabiti vardır.

Lemma 4.1. ([3, s. 166]) f ∈ BMO(Rn) olsun. Bu durumda 0 < λ < c/‖ f ‖∗ özelliḡini

saḡlayan her λ sayısı için

sup
Q

1
|Q|

∫
Q

exp{λ| f (x)− fQ|}dx <∞

doḡrudur.

Burada c, (4.3) eşitsizliḡinde ortaya çıkan sabit ile aynıdır.
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Lemma 4.2. ([9] ve [22]) p ∈ (0,∞) için BMOp(Rn) = BMO(Rn). Burada

‖ f ‖BMOp(Rn) := sup
Q

(
1
|Q|

∫
Q
| f (y)− fQ|pdy

)1/p

dir.
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5. LOKAL MAKSİMAL FONKSİYONLAR

Bu bölümde [10], [11] ve [1] den yararlanılacaktır.

Fonksiyonun salınımını ”ölçmek” için birçok yol mevcuttur. Bu bölümde f fonksiyonun

salınımını ”ölçmek” için John [10] ve Strömberg [11] tarafından tanımlanmış M#
0,α f mak-

simal fonksiyonunun detaylı olarak incelenmesini planlamaktayız. Bu maksimal fonk-

siyonun diḡer metotlardan üstün özelliḡi yalnız lokal integrallenebilir fonksiyonlar için

deḡil tüm ölçülebilir fonksiyonlar için tanımlı olmasıdır.

f , Rn üzerinde kompleks deḡerli, Lebesgue ölçülebilir bir fonksiyon olsun. 0 < α ≤ 1/2

olmak üzere M#
0,α f (x) aşaḡıdaki gibi tanımlıdır:

M#
0,α f (x) : = sup

Q3x
inf

c
inf{λ ≥ 0 : |{y ∈ Q : | f (y)− c| > λ}| < α|Q|}

= sup
Q3x

inf
c

(( f − c)χQ)∗(α|Q|). (5.1)

Burada c tüm kompleks sayıları, Q ise Rn de yan ayrıtları koordinat eksenlerine paralel

olan x ı içeren tüm küpleri tarar. Dikkate alalım ki birçok durumda c ler üzerinden in-

fimum almaya gerek kalmaz, çünkü optimal deḡerler (medyan deḡerler) kullanılabilir.

Hatırlatalım ki, reel deḡerli bir f fonksiyonunun Q küpü üzerinden medyan deḡeri m f (Q),

|{x ∈ Q : f (x) > m f (Q)}| ≤
|Q|
2
,

|{x ∈ Q : f (x) < m f (Q)}| ≤
|Q|
2

eşitsizliklerini saḡlar ve tek olmak zorunda deḡildir.

Kompleks deḡerli f = f1 + i f2 için, m f (Q) = m f1(Q) + im f2(Q) olsun.
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Lemma 5.1. Keyfi x ∈ Q için,

|{y ∈ Q : | f (y)−m f (Q)| > 2
√

2M#
0,α f (x)}| < α|Q| (5.2)

eşitsizliḡi saḡlanır.

İspat. M#
0,α f (x) tanımından

inf
c

(( f − c)χQ)∗(α|Q|) ≤ M#
0,α f (x), ∀x ∈ Q

yazılabilir. Dolayısıyla

inf
c

(( f − c)χQ)∗(α|Q|) ≤ inf
x∈Q

M#
0,α f (x)

saḡlanır. Lemma 3.8 dan

(( f −m f (Q))χQ)∗(α|Q|) ≤ 2inf
c

(( f − c)χQ)∗(α|Q|) ≤ 2 inf
x∈Q

M#
0,α f (x)

elde edilir. Sonuç olarak aşaḡıdaki eşitsizlik saḡlanır:

inf{λ ≥ 0 : |{y ∈ Q : | f (y)−m f (Q)| > λ}| < α|Q|} ≤ 2 inf
x∈Q

M#
0,α f (x).

Böylece

|{y ∈ Q : | f (y)−m f (Q)| > 2
√

2 inf
x∈Q

M#
0,α f (x)}| < α|Q|.

eşitsizliḡi doḡrudur. �

Lemma 5.2. 0 < α ≤ 1/4 olsun. Eḡer Q0 ⊆ Q1, |Q1| ≤ 2|Q0| olacak şekilde iki küp ise, bu

durumda

|m f (Q1)−m f (Q0)| ≤ 20 inf
x∈Q0

M#
0,α f (x) (5.3)

eşitsizliḡi saḡlanır.
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İspat. Aksini kabul edelim, yani,

|m f (Q1)−m f (Q0)| > 20 inf
x∈Q0

M#
0,α f (x)

olsun. Bu durumda {y ∈ Q0 : | f (y)−m f (Q0)| ≤ 10infx∈Q0 M#
0,α f (x)} ve {y ∈ Q0 : | f (y)−

m f (Q1)| ≤ 10infx∈Q0 M#
0,α f (x)} kümeleri ayrıktır. Gerçekten, y ∈ Q0, | f (y)−m f (Q0)| ≤

10infx∈Q0 M#
0,α f (x) eşitsizliḡini saḡlasın. O halde

| f (y)−m f (Q1)| ≥ |m f (Q1)−m f (Q0)| − | f (y)−m f (Q0)|

> 20 inf
x∈Q0

M#
0,α f (x)−10 inf

x∈Q0
M#

0,α f (x)

= 10 inf
x∈Q0

M#
0,α f (x) (5.4)

doḡrudur.

Lemma 5.1 den

|{y ∈ Q1 : | f (y)−m f (Q1)| > 10 inf
x∈Q0

M#
0,α f (x)}|

≤ |{y ∈ Q1 : | f (y)−m f (Q1)| > 10 inf
x∈Q1

M#
0,α f (x)}| < α|Q1|

ve

|{y ∈ Q0 : | f (y)−m f (Q0)| ≤ 10 inf
x∈Q0

M#
0,α f (x)} ≥ (1−α)|Q0|

elde edilir. (5.4) ün kullanılmasıyla

(1−α)|Q0| ≤ |{y ∈ Q0 : | f (y)−m f (Q0)| ≤ 10 inf
x∈Q0

M#
0,α f (x)}

≤ |{y ∈ Q1 : | f (y)−m f (Q1)| > 10 inf
x∈Q0

M#
0,α f (x)}

≤ α|Q1| ≤ 2α|Q0|

saḡlanır ki bu bir çelişkidir. �
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Tanımdan, M#
0,α f (x) in x in bir alttan yarısürekli fonksiyon olduḡu ve

M#
0,α( f + g)(x) ≤ 2

(
M#

0,α/2 f (x) + M#
0,α/2g(x)

)
eşitsizliḡinin saḡlandıḡı görülebilir.

M#
0,α f (x) in diḡer özellikleri, Rn üzerinde kompleks deḡerli, Lebesgue ölçülebilir f fonksi-

yonları için 0 < α ≤ 1/2 olmak üzere

M0,α f (x) := sup
Q3x

( fχQ)∗(α|Q|) (5.5)

ile tanımlı M0,α f maksimal fonksiyonu yardımıyla elde edilebilir. M0,α f fonksiyonu da

alttan yarı-süreklidir,

M0,α( f + g)(x) ≤ 2(M0,α/2 f (x) + M0,α/2g(x)) (5.6)

|{y ∈ Rn : | f (y)| > λ}| ≤ |{y ∈ Rn : M0,α f (y) > λ}| (5.7)

α|{y ∈ Rn : M0,α f (y) > λ}| ≤ 5n|{y ∈ Rn : | f (y)| > λ}| (5.8)

eşitsizlikleri saḡlanır.

(5.7) eşitsizliḡi

{y ∈ Rn : M0,α f (y) > λ} = {y ∈ Rn : M(χ| f |>λ)(y) > α} (5.9)

eşitliḡinin direk sonucudur. Burada, M, Hardy-Littlewood maksimal operatörüdür. Gerçek-

ten, | f | ≤ M f yardımıyla,

{
y ∈ Rn : χ{| f |>λ}(y) > α

}
⊂

{
y ∈ Rn : M(χ| f |>λ)(y) > α

}
olduḡu açıktır. Bu durumda

|{y ∈ Rn : χ{| f |>λ}(y) > α}| ≤ |{y ∈ Rn : M(χ| f |>λ)(y) > α}| (5.10)
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saḡlanır. Ayrıca

{
y ∈ Rn : χ{| f |>λ}(y) > α

}
=

{
y ∈ Rn : | f (y)| > λ

}
α ∈ (0,1] (5.11)

eşitliḡi doḡrudur.

(5.10), (5.11) ve (5.9) un birlikte ele alınmasıyla, (5.7) elde edilir.

(5.9) un ispatı için

y ∈ Rn : M0,α f (y) > λ ⇔ y ∈ Rn : sup
Q3y

( fχQ)∗(α|Q|) > λ

⇔ ∃Q 3 y : ( fχQ)∗(α|Q|) > λ

⇔ ∃Q 3 y : |{x ∈ Q : | f (x)| > λ}| > α|Q|

⇔ ∃Q 3 y :
1
|Q|

∫
{x∈Q: | f (x)|>λ}

dx > α

⇔ ∃Q 3 y :
1
|Q|

∫
Q
χ{x: | f (x)|>λ}(x)dx > α

⇔ M(χ{x: | f (x)|>λ})(y) > α

olduḡunu belirtelim.

M : L1→ L1,∞ sınırlı olduḡundan, yani,

α|{y ∈ Rn : M f (y) > α}| ≤ 5n
∫
Rn

f (y)dy

eşitsizliḡi saḡlandıḡından, (5.9) un kullanılmasıyla,

α|{y ∈ Rn : M0,α f (y) > λ}| = α|{y ∈ Rn : M(χ| f |>λ)(y) > α}|

≤ 5n
∫
Rn
χ| f |>λ(y)dy

= 5n|{y ∈ Rn : | f (y)| > λ}|

elde edilir. Böylece (5.8) saḡlanır.
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Ω, Rn de açık küme olmak üzere, supremum altındaki küpleri Ω nın alt küplerine kısıtlaya-

rak, M#
0,α ve M0,α maksimal fonksiyonlarının lokalleştirilmiş versiyonları olan M#

0,α;Ω ve

M0,α;Ω aşaḡıdaki gibi tanımlanabilir:

M#
0,α;Ω f (x) := sup

x∈Q⊂Ω

inf
c

(( f − c)χQ)∗(α|Q|)

ve

M0,α;Ω f (x) := sup
x∈Q⊂Ω

( fχQ)∗(α|Q|).

”Temel eşitsizlik” ispatında, Whitney- tipi ayrımın aşaḡıdaki versiyonu kullanılacaktır.

Lemma 5.3. Q0 ⊂R
n bir küp veO, Q0 a göre açık olsun (yani x ∈O için x ∈U ve U∩Q0 ⊂

O olacak şekilde Rn de bir U açık kümesi olsun) ve O ( Q0 olsun. Bu durumda

O =

∞⋃
k=1

Qk,

|Qi∩Q j| = 0 eḡer i , j, i, j ≥ 1,

diam Qk ≤ dist(Qk,Q0∩O
c) ≤ 4diam Qk, k ≥ 1.

özelliklerini saḡlayan bir {Qk}
∞
k=1 küpler dizisi vardır.

Lemmanın ispatı [1, p. 167] de yanızca basit deḡişiklikler yapılarak elde edilebilir. Qk

küpleri m = m(k), k ≥ 1 tamsayısı için diam Qk = 2−m diam Q0 olacak şekilde seçilebilir.

Şimdi f ile M#
0,α;Q0

f nin ”ölçü” leri arasındaki baḡıntıyı ifade eden ”temel eşitsizliḡi” ispat

edebiliriz.

Teorem 5.1. Q0, Rn de bir küp ve f ∈ M(Q0) olsun. Bu durumda her 0 < α ≤ 1
2 , her
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0 < β ≤ 1 ve her t > 0 için

∣∣∣∣∣{y ∈ Q0 : | f (y)−m f (Q0)| > t, M#
0,α;Q0

f (y) ≤
βt
10

}∣∣∣∣∣
≤ αc(n)

∣∣∣∣∣{y ∈ Q0 : | f (y)−m f (Q0)| > (1−β)t, M0,α;Q0 f (y) ≤
βt
10

}∣∣∣∣∣
saḡlanacak şekilde bir c(n) > 0 sabiti vardır.

İspat. Genelliḡi bozmaksızın m f (Q0) = 0 alalım.

U1 :=
{
y ∈ Q0 : M#

0,α;Q0
f (y) ≤

βt
10

}

ve

U :=
{
y ∈ Q0 : | f (y)| > (1−β)t, M#

0,α;Q0
f (y) ≤

βt
10

}
∪

{
y ∈ Q0 : M0,1/4;O1 f (y) > (1−β)t

}

olsun.

O1, Q0 da,U1 ⊂ O1 olacak şekilde açık bir küme olsun. Bu durumda

U ⊂

{
y ∈ Q0 : M#

0,α;Q0
f (y) ≤

βt
10

}
∪

{
y ∈ Q0 : M0,1/4;O1 f (y) > (1−β)t

}
⊂U1∪O1 ⊂ O1

elde edilir.

O da U ⊂ O saḡlanacak şekilde başka bir açık küme olsun. |U| = infO⊃U |O| olduḡundan

U ⊂ O ⊂ O1 olduḡunu varsayabiliriz.

Öncelikle O ( Q0 olacak şekilde bir O kümesi bulabileceḡimizi farzedelim ve {Qk}
∞
k=1,
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Lemma 5.3 te verilen ayrım olsun. Bu ayrımın yapısı gereḡi aşaḡıdaki ifade doḡrudur:

∃Q′k ⊂ Q0 : Q′k∩O
c , ∅, Q′k ⊂ O1, diam Q′k ≤ 10n1/2 diam Qk, k ≥ 1. (5.12)

xk ∈ Q′k∩O
c ve ck = m f (Q′k), k ≥ 1 olsun.

f (x) = f (x)χO+ f (x)χOc

= f (x)χ∪kQk + f (x)χOc

=

∞∑
k=1

( f (x)− ck)χQk(x) +

∞∑
k=1

ckχQk(x) + f (x)χOc

olduḡu açıktır. Ayrıca

{y ∈ Q0 : | f (y)| > t} = {y ∈ Q0∩O : | f (y)| > t}∪ {y ∈ Q0∩O
c : | f (y)| > t}

=

∞⋃
k=1

{y ∈ Qk∩O : | f (y)| > t}∪ {y ∈ Q0∩O
c : | f (y)| > t}

dir. Oc ⊂ Uc olduḡundan, her y ∈ Q0∩O
c için | f (y)| ≤ (1−β)t eşitsizliḡi doḡrudur. Fakat

bu eşitsizlik | f (y)| > t olmasıyla çelişir. Dolayısıyla

{y ∈ Q0∩O
c : | f (y)| > t} = ∅

dir.

{y ∈ Qk : | f (y)| > t} ⊂ {y ∈ Qk : | f (y)− ck| > βt}∪ {y ∈ Qk : |ck| > (1−β)t},

olduḡundan

{y ∈ Q0 : | f (y)| > t} =
∞⋃

k=1

{y ∈ Qk : | f (y)− ck| > βt}∪
∞⋃

k=1

{y ∈ Qk : |ck| > (1−β)t}

saḡlanır. Sonuç olarak,

{
y ∈ Q0 : | f (y)| > t, M#

0,α;Q0
f (y) ≤

βt
10

}
⊂

∞⋃
k=1

{
y ∈ Qk : | f (y)− ck| > βt, M#

0,α;Q0
f (y) ≤

βt
10

}
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∪

∞⋃
k=1

{
y ∈ Qk : |ck| > (1−β)t, M#

0,α;Q0
f (y) ≤

βt
10

}
⊂

∞⋃
k=1

{
y ∈ Qk : | f (y)− ck| > βt, M#

0,α;Q0
f (y) ≤

βt
10

}
∪

∞⋃
k=1

{
y ∈ Qk : |ck| > (1−β)t

}

elde edilir ve böylece

∣∣∣∣∣{y ∈ Q0 : | f (y)| > t, M#
0,α;Q0

f (y) ≤
βt
10

}∣∣∣∣∣
≤

∞∑
k=1

∣∣∣∣∣{y ∈ Qk : | f (y)− ck| > βt, M#
0,α;Q0

f (y) ≤
βt
10

}∣∣∣∣∣
+

∞∑
k=1

∣∣∣∣∣{y ∈ Qk : |ck| > (1−β)t
}∣∣∣∣∣ =:

∞∑
k=1

Ak +

∞∑
k=1

Bk

eşitsizliḡi saḡlanır.

İkinci toplamdaki her Bk sıfırdır. Gerçekten,

|m f (Q)| ≤ ( fχQ)∗
(
|Q|
2

)
≤ ( fχQ)∗(α′|Q|)

(
0 < α′ ≤

1
2

)
,

eşitsizliḡi göz önüne alınırsa,

|m f (Q)| ≤ M0,α′;O1 f (y) ∀y ∈ Q ⊂ O1

bulunur. Böylece

|m f (Q)| ≤ inf
y∈Q

M0,α′;O1 f (y)

dir. Q′k ⊂ O1 ve xk ∈ Q′k∩O
c olduḡundan

|ck| = |m f (Q′k)| ≤ M0,1/4;O1 f (xk) ≤ (1−β)t

elde edilir. O halde |Bk| = 0, k ∈ N dir ve
∑∞

k=1 |Bk| = 0 saḡlanır.
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Birinci toplamı ele alalım. Keyfi x ∈ Q′k için

∞∑
k=1

Ak =

∞∑
k=1

∣∣∣∣∣{y ∈ Qk : | f (y)− ck| > βt, M#
0,α;Q0

f (y) ≤
βt
10

}∣∣∣∣∣
≤

∞∑
k=1

∣∣∣∣∣{y ∈ Q′k : | f (y)− ck| > βt, M#
0,α;Q0

f (y) ≤
βt
10

}∣∣∣∣∣
=

∞∑
k=1

∣∣∣∣∣{y ∈ Q′k : | f (y)−m f (Q′k)| > βt, M#
0,α;Q0

f (y) ≤
βt
10

}∣∣∣∣∣
≤

∞∑
k=1

∣∣∣∣∣{y ∈ Q′k : | f (y)−m f (Q′k)| > 10M#
0,α;Q0

f (x)
}∣∣∣∣∣

dir. Her Q küpü ve keyfi x ∈ Q için

|{y ∈ Q : | f (y)−m f (Q)| > 10M#
0,α;Q0

f (x)}| < α|Q| (5.13)

eşitsizliḡi saḡlanır.

O halde

∞∑
k=1

Ak < α

∞∑
k=1

|Q′k| ≤ α
(
10n1/2)n

∞∑
k=1

|Qk| = α
(
10n1/2)n

|O|

yazılabilir.

|U| = infO⊃U |O| olduḡundan,

∣∣∣∣∣{y ∈ Q0 : | f (y)| > t, M#
0,α;Q0

f (y) ≤
βt
10

}∣∣∣∣∣ ≤ α(10n1/2)n|U|

dur. Böylece

∣∣∣∣∣{y ∈ Q0 : | f (y)| > t, M#
0,α;Q0

f (y) ≤
βt
10

}∣∣∣∣∣
≤ α

(
10n1/2)n

{∣∣∣∣∣{y ∈ Q0 : | f (y)| > (1−β)t, M#
0,α;Q0

f (y) ≤
βt
10

}∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣{y ∈ Q0 : M0,1/4;O1 f (y) > (1−β)t
}∣∣∣∣∣}

doḡrudur.
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∣∣∣∣∣{y ∈ Q0 : M0,1/4;O1 f (y) > (1−β)t
}∣∣∣∣∣

≤ 4 ·5n|{y ∈ O1 : | f (y)| > (1−β)t}|

= 4 ·5n|O1∩{y ∈ Q0 : | f (y)| > (1−β)t}|

olduḡunu hatırlatalım.

Bunların birlikte ele alınmasıyla

∣∣∣∣∣{y ∈ Q0 : | f (y)| > t, M#
0,α;Q0

f (y) ≤
βt
10

}∣∣∣∣∣
≤ α

(
10n1/2)n

{∣∣∣∣∣{y ∈ Q0 : | f (y)| > (1−β)t, M#
0,α;Q0

f (y) ≤
βt
10

}∣∣∣∣∣
+ 4 ·5n|O1∩{y ∈ Q0 : | f (y)| > (1−β)t}|

}

saḡlanır.

|U1∩{y ∈ Q0 : | f (y)| > (1−β)t}|

= inf
O1⊃U1

|O1∩{y ∈ Q0 : | f (y)| > (1−β)t}|

olduḡuna dikkat edilirse,

∣∣∣∣∣{y ∈ Q0 : | f (y)| > t, M#
0,α;Q0

f (y) ≤
βt
10

}∣∣∣∣∣
≤ α

(
10n1/2)n

{∣∣∣∣∣{y ∈ Q0 : | f (y)| > (1−β)t, M#
0,α;Q0

f (y) ≤
βt
10

}∣∣∣∣∣
+ 4 ·5n

∣∣∣∣∣{y ∈ Q0 : | f (y)| > (1−β)t, M#
0,α;Q0

f (y) ≤
βt
10

}∣∣∣∣∣}
= α

(
10n1/2)n(1 + 4 ·5n)

∣∣∣∣∣{y ∈ Q0 : | f (y)| > (1−β)t, M#
0,α;Q0

f (y) ≤
βt
10

}∣∣∣∣∣
≡ αc(n)

∣∣∣∣∣{y ∈ Q0 : | f (y)| > (1−β)t, M#
0,α;Q0

f (y) ≤
βt
10

}∣∣∣∣∣
elde edilir. Bu ise O ( Q0 olacak şekilde bir O nun bulunabileceḡi halde ispatı tamamlar.
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Fakat O ( Q0 olacak şekilde bir O nun bulunamaması aşaḡıdaki iki durumda mümkündür:

{
y ∈ Q0 : | f (y)| > (1−β)t, M#

0,α;Q0
f (y) ≤

βt
10

}

veya {
y ∈ Q0 : M0,1/4;O1 f (y) > (1−β)t

}
kümelerinden birinin esasen Q0 olması durumunda, yani,

∣∣∣∣∣{y ∈ Q0 : | f (y)| > (1−β)t, M#
0,α;Q0

f (y) ≤
βt
10

}∣∣∣∣∣ = |Q0|

veya ∣∣∣∣∣{y ∈ Q0 : M0,1/4;O1 f (y) > (1−β)t
}∣∣∣∣∣ = |Q0|.

Her iki durumda

20−n|Q0| ≤ |{y ∈ O1 : | f (y)| > (1−β)t}|

dir. Gerçekten, (5.7) ve (5.8) eşitsizliklerinden,

|Q0| =


∣∣∣∣∣{y ∈ Q0 : | f (y)| > (1−β)t, M#

0,α;Q0
f (y) ≤ βt

10

}∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣{y ∈ Q0 : M0,1/4;O1 f (y) > (1−β)t
}∣∣∣∣∣

≤

∣∣∣∣∣{y ∈ Q0 : M0,1/4;O1 f (y) > (1−β)t
}∣∣∣∣∣

≤ 4 ·5n
∣∣∣∣∣{y ∈ Q0 : | f (y)| > (1−β)t

}∣∣∣∣∣
≤ 20n

∣∣∣∣∣{y ∈ Q0 : | f (y)| > (1−β)t
}∣∣∣∣∣

elde edilir.

m f (Q0) = 0 olduḡundan, (5.13) kullanılarak

∣∣∣∣∣{y ∈ Q0 : | f (y)| > t, M#
0,α;Q0

f (y) ≤
βt
10

}∣∣∣∣∣
≤ α|Q0| ≤ α20n|{y ∈ O1 : | f (y)| > (1−β)t}|
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eşitsizliḡi saḡlanır.

∣∣∣∣∣{y ∈ Q0 : | f (y)| > (1−β)t, M#
0,α;Q0

f (y) ≤
βt
10

}∣∣∣∣∣
= inf
O1⊃U1

|{y ∈ O1 : | f (y)| > (1−β)t}|

olduḡundan

∣∣∣∣∣{y ∈ Q0 : | f (y)| > t, M#
0,α;Q0

f (y) ≤
βt
10

}∣∣∣∣∣
≤ αc(n)

∣∣∣∣∣{y ∈ Q0 : | f (y)| > (1−β)t, M#
0,α;Q0

f (y) ≤
βt
10

}∣∣∣∣∣
elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. �

Aşaḡıdaki sonuç John [10] ve Strömberg [11] tarafından verilmiştir.

Sonuç 5.1. ∃α0 = α0(n) ∀α : 0 < α ≤ α0 ∃c j = c j(α,n), j = 1, 2

c1‖ f ‖∗ ≤
∥∥∥M#

0,α f
∥∥∥
∞
≤ c2‖ f ‖∗ ( f ∈M(Rn)).

İspat. t f ∗(t) ≤ t f ∗∗(t) ≤ ‖ f ‖1 olduḡundan

α|Q|(( f − c)χQ)∗(α|Q|) ≤ ‖( f − c)χQ‖1 =

∫
Q
| f (y)− c|dy

dir. O halde

α inf
c

(( f − c)χQ)∗(α|Q|) ≤ inf
c

1
|Q|

∫
Q
| f (y)− c|dy.

yazılabilir. Böylece

αM#
0,α f (x) = αsup

Q3x
inf

c
(( f − c)χQ)∗(α|Q|) ≤ sup

Q3x
inf

c

1
|Q|

∫
Q
| f (y)− c|dy = ‖ f ‖∗

saḡlanır.

58



Diḡer taraftan, bir Q küpü ve yeterinde büyük N sayısı için,

I(N) :=
∫ N

0
|{y ∈ Q : | f (y)−m f (Q)| > t}|dt

=

∫ 20‖M#
0,α f ‖∞

0
|{y ∈ Q : | f (y)−m f (Q)| > t}|dt

+

∫ N

20‖M#
0,α f ‖∞

|{y ∈ Q : | f (y)−m f (Q)| > t}|dt

≤20‖M#
0,α f ‖∞|Q|+

∫ N

20‖M#
0,α f ‖∞

|{y ∈ Q : | f (y)−m f (Q)| > t}|dt

saḡlanır. Son integrali hesaplamak için, β = 1/2 ve α ≤ α0(n) = 1/(4c(n)) olmak üzere

Teorem 5.1 kullanılırsa, 20
∥∥∥M#

0,α f
∥∥∥
∞
≤ t ≤ N olduḡundan

|{y ∈ Q : | f (y)−m f (Q)| > t}|

≤
∣∣∣{y ∈ Q : | f (y)−m f (Q)| > t,

∥∥∥M#
0,α f

∥∥∥
∞
≤ t/20

}∣∣∣
≤ |{y ∈ Q : | f (y)−m f (Q)| > t, M#

0,α f (y) ≤ t/20}|

≤ c(n)α
∣∣∣{y ∈ Q : | f (y)−m f (Q)| > t/2,

∥∥∥M#
0,α f

∥∥∥
∞
≤ t/20

}∣∣∣
≤ (1/4)|{y ∈ Q : | f (y)−m f (Q)| > t/2}|

elde edilir. Dolayısıyla

∫ N

20‖M#
0,α f ‖∞

|{y ∈ Q : | f (y)−m f (Q)| > t}|dt

≤ (1/4)
∫ N

0
|{y ∈ Q : | f (y)−m f (Q)| > t/2}|dt

≤ (1/2)
∫ N/2

0
|{y ∈ Q : | f (y)−m f (Q)| > t}|dt

≤ (1/2)I(N)

dir. Böylece

I(N) ≤ 20
∥∥∥M#

0,α f
∥∥∥
∞
|Q|

saḡlanır. N sonsuza giderken, bütün c ler üzerinden infimum ve Q üzerinden supremum
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alınmasıyla

‖ f ‖∗ ≤ sup
Q

1
|Q|

∫
Q
| f (y)−m f (Q)|dy ≤ 40

∥∥∥M#
0,α f

∥∥∥
∞

elde edilir ve ispat tamamlanır. �

Sonuç 5.2. 0 < p < ∞ olsun. Bu durumda ∃α0 = α0(n) ∀α : 0 < α ≤ α0 ∃c j = c j(α,n),

j = 1, 2

∀ f ∈M(Rn) ∃c f ∈ R c1‖ f − c f ‖p ≤
∥∥∥M#

0,α f
∥∥∥

p ≤ c2‖ f − c f ‖p. (5.14)

İspat. (5.14) eşitsizliḡinin saḡ tarafının ispatını yapmak için dikkat edelim ki

M#
0,α f (x) ≤ M0,α( f − c)(x) (x ∈ Rn)

eşitsizliḡi her c ∈ R için doḡrudur. O halde (5.8) eşitsizliḡinden

α
∣∣∣{y ∈ Rn : M#

0,α f (y) > λ
}∣∣∣ ≤ 5n|{y ∈ Rn : | f (y)− c| > λ}| (λ > 0)

elde edilir. Böylece

∥∥∥M#
0,α f

∥∥∥p
p =

∫ ∞

0

∣∣∣{y ∈ Rn : M#
0,α f (y) > λ

}∣∣∣dλp

≤
5n

α

∫ ∞

0
|{y ∈ Rn : | f (y)− c| > λ}|dλp =

5n

α
‖ f − c‖p

saḡlanır.

Şimdi (5.14) eşitsizliḡinin sol tarafını ispatlayalım.

Eḡer M#
0,α f ∈ Lp(Rn) ise, Rn deki Q küpü için

inf
x∈Q

M#
0,α f (x) = inf

x∈Q
M#

0,α f (x)
( 1
|Q|

∫
Q

dy
)1/p

=

( 1
|Q|

∫
Q

(
inf
x∈Q

M#
0,α f (x)

)p dy
)1/p

≤

( 1
|Q|

∫
Q

(M#
0,α f (y))p dy

)1/p
≤ |Q|−1/p‖M#

0,α f ‖p (5.15)
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yazılabilir.

0< α≤ 1/4 ve Q0 merkezi orjinde olan birim küp olsun. Lemma 5.2 ve (5.15) kullanılarak

|m f (2kQ0)−m f (2k+1Q0)| ≤ 20 inf
x∈2kQ0

M#
0,α f (x) ≤ 20|2kQ0|

−1/p
∥∥∥M#

0,α f
∥∥∥

p

= 20 ·2−kn/p
∥∥∥M#

0,α f
∥∥∥

p, k ∈ N

elde edilir. Her l ∈ N için,

|m f (2k+lQ0)−m f (2kQ0)| =
∣∣∣∣∣ k+l−1∑

s=k

[m f (2s+1Q0)−m f (2sQ0)]
∣∣∣∣∣

≤

k+l−1∑
s=k

∣∣∣m f (2s+1Q0)−m f (2sQ0)
∣∣∣

≤ 20 ·
∥∥∥M#

0,α f
∥∥∥

p

k+l−1∑
s=k

2−sn/p

≤ 20 ·
∥∥∥M#

0,α f
∥∥∥

p2−kn/p(1−2−n/p)−1 (5.16)

dir. O halde {m f (2kQ0)}k∈N, R de bir Cauchy dizisidir, dolayısıyla yakınsaktır.

c f := lim
k→∞

m f (2kQ0)

olsun. l→∞ in (5.16) içi limit alınırsa,

|m f (2kQ0)− c f | ≤ 20(1−2−n/p)−12−kn/p
∥∥∥M#

0,α f
∥∥∥

p =: Ak (5.17)

elde edilir.

Yeterince büyük her N için

∫ N

0
|{y ∈ 2kQ0 : | f (y)− c f | > t}|dtp

≤

∫ N

0
|{y ∈ 2kQ0 : | f (y)−m f (2kQ0)| > t/2}|dtp
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+

∫ 2Ak

0
|{y ∈ 2kQ0 : |m f (2kQ0)− c f | > t/2}|dtp =: I1 + I2

olduḡu açıktır.

Öncelikle I1 i hesaplayalım.

|{y ∈ 2kQ0 : | f (y)−m f (2kQ0)| > t/2}|

≤
∣∣∣{y ∈ 2kQ0 : | f (y)−m f (2kQ0)| > t/2, M#

0,α f (y) ≤ t/40
}∣∣∣

+
∣∣∣{y ∈ 2kQ0 : M#

0,α f (y) > t/40
}∣∣∣

olduḡuna dikkat edilirse, β = 1/2 ve α ≤ α0 = 1/c(n)4p+1 olmak üzere Teorem 5.1 in uygu-

lanmasıyla,

∣∣∣{y ∈ 2kQ0 : | f (y)−m f (2kQ0)| > t/2, M#
0,α f (y) ≤ t/40

}∣∣∣
≤

1
4p+1

∣∣∣{y ∈ 2kQ0 : | f (y)−m f (2kQ0)| > t/4, M#
0,α f (y) ≤ t/40

}∣∣∣
olduḡu görülür. Sonuç olarak

I1 =

∫ N

0
|{y ∈ 2kQ0 : | f (y)−m f (2kQ0)| > t/2}|dtp

≤
1

4p+1

∫ N

0

∣∣∣{y ∈ 2kQ0 : | f (y)−m f (2kQ0)| > t/4, M#
0,α f (y) ≤ t/40

}∣∣∣dtp

+

∫ N

0

∣∣∣{y ∈ 2kQ0 : M#
0,α f (y) > t/40

}∣∣∣dtp

=
1
4

∫ N/4

0
|{y ∈ 2kQ0 : | f (y)−m f (2kQ0)| > t, M#

0,α f (y) ≤ t/10}|dtp

+

∫ N

0

∣∣∣{y ∈ 2kQ0 : M#
0,α f (y) > t/40

}∣∣∣dtp

=
1
4

∫ N

0
|{y ∈ 2kQ0 : | f (y)−m f (2kQ0)| > t/2}|dtp

+

∫ N

0

∣∣∣{y ∈ 2kQ0 : M#
0,α f (y) > t/40

}∣∣∣dtp

=
1
4

I1 +

∫ N

0

∣∣∣{y ∈ 2kQ0 : M#
0,α f (y) > t/40

}∣∣∣dtp,
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dir ve

3
4

I1 ≤

∫ N

0

∣∣∣{y ∈ 2kQ0 : M#
0,α f (y) > t/40

}∣∣∣dtp

≤ 40p
∫ ∞

0

∣∣∣{y ∈ 2kQ0 : M#
0,α f (y) > t

}∣∣∣dtp

= 40p
∥∥∥M#

0,α f
∥∥∥p

p,2kQ0
≤ 40p

∥∥∥M#
0,α f

∥∥∥p
p

saḡlanır.

I2 ≤ (2Ak)p|2kQ0| = cp
p
∥∥∥M#

0,α f
∥∥∥p

p

olduḡu açıktır. Burada cp = 40(1−2−n/p)−1 dir.

Böylece, c′p = 40p + cp
p olmak üzere

3
4

∫ N

0
|{y ∈ 2kQ0 : | f (y)− c f | > t}|dtp ≤ c′p

∥∥∥M#
0,α f

∥∥∥p
p

elde edilir.

Önce N nin sonra k nın sonsuza giderken limiti alınırsa,

‖ f − c f ‖
p
p =

∫ ∞

0
|{y ∈ Rn : | f (y)− c f | > t}|dtp ≤

4
3

c′p
∥∥∥M#

0,α f
∥∥∥p

p

elde edilir ve ispat tamamlanır. �

Sabit bir p > 0, uygun bir f fonksiyonu ve x ∈ Rn için

Mp f (x) := [M(| f |p)(x)]1/p = sup
Q3x

( 1
|Q|

∫
Q
| f (y)|p dy

)1/p
,

M#
p f (x) := [M#(| f |p)(x)]1/p = sup

Q3x
inf

c

( 1
|Q|

∫
Q
| f (y)− c|p dy

)1/p

olsun.
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Lemma 5.4. 0 < p <∞ ve 0 < α ≤ 1 olsun. Her ölçülebilir f fonksiyonu için

M#
0,α f (x) ≤ cM#

p f (x)

olacak şekilde bir c = c(p,α) sabiti vardır.

İspat. x, Rn de bir nokta ve Q, x noktasını içeren bir küp olsun. |E| = α|Q| özelliḡine sahip

her E ⊂ Q için

ess inf
z∈E

| f (z)− c| =
( 1
|E|

∫
E

(
ess inf

z∈E
| f (z)− c|

)p dy
)1/p

≤

( 1
|E|

∫
E
| f (y)− c|p dy

)1/p

≤ α−1/p
( 1
|Q|

∫
Q
| f (y)− c|p dy

)1/p
,

olduḡundan

(( f − c)χQ)∗(α|Q|) ≤ α−1/p
( 1
|Q|

∫
Q
| f (y)− c|p dy

)1/p

dir. O halde

M#
0,α f (x) ≤ α−1/pM#

p f (x)

saḡlanır. �

Lemma 5.5. 0 < p <∞ olsun. f ∈ Lp(Rn) + BMO(Rn) olmak üzere öyle c1, c2 sabitleri

vardır ki yeterince küçük 0 < α ≤ α(n) için

c1MpM#
0,α f (x) ≤ M#

p f (x) ≤ c2MpM#
0,α f (x)

saḡlanır.

İspat. x0 noktasını iȩren keyfi bir Q0 alalım. Sonuç 5.2 dan, ∃α0 = α0(n) ∀α : 0 < α ≤ α0
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∃c = c(α,n) ∀ f ∈M(Rn)

( 1
|Q0|

∫
Q0

| f (y)−m f (Q)|p dy
)1/p
≤ c

( 1
|Q0|

∫
Q0

(M#
0,α f (y))p dy

)1/p
≤ Mp M#

0,α f (x0),

saḡlanır ki böylece

M#
p f (x0) ≤ cMpM#

0,α f (x0)

dır.

Tersine, yeniden x0 noktasını içeren bir Q0 alalım.

M#
0,α f (x) ≤ M#

0,α;2Q0
f (x) + R0,α;2Q0 f (x)

olduḡu açıktır. Burada

R0,α;2Q0 f (x) := sup
Q3x:Q∩(2Q0)c,∅

inf
c

(( f − c)χQ)∗(α|Q|) (x ∈ Rn)

dir.

Keyfi c için

M#
0,α;2Q0

f (x) ≤ M0,α;2Q0( f − c)(x)

olduḡundan, (5.8) den

∫
Q0

(M#
0,α;2Q0

f (x))p dx ≤
∫

Q0

(M0,α;2Q0( f − c)(x))p dx

=

∫ ∞

0
|{x ∈ Q0 : M0,α;2Q0( f − c)(x) > λ}|dλp

≤
5n

α

∫ ∞

0
|{x ∈ 2Q0 : | f (x)− c| > λ}|dλp

=
5n

α

∫
2Q0

| f (x)− c|p dx (5.18)

elde edilir.

Eḡer x ∈ Q0 ve Q küpü için Q 3 x ve Q∩ (2Q0)c , ∅ ise, bu durumda Q0 ⊂ (3/2)Q dur.
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Öyleyse, α′ := (2/3)nα olmak üzere her y ∈ Q için

R0,α;2Q0 f (x) ≤ sup
Q:(3/2)Q⊃Q0

inf
c

(( f − c)χQ)∗(α|Q|)

≤ sup
Q:(3/2)Q⊃Q0

inf
c

(( f − c)χ(3/2)Q)∗
(
α
(2
3

)n∣∣∣∣∣32Q
∣∣∣∣∣)

≤ sup
Q:Q⊃Q0

inf
c

(( f − c)χQ)∗(α′|Q|)

≤ sup
Q3y

inf
c

(( f − c)χQ)∗(α′|Q|) = M#
0,α′ f (y)

saḡlanır. Böylece

sup
x∈Q0

R0,α;2Q0 f (x) ≤ inf
y∈Q0

M#
0,α′ f (y) (5.19)

dir.

(5.18) ve (5.19) un kullanılmasıyla,

( 1
|Q0|

∫
Q0

(
M#

0,α f (x)
)p dx

)1/p

.
( 1
|Q0|

∫
Q0

(
M#

0,α;2Q0
f (x)

)p dx
)1/p

+

( 1
|Q0|

∫
Q0

(
R#

0,α;2Q0
f (x)

)p dx
)1/p

.
( 1
|2Q0|

∫
2Q0

| f (x)− c|p dx
)1/p

+ M#
0,α′ f (x0)

elde edilir. Sonuç olarak Lemma 5.4 den

( 1
|Q0|

∫
Q0

(M#
0,α f (x))p dx

)1/p
. M#

p f (x0) + M#
0,α′ f (x0) . M#

p f (x0)

bulunur. O halde

Mp M#
0,α f (x0) . M#

p f (x0)

dır ve ispat tamamlanır. �
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6. AḠIRLIKLI JOHN-STRÖMBERG MAKSİMAL FONKSİYONU

Bu bölümde [18] ve [19] dan yararlanılacaktır.

Rn üzerinde lokal integrallenebilen, negatif olmayan bir w fonksiyonuna aḡırlık fonksi-

yonu denir. Herhangi bir aḡırlık fonksiyonu yardımıyla w(E) =
∫

E w(x)dx ölçüsünü ele

alalım. w(x)≡ 1 olduḡunda, w(E) = |E| Lebesgue ölçüsüdür. w(Rn) = +∞ olarak alınacaktır.

Bu bölümde,R, Rn yi ve Σ,R nin Lebesgue ölçülebilir alt kümelerinin kümesini gösterecek-

tir. dµ = wdx olarak alınacaktır.

f , Rn de ölçülebilir bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun wdx ölçüsüne göre daḡılım

fonksiyonu

d f (λ) := w({x ∈ Rn : | f (x)| > λ}) (0 < λ <∞)

eşitliḡi ile tanımlanmaktadır. d f (λ) <∞, λ > 0 olsun.

Eḡer f ∗w(t) fonksiyonu (0,+∞) üzerinde artmayan ve | f (x)| ile eş ölçülebilir ise, yani, her

λ > 0 için

|{t ∈ (0,+∞) : f ∗w(t) > λ}| = d f (λ)

saḡlanıyorsa, f ∗w(t) fonksiyonuna f fonksiyonunun wdx ölçüsüne göre artmayan yeniden

düzenlenmesi denir. Yeniden düzenlenmenin soldan sürekli bir fonksiyon olduḡu kabul

edilebilir. Bu durumda f ∗w(t) aşaḡıdaki eşitlik yardımıyla tanımlanabilir ve tektir:

f ∗w(t) = inf{λ > 0 : d f (λ) < t}

veya (bkz., örneḡin, [20, p. 33] ve [21]):

f ∗w(t) = sup
w(E)=t

ess inf
x∈E

| f (x)| (0 < t <∞)
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dir (w üzerindeki şartlardan dolayı, her t > 0 için w(E) = t olacak şekilde bir E kümesi

vardır).

f ∗∗w (t) = t−1
∫ t

0
f ∗w(τ)dτ

olsun.

Yeniden düzenlenmenin eş ölçülebilirliḡinden aşaḡıdaki eşitlik saḡlanır:

∫
Rn
| f (x)|pw(x)dx =

∫ ∞

0
( f ∗w(t))p dt (p > 0). (6.1)

Aşaḡıdaki eşitsizlikler Hardy tarafından verilmiştir :

(∫ ∞

0

(∫ x

0
f (y)dy

)p
x−r−1 dx

)1/p
≤

p
r

(∫ ∞

0
(y f (y))py−r−1 dy

)1/p
, (6.2)(∫ ∞

0

(∫ ∞

x
f (y)dy

)p
xr−1 dx

)1/p
≤

p
r

(∫ ∞

0
(y f (y))pyr−1 dy.

)1/p
, (6.3)

Burada f ≥ 0, p ≥ 1, ve r > 0 (bkz., örneḡin, [1, p. 272]).

Lemma 6.1. f , g fonksiyonları için

f ∗w(t) ≤ cg∗w(γt) + f ∗w(2t) (0 < t <∞, γ > 0) (6.4)

eşitsizliḡi saḡlansın. Ayrıca f ∗w(+∞) = 0 olsun. Bu durumda

‖ f ‖p,w ≤ cp,γ‖g‖p,w (0 < p <∞) (6.5)

eşitsizliḡi doḡrudur.

İspat. (6.4) ün arka arkaya uygulanmasıyla

f ∗w(t) ≤ c
∞∑

k=0

g∗w(2kγt) = c
∞∑

k=0

g∗w(2kγt)
1

ln2

∫ 2kγt

2k−1γt

dτ
τ
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≤
c

ln2

∞∑
k=0

∫ 2kγt

2k−1γt
g∗w(τ)

dτ
τ

=
c

ln2

∫ ∞

γt/2
g∗w(τ)

dτ
τ

elde edilir.

1 ≤ p <∞ olsun. (6.3) ve (6.5) Hardy eşitsizliklerinden,

‖ f ‖p,w = ‖ f ∗w‖p ≤
c

ln2

∥∥∥∥∥∫ ∞

γt/2
g∗w(τ)

dτ
τ

∥∥∥∥∥
p

=
c

ln2

(2
γ

)1/p∥∥∥∥∥∫ ∞

t
g∗w(τ)

dτ
τ

∥∥∥∥∥
p

≤
c

ln2

(2
γ

)1/p
p‖g∗w‖p =

c
ln2

(2
γ

)1/p
p‖g‖p,w

saḡlanır.

Şimdi 0 < p < 1 olsun.

( f ∗w(t))p ≤ (cg∗w(γt))p + ( f ∗w(2t))p,

olduḡundan

( f ∗w(t))p ≤ c
∞∑

k=0

(g∗w(2kγt))p ≤
c

ln2

∫ ∞

γt/2
(g∗w(τ))p dτ

τ

eşitsizliḡi doḡrudur. Fubini Teoremi’nin uygulanmasıyla

‖ f ‖p,w =

(∫ ∞

0
( f ∗w(t))p dt

)1/p
≤

( c
ln2

)1/p(∫ ∞

0

∫ ∞

γt/2
(g∗w(τ))p dτ

τ
dt

)1/p

=

( c
ln2

)1/p(2
γ

)1/p(∫ ∞

0

∫ ∞

t
(g∗w(τ))p dτ

τ
dt

)1/p

=

( 2c
γ ln2

)1/p(∫ ∞

0
(g∗w(τ))p dτ

)1/p

=

( 2c
γ ln2

)1/p
‖g‖p,w

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. �

Bu bölümde f ∗w(t) (w ∈ A∞) yeniden düzenlenmesinin hesabı M#
0,α f maksimal fonksiyonu

yardımıyla yapılmıştır.
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Eḡer her Q küpü ve her ölçülebilir E ⊂ Q için

w(E)
w(Q)

≤ c
(
|E|
|Q|

)δ
(6.6)

eşitsizliḡi saḡlanacak şekilde c, δ > 0 sayıları varsa, w aḡırlık fonksiyonu A∞Muckenhoupt

koşulunu saḡlar denir. A∞ un bu tanıma denk diḡer tanımları için [23] e bakılabilir.

Eḡer keyfi Q küpü için

w(2Q) ≤ cw(Q)

saḡlanıyorsa, w doubling koşulunu saḡlar (w ∈ D) denir. A∞ şartı saḡlanıyorsa, doubling

koşulu saḡlanır fakat tersi doḡru deḡildir (bkz. [24]).

Lemma 6.2. w ∈ D ve 0 < λ < 1 olsun.

(i) Q0 bir küp ve E ⊂ Q0, w(E) ≤ λw(Q0) olacak şekilde keyfi ölçülebilir bir küme ise, E

yi örten ve

λw(Qi) < w(Qi∩E) ≤ cwλw(Qi) (6.7)

koşulunu saḡlayan ikili ayrık {Qi} : Qi ⊂ Q0 küpleri vardır.

(ii) E ⊂ Rn, pozitif w-ölçülü keyfi ölçülebilir bir küme olmak üzere, E yi örten ve (6.7)

eşitsizliḡini saḡlayan ikili ayrık {Qi} küpleri vardır .

İspat. (i) şıkkı aḡırlıklı Calderón-Zygmund lemmasından elde edilir (bkz. [25]):

Eḡer 1
w(Q0)

∫
Q0
| f (y)|w(y)dy ≤ λ ise, bu durumda

λ <
1

w(Qi)

∫
Qi

| f (y)|w(y)dy ≤ cwλ

ve hemen hemen her x ∈ Q0\
⋃

i Qi için | f (x)| ≤ λ olacak şekilde ikili ayrık {Qi} : Qi ⊂ Q0
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küpleri vardır (ispat Calderón-Zygmund lemmasının [1, p. 17] ispatıyla aynıdır). f (y) =

χE(y) alınırsa, (i) elde edilir.

(ii) nin ispatı için, Rn yi w(E∩Qk)≤ λw(Qk) özelliḡine sahip, yeterince büyük, kesişmeyen

Qk küpleriyle ayırmamız gerekir. E kümesi sonlu w-ölçüsüne sahip olduḡundan bunu

yapmamız mümkündür. O halde her bir Qk küpü için (i) şıkkının uygulanması yeterlidir.

Böylelikle ispat tamamlanır. �

Not 6.1. Lemma 6.2 nin formülasyonunda Qi küpleri E kümesini hemen her yerde örtmek-

tedir, yani, |E\ ∪i Qi| = 0 dır. Belirtelim ki [25] de verilen lemmada {Qi} küpler ailesi

hemen hemen her yerde | f (x)| ≤ λ olması durumunda boş olabilir. Fakat bizim ele aldıḡımız

durumda λ < 1 ve f = χE olduḡundan, bu mümkün deḡildir.

Lemma 6.3. w ∈ D olsun. Her ölçülebilir f fonksiyonu ve her Q küpü için

( fχQ)∗w(λw(Q)) ≤ 2 inf
c∈R

(( f − c)χQ)∗w(λw(Q)) + ( fχQ)∗w((1−λ)w(Q)) (6.8)

eşitsizliḡi her λ ∈ (0,1) için doḡrudur.

İspat. 1/2 ≤ λ < 1 ise,

( fχQ)∗w(λw(Q)) ≤ ( fχQ)∗w((1−λ)w(Q)),

doḡrudur ve sonuç aşikardır.

0 < λ < 1/2 olsun. Her keyfi c için

|c| ≤ inf
x∈Q

(|c− f (x)|+ | f (x)|) ≤
(
(|c− f |+ | f |)χQ

)∗
w(w(Q))

≤
(
( f − c)χQ

)∗
w(λw(Q)) +

(
fχQ

)∗
w((1−λ)w(Q))
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yazılabilir. Dolayısıyla

(
fχQ

)∗
w(λw(Q)) =

(
( f − c)χQ + cχQ

)∗
w(λw(Q))

≤
(
( f − c)χQ

)∗
w(λw(Q)) + |c|

≤ 2
(
( f − c)χQ

)∗
w(λw(Q)) +

(
fχQ

)∗
w((1−λ)w(Q))

saḡlanır. Sonuç olarak

(
fχQ

)∗
w(λw(Q)) ≤ 2 inf

c∈R

(
( f − c)χQ

)∗
w(λw(Q)) +

(
fχQ

)∗
w((1−λ)w(Q))

elde edilir. �

Şimdi M#
0,α f ve M#

0,α;Ω f fonksiyonlarının aşaḡıdaki aḡırlıklı analoglarını ele alalım:

M#
0,α,w f (x) : = sup

Q3x
inf
c∈R

(
( f − c)χQ

)∗
w(αw(Q)) (0 < α ≤ 1),

M#
0,α,w;Ω f (x) : = sup

x∈Q⊂Ω

inf
c∈R

(
( f − c)χQ

)∗
w(αw(Q)) (0 < α ≤ 1).

Lemma 6.4. w ∈ A∞ ise, her α ≤ 1 için α′, α′′ ≤ 1 sayıları vardır, öyle ki, her x ∈ Rn için

M#
0,α′′ f (x) ≤ M#

0,α,w f (x) ≤ M#
0,α′ f (x) (6.9)

saḡlanır.

İspat. E ⊂ Q ve w(E) = αw(Q) olsun. Bu durumda (6.6) dan belli c, δ > 0 için

|E| ≥
α1/δ

c
|Q|
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dur. O halde

inf
x∈E
| f (x)− ξ| ≤

(
( f − ξ)χQ

)∗(|E|) ≤ (
( f − ξ)χQ

)∗(α1/δ

c
|Q|

)
, ξ ∈ R

doḡrudur. w(E) = αw(Q) özelliḡine sahip bütün E ⊂ Q kümeleri üzerinden supremum

alınırsa, (
( f − ξ)χQ

)∗
w(αw(Q)) ≤

(
( f − ξ)χQ

)∗(α1/δ

c
|Q|

)
, ξ ∈ R

elde edilir. Bu ise, α′ = α1/δ/c olmak üzere (6.9) eşitsizliḡinin saḡ tarafını verir.

E ⊂ Q ve |E| = α′′|Q| olsun. Bu durumda |Q\E| = (1−α′′)|Q| dur ve dolayısıyla w(Q\E) ≤

c(1−α′′)δw(Q) yazılabilir. Böylece

w(E) ≥ (1− (1−α′′)δ)w(Q)

ve

inf
x∈E
| f (x)− ξ| ≤

(
( f − ξ)χQ

)∗
w(w(E)) ≤

(
( f − ξ)χQ

)∗
w
(
(1− (1−α′′)δ)w(Q)

)
, ξ ∈ R

elde edilir. α= 1− (1−α′′)δ alınırsa, α′′ = 1− ((1−α)/c)1/δ dır. O halde (6.9) eşitsizliḡinin

sol tarafı α′′ = 1− ((1−α)/c)1/δ ile saḡlanır. �

Teorem 6.1. w ∈ D olsun. Her ölçülebilir f fonksiyonu ve her Q küpü için aşaḡıdaki

eşitsizlikler doḡrudur:

( fχQ)∗w(t) ≤ 2
(
M#

0,α,w;Q f
)∗
w(2t) + ( fχQ)∗w(2t) (0 < t ≤ w(Q)/(5cw)), (6.10)

f ∗w(t) ≤ 2
(
M#

0,α,w f
)∗
w(2t) + f ∗w(2t) (0 < t <∞). (6.11)

Burada cw, (6.7) deki sabittir ve 0 < α ≤ 1/(5cw) dir.

İspat. Keyfi Q ⊂ Rn küpü alalım. α ≤ 1/(5cw), t ≤ w(Q)/(5cw) ve E ⊂ Q, w(E) = t. olacak
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şekilde keyfi ölçülebilir bir küme olsun. Lemma 6.2 (i) den E yi örten,

1
5cw

w(Qi) < w(Qi∩E) ≤
1
5

w(Qi) (6.12)

özelliḡine sahip, ikili ayrık {Qi} : Qi ⊂ Q küpleri vardır.

O halde ∑
i

w(Qi) ≥ 5
∑

i

w(Qi∩E) = 5w(E) = 5t (6.13)

dir. {Qi} küpler ailesinden

E∗ :=
{
x ∈ Q : M#

0,α,w;Q f (x) >
(
M#

0,α,w;Q f
)∗
w(2t)

}
,

kümesi tarafından kapsanan {Q′′i } küpleri seçelim ve {Q′i} = {Qi}\{Q′′i } olsun. Diḡer bir

deyişle, Q′i için aşaḡıdaki eşitsizlik saḡlanır:

inf
c

(
( f − c)χQ′i

)∗
w(αw(Q′i)) ≤

(
M#

0,α,w;Q f
)∗
w(2t).

Bu baḡıntı ve Lemma 6.3 ten

( fχQ′i
)∗w

(w(Q′i)
5cw

)
≤ 2 inf

c∈R
(( f − c)χQ′i

)∗w
(w(Q′i)

5cw

)
+ ( fχQ′i

)∗w
((

1−
1

5cw

)
w(Q′i)

)
≤ 2 inf

c∈R
(( f − c)χQ′i

)∗w
(
αw(Q′i)

)
+ ( fχQ′i

)∗w
((

1−
1

5cw

)
w(Q′i)

)
≤ 2(M#

0,α,w;Q f )∗w(2t) + ( fχQ′i
)∗w

((
1−

1
5cw

)
w(Q′i)

)
(6.14)

doḡrudur. Ayrıca, w(E∗) ≤ 2t ve Qi küpleri ikili ayrık olduḡundan, (6.13) ün de göz önüne

alınmasıyla,

∑
i

w(Q′i) =
∑

i

w(Qi)−
∑

i

w(Q′′i ) ≥
∑

i

w(Qi)−w(E∗) ≥ 5t−2t = 3t

elde edilir.
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Böylece

inf
i

( fχQ′i
)∗w

((
1−

1
5cw

)
w(Q′i)

)
≤ ( fχ∪iQ′i

)∗w
((

1−
1

5cw

)
w(∪iQ′i)

)
≤ ( fχQ)∗w

((
1−

1
5cw

)
w(∪iQ′i)

)
≤ ( fχQ)∗w

((
1−

1
5cw

)
3t

)
≤ ( fχQ)∗w(2t) (6.15)

saḡlanır. (6.12), (6.14) ve (6.15) in kullanılmasıyla,

inf
x∈E
| f (x)| ≤ inf

i
inf

x∈E∩Q′i
| f (x)| ≤ inf

i
( fχQ′i

)∗w(w(Q′i ∩E))

≤ inf
i

( fχQ′i
)∗w

(w(Q′i)
5cw

)
≤ 2(M#

0,α,w;Q f )∗w(2t) + ( fχQ)∗w(2t)

elde edilir. Bu eşitsizlikte w(E) = t özelliḡine sahip E ⊂ Q kümeleri üzerinden supremum

alınırsa, (6.10) elde edilir. (6.11) eşitsizliḡi, Lemma 6.2 (ii) kullanılarak, veya (6.10) da

Q→ Rn için limit alınarak benzer şekilde ispatlanır. �

(6.10) ve (6.11) eşitsizlikleri ”iyi λ eşitsizlikleri” nden (bkz. Teorem 5.1) artmayan düzen-

lenme kestirimlerine geçişi ifade etmektedir.

Lemma 6.4 ve (6.11) eşitsizliḡinden aşaḡıdaki sonuç elde edilir.

Sonuç 6.1. w ∈ A∞ olsun. Her ölçülebilir f fonksiyonu için

f ∗w(t) ≤ 2
(
M#

0,α f
)∗
w(2t) + f ∗w(2t) (0 < t <∞, 0 < α < α0(w)) (6.16)

eşitsizliḡi saḡlanır.

(6.16) eşitsizliḡi ve Lemma 6.1 uygulanarak aşaḡıdaki teorem elde edilir.

Teorem 6.2. w ∈ A∞ olsun. Bu durumda f ∗w(+∞) = 0 koşulunu saḡlayan her f fonksiyonu
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için

‖ f ‖p,w ≤ cp,w
∥∥∥M#

0,α f
∥∥∥

p,w (0 < t <∞, 0 < α < α0(w)) (6.17)

eşitsizliḡi saḡlanır.

Aḡırlıksız durumda bu sonuçlar [26] da verilmiştir.
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7. AḠIRLIKLI NORM EŞİTSİZLİKLERİ

Bu bölumde, (6.16) temel eşitsizliḡinin ve

‖ f ‖∗ ≤ cn
∥∥∥M#

0,α f
∥∥∥
∞

(0 < α ≤ 1/2), (7.1)

ile verilen John-Strömberg eşitsizliḡinin (Sonuç 5.1) bazı bilinen sonuçlar için daha kısa

ispatlar verilmesine imkan verdiḡi gösterilecektir.

Bunun için öncelikle M#
0,α operatörünün, M Hardy-Littlewood ve T Calderón-Zygmund

singüler integral operatörü üzerinde nasıl davrandıḡına bakalım.

Teorem 7.1. f ∈ Lloc
1 (Rn) olsun. Eḡer hemen hemen her yerde M f (x) <∞ ise, her x ∈ Rn

için

M#
0,α(M f )(x) ≤ cn,α f #(x) (0 < α ≤ 1) (7.2)

saḡlanır.

İspat. Q küpünü alalım. x ∈ Q ve Q′, x noktasını içeren keyfi bir küp olsun. Q′ ⊂ 3Q

olması durumunda

| f |Q′ =
1
|Q′|

∫
Q′
| f | =

1
|Q′|

∫
Q′
| f − f3Q + f3Q|

≤
1
|Q′|

∫
Q′
| f − f3Q|χ3Q + | f |3Q

≤ M(( f − f3Q)χ3Q)(x) + inf
ξ∈Q

M f (ξ) (7.3)

saḡlanır.
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Q′ 1 3Q olsun. Bu durumda Q ⊂ 3Q′ dür ve

| f |Q′ ≤ | f − f3Q′ |Q′ + | f |3Q′ = 3n 1
|3Q′|

∫
3Q′
| f − f3Q′ |+ | f |3Q′

≤ 3n inf
ξ∈Q

f #(ξ) + inf
ξ∈Q

M f (ξ)

elde edilir.

(7.3) ün uygulanmasıyla her x ∈ Q için

M f (x) ≤ M(( f − f3Q)χ3Q)(x) + 3n inf
ξ∈Q

f #(ξ) + inf
ξ∈Q

M f (ξ) (7.4)

saḡlanır. M operatörünün zayıf (1,1) olduḡu kullanılırsa, (7.4) ten

inf
c

((M f − c)χQ)∗(α|Q|) ≤ ((M f − inf
ξ∈Q

M f (ξ))χQ)∗(α|Q|)

≤ (M(( f − f3Q)χ3Q))∗(α|Q|) + 3n inf
ξ∈Q

f #(ξ)

≤
cn

α|Q|

∫
3Q
| f (y)− f3Q|dy + 3n inf

ξ∈Q
f #(ξ)

doḡrudur. x noktasını içeren tüm Q küpleri üzerinden supremum alınarak (7.2) elde edilir

ve ispat tamamlanır. �

Belirtelim ki (7.2) eşitsizliḡi lokal olarak daha zayıf durumda [26] da ispatsız olarak

verilmiştir.

Sonuç 7.1. (i) f ∈ BMO(Rn) ve hemen hemen her yerde M f (x) <∞ ise, M f ∈ BMO(Rn)

dir ve

‖M f ‖∗ ≤ cn‖ f ‖∗

saḡlanır.
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(ii) w ∈ A∞ ise, her f ∈ Lloc
1 (Rn) için

(M f )∗w(t) ≤ cn,w( f #)∗w(2t) + (M f )∗w(2t) (t > 0) (7.5)

saḡlanır.

(iii) w ∈ A∞ ise, (M f )∗w(+∞) = 0 özelliḡine sahip her f fonksiyonu için

‖M f ‖p,w ≤ cn,p,w‖ f #‖p,w (0 < p <∞) (7.6)

saḡlanır.

İspat. (i) (7.1) ve (7.2) kullanılarak,

‖M f ‖∗ ≤ cn
∥∥∥M#

0,1/2(M f )
∥∥∥
∞
≤ cn‖ f #‖∞ = cn‖ f ‖∗

elde edilir. Bu sonuç [27] de ispatlanmıştır.

(ii) (6.16) ve (7.2) kullanılarak

(M f )∗w(t) ≤ 2(M#
0,α(M f ))∗w(2t) + (M f )∗w(2t)

≤ cn,α( f #)∗w(2t) + (M f )∗w(2t)

elde edilir. Bu sonuç [28] de ispatlanmıştır.

(iii) (6.17) veya (7.2) kullanılarak

‖M f ‖p,w ≤ cp,w
∥∥∥M#

0,α(M f )
∥∥∥

p,w ≤ cn,p,w‖ f #‖p,w

elde edilir. Bu sonuç [8] de verilen aḡırlıklı Fefferman-Stein teoremidir. �
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k(x) çekirdeḡi aşaḡıdaki standart koşulları saḡlasın:

|k(x)| ≤
c
|x|n

,

∫
R1<|x|<R2

k(x)dx = 0 (0 < R1 < R2 <∞),

|k(x)− k(x− y)| ≤
c|y|α

|x|n+α
(|y| ≤ |x|/2, α > 0).

(7.7)

f ∈ Lp(Rn) (1 ≤ p <∞) için

T f (x) = p.v.
∫
Rn

k(x− y) f (y)dy,

T ∗ f (x) = sup
ε>0

∣∣∣∣∣∫
|x−y|>ε

k(x− y) f (y)dy
∣∣∣∣∣

olsun.

Aşaḡıdaki teorem [26] da ispatlanmıştır. Başka bir ispat için [18] e bakılabilir.

Teorem 7.2. 1 ≤ p <∞ ve 0 < α ≤ 1 olsun. Bu durumda c = cn,α > 0 sabiti vardır öyle ki

M#
0,α(T f )(x) ≤ cn,αM f (x), (7.8)

M#
0,α(T ∗ f )(x) ≤ cn,αM f (x) (7.9)

eşitsizlikleri her f ∈ Lp(Rn) ve x ∈ Rn için doḡrudur.

İspat. İspatı yapmak için fonksiyonu iki kısma ayıralım. xQ, Q küpünün merkezi olsun.

f1 = f ·χ3Q, f2 = f ·χRn\(3Q) fonksiyonlarını alalım. Hölder eşitsizliḡinden

‖ f1‖1 =

∫
3Q
| f (y)|dy ≤ |3Q|1/p′

(∫
3Q
| f (y)|p dy

)1/p
<∞

olduḡu görülür. T operatörü zayıf (1,1) olduḡundan ([1, s. 30]),

(T f1)∗(α|Q|) ≤
c

α|Q|

∫
Rn
| f1(y)|dy =

c
α|Q|

∫
3Q
| f (y)|dy ≤ c′ inf

x∈Q
M f (x)
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elde edilir. O halde

M#
0,α(T f1)(x) ≤ c′M f (x) (x ∈ Rn) (7.10)

eşitsizliḡi saḡlanır.

Diḡer yandan, çekirdek üzerindeki (7.7) koşulunu kullanarak, her x′, x′′ ∈ Q için

|T f2(x′)−T f2(x′′)| ≤ c inf
x∈Q

M f (x) (7.11)

olduḡunu görmek kolaydır. Gerçekten,

x′, x′′ ∈ Q ve y ∈ Rn\(3Q) olsun. Bu durumda 2|x′− x′′| ≤ |x′− y| dir, ve (7.7) den

|k(x′− y)− k(x′′− y)| ≤
c|x′− x′′|α

|x′− y|n+α

elde edilir. 2|x′− y| ≥ |xQ− y| olduḡundan

|k(x′− y)− k(x′′− y)| ≤
c|x′− x′′|α

|xQ− y|n+α

saḡlanır. Böylece

|T f2(x′)−T f2(x′′)| =
∣∣∣∣∣∫
Rn\(3Q)

f (y)k(x′− y)dy−
∫
Rn\(3Q)

f (y)k(x′′− y)dy
∣∣∣∣∣

≤

∫
Rn\(3Q)

| f (y)||k(x′− y)− k(x′′− y)|dy

≤ c|x′− x′′|α
∫
Rn\(3Q)

| f (y)|
|xQ− y|n+α

dy

= c|x′− x′′|α
∞∑

m=0

∫
2m+1(3Q)\2m(3Q)

| f (y)|
|xQ− y|n+α

dy

dir. y ∈ 2m+1(3Q)\2m(3Q), m = 0, 1, 2 . . . için, |xQ − y| ≈ |2m+1(3Q)|1/n olduḡu kolayca

görülebilir. Böylece

|T f2(x′)−T f2(x′′)| ≤ c|x′− x′′|α
∞∑

m=0

1
|2m+1(3Q)|(n+α)/n

∫
2m+1(3Q)

| f (y)|dy
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≤ c inf
x∈Q

M f (x) |x′− x′′|α
∞∑

m=0

1
|2m+1(3Q)|α/n

≈ c inf
x∈Q

M f (x) |x′− x′′|α|Q|α/n
∞∑

m=0

1
2mα ≤ c inf

x∈Q
M f (x)

saḡlanır.

(7.11) den, her x′ ∈ Q için

∣∣∣T f2(x′)− inf
y∈Q

T f2(y)
∣∣∣ ≤ c inf

x∈Q
M f (x)

eşitsizliḡi saḡlanır.

E, Q nun, |E| = α|Q| özelliḡine sahip herhangi bir ölçülebilir alt kümesi olsun.

inf
x′∈E

∣∣∣T f2(x′)− inf
y∈Q

T f2(y)
∣∣∣ ≤ c inf

x∈Q
M f (x)

olduḡundan ((
T f2− inf

y∈Q
T f2(y)

)
χQ

)∗(α|Q|) ≤ c inf
x∈Q

M f (x)

eşitsizliḡi saḡlanır. Bu durumda

inf
c∈R

((
T f2− c

)
χQ

)∗(α|Q|) ≤ c inf
x∈Q

M f (x)

tir ve sonuç olarak

M#
0,α(T f2)(x) ≤ cM f (x) (x ∈ Rn) (7.12)

elde edilir.

(7.11) ve (7.12) birlikte ele alınarak,

M#
0,α(T f )(x) ≤ M#

0,α/2(T f1)(x) + M#
0,α/2(T f2)(x) ≤ cM f (x) (x ∈ Rn)

olduḡu görülür.
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(7.9) eşitsizliḡi benzer şekilde ispatlanır. �

Sonuç 7.2. (i) f ∈ Lp(Rn)∩L∞(Rn) ise, T f , T ∗ f ∈ BMO(Rn) dir. Ayrıca,

‖T f ‖∗ ≤ cn‖ f ‖∞,

‖T ∗ f ‖∗ ≤ cn‖ f ‖∞

saḡlanır.

(ii) w ∈ A∞ ise, her f ∈ Lp(Rn) (1 ≤ p <∞) için

(T f )∗w(t) ≤ cn,w(M f )∗w(2t) + (T f )∗w(2t) (t > 0),

(T ∗ f )∗w(t) ≤ cn,w(M f )∗w(2t) + (T ∗ f )∗w(2t) (t > 0);

saḡlanır.

(iii) w ∈ A∞ ise, (T ∗ f )∗w(+∞) = 0 özelliḡine sahip her f fonksiyonu için

‖T ∗ f ‖p,w ≤ cn,p,w‖M f ‖p,w (0 < p <∞) (7.13)

saḡlanır.

İspat. (i) f ∈ Lp(Rn)∩ L∞(Rn) olsun. M : L∞(Rn)→ L∞(Rn) sınırlı olduḡundan, (7.1),

(7.8) ve (7.9) eşitsizlikleri yardımıyla

‖T f ‖∗ ≤ cn
∥∥∥M#

0,1/2(T f )
∥∥∥
∞
≤ cn‖M f ‖∞ ≤ cn‖ f ‖∞,

‖T ∗ f ‖∗ ≤ cn
∥∥∥M#

0,1/2(T ∗ f )
∥∥∥
∞
≤ cn‖M f ‖∞ ≤ cn‖ f ‖∞

olduḡu görülür. Belirtelim ki (i) ifadesi [29] da Stein tarafından verilmiştir.
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(ii) w ∈ A∞ olsun. (6.16), (7.8) ve (7.9) eşitsizliklerinin birlikte kullanılmasıyla, her t > 0

için

(T f )∗w(t) ≤ 2(M#
0,α(T f ))∗w(2t) + (T f )∗w(2t) ≤ cn,w(M f )∗w(2t) + (T f )∗w(2t),

(T ∗ f )∗w(t) ≤ 2(M#
0,α(T ∗ f ))∗w(2t) + (T ∗ f )∗w(2t) ≤ cn,w(M f )∗w(2t) + (T ∗ f )∗w(2t).

saḡlanır. (ii) ifadesi [30] da elde edilmiştir. Daha açık ifade etmek gerekirse [30] da Bagby

ve Kurtz, her γ ∈ (0,1) için

(T ∗ f )∗w(t) ≤ c(γ)(M f )∗w(γt) + (T ∗ f )∗w(2t) (t > 0),

olacak şekilde bir c(γ) sabitinin varlıḡını göstermişlerdir. Dolayısıyla [30] da kullanılan

metotta (M f )∗w(2t) alınamaz.

(iii) w ∈ A∞ olsun ve f , (T ∗ f )∗w(+∞) = 0 şartını saḡlasın. α0(w), Theorem 6.2 deki gibi

tanımlanmış olmak üzere 0< α< α0(w) olsun. Bu durumda (6.17) ve (7.9) eşitsizliklerinin

birlikte ele alınmasıyla

‖T ∗ f ‖p,w ≤ cp,w
∥∥∥M#

0,α(T ∗ f )
∥∥∥

p,w ≤ cn,p,w‖M f ‖p,w (0 < p <∞)

elde edilir. Belirtelim ki (7.13) eşitsizliḡi [23] de ispatlanmıştır. �

Not 7.1. Cordoba ve Fefferman, [31] de

(T f )#(x) ≤ cpMp f (x) (1 < p <∞) (7.14)

eşitsizliḡinin doḡru olduḡunu göstermişlerdir. Bu eşitsizlik biraz geliştirilebilir. Bunun

için p = 1 durumunda Lemma 5.5 kullanılırsa, her f ∈ Lp(Rn)+BMO(Rn) için 0<α≤ α(n)

yeterince küçük olmak üzere,

c1MM#
0,α f (x) ≤ f #(x) ≤ c2MM#

0,α f (x) (7.15)
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eşitsizliḡini saḡlayan c1, c2 sabitleri vardır. (7.8) ve (7.15) eşitsizliklerinden

(T f )#(x) ≤ cMM#
0,α(T f )(x) ≤ cMM f (x)

yazılabilir. Bu eşitsizlik (7.14) ten daha kesindir. Gerçekten [32] de gösterildiḡi gibi,

MMp f (x) ≤ cMp f (x) (p > 1)

ve böylece

MM f (x) ≤ MMp f (x) ≤ cMp f (x) (p > 1)

dir.

Şimdi (6.10) eşitsizliḡinin bazı sonuçlarını verelim.

fQ,w =
1

w(Q)

∫
Q

f (y)w(y)dy

olmak üzere

‖ f ‖∗,w ≡ sup
Q

1
w(Q)

∫
Q
| f (y)− fQ,w|w(y)dy <∞

özelliḡine sahip f fonksiyonlarının uzayını BMO(w) ile gösterelim.

John-Nirenberg lemmasının (Lemma 4.2) aḡırlıklı analoḡunu vererek başlayalım. Bu lem-

manın doubling koşulunu saḡlayan her bir ölçü için de doḡru olduḡu [25] te belirtilmiştir.

Teorem 7.3 (John-Nirenberg). w ∈ D olsun. Bu durumda her f ∈ BMO(w) fonksiyonu ve

her Q küpü için

(( f − fQ,w)χQ)∗w(t) ≤ c‖ f ‖∗,w log+ 2w(Q)
t

(0 < t <∞),
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eşitsizliḡi saḡlanır, veya buna denk olarak,

w({x ∈ Q : | f (x)− fQ,w| > λ}) ≤ 2w(Q) exp
(
−

λ

c‖ f ‖∗,w

)
(0 < λ <∞),

doḡrudur. Burada c, yalnızca w fonksiyonuna baḡlıdır.

İspat. (6.10) eşitsizliḡinden

(( f − fQ,w)χQ)∗w(t) ≤ 2
(
M#

0,1/(5cw),w;Q f
)∗
w(2t) + (( f − fQ,w)χQ)∗w(2t)

(
0 < t ≤

w(Q)
5cw

)

yazılabilir.

α
∥∥∥M#

0,α,w;Q f
∥∥∥
∞
≤ ‖ f ‖∗,w (0 < α ≤ 1),

eşitsizliḡi göz önüne alınırsa,

∥∥∥M#
0,1/(5cw),w;Q f

∥∥∥
∞
≤ 5cw‖ f ‖∗,w,

elde edilir. Sonuç olarak

(
M#

0,1/(5cw),w;Q f
)∗
w(t) ≤ 5cw‖ f ‖∗,w (t > 0)

dir. Dolayısıyla 0 < t < w(Q)/(5cw) olmak üzere

(( f − fQ,w)χQ)∗w(t) ≤ 10cw‖ f ‖∗,w + (( f − fQ,w)χQ)∗w(2t) (7.16)

saḡlanır. Fakat t ≥ w(Q)/(5cw) için

(( f − fQ,w)χQ)∗w(t) ≤
5cw

w(Q)

∫
Q
| f (y)− fQ,w|w(y)dy ≤ 5cw‖ f ‖∗,w

dir. O halde (7.16) eşitsizlḡi her t > 0 için saḡlanır.
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Şimdi w(Q)/2k+1 < t ≤ w(Q)/2k olsun. (7.16) nın k defa uygulanmasıyla

(( f − fQ,w)χQ)∗w(t) ≤ 10cw‖ f ‖∗,w(k + 1) ≤
10cw

log2
‖ f ‖∗,w log+ 2w(Q)

t

elde edilir ve ispat tamamlanır. �

Not 7.2. Benzer şekilde (6.10) eşitsizliḡinden John and Strömberg teoreminin aḡırlıklı

analogu elde edilir: Her Q küpü için öyle bir aQ,w sabiti vardır ki

(( f −aQ,w)χQ)∗w(t) ≤ c
∥∥∥M#

0,α,w f
∥∥∥
∞

log+ 2w(Q)
t

(0 < t <∞, 0 < α ≤ 1/(5cw))

saḡlanır. O halde

1
w(Q)

∫
Q
| f (y)− fQ,w|w(y)dy ≤ 2

1
w(Q)

∫
Q
| f (y)−aQ,w|w(y)dy

≤
c
∥∥∥M#

0,α,w f
∥∥∥
∞

w(Q)

∫ w(Q)

0
log+ 2w(Q)

t
dt ≤ c′

∥∥∥M#
0,α,w f

∥∥∥
∞

dur. Böylece

‖ f ‖∗,w ≈
∥∥∥M#

0,α,w f
∥∥∥
∞

(7.17)

yazılabilir. α ≤ 1/2 için ‖ f ‖∗ ≈
∥∥∥M#

0,α f
∥∥∥
∞

olduḡundan (bkz., Sonuç 5.1), (7.17) eşitsizliḡi

ve Lemma 6.4 Muckenhoupt ve Wheeden tarafından [25] te verilen sonucu belirtir, yani

w ∈ A∞ ise, BMO(w) = BMO dir.

Bennett, DeVore ve Sharpley, [27] te aşaḡıdaki eşitsizliḡi ispatlamışlardır: Her f ∈ Lloc
1 (Rn)

fonksiyonu ve her Q ⊂ Rn küpü için,

( f ·χQ)∗∗(t)− ( f ·χQ)∗(t) ≤ c( f #)∗(t) (0 < t < |Q|/6) (7.18)

saḡlanır.
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Bu sonuç, özel durumda, Fefferman ve Stein teoremini verir (bkz. [8]):

‖M f ‖p ≈ ‖ f #‖p (1 < p <∞).

Daha sonra Bagby ve Kurtz [28] de aşaḡıdaki aḡırlıklı eşitsizliḡi elde etmişlerdir: w ∈ A∞

ise, her f ∈ Lloc
1 (Rn) fonksiyonu için,

f ∗w(t) ≤ c( f #)∗w(2t) + f ∗w(2t) (t > 0) (7.19)

saḡlanır. [28] de ve onu izleyen makale [30] da M f ve f # in, T f ve M f in artmayan

düzenlenmelerini birbirlerine baḡlayan kestirimler elde edilmiştir. Bu kestirimler bilinen

”iyi λ eşitsizlikleri” nin (bkz. [8, 23]) artmayan düzenlenme terimlerindeki analoglarıdır.

Şimdi gösterelim ki (6.10) eşitsizliḡinden Bennett, DeVore ve Sharpley tarafından verilen

(7.18) eşitsizliḡini elde etmek mümkündür. Gerçekten, (6.10) eşitsizliḡi integre edilerek,

1
t

∫ t

0
( fχQ)∗w(τ)dτ ≤ 2

1
t

∫ t

0
(M#

0,α,w;Q f )∗w(2τ)dτ+
1
t

∫ t

0
( fχQ)∗w(2τ)dτ

= 2
1
2t

∫ 2t

0
(M#

0,α,w;Q f )∗w(τ)dτ+
1
2t

∫ 2t

0
( fχQ)∗w(τ)dτ

elde edilir, yani, 0 < t < w(Q)/(5cw), 0 < α ≤ 1/(5cw) olmak üzere

( f ·χQ)∗∗w (t)−
1
2t

∫ 2t

0
( f ·χQ)∗w(τ)dτ ≤ 2(M#

0,α,w f )∗∗w (2t)

saḡlanır. O halde

( f ·χQ)∗∗w (t)− ( f ·χQ)∗w(t) ≤ 2
[
( f ·χQ)∗∗w (t)−

1
2t

∫ 2t

0
( f ·χQ)∗w(τ)dτ

]
≤ 4(M#

0,α,w f )∗∗w (2t) (7.20)

dir. w ≡ 1 olsun. Bu durumda Hardy-Littlewood-Hertz eşitsizliḡinden (bkz. [22])

c1 f ∗∗(t) ≤ (M f )∗(t) ≤ c2 f ∗∗(t) (0 < t <∞)
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saḡlanır. Bu eşitsizliḡin sol tarafı, (7.15) ve (7.20) kullanılarak (7.18) elde edilir.
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8.TARTIŞMA VE SONUÇ 

 

 

Bu çalışmada öncelikle ölçülebilir fonksiyonun dağılım fonksiyonlarının ve 

artmayan yeniden düzenlenmelerinin tanımları ve bir ölçülebilir fonksiyonun 

medyanı ile ilgili özellikler verildi. BMO uzayı ile ilgili önemli özellikler ifade 

edildi. Daha sonra John-Strömberg maksimal fonksiyonu ve onun lokal versiyonu 

tanımlanıp bazı özellikleri incelendi. Ağırlıklı John-Strömberg maksimal fonksiyonu 

ve onun lokal versiyonu tanımlandı ve fonksiyonun ağırlıklı yeniden düzenlenmesi 

ile bu fonksiyonun ağırlıklı John-Strömberg maksimal fonksiyonunun ağırlıklı 

yeniden düzenlenmesi arasındaki bağıntılar ifade edildi. Son olarak ağırlıklı John-

Strömberg maksimal fonksiyonunun, Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu ve 

Calderón-Zygmund singüler integral operatörü üzerine ağırlıklı norm eşitsizlikleri 

incelendi. 
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