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OZET

INDIRGENMIS RIEMANN METRIGI VE RIEMANN MANIFOLDU

Durmaz, Olgun
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Prof. Dr. Halit GUNDOGAN
Haziran 2015, 101 sayfa

Bu caligma ii¢ boliimden olusmaktadir.

Birinci Boliimde diger béliimler igin gerekli olan temel kavramlara ayrilmistir. ikinci
Boliimde Riemann manifoldlar1 tanitilmistir. Bir Riemann manifoldu iizerindeki egri-
nin yay uzunlugu, bir tanjant vektoriin uzunlugu ve iki tanjant vektoriin i¢ ¢arpimi
gibi bazi1 6zellikler incelenmis ve sonra drnekler verilmistir. Son olarak, Uciincii Bo-
limde Oklid uzaymnda gémiilii yiizey iizerindeki Riemann yap1 incelenmis ve bu yii-
zey lizerinde Riemann metriginin katsayilari tanitilmistir. Sonra da Pseudo-Riemann

metrigi, Riemann manifoldunun izometrileri ve Hacim elementi ¢alisilmigtir.

Anahtar Kelime: Riemann Metrigi, Riemann Manifoldu, Pseudo-Riemann Metrigi,

Hacim Elementi



ABSTRACT

INDUCED RIEMANNIAN METRIC AND RIEMANNIAN MANIFOLDS

Durmaz, Olgun
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Depertment of Mathematics, Master Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Halit GUNDOGAN
June 2015, 101 pages

This study consists of three chapters.

The first chapter is devoted to some fundamental concepts which will be used in the
following chapter.

In the second chapter, The Riemannian manifold is introduced and some properties,
such as the length of the curvature, length of the tangent vector and scalar product of
two tangent vector on the manifold are investigated and then some examples are
given.

Finally, In the third chapter, Riemannian structure on the surface embedded in
Euclidean space are researched and Riemannian metric coefficients on these surfaces
are defined. Then Pseudo-Riemannian metric, Isometries of Riemannian manifold

and Volume e ement in the Riemannian manifold are studied.

Key Words: Riemannian Metric, Riemannian Manifold, Pseudo-Riemannian Metric,

Volume Element
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1. GIRIS

Differensiyel Geometri 19. yiizyilin ortalarina kadar matematik anlaminda agik
bakig acisina gore, bagka bir degisle Oklid uzayinda egriler ve yiizeylerin differ-
ensiyeli olarak caligilmigtir. G. F. G. Riemann (1826-1866) Oklid geometrisini
genellestirerek Riemann geometrisini gelistirdi. Oklid’in postiilatlarmdan biri
olan "Bir dogruya disindaki bir noktadan bir tek paralel ¢izilebilir"’in yerine "Bir
dogruya digindaki bir noktadan hi¢ bir paralel ¢izilemez"’i ald1 ve Kiiresel ya da
Riemann Geometrisini kurdu. A. Eisntein (1879-1955) genel gorelilik (izafiyet)
kuramini Riemann Geometrisini kullanarak agiklamigtir.

Riemann manifoldundaki ¢aligmalar Riemann Geometrisini olugturur. Bu calig-

mada Indirgenmis Riemann metrigini ve Riemann manifoldu tamitilmaya calisil-

migtr.

1.1. Kaynak Ozeti

Temel kavramlardaki Tensorler tanimi i¢in Hacisalihoglu ve Ekmek¢i’nin “Tensor
Geometri” adh kitabindan yararlamlmistir [1]. Manifold tammi i¢in Hacisali-
hoglu'nun “Diferensiyel Geometri 1. Cilt” ve yine Hacisalioglu'nun “Diferensiyel
Geometri 2. Cilt” adh kitaplarindan faydalamilmgtir [2,3]. Tensor Demeti ve
Tensor Alan tanimlar icin Gudmundsson 'un “An Introduction to Riemannian
Geometry” ve Holopainen ve Sahlsten’in “Riemannian Geometry” adli kitaplar
incelenmigtir [4, 5] . Riemann Metrigi ve Manifoldu’nun tanimi i¢in Holopainen ve
Sahlsten’in “Riemannian Geometry” ve Khudaverdian’nin “Riemannian Geom-
etry” adh kitaplarindan yararlanilmig-tir [5,6]. Tanjant vektorlerin uzunlugu,
aralarindaki ag1 ve Egrinin uzunlugu tanimlar1 Holopainen ve Sahlsten’in “Rie-
mannian Geometry” ve Khudaverdian’nin “Riemannian Geometry” adl kitaplarin-
dan faydalanmlmistir [5,6]. Oklid uzayinda gomiilii yiizey {izerindeki Riemann
yapl, Tanjant vektorlerin i¢ ve dis koordinatlari, 1. Kuadra-tik Form ve Pseudo-

Riemann metrigi tanimlar igin Khudaverdian’nin “Riemannian Geometry” adh
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kitabindan yararlanmilmigtir [6]. Riemann Manifoldunun Izometrileri tanimi icin
Khudaverdian’nin “Riemannian Geometry” ve Hacisalihoglu'nun “Yiiksek Difer-
ensiyel Geometriye Girig” adh kitaplar1 incelenmigtir [6,7]. Riemann manifoldu
icindeki hacim elementi i¢in Khudaverdian'nin “Riemannian Geometry” [6] ve
Lee’nin “Riemannian Manifolds An Introduction to Curvature” [8] adli kitaplar-

dan yararlanilmigtir.

1.2. Calismanin Amaci

Bu tez calismasi ile Riemann metrigi ve manifoldu detayh bir sekilde incelenip

ornekler verilerek somut hale getirilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Tensorler

2.1.1. Dual Vektor Uzayi

V, n-boyutlu reel vektor uzay: olsun.

F:V—R

fonksiyonu Vo, 5 € V ve Va, b, € R ic¢in

F(aa+bB3) = aF(a) + bF(B)

ise I’ ye lineer fonksiyon denir ve Lineer fonksiyon ciimlesi;

Hom(V,R)={F | F:V — R}

seklinde gosterilir. Hom(V,R) ciimlesi iizerinde;

+: Hom(V,R)x Hom(V,R) — Hom(V,R)
(F,G) — F+G

-: RxHom(V,R) — Hom(V,R)
(MF)— X F

islemlerini tammladigimiz da ( Hom(V,R), +, ) bir vektor uzayidir.

Bu Hom(V,R) vektor uzayma V vektor uzaymin dual uzay: denir ve

V* = Hom(V,R)



ile gosterilir.
V' vektor uzaymin bir bazi {ay, ..., a,} olsun. V* da oj(a;) = 53- olacak sekilde

{af,...,a%} bazn vardir.
Tamim 2.1 R cismi tizerinde p-tane vektor uzay:i Vi, ..., V, olsun.
fVix..xV,—R

icin u;,v; € Vi; A e R igin
D) f(ur, tgy ooyt + 04,y ey ) = fU, oy Uiy ooy ) 4+ U, oy Vg oy wp)
2) f(ug, Ugy ooy AUy ooy ) = Af(Ug, Uy ooy Uiy ey Up)

ozellikleri saghyorsa f fonksiyonuna p—lineer fonksiyon denir. Bu ciimleyi;
LWV, Vi R) = {f [ fiVix..x %pﬂer[&}
ile gosterelim.

(f9) — f+g

Rx LV, Vi R) — L(VA, ..,V R)
(A f) — Af

seklinde tammmlanmiyorsa; (£ (V4, ..., V,; R), +, -) tigliisii bir vektor uzaydir.

Tanmim 2.2 (Cok lineer fonksiyonlarin carpimi ) Vi, ..., V, ve Wy, ..., W, reel vek-

tor uzaylar: olsun.

q—lineer

g:Wix..xW, — R

p—lineer

fVix..xV,”— R

fonksiyonlarinin carpimimi f ® g ile gésterelim.
4



VVi, oo, Vo, Wiy W) € Vi X x V, x Wy x o x W, elemanina bir f(V4, ..., V)
g(Wh, ..., W,) € R elemanina kargilik tutar, bu fonksiyon da;

(p+q)-lineer
—

fRg:Vix. .. xV,xWyx..xW,

7777777777

seklinde gosterilir.

2.1.2. Vektor Uzaylarda Tensor Carpimi

Vi, ...,V ve W birer vektor uzaylar: olsun. Bu durumda;

p-lineer

®:Vix..xV, W

doniigiimii asagidaki iki aksiyomu saglar ise (W, ®) ikilisine Vi, ..., V, 'nin tensor

carpimi adi verilir.

®1: @V, ..., V,) =W (Germe)
. /
Qg : ‘/1 X ... X ‘/;, — G
N\ /

p—lineer A—lineer

w

diagrami daima degismelidir. Yani; ® = A o f olacak sekilde bir A : G — W

lineer doniigiimii vardir.

2.1.3. Kovaryant Tensorler

R reel sayilar cismi iizerinde r—tane vektor uzayi Vi, ..., V. ve r-lineer doniigiim-

lerin ciimlesi;



E(Vl,,W,R): {f ’ f‘/l X .. prﬂerR}

bir vektor uzayidir. Bu vektor uzayma Vi, ..., V" dual vektor uzaymin tensor

carpimi denir ve
LV, ., ViR = V.. V!

seklinde gosterilir.
VP ® ... ® V)’ tensdr uzaymin her bir elemanina r-yinci mertebeden kovaryant
tensor (kovaryant r-tensor ) denir.

Ozel olarak;

Vix..xV,=V"

olmak iizere;

L(WV,..,VisR) = L7 (V,R)
= RV =T, (V)

ifade edilir. Ozel olarak;
TO(V) == ®0V* == R
T(V)=,V*=V*

dir.

¢ 7.(V) = ®,.V* uzayma V vektor uzay iizerinde bir kovaryant tensor uzay: ve
bu uzayin her bir elemanina r-yinci mertebeden bir kovaryant tensor denir.

¢ Bir V vektor uzayinin kovektor uzayi olan V* uzayimin elemanlar1 kovektorler,

1. dereceden birer kovaryant tensorlerdir. Bunun igin V*’ 1n elemanlarina ko-

6



varyant vektor adi verilir.

Ornek 2.1 V reel vektor uzay: iizerinde tanimlanan (,) i¢ carpim fonksiyonu

2. dereceden kovaryant tensordiir.

Teorem 2.1 V bir n- boyutlu reel vektér uzayr ve V' nin bir baz {ey, ..., e, }
olsun. {e;} nin dual bazi da {ej, ..., e, } yani €] (¢;) = 52- olsun.
i1 gy

{e*il ®'”®€*ik7 (1 2.k )7 1§k§n}

bi¢imindeki k-ymci mertebeden kovaryant tensor ciimlesi T; (V') igin bir bazdir

ve
boyTy, (V) = nk
dir.

Ispat: Germe: T € Ti(V) ve wy, ..., wy, € V olsun.

w; = alie;;, 1 <ji<n, 1<i<k

T (wy,...,wg) = T(ajlejl,...,ajkejk)
= d".a”...d*T (ej,...,ej,) (2.1)
Diger yandan;
(e”‘i1 ®...® e*ik> ) ata . o et (ej,) e (€),) et (€,)

= a'aq’? ...Cljkdiljl 6i2j2 61k]k

= a’a”..a’ (2.2)

(2.2) yi (2.1) de yerine yazarsak;

olur.



Y (wy, ..., wy) igin bu saglandigindan;
T=TI(ej,.e) €' D..0e"

dir.

Lineer Bagimsizlik:

aj,..a;,e" @ .. @t = 0

<aj1...ajke*i1 ®.8 e*ik> =0
(611""7€jk)

ajl...ajke*il (ej,) e (e),) et (e,) = 0

Qjy -, 03y Ot -0y, = 0

aj,...a;, = 0

— ' @ ...® e, Ti(V) nin bir bazdir.

2.1.4. Kovaryant Tensoriin Bilesenleri

Bir T e T,.(V) = ®,V* kovaryant r-tensoriiniin bilegenleri i¢in V’ nin bir {ey, ..

bazii ele alalim. Bu durumda 7,.(V')’ nin bir baz;
{e*jl ®R..Q e*jr} 1<ji,..,4r <n

T e T,.(V) kovaryant tensorii igin;
T:VxVx..xV 2R

olup uq, ...,u, € V icin

dir. Burada ¢zel olarak;

n}

(2.3)



T=e""®.. Qe

alirsak;
J1 J i ; J1 J
<e* ®...®e*r> = a..a" (e* ®...®e*r>
(u1,...,ur) (eil ..... Eir)
7 [
= a'...a T5i1j1(5i2j2...(5iro
= a"..a"

dir. ji,...,J, yerine iy, ..., 7, alip bunu (2.3) de yerine yazarsak;

T (uyy .y uy) =T (€5, ..r€i) (e*il ®.Q e*ir>

(ut,...ur)

dar.

Bu ifade V (uy, ..., u,) i¢in dogru oldugundan;

T="T(e,.,e;) e @...0e"

dir.

T(eiyy-.r€.) =Ti
alirsak;

T="T, " ®. .0
olur.

2.1.5. Kontravaryant Tensorler

V vektor uzay1 ve V nin duali V* olmak iizere (V*)* =2 V dir. Kovaryant tensorler

i¢in verilen ifadelerde V yerine V* alirsak V* s-lineer fonksiyonlarin vektor uzayi
9



elde edilir. Bu uzaya kontravaryant tensor uzayi denir. Bu uzay;

LIV =L{V* L VER}F=VR...QV =%V

veya

T5(V*) = @V

dir. Boylece;
T°(V*) =R

TV =V

elde edilir.

4 Bir V* dual vektorii iizerinde tamimlanan 7% (V*) = V vektor uzaymin eleman-
lar1 birer adi anlamda vektorlerdir. Aslinda bildigimiz vektorler 1. dereceden
birer kontravaryant tensordiir. Bu nedenle V'’ nin elemanlarina kontravaryant

vektorler de denir.
Teorem 2.2 V., n-boyutlu bir reel vektér uzayr ve bunun duali V* olsun. V

. e e . . . j J
ve V*" 1n birbirinin duali olan bazlar sirasi ile {e;,,...,e;, } ve {e*“ ®..Qe "}

ise;

12 ..
{€j1®®ejs,( . S,),lgsﬁn}
J1J2 --Js

s-yinci mertebeden kontravaryant tensorler icin bir bazdir.

10



2.1.6. Kontravaryant Tensorlerin Bilesenleri
Bir L e T°(V*) = ®°V kontravaryant s-tensorii icin,

LV*XXV*S 1neerR

vieV*; 1< i< sigin v} = b;e™”
yazilabilir ve dolayisiyla;

L(vt,..,v7) = L(bje, .. b.e")

-y Ug

= bjl...bst<€*jl, ceey e*js)

olur. L yerine 6zel olarak;
L = 6]'1 ® ® €js
alirsak;

€j, @ ... @e;, (v, ., vE) = bj..b 005

JsZ g1 s

dir.

J1, -+, Js yerine iy, ..., 15 alirsak;

olur.

Her 07, ..., v} i¢in dogru oldugundan;
L=Le", .. e e, @ ... e,
dir.

11



x01 *®15\ T Q1.0
L(e*,...,e*") = L"
alirsak;
L = L“"'“‘eil R ... €ig

elde edilir.

2.1.7. Karigik Tensorler

R reel sayilar tizerinde n-boyutlu vektor uzay: ve bunun duali, sirasiyla V' ve V*

olsun.
[V x Ve —R

dontisimii 7 + s -lineer olsun. r + s- lineer doniigiim ciimlesi;
LV",V*":R) = {f | f Ve e lineer R}

seklinde gosterelim. Bu cilimle tizerinde tanimlanan toplama ve skalar ile carpma
iglemleri ile birlikte vektor uzaydir. Bu vektor uzay: V* ve V' vektor uzay: tizerinde
bir tensor uzayi, daha dogrusu r-dereceden kovaryant s-dereceden kontravaryant

tensor uzay1 denir. Bu uzayin elemanlari (7, s) tipinde karigik tensorler denir ve bu
(V) =T.(V)oT(V")

seklindedir.
¢ Bu uzaymn elemanlara (r,s) tipinden tensorler denildigi gibi (2) tipinden de

denir.

B(V)=R
12



dir.

Ornek 2.2 Bir V vektoriiniin duali olan V*’ 1n elemanlari (1,0) tipindedir. Ic
carpim fonksiyonu (2,0) tipindedir. Determinant fonksiyonu (n,0) tipindedir. V
vektor uzaymin elemanlari (0,1) tipinden tensorlerdir. (0,0) tipinden tensorler
R’ nin elemanlar1 olarak kabul edilir. Baz karigik tensorleri belli bir sira takip

etmeden kargimiza gikar;

VeVe V=V
VeVl eVeV eV =V

dir.Bu uzayin elemanlar: tipindedir.

2.1.8. Karisik Tensorlerin Bilegenleri

V' ve V* birbirinin duali olan iki reel vektor uzay:r olsun. V ve V*’ 1 bazlari,
sirasiyla;

{e1,...,en} ve {e*1,...,e*}; e'i(e;) = 5; olsun. Bu durumda;

*il *is
e ®..0 Qe ®...Q¢€;,

12..r 12..s ,
ve

i1 12 .y J1J2 s

IN

r

—_ =
VAN
w
IN A
3 3

bicimindeki (7) tensorii 77%(V) igin bir bazidir. Bu teoreme gore bir T € T5(V))

kargilik tensor bilegenleri igin;

1
T:Vx..xVxVex. . x VT8 R

u eV, 1<i<ryujeV* 1<j<s

icin

13



* *l
u; = x"eg ve u; = ye

alalim.

* * — i1 i %J1 xJs
T (upy ey Up, U,y oy ul) = T(a: Cirs oy TT€L, Y€ Y€ )

J— il 7 *jl *js
= x ...xr.yjl...yjsT(eil,...,eir,e sy € (2.4)

olur. Burada T yerine 6zel olarak;
T=e""Q..0¢" Qep, ®...Q ey,

oo _ cip Way _ kg . _
alirsak €™ (e;,) = 6;” ve ey, (e”") = §;! olacagindan;

%01 *lr * * _ i1 i 11 ir k1 k
e @0 ek, @ . @ep, (U Up, Uy, ug) =TTy 0000 O

— gl gl .
= T .7 Yj Y,

li,....lp, k1, ...k yerine 41, ..., 15, J1, ..., jr alirsak ;

* *\ *J1 xJs
T(ul,...,ur,ul,...,us)—T(eil,...,eir,e o€ )x

' ®.. Qe ® i, @ .. @ e, (UL, ooy Up, US, oy uk)
ve Yy, ..., Uy, Ui, ..., u} igin dogru oldugundan;

=T=T <ei1, e e e*js> ' ®. Qe ®ep ®...Qe;,
olur.

T (eil, et e*js) = T

14
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dersek;

T=T"7e"®. . Qe Qe ®..Qe;,

1.0

olur.

2.2. Topolojik Manifoldlar

Tanim 2.3 X bir ciimle ve X’ in alt ciimlelerin bir ailesi 7 olsun. 7 ailesi asagi-

daki onermeleri saglar ise X iizerinde bir topoloji denir.

1) X, 0er
2)VA;, As e Tigin AN AseT
NAijer,iel, JAieT

iel
dur. ( I bir indis kiimesidir)

Ornek 2.3 R" =R x .. xR={z = (z1,....,2,) | 7, ¢ R, 1 <i <n}

afin uzayinda Vz,y € R" igin;

seklinde tanimlanan metrik bir topolojidir.

Tanim 2.4 Bir X ciimlesi iizerindeki bir 7 topolojisinden olugan (X, 7) ikili-

sine topolojik uzay denir.

Tanim 2.5 (X, 7) bir topolojik uzay @ # A C X olsun.

Ta={ANU | Uer}

ailesi A {izerinde bir topolojidir. 7,4 topolojisine A’ nin (X, 7) uzaymdan in-
15



dirgedigi relatif (alt ciimle ) topolojisi denir.

Tanim 2.6 (Homeomorfizm) X ve Y topolojik uzaylar olsun. Bir

f: X—Y

1

fonksiyonu stirekli, f~! var ve f=! de siirekli ise f doniisiimiine homeomorfizm

doniisiimii denir.

Tanmim 2.7 (Hausdorff Uzay) X bir topolojik uzay; X in p ve q gibi farkli nokta-
lar i¢in X de, sirasiyla, p ve q noktalarim igine alan A, ve A, acik alt ctimleleri
A, N A, = @ olacak bi¢imde bulunuyorsa X topolojik uzayma Hausdorff uzay

denir.

Tanim 2.8 M bir topolojik uzay olsun. M i¢in agsagidaki onermeler dogru ise

M’ ye n-boyutlu topolojik manifold denir.

1) M bir Hausdorff uzaydir.
2) M nin her agik alt ciimlesi R™’ye veya R™ nin bir agik alt ciimlesine homeo-
morftur.

3) M sayilabilir goklukta agik ciimlelerle értiilebilir.

Tanim 2.9 (Diffeomorfizm) R™ n-boyutlu Oklid uzaymda bir acik ciimle U olmak

luzere;

v.U—R"

fonksiyonu verilsin. ¥’ nin differensiyellenebilmesi so6yle tanimlanir:

Tamim 2.10 R” bir agik alt ciimle U olmak tizere;

f:U—R
16



fonksiyonu k-yinci mertebeden biitiin kismi tiirevleri var ve siirekli ise f fonksiy-
onuna C* simfindan differensiyellenebilir denir. Ozel olarak, f sadece siirekli ise

C° simifindandir denir.
CHU,R) ={f| f:U — R ve f fonksiyonu C* — siifindan}

Ornek 2.4
f:R2—R

(351,372) — f (371;56'2) = T172

olsun.

o op
81’1 o 81’2 -
olup kismi tiirevler ve siireklidir. O halde f ¢ C'(R?* R) dir.
Ayrica;
0*f 0*f 0*f 0*f

i — —1 -1 %99 _p
o3 " 0x107, " Ox901, " 0x3

olup f ¢ C?*(R?,R) dir.

Tamm 2.11 R™ deki bir agik alt ciimle U olmak {izere;

v:.U—R"
u — W(u) = (fi(w), ..., fn(u))

fonksiyonu verildiginde biitiin f; fonksiyonlar: igin

veya
17



fi=wz;0V e C*U,R)
ise

U e CHU,R™)
dir denir.

C=(U,R™) = {¥ | ¥ e C*(U,R"), k ¢ N}
Ornek 2.5

U:R2 — R3

2

(u,v) — V(u,v) = (u? — v2, 2uv, u?)

olsun. ¥ = (f1, fo, f3), f:R? — R

dir. fi, f2, f3’ iin her mertebeden kismi tiirevleri var ve siirekli oldugundan

f1, fo, f3 € C°(R?,R) olup ¥ e C*(R? R?) diir.

Tanim 2.12 U ve V, sirasiyla, R™ ve R"™ de iki acik alt ciimle olsun.

v.U—YV
r— V(z) = (fi(z), ..., fu(z))

18



fonksiyonu icin f; : U — R fonksiyonu C*—sinifindan ise ¥ ¢ C*(U, V) dir denir.
C>(U, V) = {\IJ | U e CHU,V), ke N}
f; fonksiyonlarma ¥’ nin Oklid koordinat fonksiyonlar: denir.

Tanim 2.13 R™’ nin iki farkli agik alt ciimlesi U ve V olsun. Bir ¥ : U — V
fonksiyonu icin asagidaki onermeler dogru ise ¥’ ye C*—simifindan bir diffeomor-
fizm denir ve U ve V’ ye k. dereceden diffeomorfiktirler.

i) U e CHU,V)

ii) U1V — U var ve U1 e C*(V,U)

dur.
Ornek 2.6 ¥ : R? — R?
U(xy,29) = (216" + X9, 16" — T9)
olsun. fi, fo : R? — R
dir.
fi(w1, 29) = 216" + 2
fo(z1,22) = 216" — 2
olmak tizere ¥ = (fi, f2) dir. ¥, 1:1 ve 6rten olup
U~1:R? — R?
oldugundan

Ul (216" + @9, 11" + 13) = (71, 12)

olur.
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172 + 19 = Uy (2.6)

172 + 19 = Yo (2.7)

olup ikinci denklemi —1 ile carpip toplarsak;

:y1—y2
2

T2

olarak bulunur. Bu ifadeyi birinci denklemde yerine yazip ¢ozersek;

Y2 —

Y1t Yo
2

olur.

Y2 — U1 it Y —y
- _ 5 ity o
(yhy?) € 9 ) 9

dir. Burada ¥, U~ ¢ C°(R? R?)
dir.

Tanim 2.14 (Koordinat Komsulugu (Harita) ):

M, n-boyutlu topolojik manifold ve U ¢ R™ in bir acik alt ciimlesi olsun. Bu

durumda U bir ¥ homeomorfizmi ile M’ nin bir W alt ciimlesine eglenebilir.

V. UCR*" —WCM

(W, W) ikilisine M de bir koordinat komgulugu veya harita denir.
we Uigin U(u) € M dir ve

U(u) = (z1(u), ..., zo(w)), zi(u) € R, 1<i<n

dir. Burada z;(u) reel sayisma ¥(u) e M noktasimin i-yinci koordinat1 ve
20



u; U — R

fonksiyonu da U’ nun i-yinci Oklid koordinat fonksiyonu denir.

UL WcM

R

ri=u oUW —TR

fonksiyonuna W’ nun i-yinci Oklid koordinat fonksiyonu denir.

Ornek 2.7 S' = {2 ¢ R? | d(z,0) = 1}

acitk cemberini ele alalim. Bu ¢ember i¢in

U = {u]| Ocu2m, ueR}

dir.

UV:UCR—WcCS cR2

u — ¥(u) = (cosu,sinu)

yani x1(u) = cosu, xo(u) = sinu dur.

Ayrica x1 ve x siirekli ve tersleri de siirekli oldugundan ¥ bir homeomorfizmdir.
¢ 11k tanimda verdigimiz ¥ homeomerfizmi birebir, 6rten ve siirekli (hatta tersi de
siirekli ) oldugundan W’ nun p ve q gibi iki noktasi i¢in z;(p) = x;(¢q); 1 < i < nise
p = q dur. Yani, p e W noktasi (z1(p), ..., z,(p)) reel sayisi n-lisi ile belirlenir. Bu
nedenle z(p), ..., z,(p) reel sayilaria p e W noktasimin (¥, W) koordinat koordi-
nat komguluguna gore yerel koordinatlar1 ve W {izerinde tanmimh olan (z1, ..., z,)
reel degerli fonksiyon n-lisine (¥, W) iizerinde lokal koordinat sistemi denir.

¢ Ik tanimdan M bir topolojik n-manifold oldugundan M ’yi, R™ deki acik alt

ciimlelere homeomorf olan W, acik ciimlelerin bir {W,} ailesi ile ortebiliriz.
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Tamim 2.15 M bir topolojik n-manifold ve M’ nin bir agik alt ortiisii {U,}
olsun. U, agik ciimlelerinin « indislerinin ciimlesi A olmak iizere; {U,} ortiisii
icin {Uy},, . 4 yazilir. R™ deki U, ya bir ¥, homeomorfizmi altinda homeomorf

olan agik ciimle V,, olsun. Béylece ortaya ¢ikan (¥,,V,) haritalarimin ailesine

{(¥q, Vi)}, . 4 Atlas denir.

Ornek 2.8 R?’ de S, merkezi baslangic noktasi olan birim cember olsun.

Wi = {(x1,22) € S"| 2250}
Wy = {(z1,22) € 5" | 22<0}
Wi ={(z1,22) € 5| 210}
Wy = {(x1,22) € S"| 21<0}

ciimleleri S”” nin birer acik alt ciimleleridir. Ayrica;
S'=Wy UWyUWs U Wy
dir. Diger yandan;
W, —IT={z | -1<2;<1},i=1vei=2
\P;1:Wj—><]:{x2|—1§x2<1}, j=3vej=4
fonksiyonlar: sirasiyla;
U2y, 20) = a1, U2y, 20) = a1, T1 = cosu
\1’3_1($1,$2) = To, U, (2, 29) = o9, Ty = sinu

U tve \I!j’l fonksiyonlar1 birer homeomorfizmdir. O halde S’ topolojik 1-manifoldunun

bir atlasi
22



{00 W)y p = {000 WA, (W, W), (3, W) (4, W)

dir.

Simdi differensiyellenebilir yapili bir manifold tamimlayalim. Bir topolojik n-
manifold M ve bir p ¢ M noktasinin agik komsuluklar: da W, olsun. p noktasinin
lokal koordinatlar1 W, —lar degistikce ¥,’ da degiseceginden W, sayis1 kadar ¥,
vardir. Her bir a € A i¢in (¥, W,,) tizerinde lokal sistemini (7, ..., %) ile gostere-
lim. p noktasmin iki agik komsulugu W, ve Wy ise W, N W3 # @, W, N Wg'nin
her bir noktasinda (22, ..., z%) ve (7, ...,y?) gibi iki koordinat sistemi tanimldr.

Bu iki koordinat sistemi arasinaki baginti;

WanWp

WeTWs
—p e .
u \'
W lWe
-—
W (WanWs) W (WanWe)

Sekil 2.1. Baginti
q;;l (Wa N Wg) cU, CR"” \I’EI (Wa N Wg) C UB C R"

alt ciimleleri ikiger acik ciimlenin birer homeomorfizmi altindaki goriintiileri olduk-

larindan agik ciimlelerdir. Ayrica;

Ut o W, - Wt (W NWs) — Wt (Wo N Wp)
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ile
\If(;l o \Ifﬁ : \Ifgl (Wa N Wg) — \Ifl;l (Wa N Wg)

fonksiyonlar1 da ikiser homeomorfizmin bilesimi oldugundan birer homeomor-

fizmdir.

\I/gl oW, = dg,
ve

U oWy =0,

gosterimleri kullanilir.
¢ &5’ nin diferensiyellenebilir olmasi i¢in (®43), bilegenlerinin diferensiyellenebilir

olmasi gerekir. Aym sey g, icin de gecerlidir.

Tanim 2.16 (Diferensiyellenebilir Yapi) Bir topolojik n-manifold M ve M’nin
bir

atlas1 S = {(V,,Wa)}, . 4 olsun. Eger S atlasi icin W, N W3 # @ olmak
tizere Va, 3 € A’ ya karsihk ®g, ve ®,5 fonksiyonlar1 C*—smifindan diferensiyel-
lenebilir iseler S’ ye C*—smifindan diferensiyellenebilir denir. S atlast M {izerinde
C* —smifindan oldugu zaman S’ ye M iizerinde C* — simifindan diferensiyellenebilir

yap1 denir.

Tanim 2.17 (Diferensiyellenebilir Manifold) M bir topolojik n-manifold olsun.
M iizerindeki C*—smifindan bir diferensiyellenebilir yap1 tanimlanabiliyor ise M’

ye C*—smifindan bir diferensiyellenebilir manifold adi verilir.

Tamm 2.18 7, R’ nin acik bir araligi olsun. Bir
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a: ] — R”

t — at)

diferensiyellenebilir ve regiiler ise R™ de bir egri ad1 verilir.

afl)

o
alt)

Sekil 2.2. Egri
i) o’ nin diferensiyellenebilirligi:
a:l — R"”

t — at) = (a1(t), ..., an(t))

1 <i<nigin o; : I — R, Vo, diferensiyellenebilir ise v diferensiyellenebilirdir.
i1) o nin regiilerligi:

Vit € I igin rankJ (o)) = 1

dir. )

[ day |
ot "
Oa Jday, , ,
J(a)@ = , = (a_tlﬁ) = (a(t), ..., al (1))
ooy, |
, L ot
dir.

rankJ(o)y = 1 dir. < Jaj(t) #0 dir. (1 <i<n)

Tamim 2.19 (Bir Manifold tizerinde C*-simifindan egri)
25



M bir diferensiyellenebilir manifold ve
a:ICR— M

de C*—smifindan bir fonksiyon olsun.

(I C R bir agik aralik olmak iizere;

a: I CR— M
t — a(t)

fonksiyonu C*—simifindan olmas icin a(t) = p € M komsulugundaki {uy, ..., u,}

reel koordinat fonksiyonlar1 yardimiyla tanimlanan o’ nin

ICR-S M

Ozi\« \/’LL,L
R

acu;oa: ] — R 1< <n
koordinat fonksiyonlar1 C*—smifindan olmast demektir.)

a(l) C M alt ciimlesi {(I, )} atlasi ile verilmis C*—smifindan bir egri denir.

Tanim 2.20 (Bir Egrinin Tanjant Vektorii) M bir diferensiyellenebilir manifold
ve a(I)” da M iizerinde {(I, )} atlas ile verilmiy C*—smifindan bir egri olsun.

a(t) = p € M olmak {izere;

V,: C%(M,R) — R
d(foa)
V,(f) = 2
seklinde tamml V), fonksiyonuna «(I) egrisinin «(t) noktasindaki bir tanjant
vektorii denir ve a(t) noktasindaki a(1) tanjant vektorlerinin ciimlesini T, yoe(1)
ile gosterelim.

Toya(I) ciimlesi tizerinde agagidaki tanimlanan i ve dis islemler T,pya(I) de
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reel vektor uzayi yapisi belirtirler. Bu uzaya a([l) egrisinin p = «(t) noktasimdaki

tanjant uzay1 denir.

+: Ta(t)a(l) X Ta(t)a([) — Ta(t)a(l)
Vo, Wp) — Vo + W,

R Typa(l) — Tamal(l)
(A Vp) — AV,

Vf e Co(M,R) igin (A- V) ) = A=V, (f)
dir.

Teorem 2.3 M bir diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde C*—smifindan bir
egri a(I) olsun.

V, € Tya(I) ise;

i) V,: C®(M,R) — R

lineerdir.

ii)Vo(f9) = Vo(£a(p) + f(p)Va(9)
dir.(Vf, g e C*°(M,R))

¢ M manifoldunun bir p ¢ M noktasindan gecen ve sifi C! olan bir ¢ok egri
vardir. Bu egrilerin her birinin tanjant uzaylarimin birlegimi olarak M’ nin bir

tanjant uzayini ele edecegiz.

Tanim 2.21 (M bir Diferensiyellenebilir Manifoldunun Tanjant Vektorii) M bir

diferensiyellenebilir manifold ve p € M olsun. Bir

V,: C®(M,R) — R
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fonksiyonu, M {izerinde en az bir egrinin p noktasindaki tanjant vektorii ise V)’
ye M’ nin bir p noktasindaki bir tanjant vektorii denir. M iizerindeki Tanjant
vektorlerinin ctimlesi T, M ile gosterilir.

T, M tizerinde asagidaki sekilde tamimlanan i¢ ve dig islemler sayesinde 7, M bir

reel vektor uzay: olur.

+:T,M xT,M — T,M
(Vo Wp) — Vp + W,
Vf e C*(M,R) igin (V), Wp)(f) = Vo(f) + Wy(f)
dir.

R T,M — T,M
Vf e C*(M,R) igin (A Vp)(f) = AV, (f)
dir.

Tanim 2.22 (Tanjant Uzay) M bir diferensiyellenebilir manifold ve p € M nok-
tasindaki tanjant vektorlerin uzay1 T,M olsun. T,M vektor uzayma M’ nin p

noktasindaki tanjant uzay: denir.
Teorem 2.4 M bir diferensiyellenebilir manifold ve p ¢ M noktasindaki tan-
jant uzay1 da T, M olsun. O zaman;

VYV, e T,M ve Vf,g e C*°(M,R) icin;

)V, : C*(M,R) — R
f— V()

lineerdir.

2)Vp(fg) = Vo(f)g(p) + f(p)Vp(g)  (leibniz kurah)



dir.

M’ nin bir p noktasindaki yerel koordinat sistemi {uy, ..., u, } olmak iizere;

0
— |, C*°(M,R) — R
5o I C*OLR)

lineer doniigiimii f € C*°(M,R) igin

9
8u1

0
olarak tamimlayalim. O zaman { lps - v |p} sistemi {u1, ..., u, } sistemi-
u’n,

nin duali olacaktur.

(aii (uj) = dij)

Teorem 2.5 M bir diferensiyellenebilir manifold ve p ¢ M noktasindaki bir
komsgulugu {uy, ..., u,} yerel koordinat sisteminde verilsin. O zaman {uy, ..., u,}

sisteminin duali;

0 0
gb— {a_ul |p7""8_un |p}

olmak tizere ¢, T, M’ nin bir bazidir.

Tanim 2.23 (Vektor Alani) M bir diferensiyellenebilir manifold, M iizerindeki

bir vektor alan diye;

X:M— U T,M
pelU
olarak tanimlanan X fonksiyonuna denir ve M iizerindeki vektér alanlarin ciim-
lesi x(M) ile gosterilir.
X(M) iizerinde agagidaki sekilde tanimlanan i¢ ve dig islemler x (M)’ yi vektor

uzay yapisiyla donatirlar.

1) +:x(M) x x(M) — x(M)
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(X,¥) — X +V
Vp e Migin (X +Y), =X, +7Y),

2) - Rx x(M) — x(M)
(A X) — AX
Vp € M icin (AX),) = AX(p)
dir.

Tamim 2.24 (Vektor Alanlarin Uzayi) M bir diferensiyellenebilir manifold M tiz-
erindeki vektor alanlarmin vektor uzayr da y (M) olsun. x (M)’ ye M iizerindeki

vektor alanlarinin uzay1 denir.

X:M— UT,M
pelU
p— X, : C®°(M,R) — R

f— X, (f)
X e x(M), f e C®°(M,R) ve p e M olmak tizere;
(X)) = Xp(f)

dir.

Tamim 2.25 M bir diferensiyellenebilir manifold ve M iizerinde vektor alanlarinin

uzay1 x(M) olsun. O zaman VX € x(M) igin;
i) X : C®°(M,R) — C*>(M,R)
lineerdir
1i)Vf,g e C®°(M,R) igin ;
X(fg) = X(flg+ fX(9g)

dir.
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+: C%(M,R) x C®(M,R) — C®(M,R)
(f,9) — f+9g: M —R
p— ([ +9)y = fp)+9(p)

.1 C%(M,R) x C®(M,R) — C=(M,R)
(f,9) — fg: M —R

p— (fg)(p) = f(p)y(p)
= (C*°(M,R),+,-) bir birimli ve degismeli halkadur.

Bu durumda;

oyle ki p € M icin

(fX)(p) = f(p)X,

seklinde tanimlanan dig iglem goz oniine almirsa y (M) ciimlesi C*°(M,R) bir-
imli ve degismeli halkasi iizerinde bir modiil olur. Yani y(M) bir C*°(M,R)

modiiliidiir.

Tanim 2.26 M diferensiyellenebilir manifold iizerinde vektor alanlarinin uzayi

X(M) olsun. Bu durumda;

[ ] x(M) x x(M) — x(M)
(X,Y) — [X,Y]
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oyle ki Vf e C*°(M,R) igindir.

(X, Y]y = XY [) = Y(XS)
seklinde taniml [, ] doniigiimiine x (M) iizerinde Lie parantezi operatorii denir.
Teorem 2.6 M diferensiyellenebilir manifold iizerinde vektor alanlarimin uzayi
X(M) ve x(M) iizerinde Lie parantezi operatorii [,]| verilsin. Bu operator Lie
operatoriiniin ¢ 6zelligini saglar. Yani;

D LT x(M) x x(M) — x(M)

donitistimii 2-lineerdir.

VX.,Y,Z € x(M), Va,b € R i¢in
[aX +bY,Z] =a[X,Z]+b]Y, 7]
ve
[X,aY +bZ] = a[X,Y] +b[X, Z]
dir.
2) [,] doniigtimii anti-simetriktir.
VX,Y e x(M) igin
dir.
3) [,] doniigiimii Jakobi 6zdegligini saglar.

VX.,Y,Z e x(M) igin

[X7 D/v ZH + [Y7 [Zv X]] + [Z’ [X’Y]] =0
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dir.
Tanmim 2.27 M bir diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde vektoér alanlarinin
uzay1 x(M) olsun. O zaman;
Vf,ge C®(M,R) ve VX,Y € x(M) igin
[fX,9Y] = fg[X, Y]+ [(Xg)Y —g(Y )X
dir.
Tanim 2.28 M bir diferensiyellenebilir manifold; M {izerindeki reel degerli ! —smmfindan
bir fonksiyon f olsun. O zaman, f ’nin bir p ¢ M noktasindaki tam diferensiyeli;
VvV, € T,M icin;
(df |p)(vp) =V 1/

dir. Burada;

V,: C®(M,R) — R
f—=Vo(f) =V, /]

dir.

Teorem 2.7 M bir diferensiyellenebilir manifold ve bir p ¢ M noktasindaki M’nin

tanjant uzay1 7, M olsun. Bu durumda;
df |, e TyM
dir.

Ispat :VV, € T,M igin;
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df |, (V) € R oldugundan df |,: T,M — R
dir. Diger yandan Va,b € R ve VV,,, W, € T,,M icin;
dfi,(aVp +0W,) = (aV, + W) [f]
= aVp [f1+ bW, [f]
= adf |, (V) +bdf [, (W)
olup df |,lineerdir.

O halde df |, e T;M dir.
Eger f e C®(M,R) ve X € x(M) ise

df(X) = Xf, X[ =X[f]

diyelim. Buna gore;

(X)) = X, [f]

ve

(df(X)(P)) = df |p (Xp)

esitlikleri nedeniyle df (X) = X [f] esitligi bize bir df fonksiyonunu belirtir.
Ustelik;

df : x(M) — C>*(M,R)
X —df(X): M —R
p — (df (X)) [p=df [, (X})

dir.

( x(M)'nin C*°(M,R)— modiil yapisina gore df, C*(M,R) degerli bir lineer
doniigtimdiir. O halde, df, x(M)nin dual modiiliine ait bir elemandir. df e Ty M
olmasi bu hal i¢in df 'nin x(M) nin dual modiilii olmasina karsilik gelir. )

V, = (V1,...,V,,) olmak tizere;
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d pr— ey _ .
F() =V, lf] = S5 1, V
dir. Burada;
dz; [Vp] = Vy [w] = Vi; Vplz] = X 7-Vi=V;
3:18.13]

dir. Bu durumda;

NG|
() = 290 |, dai(vy)

i=1
dir. Bu esitlik VV), € T, M igin dogru oldugundan;

df = i%d%

i=1
dir.

Tanim 2.29 M iizerinde bir koordinat sistemi {x, ..., 2, } verilmis olsun.

dz; |,: T,M — R
Vp = d; [, (V) = V) [i]

olarak tanimlanan dz; |, fonksiyonuna z; ¢ C*°(M,R) fonksiyonun diferensiyeli

denir.

Teorem 2.8 M iizerinde {1, ..., z,,} koordinat sistemi verildigine gore

Vp e M icin

{aa 'p'lﬁién}ve{dxﬁﬂlgim}
T

birbirinin duali olan iki baz olugturur. Bunlardan birincisi 7, M nin ikincisi

T;‘ M’1n bir bazidir.
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Sonug 2.1 Tensorlerde V reel vektor uzay: yerine 7),M alalim. Simdi tensor-
leri tekrar ele alahm. V vektor uzay olmak iizere V*, V’nin duali olsun. Bu
durumda;

T.(V) =V*® ..® V* tensor uzaymin her bir elemanina r-yinci mertebeden Ko-
varyant tensor denir. Simdi V' = T),M alirsak T, M nin dualinin 7; M oldugunu

biliyoruz. Bu durumda;

T(T,M)=T;M® ..o T;M

seklinde olur.
V vektor uzayr ve V* duali olmak iizere; 7°(V*) = V ®@ ... ® V tensor uzayma
Kontravaryant tensér uzay1 oldugunu biliyoruz. Yine aymi gekilde V' = T,M ve

V* =T7M alrsak;
T(TEM) = T,M ® ... @ T,M
seklinde olur. Biz burada T°(1T; M) = T*(T,M) alacagz.

Simdi de Karigik tensorler igin ele alirsak; biliyoruz ki r-dereceden kovaryant, s-

dereceden kontravaryant tensor uzayi;

(V) =T.(V)®T*(V")
oldugunu biliyoruz. Yine V' =T, M icin;
T (1,M) = T.(T,M) @ T*(T,M)

olur.

Tanim 2.30 (Tensor Demeti)

1) r-Kovaryant tensor demeti;
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T,.M = \J T,(T,M)

peM

2) s-Kontravaryant tensér demeti;

T*M = J T(T,M)

peM

3) r-Kovaryant s-Kontravaryant tensér demeti;

M= U TXT,M)

peM

seklindedir.

Tanim 2.31 (Tensor Alan) M bir diferensiyellenebilir manifold olmak iizere

X(M)’ye vektor alan denildigini biliyoruz.

7,(M) = {diizgiin r-kovaryant tensor alani}

climlesi diyelim.
7°(M) = {diizgiin s-kontravaryant tensor alani}

75(M) = {diizgiin (k,1) karisik tensor alani}
olur.

0
X (M) vektor alani ve duali x*(M) alahm. Biliyoruz ki { 5

Xy
bir baz; {dx; | 1 <i <n}, x*(M)mm bir bazidir.

| 1 Sign},x(]\/[)’nin

(M) = x*(M) & ... x*(M)

seklindedir.
0

Burad
urada { 3

7

. 9
iizere (3% (dz;) = 5@-)

{d:cl-1 ® ... ®dz; (1'”) 1< r< n}

110y

|1<i< n} X(M)'nin; {dz; |1 <i<n} x*(M)nin bazi olmak
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7,(M)’'nin bir bazdir.
Diger yandan biliyoruz ki 7" € T,.(V') olmak tizere V'nin bazi {ey, ..., e, } ve T,.(V')'nin
baz1 {e*jl ®.Q e*jr}; 1<j1..jr <ndir. T € T.(V) igin;

J J
T = 7—;-1_”2‘7.6* ! X ... e*’

dir. O halde T € 7,(M) olmak iizere; { 86

€

|1<i< n} X(M)’nin bir bazi ve
7,(M)’nin baz {dmh ® ... dx;,, (ii:;); 1<r< n} oldugundan;

T = T’il...irdxh X...R d%ir

seklinde olur.

(M) =x(M)® ... x(M)

7

seklindedir. (M) ve x*(M ) bazlar sirasiyla { 88

{dz; | 1 <i < n} olmak lizere;

|1§i§n}ve

0 9 )
cee ) S . 1 < <
{axll ® ® 61‘1.57 (Zl---ls)’ -~ S >~ ’]’L}
ise 7°(M) nin bir bazidir.

Diger yandan L e¢ T°(V*) i¢gin V'nin bir baz1 {ey,...,e,} ve {e;, ® ... ®e;. }; 1 <
i1...is < n de T°(V*)'nin bazidir. L € T°(V*) igin;

L = Lil"'iseil R ... €,
dir. O halde L € 7°(M) igin;

0 0
L=Li— ..
8951-1 ® ® 31‘1-5

seklinde olur.
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Son olarak;

olup;

9, I1<r<
dzy, ® ... ® dx;, @ ®..0 = (1), (1),
ale axjs 1...7r J1---Js 1 S s S
ise 72(M)’nin bir bazidir. O halde;
T e 15(M) igin;
T=T""dr;, ®.. @dr;, ® ®...Q
o O, Oz,
olur.
Sonug olarak;
T = T’h...’irdxil X ... d$ir
r-kovaryant tensor alan;
.0 0
L=L""%—®..
Gscil © ® &cis
s-kontravaryant tensor alan;
Q= Q' Pdy, ®...®dr;, ® .0
1.0 11 ir ale 8:6]8

(k,s) tensor alani olur.
Burada T, ; , L'+ ve Qj L-w-Js fonksiyon bilegenleri olarak adlandirilir.

1.0

Ayrica;
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Tr(M) = x*" (M) ® ... x*(M)

=L (x(M), ..., x(M); C=(M,R))

= {1 x(M) x ... x x(M) — C*(M,R)}

seklindedir. Ayni gekilde;

(M) = LO(M), ... x(M), X" (M), ..., x*(M); C>(M, R))
= {1 F e x(M) x o x x (M) x X" (M) x .. x x*(M) — C*(M,R)}
=X M)@..x* (M) x(M)® ... x(M)
dir.
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3. RIEMANN MANIiFOLDLARI

3.1. Riemann Manifoldu ve Riemann Metrigi

Tanmim 3.1 M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M iizerindeki G' Riemann
metrigi simetrik, pozitif tanimh ve diferensiyellenebilir olan 2-kovaryant vektor

alan (G € 79(M)) ile tanimlanur.

Gero(M) = G :x(M)x x(M)— C®(M,R)
(X,Y) — G(X,Y): M —R
p— GX,Y) |,

dir.
Bir M diferensiyellenebilir manifoldu ile verilen G Riemann metrigi (M, G) Riemann

Manifoldu olarak adlandirilir.

Tanim 3.2 M bir n-Riemann manifold olsun. O zaman M iizerindeki metrik

tensor ifadesi;

G = gikda:i X d.CL'k

o 0

——, —— ) olup matris degerli diizgiin fonksiyon

seklinde gosterilir. Burada; g;;, = <

ad1 verilir.

Tamim 3.3 A, B € T, M olmak iizere; A = Aii, B = Bki (i=1,..,nk=
1,...,n)

<A> B>G |p: G(A, B) |p: AigikBk
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g - - - Gin B,

gn1 - - - Gnn Bn
dir. Burada;

i)G(A,B) =G(B,A)

i1)A # 0 igin G(A, A)>0

i11)G(A, B) |p=. diferensiyellenebilir fonksiyon
seklindedir.

Burada goriildiigii gibi G Riemann metrigi G = g;rdzr; ® dxy, seklinde tanimlanir.

w ve n 2 tane 1-formun simetrik carpimin tanimi ile kisaltabiliriz. Carpim sem-

bolii olmadan yanyana yazarsak;

wn=3wn+nQw)

oldugundan;

G = gixdzidxy,

yazilabilir.

Ornek 3.1 ¢ {z;}, R”in kanonik koordinatlar1 olmak iizere G metrigi;

G = (dz1)* + ... + (dw,)?

seklindedir.
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dir. Skalar carpim ile tanimlanan n-boyutlu Oklid uzaymin temel 6rnegi;

seklindedir.

= G(X,)Y) =(X,Y) = g Xi Xy

olur. Bu durumda {e;} temel baz olmak iizere;

Glei, e) = gineier = ik

dir.
4 R?’de polar koordinatlarda x5 > 0 (1 = r cos 6, x5 = rsin ) bolgesindeki metrik

icin;

dx1 = cosOdr — rsin0df, dry = sinfdr + r cos 0df

dir. Yeni koordinatlar da Riemann metrigi G = dx? + dr3 asagidaki goriiniime

sahip olacaktir.

G = dai+das
= (cosOdr — rsinAdh)? + (sin Odr + r cos 0d6)

= dr? + r*de?

— G = dr? + r2dp?
seklinde olacaktir. Bu durumda G = ||g;x|| i¢in asagidakini styleyebiliriz.

Kartezyen koordinatlar;

]‘ 0 gI1$1 g$1$2
O 1 gl‘QIl g$2.272
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dir. Kutupsal koordinatlarda;

I 0 9rr  Gro
0 r? 9or  Goo

dir.

Ornek 3.2 R¥de G = da? + dz} + dz? seklindedir. Burada;

G = [lgall = [1,1,1] dir.
V=(1,2,-1), W =(0,3,1) ¢ R3? olsun.

G(V,W) = (dz] + da3 + dx3) (V. W)

seklindedir.
0 0 0 0
V=1 2 -1 ;s W =0 3 1

8:61 * 8332 8:1:3’ 8.731 + 8:1:2 + 8x3

dir.
G(V,W) = (dai+da3+dag) (V, W)
= d2? (V,W) +da3 (V,W) + dx3 (V, W)

olup;

0 0 0 0 3} 0
2 _ —
dxi (VW) = dr; ® dxy (1(%1 + 28932 1@9[:3,08331 - 33%2 + 1(%3)

0 0 0 0 0 0
N d.T1 <18171 +28[L‘2 B 18!L‘3) dl’l (081‘1 +361‘2 + 181’3)

0 0

= 0
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dir. Benzer sekilde;

da? (V, W)
0

dl’g &® d$2 (1 0

0

+

2 _
8@
0

(9x1

+2a

dI‘Q <1
le’g (

6

8x1
0

81’2

ve

da? (V, W)
0

) s

d.T3 X dIL‘3 (1 0

8@
0

8I2

()

0

0
+2 0

81‘1 81'2
0 0

81'3’ 8901

dl‘g <181‘1
(—1)d.ﬁL’3 (
—1
dir.

— G(V,W)=0+6—

olur.

(9333

+2

) o

0xs B 10.753 0y +
)

)

81'3

1=5

G(X)Y) = guXiXp = XiV1 + ... + X,)Y,

dir.

G(X,Y)

seklindedir.

Ornek 3.3 Cember de [0, 27)

G = a’da?

9ir ViWi,
ViWh + ValWy + VW
1-0+2-34+(—1)-1

5

araliginda Riemann metrigi;
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dir. (a ¢gemberin yarigapidir.)

Bunu gorelim. R2, Oklid uzayinda gomiilii 22 + 22 = a? ¢emberi igin;

r1=acosf, ro =asinf, 0 < 6<2rw

dir.

Riemann metrigi G = dz? + dx3 olup;

dry, = —asinfdf
dry = acosfdb

seklindedir. Bu durumda;

G = (—asinfdh)* + (acosfdh)’
= a?sin®0d6? + a® cos® 0d6?

= a’dp?
olur.
— G = a’dh?
elde edilir. Alisilmig formiil i¢in 6 yerine x; yazarsak;
G = a*da?
dir.
Simdi 22 + 22 = 1 cemberini goz éniine alalim. a = 1 oldugundan G' = a?df* olup

G = db? olur.

a: ] — R?

0 — a(0) = (cosb,sinf)

1-yaricaph ¢emberdir.
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) olsun. = 0 = % olur.

e

o (t) = (—sinf,cosf) = o’ (—) = (—?7 ?) =V, =

W, = 2V}, alisak W, = (—v/2,V2) = 2%

olur.
TpM

Wp
Vp

=

Sekil 3.1. Cember

G = d6? olup;

G(%>Wp> = d92(‘/b> Wp)

= df®do(V,, W,)

= df(V,)do (W,) = db <%) a0 <2%)

0 0
= 2

olarak hesaplanir.
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81‘1 8x2
W, = (—vavE) = Vil el
P ’ 61'1 8[E2

G(Vp, W) = (daf + da3) (Vj, W)
= dl’l X dml(‘/p; Wp) + d.ﬁCQ X dl’g(‘/;;, Wp)

— dm (‘gaim+\2faig)d“( \/_—+f8—$2)

+d:@<—£i fa) (\/_—+\/_—)

2 81'1 2 01‘2 0x1 0372
V2 0 B
- ()i () () an (5)

+\/—§de (i) -V2dz, <i)

olarak bulunur.

= Her iki islemde de G(V,,W,) = 2 dir.

Ornek 3.4 (Silindir Yiizeyi ) R* de D = {(z1,22) | 0 < z;<27} bolgesindeki

Riemann metrigi;
G = a?da? + dx?

dir. a; 22 + 22 = a? silindirin yarigapidir. Bunu gorelim.

R3, Oklid uzaymda gomiilii 22 + 22 = a? silindiri igin;
T] = acosu

To = aSINU; 0 < u2mw, —oo<w<oo
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T3 = U

olmak iizere;

dr; = —asinudu
dre = acosudu
drs = dv

dir. Yeni koordinatlar da G = dz? + dz3 + dr3 Riemann metriginin goriiniimii;
G = (—asinudu)® + (acosudu)® + dv?
= a*sin® udu® + a® cos® udu® + dv*
= a’du® + dv?

olarak bulunur. Algilmig formiil i¢in 21 — u, x93 — v alalim. Bu durumda;
G = a*dz? + dx3

olur.

Simdi R3; 2% + 23 = 1 silindirini gz 6niine alalim.

F:UCR2—>F(U):M

(u,v) — F(u,v) = (cosu,sinu,v)

silindirin paremetrizasyon denklemidir. (F dif.bilir ve rankJ(F)=2 olmalidur.)

V2 V2
22
q € U’yu bulalm. (¢ = (u,v))

D ,1) alalim. Bu p silindirin iizerindedir. F(q) = p olacak sekilde

F(u,v) = (cosu,sinu,v) = (g, \/75, 1)

cv=1

Ejl)
4

u =

=
=q=

e



olur.
2 2
F |4 (¢) = (—sinu,cosu,0) |,= <_§’\/T_’O>

F |, (¢9) =(0,0,1)

olur.

TpM

wall

Sekil 3.2. Silindir

F*q : TqR2 — TF(q)R3

0 d
% - F*q <%> = Fu(Q)

Benzer sekilde;

F,, : Tq]R2a—> T R? ,
a F* _— = FU
o ™ (81}) (q)

seklindedir.

,O> :Vp:(l,O):lFu |q +0F, |q
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FU(Q) = (0707 1) = (0, 1) |q: 0F, |q +1F, |q

olur.

Fy—lineer (9 8

0 0
:>Vp:(1;0):1%+0%

0 0

olur.
V3 V3
27 2
(1,0) dir. Aym sekilde W, = (\/5, —V2, ()) iken u, v’ye gore W, = (—2,0) olur.

G = a?du® + dv? olup a = 1 oldugundan G = du? + dv? dir.

x1, T2, x3 koordinat sistemine gore V), =

,0) iken u,v’ye gore V), =

G(V,,W,) = (du®+ dv®) (V,, W,,)
= du® du(V,, Wp) + dv @ dv(V,,, Wp)
= du(V,)du(Wp) + dv(Vy)dv(W))

0 0 0 0
0 0 0 0

= ldu <a%) (~2) du (a%) + 0o (a%) - 0do (%)
= 1-(=2)+0-0

= -2

olur.
- G(‘/pv Wp) =2

dir.
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Simdi G(V,, W,)’yi x1, x2, x3 koordinat sisteminde;

G = dx3 + dz3 + do?

metrigine gore bulalim.

- -

V2 v2 N\ V20 V20 0
2’ 2’ 20331 26 8373
0 0 0
_(ﬂ,—ﬁ,o)_ﬂaxl—\/ﬁ&g +05 -

G(V;?v Wp) =

(dat + dag + da3) (Vy, W)
dx%(‘/lh Wp) + dl‘g(‘/}), Wp) + dx%(‘/;’? Wp)
dzy @ dz1(Vy, Wp) + das @ dao(Vy,, W) + dzg @ das(Vy, W)

dx1(V, da:l + dxo(V, dajg W,) + dxs(V,)dxs(W),)

V2 0
dl’l 09;1 + dl’g (78__@2 dl’g ( \/_8_33'2>

|

NS

> Sle
Q_/v

= G(‘/pv Wp) ==

olarak bulunur.

Simdi;
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—lineer a 8
X, =2F, |, +7F, |,= (2,7) "7 2,7y =2— 47—

ou ' Ov
Y, = —AF, |, +5F, |,= (—4,5) " (—4,5) = —4% +5a%
olur.
G(Xp,Yp) = (du? + dv?) (X, Y))
= du*(X,,Y,) + dv*(X,,Y))
= du ® du(X,,Y,) + dv ® dv(X,,Y,)
= du(Xp)du(Y,) + dv(Xp)dv(Yp)
_du<2%+75%>d ( 45%+5%)
o (22 472 (a2 1 52)
o () oyt () (2 0 (2)
=2.(—4)+7-5
=27
dir.
Fule= (\/;g) = (0,0,1)
X, =2 ( g?) 7(0,0,1) = (—v2,v2,7)
Y, =—4 <—g ?,0) +5(0,0,1) = (2v2,-2Vv/2,5)
olur.

G = da? + dz + da¥ye gore G(X,,Y,)’yi bulahm.
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G(Xp,Y,) = (dat+daj+daj) (X, Y,)
= d2{(X,,Y}) + du3(X,,Y)) + dag(X,, Y))
= dr; ®@ dri(X,,Yy) + dre @ due(X,p, Yy) + drs @ dus(X,, Yy)
= dr1(X,)dz1(Y,) + duo(X,)dxo(Yy) + dos(X,)dzs(Y,)

= dn ( agﬁ)dm <2\/_a_x1)
—I—dxg( 26i2>d ( 2\/—8_@)
ey (73—) dxg( 8%)
= (-v2)dn, (a‘;) 2v/2da, <8_x1>
vdrs (a_) (~2v2) ds (i

81’2
3 3

_ (_\/§>.2\/§+\/§-<—2\/§>+7-5

N—

= —4-4+35
= 27
olur.
dir.
Ornek 3.5 (Kiire)—7 < 27 < 7 ; —g < 29 g bolgesindeki G Riemann
metrigi;

G = a*da3 + a? cos® woda?

seklinde olup a : % + 23 + 22 = a? kiiresinin yarigapidir. Bunu gorelim.
m T
—nm<u<m, —3 <9y < 5 olmak {izere;
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T1 = @ COS U COSV
Ty = @ SInu Ccosv

T3 = asinv

dir.
dr; = —asinucos vdu — a cos u sin vdv
dre = a cosu cosvdu — asin u sin vdv
dxs = acosvdv

olur.

G = dx3 + dz3 + do?

olmak tizere;

G = (—asinucosvdu — acosusinvdv)® + (acoswu cosvdu — asin usin vdv)?

+ (acos vdv)®

= a?sin?u cos? vdu® + a? cos? usin® vdv? + 2a® sin u cos v cos u sin vdudv
+a? cos? u cos® vdu? + a? sin? u sin? vdv® — 2a? sin u cos v cos u sin vdudv
+a? cos® vdv?

= a?cos? vdu? (Sin2 u + cos? u) + a2 sin? vdv? (sin2 u + cos? u) + a2 cos® vdv?

= a?cos? vdu® + a®sin? vdv? + a? cos® vdv?

= a®cos® vdu® + a’dv? (s.in2 v + cos? v)

= a2 cos® vdu?® + a’dv?

= G = a? cos? vdu? + a?dv?
olur. u — x1, v — x5 yazarsak;

G = a*dx3 + a? cos? xoda?
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olarak bulunur.

3v3 3
Simdi z?+22+23 = 9 denklemiyle verilen kiireyi alahm. p = (%—, 0, 5) alalim.

F:UCR?— MCR?
(u,v) — F (u,v) = (3cosvcosu,3cosvsinu,3sinv)

F(q) = p olacak sekilde ¢ = (u, v)’yi bulalim.

3v3 3
(3cosvcosu,3cosvsinu,3sinv) = (T\/_’O’ 5)

— T
V= —=
6

i 1
— = —
SIn v 2

3vV3  3V3 3v/3

— CoOSU = ——

m
COS 6 COS U 5 5 5

—cosu =1
—u=0
T
q= <0, E) olarak bulunur.

F, |q= (=3cosvsinu,3cosvcosu,0) |,= <O, 5

3 3V3
F, |;= (—=3sinvcos u, —3sinvsinu, 3 cosv) |,= <—§,O, T\/_>
dir.
3\/§ F—lineer 6 a
= _ = = F F * o _— =
Fu ’q (07 2 70) (170) 1 u |q +0 v |q A 18u + 06U (1’0)
3 3\/3 Fy—lineer 8 a
Ffu - __;07_ - 071 - OFu ]-FU i O_ ]'_ =
lq ( 2 2 ) 0.1) o o ou * v
(0,1)

56



dar.

0 0

V, =6F, |, —2F, |,= (6,—2) = 6— — 2—

ou ov

0 0

W, = —AF, |, +2F, |,= (-4,2) = —4— + 2

ou ov

G = a? cos® vdu® + a®dv® olup a = 3 ve v = Z olup;

2
G =3 (?) du? + 32dv?

olur.

olur.

27

G = —du® + 9dv?

4

G (Vy, W)

2
(fdzﬂ + 9dv2> (Vi Wp)

27
Zdu2 (‘/pa WP) + 9d’U2 (‘/p? Wp)

2
fdu ® du (V,,, W,,) + 9dv @ dv (V,,, W,)

2L du(V,)u(W,) + 9du(V;)du(1V;)

27 0 0 0 0

0 0 0 0
27 0 0

Coa( L) an(2)

_I_
Ne)
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2

) (—3,-6V/3,3V/3)

olup
et a2 v
W, = —4F, |, +2F, |,= 4(0, 3\2/57(]) ( 3\/‘

dir.

G(V,,W,) = (dai + daj + dz3) (V,, W)
= dzi(Vp, W,) + da3(Vy, W,) + da3(V,, W)

= dil?l 0% d:vl(‘/;,, Wp) + daﬁg X de(‘/p, Wp) + dl’:} & dl’g(VZD, Wp)

0 0
= dl’l ( (9{1)1> dl’l (— ax1> —|—d$2 (9\/_8_],‘2

+da73( 3V3 8—%) dxs (3\/' 6—%)

- () oo (32)
+9v/3da; (ax2> 6\/_ dy (%)

3f d:cg (;) -3V/3 da:3< a:cg)
= 3)+9v3- (~6v3) + (~3v3) -3v3
= —9-162—27

= —198

olarak bulunur.

Jon (1)

¢ o, =(1,0,3), as = (1,—3,2) olmak iizere, W = Sp {a1, a3} C R? olsun.
(77 9 J J 9 p Y

58



X = (21,491) = T100 + Y102

Y = (22,y2) = 1201 + Y202
olsun. Bu durumda;

X =21(1,0,3) + 91 (1,-3,2)

Y =29(1,0,3) + y2 (1,—3,2)

dir. Indirgenmis metrik;

<X’Y>G = <X’Y>

= 101’1?[)2 + 3y1x2 + 3.T1y2 + 14y1y2

dir.

¢ () :R3 xR} — R]
(A,B) — (A, B) =iz (ABT)

dir.
W ={A| A" = A} alahm.

10 00

W = Sp ,
00 01

olsun.

10 00

X =1 + %
00 01
10 00

Y = + Yo
00 01
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olur. Bu durumda Indirgenmis metrik;

<X7 Y>G = <X7Y>

= T1%T2 + Y1y

dir.

3.1.1. Tanjant Vektorlerin Uzunlugu ve Arasindaki Agi

Riemann metrigi verilen noktaya bagl tanjant vektorlerin scalar ¢arpimi ile tanim-
lanir. Bundan dolay1 tanjant vektorlerin uzunlugunu ve aralarindaki agilar: tanim-
layabiliriz.

0 0

X=X,—,Y =Y,,—; 1,29, ..., x,, koordinatlar ile Riemann metriginin p

0T, 0T,

noktasindaki iki tanjant vektorii iseler bu tanjant vektorlerinin uzunlugunun esiti;

|X| = \/(X,X) = \/gikXiXk

Y=V {¥Y) = VYV

seklinde tanimlanir.
Bu vektorlerin arasindaki ag1 6 olmak {izere bunlar arasindaki baginti;
(X,Y) Gir XYy

cosf = =
XY VouXiXevV9inYiYs

seklindedir.

Ornek 3.6 M, 3-boyutlu Riemann manifoldu olsun. (z1, 2o, x3) lokal yerel koor-

dinat ile M'nin p noktasina bagh

0 0 0
X =2 2 —
81’1 + 3x2 8.733
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vektorlerini tanimlayalim. (p = (1,1,0)). Bu koordinatlarda Riemann metrigi;

_ dz? + dx3 + da?

G
1+ 23 + 23

olsun.

Burada goriillmektedir ki;

1

Jik = U(x1,$2,$3)5z‘k; 77($1,$2,$3) = m&k )
dar.
X =(2,2,-1); Y =(1,-2,—-2) olmak {izere;
X = VX, X) = VgnXiXs

= \/77(561, T2, $3)X¢Xi

/ 1
= - .3
1+ zf+ 23
- Vi

VG

olur. Benzer sekilde |Y| = /3 olur.
— |X| = |Y| = /3 dur. Bu iki vektor arasindaki ag1 6 olmak iizere;

g XYY (XY) ()

(XY VBV 3

61




olur.

(X,Y) = gaXiYy = n(21, 72, 23) 03 X; YV

= 77(1317$2;$3)XiYi

1
:—XY X5, + X5V
1+x1 (X1Y1 + XoYs + X3Y5)
1
= —(2-14+2-(=2)+(-1)- (-2
1+x1+a:2( (=2)+ (-1) (-2)

= 0

= cosf =0

—>Bu iki vektor ortogonal vektorlerdir.

3.1.2. Egrinin Uzunlugu

Mxl:xl(t) = (ml(t)avxn(t))a (1 SZSTL), (agtS b)’
(M, G) Riemann manifoldu iizerinde bir egri olsun. Bu egrinin her noktasindaki

hiz vektorii (Tanjant Vektorii)

V() = (;'Ul (t) ooy (t))

dir. Bu hiz vektoriiniin « noktasindaki uzunlugu (V' e T, M)

dz; (t) dx
|V| |x \/ V V |a: \/gzkvvk |a: \/ Gik dt( )% |a:

seklindedir.

Egrinin uzunlugu hiz vektoriiniin uzunlugunun integrali olarak;

= IVTVIg Tt = [\ o o 0) 02 ()

biciminde tanimlanir.

G = gipdx;dxy, metrigi genellikle ve ¢ogunlukla;
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G = ds? = gy dx;dxy,

seklinde tanimlanir.

Ornegin 2-boyutlu Riemann manifoldunda Riemann metrigi;

g (u,v)  gia (u,v)
||gik (UaU)H =
921 (u, U) g22 (Ua U)

olup buradan;

G = ds* = gpdrdry

= g1 (u,v) du® + 2g19 (u,v) dudv + goo (u,v) dv?

dir.

pru=mu(t); v=muv(t)egrisinin uzunlugu ty<t<t;’ e gore esiti:

t1
L, = [\/(V,V>Gdt

_ N o (@ (1) 25 (8) 2 ()

t1
= f\/gn (g, v¢) uf + 2012 (g, v) wpve + Goo (g, ve) vEdE
to

olarak bulunur. Burada;

dudu | dudv, dvdo
T wae T adt

2 _
2 =
dir.

Ornek 3.7 R" Oklid uzayinda kartezyen koordinatlarda standart metrik;

G=dx3+..+da?

dir. Ornegin 3-boyutlu uzay icin;
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L = [ou (e @) (0o (0t

- } V) + (2 0) 4 (0 0)

dir.
Ornek 3.8 22 + 22 = r? cemberini goz éniine alalim.

a: ] — R?

t — «(t) = (rcost,rsint)

seklinde olur. 0 <t < 27 igin;

Lo = 2Z\/(a&l (t))2 + (:;;2 (t))Zdt

dir.
r1(t) = rcost= 1 (t) = —rsint

1y (t) = rsint = x5 (t) = rcost

olup buradan;

2w
L, = f\/(—r sint)? 4 (r cost)’dt
0

2w
= [Vradt
0

2w

= frdt
= 7?(27r—0)

= 27nr

dir.
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Diger yandan; G = dx? + d3 ve x1 (t) = r cost, x5 (t) = rsint olup buradan;

G = r2dt?

olur.
dt dt
L, = r2——dt
f dt dt
= f [/t
0
27
= [rdr
0
= 27r
dir.

¢ Uzunluk egrinin paremetrizasyonundan bagimsizdir.

a<t<bicinpu:z;,=mxz;(t), (i=1,..,n) olsun.

=J o (o 0)) 5 (8) o ()

seklindedir. Simdi

h:ld 0] — [a,b]
s — h(s)

h~! diferensiyellenebilir olsun.

[a V] == [a,b] =5 R”
s— h(s)=t— z;(t) = x; (h(s))

yi (s) = x; (h(s))

yi (s) =1 (s) i (1 (s))
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i (0) = 41 (5)
@
olur.
L, = f \/ng (t) 2y, (t)dt
1. 1
- [ng (0(5)) 35 (5) i (5) et
- Ngmy(s))yi( L (5) g dh ()
ds
= Va6 ) (s

olur. Yani bir egrinin paremetresi degistigi zaman uzunlugu degismez.

Ornek 3.9

a:R— R?
6
t—alt) = (—t, th,t?’)

egrisinin « (—2) ve « (1) noktalar1 arasindaki yay uzunlugunu hesaplayalim.

Ly = } (a’:l (t))2 + (562 (t))2 + (:'cg (t))th

-2

dir.
=ty = 1
§) .
$2:\/7_t2:>$2:\/6t

$3:t3:>l:3:3t2
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dir.

1

Lo = [ \/_t + (3t2)%dt
-2
= f\/1+6t2+9t4dt
-2

1

= [/ (324 1)%at
-2
1

= [ |3 +1]dt
-2
1

= [3t*+ 1dt
-2

= £+t T
= (1+1)—(-8-2)

= 12

olur.

Simdi parametreyi degistirelim.

h:R— R

s—>h(s):§:t

alalim.

olur. Ayrica;

t=—-2o0lupt= g oldugundan s = —4
t=1olupt= g oldugundan s = 2

olur. Bu durumda;

2

Lo= [/(19) + (1) + (3 9) as

—4
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dir.

s . 1
Y2 3 Ya 1

53 . 352

ys= o =Yy =

dir.

2
2 1\2 V6 352\ 2
Lo = — 2 =
f (2>+(45)~|—<8)d3
2 1
= f —|——82 —s4ds
4 4
2\/16+2432+934
ds

-

4
12
= f\/ (352 4+ 4)%ds
87

12
= f}3s +4|ds
874

= 1j2‘ (3s* +4) ds

= 12

olarak bulunur.
—>Egrinin uzunlugu paremetreye bagh degildir.
Ornek 3.10 (Non-Dejenere olma hali)

a:R— R3

t—alt) = (—t, @tQ,t?’)

2

egrisinin a (—2) wve a(1) noktalar1 arasindaki yay uzunlugunu farkl bir metrikte

bulalim.
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Lo— f (0 0) ~ (220) + (220) a

olarak hesaplayalim. Bu durumda;

Lo = 11"2\/ <\/6t +(302)2dt

= [/ (32 —1)%at

1
= [ |3t —1]dt
-2
1
= [ (3 —1)dt
-2
1
= 3t |
-2
= (1-1)—(-8+2)
= 6

olur. Simdi paremetreyi degistirelim.

h:R— R

olur. Ayrica;

t=—-2o0lupt= g oldugundan s = —4
t=1olupt = g oldugundan s = 2

dir. Bu durumda;
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o =

|

(53 — 45) \

—4

(8—=8) — (—64+ 16))

S W~ ®W|l—~ W~ |~ ool
i
co

olarak bulunur.
¢ Eger bir egri g = py + py yani p: x; (t), a <t < b;
py i (6), a<t<c py:xi(t), c<t<bise

L,=L, +L,,
dir. Yani;
f \/ gik (x t) p (t)dt
= f\/gzk ) @ (t) . (t)dt + f\/guC z; (t) xy, (t)dt
seklindedir.
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4. YUZEYLER iCiN RIEMANN METRIiGi

4.1. Oklid Uzayinda Gémiilii Yiizey Uzerinde Riemann Yapi

4.1.1. Tanjant Vektorlerin i¢ ve Dis Koordinatlar:

r = r (u,v) Oklid uzaymda gomiilii M yiizeyinin paremetrizasyonu olsun.

r(u,v) = (1 (w,v), x2 (u,v), x5 (U, v))

((z1, 22, v3), R¥deki kartesyen koordinatlar)

M yiizeyinde keyfi bir p noktasi olsun. M yiizeyinde p noktasina bagl vektorler
alalm. Bu vektorlerin bulundugu diizleme tanjant diizlem denir ve 7),M olarak
gosterilir.

p € M noktasinda u, v paremetrelerine gore 7, M tanjant uzayimin baz tanmimlan-
abilir.

V (u,v) noktasi igin tanjant baz vektorleri;

[ Ox1 (u,v) Oz (u,v) Oxs(u,v)

B ( ou = Ou  Ou )

Oy (u,v) 0 N Oy (u,v) 0 N Oxs (u,v) 0
ou  0xp ou Oz ou  Oxs

Benzer sekilde;

Ty =

Oxq (u,v) Oxg (u,v) Oz (u,v)

( v 7 v Qv )

Oy (u,v) 0 N Oxy (u,v) 0 N Oxs (u,v) 0
ov  0xy ov  Oxy ov  Oxs

dir.
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VX € T,M vektorii bu bazlara gore yazilabilir:

X =ar, +br,

a, b; X vektoriiniin katsay1 bilegenleridir.

r = r(t),p noktas1 vasitasiyla yiizeye bagh bir egri;

T,M tanjant diizlemine bir vektordiir.

Cdrdr(u(t),0 (1)
dt dt

Tt

= WTy + 4Ty (4.1)

oldugu icin vektoriin bilegsenleri olan a, b’nin esiti a = u;, b = v,

dir.

Dis gozlemci p noktasina bagh R3’deki vektor olarak 7, vektoriinii tanimlar. I
gozlemci ise (4.1) deki formiile gore r,, 7, bazlar igin (u, v;) bilesenlerine sayip
olan vektor olarak tanimlanir.

X € T,M keyfi bir tanjant vektorii olsun.

X = ar,+br,
= a ('Ilu (uv U) y L2, <u7 U) » L3y (ua U)) +b (‘xlu (u7 U) y L2, (u, U) y L3, (u, U))

= (a1, (u,v) + bz, (u,v),axs, (u,v) + bxg, (u,v),axs, (u,v) + bxs, (u,v))

olarak tanmimlanir. Bu formiil i¢indeki son kolon yerel uzay igerisinde X vek-
toriiniin ii¢ bilesenini temsil eder.

(a,b) ¢ifti X tanjant vektoriiniin i¢ koordinatlar1 olarak tammlanir. I¢ gozlemci
(a,b) koordinatlarina dayanarak X vektoriinii ele alir. Dig gozlemci ise son
kolonda, yazdigimiz ii¢ dis koordinatlara gore X vektoriinii ele alir. ( Ug boyutlu
yerel uzay igerisinde gomiilii yiizeyde)

(u, v) koordinatlar yerine siklikla u, = (u1, ug)’y1 kullanacagz.
72



Ty =T1, Ty = T2
= X vektorii de;
X:XQTQIX1T1+X2T2 ) X1 :CL,XQ =b

seklindedir.
Bu kisaltmalar1 kullandigimiz zaman bildigimiz toplam formiiliinii dahil etmeden
kullaniriz. Yani;

> Uare yerine u,r,'y1 kullanacagiz. Ayrica;

du, (Tﬁ) = 0ap
dir. Buradan
du1 (7’1) = dUQ (7"2) = 1, d'U,l (7"2) = dUQ (7”1) = 0

dir.

p € M noktasinin M yiizeyinin iki tanjant vektorit X ve Y olsun.

¢ Dis gozlemci R3’deki skalar carpimi kullanarak p € R3’deki iki vektor olarak
alip skalar ¢arpimi hesaplar.

¢ I¢ gozlemci ise G, Riemann metrigini kullanarak bu iki vektori M tanjant
yiizeyinin iki vektorii olarak alip skalar ¢carpimi hesaplar.

¢ L, M de bir egri olsun. Dis gozlemci bu egriyi R3’deki bir egri olarak hesaplar.
Bu egrinin uzunlugunu yerel uzayin Oklidyen skalar carpimini kullanarak hesaplar.

I¢ gozlemci ise Riemann metrigini kullanarak bunu yapar.

Tanim 4.1 M, Oklidyen uzayda gomiilii bir yiizey olsun. G, metrigi Oklidyen
metrik tarafindan indirgenmis metriktir.
G metrigine dayanarak keyfi A, B € T,,M iki tanjant vektoriiniin skalar ¢arpimi

hesaplanirsa bu iki vektoriiniin Oklidyen skalar carpimi esittir. Yani;
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{4, B>GM = (4, B>Gc“)k1idyen (4.2)
dir. Dis ve I¢ gozlemciye gore Tanjant vektorlerinin skalar carpimi ayni sonucu

verir. Bu durumda I¢ ve Dig gozlemciye gore egrinin uzunlugu yine aynidir.

4.1.2. Indirgenen Riemann Metrigi i¢cin Asikar formiil (Birinci Kuadratik

Form)

M :r = r(u,v); R igerisinde gomiilii yiizey olsun. Yukarida (4.2) ile verilen
ifadenin anlama;

Ty = Oy; Ty = 0, baz vektorlerinin skalar carpimi yerel uzayda ve yiizey iizerinde
hesabi ayni olmak zorundadir. Ornegin I¢ gozlemci tarafindan hesaplanan (9, d,) =
Guv skalar carpimi; Dig gozlemci tarafindan hesaplanan (r,,r,)ps skalar ¢arpimi

esittir.

seklindedir.
(, )gs, yerel Oklidyen uzayda skalar ¢arpimdir.

T’LL? T’lt T’UJ T’U
G _ gll 912 — < >R3 < >R3 7 gaﬁ — <7’a77“ﬁ>

ga1  go2 <7nv77ﬂu>R3 <T’U’TU>R3
dir. (u,v) paremetresi uj,uy ile ve r = r(u,v) yerine r = r(uy,uy) gostere-

lim.

Gy = Gapdugdug = g1 du? + 2giadudv + gaadv?

dir. Bu formiil yiizey tizerinden Indirgenmis Riemann metrigi icin formiildiir
ve buna 1. Kuadratik Form denir.

X,Y Tanjant diizlemde iki tanjant vektor ise p noktasindaki G (X,Y), X ile
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Y 'nin skalar carpimina esittir.

(X)Y) = (Xyr+ Xor, Yiry + Yorg)
= Xy (r,m) Y1+ Xq (r1,m9) Yo + Xo (ra,71) Y1 + Xo (12, 72) Y2
= Xa(ra,7s) Ys = Xagap¥s
= G(X,Y)

dir.
Kartezyen koordinatlarda (X,Y) = X1Y; + XoY; + X3Y3 yani; kartezyen koordi-
natlarda Oklid metrigi;

Grs = da} + dx3 + da?
dir.
Grs rer(uwy= (d2% + da3 + da3) |r—r(uw)= Gum = Japduadug

dir. Yani;

GR3 ‘ r=r(uw) — (d.ﬁlj’% + d.Tg + dﬂfg) ’T:T(uvv)

O0xq (u,v) 0z (u,v) 2 0y (u,v) 0y (u,v) 2
( ou du + o dv + Tdu + Tdv

2
N (8:63 (u,v)du N O3 (u,v)dv)

ou ov
= (z1,du+ xlvdv)2 + (zg,du + Jfgvdv)Q + (23,du + x3, dv)2

= (2}, + a3, +a3) du’® + 2 (x1,21, + T2, T2, + x3,73,) dudv

+ (2% + a3 + a3 ) dv?

dir. Diger yandan;

Gy = Japduadug = gr1du® + 2g19dudv + gaodv?

= g11 = Guu = (CL‘%“ + CL’%“ + J"%u) = (T, TU>R3

G12 = 921 = Guv = Gou = (T1,T1, + T2, T2, + T3,%3,) = (Tu, )3
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922 = Guv = (m%v + JC%v + 37:2%) = <TU7TU>R3

dir.

Dis gozlemeci (Oklid metrigini kullanarak) tarafindan hesaplanan egrinin ve tan-
jant vektoriiniin boyu; I¢ gozlemci (Indirgenen Riemann metrigini kullanarak)
tarafindan hesaplanana esittir.

Dis gozlemci tarafindan hesaplanan X vektoriiniin boyu, X = ar, + br, olmak

izere;

IX[P = (X, X) = (ary + bry, ary + bry) = a2 (ry, 1) +2ab (1, 74) 402 (14, )

(4.3)
dir. (,); R¥de skalar carpimdir.
I¢ gozlemci tarafindan hesaplanan X vektoriiniin boyu;
a
G(X,X) = (a,b) g = a’g11+2abgia+b° g2 (4.4)
921 g2

dir.
Dis gozlemci (4.3) formiiliinii kullanarak tanjant vektorlerinin uzunlugunu hesaplar.
I¢ gozlemci ise (4.4) formiiliinii kullanarak i¢ koordinatlar icinde bu vektoriin
boyunu hesaplar.
r(t)=r(u(t),v(t)), a <t <bylzey iizerinde bir egri olsun. Bu egrinin hiz;

dr (t)

V=ery+pr,, V= = UgTy, 4 Vi

dir. Bu egrinin uzunlugu;

L - /]V(t)|dt:/\/<V(t),V(t)>R3dt

b
— /\/(utru + VT, Uy, + VT ) padl

b
— /\/(ru7 Tu)gs Us + 2 (T, Tp)ps UtV + (T, Ty ) s VEAE (4.5)

a
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ve

b
L= /\/gllu? + 2g12ut vy + goovFdt (4.6)

dir.
Dis gozlemci (4.5) kullanarak egrinin boyunu hesaplarken, I¢ gozlemci (4.6) kul-
lanarak yiizey tizerindeki Riemann metrigini kullanarak egrinin boyunu hesaplar
ve ikisi de ayn1 sonucu verir.
Ornek 4.1 253 — F (21, 22) = 0 olsun. Bu yiizey i¢in paremetrizasyon;
r(u,v) :x; =u; To =v; x3=F (u,v)
dir.
Ty = (1> 07 F. u)
Ty = (07 17 Fv)
olup buradan;
(ry,my) =1+ F?
<7nu7 rv> = Fqu

<Tvarv> =1+ FE

dir. Indirgenmis Riemann metriginin esiti;

(rus ) (Tuy 7o) 1+ F2 F,F,
<TU7TU> <TU7T'U> Fqu 1+Fv2

olup;
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Gy = ds? = (1 + F?) du? 4 2F, F,dudv + (1 + F?) dv?

dir.

r(t)=r(u(t),v(t)) , a <t<byizey iizerindeki egrinin uzunlugu;

b
L= [+ F2)u}+2F,Fyuw, + (1+ F2)v}dt

a

dir.

Aligilmig formiilii kullanarak hesaplarsak;
Gy = (dof + dog + da) |ay—u ; wo=v ; x3=F(u,v)
dry = du ; dry = dv ; dxs = F,du+ F,dv

yerine yazarsak;

Gy = du®+dv® + (Fydu+ Fvalv)2

= (14 E})du® + 2F,F,dudv + (1 + F?) dv®
olarak bulunur.

Ornek 4.2 (Silindir) 22+23 = a? silindir denklemi olsun. Bu yiizeyin paremetriza-

syonu;
r(u,v): 1 =acosu, T =asinu, rs="uv

dir. Bu durumda;
Gsimar = (da} + daj + dz3) |r—ruo)
= (—asinudu)® + (acosudu)® + dv?
= a’du® + dv?

olarak hesaplanir.
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Tanjant vektorlerin skalar ¢carpimina dayanarak ayni formiil;
ry = (—asinu, acosu,0)
r, = (0,0,1)

<Tua7nu> = CL2, <Tu>/rv> = <Tvaru> = 07 <TU7T’U> =1

(rusTu)  (TusTo) a® 0

olup
G = a’du?® + dv?

olarak bulunur.

Silindir tizerinde 7 (t) =7 (u (t) ,v (t)); a <t < b egrisinin uzunlugu;
b
L= [\/a?u? + vidt
dir.

Ornek 4.3 (Koni) Koninin denklemi z? + 23 — k%z7 = 0 dir. Bu yiizeyin

paremetrizasyonu;
7 (h,0) : x1 = khcos®; xo = khsin®; x3 =h
dir. Burada;

dxy = —khsin 0d0 + k cos Odh
dxo = kh cos0df + k sin Odh

dzrs = dh
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olup

2 2 2
G = (dxl + de + dl‘3> |$1:kh0059 ; zo=khsin@ ; x3=h

= (—khsin0df + k cos 8dh)2 + (kh cos 0dO + k sin 9d0)2 + dh?

= K’h*d6* + (1+ k) dh®

1+k% 0

= [[gasll =
0 k%

olur. Simdi
rn, = (kcosf, ksind, 1)
re = (—khsin@, khcosf,0)

dir.
(rn,mn) = 14+ k2, (rn,re) = (ro, 1) =0, (re,79) = k*h?

olup yine G metrigi;
G = k*h2d0* + (1 + k?) dh?

dir.

Koni iizerinde 7 (t) = (h(t),0(t)); a <t < b egrisinin uzunlugu;

b
L= [\/K2207 + (1 + k2) Bidt

dir.

Ornek 4.4 (Kiire) 22 + 22 + 22 = r? kiirenin denklemi olsun. Bu yiizeyin

paremetrizasyonu;
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7 (u,v) : T1 = acosucosv, Ty = asinucosv, Tz = asinv

dir. Burada;

dr; = —asinucosvdu — a cos u sin vdv
dre = a cosu cosvdu — asin u sin vdv

dxs = a cosvdv

olup;
2 2 2
G - (dxl + de + dCL’3) |a:1:acosucosv ; To=asinucosv ; xz=asinv
= (—asinucosvdu — acosusinvdv)” + (acosu cosvdu — asin usin vdv)
2
+ (a cos vdv)

= a?cos® vdu? + a’dv?

dir.
= G = a® cos® vdu? + a?*dv?

dir.

a’cos’v 0
= [|gasll =

Cl2

dir. Yine aym sekilde;

ry = (—asinucos v, acosucosv,0)

Ty = (—acosusinv, —asinusinv, a cosv)

olup;

(ry,ma) = a?cos® v, (ry,m,) = (ry,ry) =0, (r,,r,) = a?
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<Tu7 Tu> <Tuv Tv> Cl2 COS2 v 0
|gasll = _ 2
Ty, Ty <TU7T’U> 0 a

olur.

— G = a® cos® vdu?® + a’dv?

dir.

a~yarigapl kiirenin tizerinde r () = (u (¢) ,v (t)); a <t < b egrisinin uzunlugu;

b
L = [\/a?cos? vu? + a*v}dt
dir.

Ornek 4.5 (Eyer) Eyerin denklemi 25 — 2,25 = 0 dir. Bu yiizeyin standart

paremetrizasyonu;
r(u,v):x =u, T3 =0, T3 =uv

dir. Indirgenmis metrik;
G = (do} +dad +da3) o=u ; ermo ; zsmu
= du® + dv® + (udu + vdv)?
= (1 + v2) du® + 2uvdudv + (1 + u2) dv?

olur.
re = (1,0,0)
Ty = (0,1, u)

<Tuaru> =1+ U27 <Tuarv> = <Tvaru> = uv, <Tvarv> =1 _'_u2

<ru7 ru> <ru> Tv> 1+ 'U2 uv
19apll = =
<TU7 7ﬁu> <T'U7 Tv> uv 1 -+ ’LL2
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olur.

= G = (1 +v?) du® + 2uvdudv + (1 + u?) dv?

dir.

r(t)=r(u(t),v(t)); a <t <begrisinin uzunlugu;

b
L= [/ +v?)u} + 2uvuw, + (1 + u2) v}dt

a

dir.

Ornek 4.6 (Tek ve Qift Kanath Hiperboloid) 22 + 22 — 23 = ¢ denklemi igin;

¢ =0 =—=Koni

>0 =Tek kanath hiperboloid

c<0 =>Cift kanath hiperboloid
denklemidir.

Tek Kanath Hiperboloid: z7 + 23 — 3 = a? denklemi verilsin. Bunun

paremetrizasyonu;

r(0,¢): x1 = acoshfcosp, v =acoshfsiny, x3 = asinhf

dir. Indirgenmis Riemann metrigi;
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G = (dz]+ dad + dr3) |o1=acos 0 cos pwa—acosh 0 sin p,z3—asinh 6
= (asinh 6 cos pdf — a cosh @ sin @dp)? + (asinh 0 sin pdf + a cosh 0 cos pdy)®
+ (acosh 8dA)?
= a?sinh? 6 cos? pdf? + a? cosh?  sin? pdyp?® — 2a? sinh 6 cos ¢ cosh 6 sin pdfdy
+a? sinh? @ sin? @df? + a® cosh? O cos? pdp? + 2a? sinh @ sin ¢ cosh 6 cos wdfdyp
+a? cosh? 0d6*
= a’sinh®8dH* + a® cosh? Ody?® + a® cosh? HdH?

= d? (1 + 2sinh? «9) df* + a® cosh? fdy*

dir.
= G = a? (1 + 2sinh’0) df” + a* cosh?® fdp?
dur.
rg = (asinh 6 cos p, a sinh sin ¢, a cosh 6)
r, = (—acosh@sin ¢, acoshd cos ¢, 0)
(ro,ro) = a® (1 + 2sinh* @), (rg,r,) = (ry,79) =0, (ry,ry) = a?cosh® 6
lgas| (ro,r9) (r0,74) a® (1 + 2sinh®0) 0
gaﬁ ey pry
(TosT9) Ty Ty) 0 a2 cosh? 6
olur.

= G = a® (1 + 2sinh’ 0) db” + a® cosh? fdp?

yine aynidir.

Cift Kanath Hiperboloid: 23 — 2? — 23 = a? geklindedir. Paremetrizasyonu ise;
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r(0,¢) : x1 = asinhfcos p, x5 = asinhfsinp, r3 = acoshb
Indirgenmis Riemann metrigi;

G = (dz]+ dad + dz3) |oy—asinh 6 cos g,zs—asinh 0 sin p,3—acosh 0
= (acosh cos pdf — asinh 0 sin pdp)® + (acosh 0 sin pdf + asinh 0 cos pdp)?
+ (asinh 0dA)?
= a?cosh? 0 cos? pdf? + a? sinh?  sin? pdyp? — 2a? cosh 6 cos p sinh 6 sin pdfdy
+a? cosh? 0 sin? pdf* + a? sinh® 0 cos® pdp? + 2a* cosh @ sin @ sinh 6 cos wdfdyp
+a? sinh? §d#*
= a®cosh? 0dh* + a® sinh® Odw?® + a? sinh® AdH>

= a? (1 + 2sinh? 6) df* + a? sinh? Od?

= G = a? (1 + 2sinh® 0) d6* + a® sinh?® fdp?

dir.
r9 = (a cosh 6 cos p, a cosh 0sin ¢, a sinh 0)
r, = (—asinh §sin ¢, asinh 6 cos ¢, 0)
ro, 7o) = a® (1 +2sinh?0) , (rg,r,) = (r,,m9) =0, (r,,7,) = a?sinh? 6
¢ ¢ ¢ T
lgul (ro,m9) (ro,ry) a® (1 + 2sinh® ) 0
gaﬁ _— prnd
T To) Ty Ty) 0 a? sinh? 6
olur.
= G = a® (1 + 2sinh’0) df” + a® sinh? fdp?
ayni olur.
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4.1.3. Pseudo-Oklidyen Uzayda Goémiilii Iki Kanatli Hiperbolik
Uzerinde Indirgenmis Metrik

Pseduo-Skalar carpim (Pseudo-Oklidyen uzayda gomiilii iki kanatli hiperbolik {iz-

erinde) bilineer form tarafindan

(X,Y) = X1Y1 + Xo¥5 — X5Y3

pseudo

seklinde tanimlanir.
Bu “pseudo-skalar” carpim bilineer, simetrik ve non-dejeneredir. Pozitif tanimlh
degildir.

X = (acosf,asinf, Fa) vektoriiniin pseudo uzunlugu sifirdir.

X = (acosf,asinb, Fa) = (X, X) =0

pseudo

dir. Pseudo-Riemann metrigi;
GPseudo = dfﬂ% + d-f% - dl‘%
dir.
3-boyutlu Pseudo-Oklidyen uzay icerisindeki Pseudo-Riemann metrigi, 22 + 2 —
x2 = 1 iki kanath hiperbolik iizerindeki Riemann metrigi sonucu gikarilir.
Iki kanath hiperboligin paremetriasyonu;
r(0,¢): x1 = asinhfcos p, x5 = asinhfsinp, rs = acoshf
olup;

_ 2 2 2
G = (dxl + dl'z - dxg) ’xlzasinhOCOSLp,xgzasinhGSingo,zg:acosh9

= (a cosh 0 cos pdf) — a sinh 0 sin pdp)>+(a cosh 0 sin pdf + asinh 0 cos pdyp)?
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— (asinh Adh)*

= a? cosh? 6 cos? pdfH?+a? sinh? § sin? pdp? —2a? cosh 6 cos ¢ sinh 6 sin pdfdp

+a? cosh? 0 sin? pdf?+a? sinh? @ cos? pdp?+2a? cosh 0 sin ¢ sinh 0 cos pdfdy

—a?sinh? 0d6?

= a? cosh? 0d6? + a? sinh? §dyp? — a? sinh? 6dH*

= a2df? + a? sinh® §dp>

— G = a?df? + a?sinh? Odp?

dir. Bu metrik Hiperbolik veya Lobachevsky diizlem olarak adlandirilir.

Simdi bunu Stereografik koordinatlarda Riemann metrigini ifade edelim.

L:x2—22—123=1; 23>0
iki kanath hiperboligi alalim. u, v Stereografik koordinatlar olmak iizere;

Ty )

u = 7y:
1+ZL‘3 1+I3

olup burada;

2u 2 W+ 0?41

—— 5, Iyg&—m —————, I3 —
1—u?2—?’ 1 —u2—0?’

T = -
1 —u2—v2

seklindedir.
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1 + d$2 d.flf3)

(dz?
2 2 2 2 2
_ gl —2 ) gttt
1—u2—v2 1 —u?—? 1 —u?—1?
2u (2udu + 2vdv) > 2dv 20 (2udu + 2vdv) \ ®
(1—u2—v2)2 1 —u?—0? (1 —u2—22)?
 (2udu + 2vdv N (W2 4+ 02 + 1) (2udu + 2vdv) \ >
1 —u?—0? (1—u? —0v2)?
_ (Qdu (1 —u? — v?) + 2u (2udu + 2vdv))2
B (1 —u2—02)?
(de (1 —u? —v?) + 2v (2udu + 21}dU)>2
+ 2
(1 —u?—v?)
((2udu + 2vdv) (1 — u? — v?) + (u? + v* + 1) (2udu + 2vdv))2
o 2
(1 —u?—0?)
1

- m(4du2 (1 —u?— v2)2 + 4u? (2udu + 2vdv)2

+8udu (2udu + 2vdv) (1 — u? — v?))
1
+—(4dv (1 T U2)2 + 4v* (2udu + 2vdv)2
(1—u?—02)!
+8uvdv (2udu + 2vdv) (1 — u® — v?))
1 2
——— (4 (2udu + 2vdv
Tl ®)
1 2

- (1—u2——v2)4(4 (L—w’ - UQ>2 (du® + dv®) + 4 (2udu + 20dv)? (v + 0> —1)

+4 (2udu + 2vdv)? (1—u*—2%)

4(1— w2 —v?)? (du? + dov?)
(1—u2—o2)*

4 (du?® + dv?)

(1—u?— U2)2

olarak bulunur.
Simdi bunu Oklid uzaymdaki Stereografik koordinatlardaki Riemann metrigi ile

kiyaslayalim.

L:x?4+x3+22=1
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kiiresi olsun.

G

(dx? + dxg + da3)

2 20 2 w? 02 —1\\?
tld—=—)) +(d[——
1+u2+v2 14 u2 + 0?2 14 u2 + 02
( _2u(2udu+2vdv)>2 ( 2dv _2U(2udu+2vdv))2

1+u2+v2 (14 w2 + v2)* T+w?+02 (14 u?+0?)’
N (Qudu +2vdv (v +0* = 1) 2udu + 2vdv))2

1+ u? + 02 (14 u2 + v2)?
<2du (1+u?+v )—2u(2udu+2@dv))2
(14 u2 4 0v2)°

2dv (1 + v + v2) — 20 (2udu + 2vdv) \ >
( (14 u? +v2)? )
N ((2udu + 2vdv) (1 +u? +v?) — (u? +v? — 1) (2udu + 2’[)(11)))2
(1+u2+02)?

1
—8udu (2udu + 2vdv) (1 + u” + v?))
1
Tt ey
—8udv (2udu + 2vdv) (14 u® + v

1
—l—m( (2udu + 2vdv)?

(1—|—u2—1—|—v2)4(4 (14 v+ 02)2 (du? + dv?) + 4 (2udu + 2vdv)? (u? + v? + 1)
—4 (2udu + 2vdv)® (u® +v? + 1))
4(1+u? + %) (du?® + dv?)
(14 u2+0v2)*
4 (du® + dv?)

(4du® (1 +u® + v2)2 + 4u® (2udu + 2vdv)?

’)

C(Adv® (1+u* +v )2 + 40 (2udu 4 2vdv)?
)
)

olarak bulunur.

4.1.4.

Riemann Manifoldunun izometrileri

(My,Gh) , (My,Gs) iki Riemann manifoldu ve sirasiyla Gy ve Go Riemann

metrikleri olsunlar. Eger;
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F: M — M diffeomorfizm olmak iizere;

! !
G Go

F,.:TM, — TM,
X — F, (X)
Y — E.(Y)
olup
ise bu Riemann manifoldlar1 izometriktir denir.
p1; My Manifoldu iizerinde herhangi bir nokta ve py € M icin F' (p1) = po dir.
{z;} koordinatlarda p; € M; noktasimmin komgulugunda ve py ¢ M, noktasinin
komsulugunda {y,} olsun. M; iizerindeki G; Riemann metrigi {x;} koordinatlar
da;
G1 = gydridxy,
Local gosterime; G5 Riemann metrigi {y,} koordinatlar da
G2 = 9@)abdYadys
Local gosterime sayiptir ve
Jyikdz;dry = g2)abdYadys
dir. Bu izometri genel olarak;

F*GQ == Gl

seklinde gosterilir.
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Tanim 4.2 f: R” — R" bir fonksiyon;
i) f1:1dir
it) f ve f~! diferensiyellenebilirdir

sartlar1 saglar ise f ’'ye diffeomorfizm denir.

Tanim 4.3 f: R" — R" C"*°—smifindan bir fonksiyon olsun. Eger;

Vz e D(f)icin 3V € N, oyle ki f |y diffeomorfizm ise f’ye Local diffeomorfizm
denir.

f Local diffeomorfizmdir. < Vz e D (f) icin det J (f, z) # 0 dir.

Her diffeomorfizm bir Local diffeomorfizmdir. Ancak f : R" — R", C*°—smifindan

bir fonksiyon olsun ve 1 : 1 ise f diffeomorfizmdir.

Tanim 4.4 Eger F' : M; — M, Local diffeomorfizm ise bunlara Local izomor-
fiktir denir. Local izometri doniisiimii Tanjant vektorlerin dig ¢arpimini koruyan
bir doniistimdiir. Bu yiizden bir izometri birebir ve 6érten bir Local izomorfizmdir.

(Local izometrik Riemann manifoldlar: diffeomorfik olmak zorunda degildir.)

Ornek 4.7 M; bir helicoid; M, ise catenoid olsun.

Helicoid’in paremetrizasyonu;

x (u,v) = (ucosv,usinv, v)

Catenoid’in paremetrizasyonu;

y(u,v) = (arg sinhwu, V1 + u2cosv, V1 + u? sinv)

dir.

FIM1—>M2

x(u,v) — F(z(u,v)) =y (u,v)
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olsun. Simdi F' altinda M ile Ms'nin izometrik oldugunu gosterelim.

Riemann metrigi;

G1 = da} + da3 + dad |e—a(u)

dir.

ry = (cosv,sinv, 0)

ry = (—usinv,ucosv, 1)

<Tuaru> = 17 <Tuarv> = <Tvaru> = 07 <7”U,7"v> =1 +u2

1 0
| giell =
14 u?

dir. Bu durumda;

Gi = du® + (1 + u?) dv?

olur.
Gy = da? + da3 + da? |y=y(uw)
dir.
1 U u .
Ty = (\/1 +u2’ \/1 oy COS v, msmv)
Ty = (0, —sin vm, cos vm)
dir.
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1 u? u?
Ty Tu) = + cos? v + sinv =1
< ) 1+u2 14+ u? 1+ u?
(TuyTp) = (T, 1y) = —sinwvcosv - u+sinvcosv - u =0

(ry, 7o) = sin®v (1 +u?) + cos® v (1 +u?) =1+ u?

0
| ga| =
1+ u?
dir.
Gy = du® + (1+ u2) dv?
olur.

= I altinda esas form korunur.

Bu durumda M; ve M, izometriktir. ( Local izometriktir.)

4.1.5. Riemann Manifold Icinde Hacim Elementi

G = gipdx;dxy metrigi ile n-boyutlu Riemann manifoldu i¢cinde Hacim elementi;

Vdet girdxy...dx,

ile tanimlanir.
Eger D; D = g;pdx; metrik ile n-boyutlu Riemann manifoldu icerisinde bir bolge

ise Hacim bu bolge iizerinde hacim elementinin integraline egittir. Yani;

V(D) = [/det gyrds...dz,
D

dir.

Hacim elementi;
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Vdet gipdxy N ... N dx,

seklinde okunabilir.

n = 1 olmasi durumunda hacim uzunluktur, n = 2 ise bolgedir.

4.1.6. Koordinatlarin Degisimi Altinda Hacim Elementinin

Degismezligi

Hacim elementi koordinat doniisiimii altinda invaryattir. Eger vy, ..., v, yeni ko-

ordinatlar:

T1 =21 (Y1, Yn) 5 T2 = T2 (Y1, s Un) - Ti = Ti (Y1, s Un) 3 Ti = Ti (Yp)
(i=1,..,n;p=1,..,n)

ve yeni koordinatlarda metrigin §,, (y) matrisi;

. ox; ox
Ipq (V) = @gik (z (v)) a—yk
p q

seklindedir. Sonra;

Vdet gir (z)dxy...dx,, = \/det Gy, (v)dyr...dys,

dir. Soyle ki;

8%

: B oy
Vet §q (y)dyr...dy, = \/det (a—ypgm (x(y)) a_yq) dy,...dy,,

dir.

Ox; d
Diger yandan det (A- B-C) = det A - det B - det C' ve det (8x ) = det (%)
Yp Yq
dur (Satirlar iizerindeki kolonlar1 degisgtirirsek matrisin determinant1 degismez).
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det § dyy...dy, = [det | =g 2k ) dy,y....dy,,
et Gpg (y)dy1...dy \/e <aypgk(x(y)) 3yq> Yy...dy

_ \/ (det (aﬂ”))mdydy

Yy

= +/det gy (z (y)) det (%) dy;...dyy,
Yp

dir. Burada;

det (g%) dy...dy, = dx;...dx,

p

oldugundan;
Vet §pq (y)dyr...dy, = \/det gir. (z (v))dzy...dxy,
dir.

Ornek 4.8 Kartezyen koordinatlar icerisindeki diizlemin hacim elementini bu-

lalim.
G = dx? + dx3

olup Hacim elementi;

0
v/ det gdxidry = det dzidxsy

= dl’ldl'g

dir.
Ornek 4.9 Kutupsal koordinatlarda; z; = rcosf, xy = rsiné ve metrik;
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G = dr? + r?d6*

dir. Kutupsal koordinatlarda Hacim elementi;

1 0
v/det gdrdf = det \ drdf
= rdrdf

dir.

Ornek 4.10 Stereografik koordinatlarda 1-yaricaph kiire;

4 (du® + dv?)
(1+u? + v2)?

metrigi ile iki boyutlu diizlemi diigtinelim.

4
— (1+u2+v2)? 0
g =
0 4
(1+u2+v2)?
olup
16
det g =

(1+u?+v2)*
dir. Hacim elementi ise;

4
vdet gdudv = —————dudv

(14 u?+v?)
dir.
u, v koordinatlarda hacim hesaplanir ama v = rcosf, v = rsinf polar koordi-
natlarda hacim formunu diigiinmek daha iyidir.

4(du? + dv?) 4 (dr?+r2d6?)

(14+u+ v2)2 B (1+ r2)2
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ve Hacim formu;

4rdrdf

vdet gdrdd = ——
/ (1+12)

dir.

Ornek 4.11 Standart Riemann metrigi ile Oklid uzay1 icerisinde a-yaricaph
kiireyi

diistiniirsek;

G = a? cos® vdu?® + a*dv?

dir. Hacim elementi;

a’cos’v 0
v/ det gdudv = det dudv
0 a?

= a2 cosvdudv

dir.

T

|

3

A

S

AN

3

|
ol 3

AN

4

INA
NGRS

alirsak;

a? cos vdudv

—
I
[NIE] G\

s
= / / a? cos vdudv
T
s

3
= 27ra2/cos vdv

INE]

3
= 2ma’sinv |
T s
_ 9 2(. _ . _)
Ta sur12—|—sm2
= 47a®
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dir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Riemann metrigi ve Riemann manifoldu tamtildi. Daha sonra Oklid uzaymnda,
iki Tanjant vektoriin i¢ carpim ile Oklid’den indirgenen Riemann metrigi kulla-
narak ayni Tanjant vektorlerinin Indirgenen metrige gore i¢ carpimlarinin yine
ayni oldugu gosterildi. Egrinin yay uzunlugu, Tanjant vektorlerinin uzunlugu
ve aralarinda acilar Riemann metrigi kullanarak aciklanmaya c¢aligildi. Hem
i¢ hemde dig koordinatlara gore bakildiginda Riemann metriginin katsayilarinin
degismedigi gosterildi. Pseudo-Riemann metrigi tamitildi ve Streografik koordi-
natlarda Oklid metrigi ile Pseudo-Riemann metrigi kiyaslandi ve Riemann man-
ifoldlar1 arasindaki Izometri aciklandi. Son olarak da Hacim elementi aciklandi.

Yukarida soylenenlerin hepsi ¢rneklendirilerek somut hale getirildi.

99



KAYNAKLAR

Hacisalihoglu, H.H., Ekmekgi, N., Tensor Geometri, Hacisalihoglu Yayinlari,
2003.

Hacisalihoglu, H.H, Diferensiyel Geometri 1.Cilt, Nobel Basimevi, Ankara,
2000.

Hacisalihoglu, H.H, Diferensiyel Geometri 2.Cilt, Hacisalioglu Yayinlari,
Ankara, 2000.

Gudmundsson, S., An Introduction to Riemannian Geometry, 2014.
Holopainen, I., Sahlsten, S., Riemannian Geometry, April 5, 2013.
Khudaverdian, H.M., Riemannian Geometry, Manchester, 20-th May, 2011.

Hacisalihoglu, H.H., Yiiksek Differensiyel Geometriye Giris, Firat Universitesi
Fen Fakiiltesi Yayini, 1980.

Lee, J.M., Remannian Manifolds An Introduction to Curvature, Springer-

Verlag, New York, 1997.

100



OZGECMIS

Adi Soyadi: Olgun Durmaz
Dogum Yeri: Izmir

Dogum Tarihi: 14/06/1989
Medeni Hali: Bekar

Yabanci Dili: Ingilizce

Egitim Durumu (Kurum ve Yil):
Lise: Izmir Odemis Yabanci Dil Agirhkh Lisesi
Lisans: Kirikkale Universitesi, Matematik Boliimii, Haziran 2013

Yiiksek Lisans: Haziran 2015
Calistigr Kurum/Kurumlar ve Yil:

Yayinlari:

101


http://www.tcpdf.org

