
KIRIKKALE ÜN·IVERS·ITES·I

FEN B·IL·IMLER·I ENST·ITÜSÜ

MATEMAT·IK ANAB·IL·IM DALI

YÜKSEK L·ISANS TEZ·I

·Indirgenmi̧s Riemann Metri¼gi ve Riemann Manifoldlar¬

Olgun Durmaz

HAZ·IRAN 2015





ÖZET 
 
 

ĠNDĠRGENMĠġ RĠEMANN METRĠĞĠ VE RĠEMANN MANĠFOLDU 

 

 

Durmaz, Olgun 

Kırıkkale Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Ana Bilim Dalı, Yüksek Lisans Tezi 

DanıĢman: Prof. Dr. Halit GÜNDOĞAN 

Haziran 2015, 101 sayfa 

 

 

 

Bu çalıĢma üç bölümden oluĢmaktadır. 

Birinci Bölümde diğer bölümler için gerekli olan temel kavramlara ayrılmıĢtır. Ġkinci 

Bölümde Riemann manifoldları tanıtılmıĢtır. Bir Riemann manifoldu üzerindeki eğri- 

nin yay uzunluğu, bir tanjant vektörün uzunluğu ve iki tanjant vektörün  iç çarpımı 

gibi bazı özellikler incelenmiĢ ve sonra örnekler verilmiĢtir. Son olarak, Üçüncü Bö- 

lümde Öklid uzayında gömülü yüzey üzerindeki Riemann yapı incelenmiĢ ve bu yü- 

zey üzerinde Riemann metriğinin katsayıları tanıtılmıĢtır. Sonra da Pseudo-Riemann 

metriği, Riemann manifoldunun izometrileri ve Hacim elementi çalıĢılmıĢtır. 
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This study consists of three chapters. 

The first chapter is devoted to some fundamental concepts which will be used in the 

following chapter. 

In the second chapter, The Riemannian manifold is introduced and some properties, 

such as the length of the curvature, length of the tangent vector and scalar product of 

two tangent vector on the manifold are investigated and then some examples are 

given. 

Finally, In the third chapter, Riemannian structure on the surface embedded in 

Euclidean space are researched and Riemannian metric coefficients on these surfaces 

are defined. Then Pseudo-Riemannian metric, Isometries of Riemannian manifold 

and Volume element in the Riemannian manifold are studied. 
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1. G·IR·IŞ

Di¤erensiyel Geometri 19. yüzy¬l¬n ortalar¬na kadar matematik anlam¬nda aç¬k

bak¬̧s aç¬s¬na göre, başka bir de¼gi̧sle Öklid uzay¬nda e¼griler ve yüzeylerin di¤er-

ensiyeli olarak çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. G. F. G. Riemann (1826-1866) Öklid geometrisini

genelleştirerek Riemann geometrisini geli̧stirdi. Öklid�in postülatlar¬ndan biri

olan "Bir do¼gruya d¬̧s¬ndaki bir noktadan bir tek paralel çizilebilir"�in yerine "Bir

do¼gruya d¬̧s¬ndaki bir noktadan hiç bir paralel çizilemez"�i ald¬ ve Küresel ya da

Riemann Geometrisini kurdu. A. Eisntein (1879-1955) genel görelilik (iza�yet)

kuram¬n¬ Riemann Geometrisini kullanarak aç¬klam¬̧st¬r.

Riemann manifoldundaki çal¬̧smalar Riemann Geometrisini oluşturur. Bu çal¬̧s-

mada ·Indirgenmi̧s Riemann metri¼gini ve Riemann manifoldu tan¬t¬lmaya çal¬̧s¬l-

m¬̧st¬r.

1.1. Kaynak Özeti

Temel kavramlardaki Tensörler tan¬m¬ için Hac¬saliho¼glu ve Ekmekçi�nin �Tensör

Geometri� adl¬ kitab¬ndan yararlan¬lm¬̧st¬r [1] : Manifold tan¬m¬ için Hac¬sali-

ho¼glu�nun �Diferensiyel Geometri 1. Cilt� ve yine Hac¬salio¼glu�nun �Diferensiyel

Geometri 2. Cilt� adl¬ kitaplar¬ndan faydalan¬lm¬̧st¬r [2; 3] : Tensör Demeti ve

Tensör Alan tan¬mlar¬ için Gudmundsson �un �An Introduction to Riemannian

Geometry� ve Holopainen ve Sahlsten�in �Riemannian Geometry� adl¬ kitaplar

incelenmi̧stir [4; 5] : Riemann Metri¼gi ve Manifoldu�nun tan¬m¬ için Holopainen ve

Sahlsten�in �Riemannian Geometry� ve Khudaverdian�n¬n �Riemannian Geom-

etry� adl¬ kitaplar¬ndan yararlan¬lm¬̧s-t¬r [5; 6] : Tanjant vektörlerin uzunlu¼gu,

aralar¬ndaki aç¬ ve E¼grinin uzunlu¼gu tan¬mlar¬ Holopainen ve Sahlsten�in �Rie-

mannian Geometry�ve Khudaverdian�n¬n �Riemannian Geometry� adl¬ kitaplar¬n-

dan faydalan¬lm¬̧st¬r [5; 6] : Öklid uzay¬nda gömülü yüzey üzerindeki Riemann

yap¬, Tanjant vektörlerin iç ve d¬̧s koordinatlar¬, 1. Kuadra-tik Form ve Pseudo-

Riemann metri¼gi tan¬mlar¬ için Khudaverdian�n¬n �Riemannian Geometry� adl¬
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kitab¬ndan yararlan¬lm¬̧st¬r [6]. Riemann Manifoldunun ·Izometrileri tan¬m¬ için

Khudaverdian�n¬n �Riemannian Geometry� ve Hac¬saliho¼glu�nun �Yüksek Difer-

ensiyel Geometriye Giri̧s� adl¬ kitaplar¬ incelenmi̧stir [6; 7] : Riemann manifoldu

içindeki hacim elementi için Khudaverdian�n¬n �Riemannian Geometry� [6] ve

Lee�nin �Riemannian Manifolds An Introduction to Curvature� [8] adl¬ kitaplar-

dan yararlan¬lm¬̧st¬r.

1.2. Çal¬̧sman¬n Amac¬

Bu tez çal¬̧smas¬ ile Riemann metri¼gi ve manifoldu detayl¬ bir şekilde incelenip

örnekler verilerek somut hale getirilecektir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Tensörler

2.1.1. Dual Vektör Uzay¬

V, n-boyutlu reel vektör uzay¬ olsun.

F : V �! R

fonksiyonu 8�; � � V ve 8a; b; � R için

F (a� + b�) = aF (�) + bF (�)

ise F � ye lineer fonksiyon denir ve Lineer fonksiyon cümlesi;

Hom(V;R) = fF j F : V �! Rg

şeklinde gösterilir. Hom(V;R) cümlesi üzerinde;

+ : Hom(V;R)�Hom(V;R) �! Hom(V;R)

(F;G) �! F +G

� : R�Hom(V;R) �! Hom(V;R)

(�; F ) �! � � F

i̧slemlerini tan¬mlad¬¼g¬m¬z da ( Hom(V;R);+; �) bir vektör uzay¬d¬r.
Bu Hom(V;R) vektör uzay¬na V vektör uzay¬n¬n dual uzay¬ denir ve

V � = Hom(V;R)
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ile gösterilir.

V vektör uzay¬n¬n bir baz¬ f�1; :::; �ng olsun. V � da ��j(�i) = �ij olacak şekilde

f��1; :::; ��ng baz¬ vard¬r.

Tan¬m 2.1 R cismi üzerinde p-tane vektör uzay¬ V1; :::; Vp olsun.

f : V1 � :::� Vp �! R

için ui; vj � Vi; � � R için

1)f(u1; u2; :::; ui + vi; :::; up) = f(u1; :::; ui; :::; up) + f(u1; :::; vi; :::; up)

2)f(u1; u2; :::; �ui; :::; up) = �f(u1; u2; :::; ui; :::; up)

özellikleri sa¼gl¬yorsa f fonksiyonuna p�lineer fonksiyon denir. Bu cümleyi;

L (V1; :::; Vp;R) =
n
f j f : V1 � :::� Vp

p�lineer�! R

o

ile gösterelim.

+ : L (V1; :::; Vp;R)� L (V1; :::; Vp;R) �! L (V1; :::; Vp;R)
(f; g) �! f + g

� : R� L (V1; :::; Vp;R) �! L (V1; :::; Vp;R)
(�; f) �! �f

şeklinde tan¬mlan¬yorsa; (L (V1; :::; Vp;R) ;+; �) üçlüsü bir vektör uzayd¬r.

Tan¬m 2.2 (Çok lineer fonksiyonlar¬n çarp¬m¬ ) V1; :::; Vp ve W1; :::;Wq reel vek-

tör uzaylar¬ olsun.

g : W1 � :::�Wq
q�lineer�! R

f : V1 � :::� Vp
p�lineer�! R

fonksiyonlar¬n¬n çarp¬m¬n¬ f 
 g ile gösterelim.
4



8(V1; :::; Vp;W1; :::;Wq) � V1 � :::� Vp �W1 � :::�Wq eleman¬na bir f(V1; :::; Vp)

g(W1; :::;Wq) � R eleman¬na kaŗs¬l¬k tutar, bu fonksiyon da;

f 
 g : V1 � :::� Vp �W1 � :::�Wq

(p+q)-lineer�! R

(f 
 g)(V1;:::;Vp;W1;:::;Wq)
= f(V1; :::; Vp) g(W1; :::;Wq)

şeklinde gösterilir.

2.1.2. Vektör Uzaylarda Tensör Çarp¬m¬

V1; :::; Vp ve W birer vektör uzaylar¬ olsun. Bu durumda;


 : V1 � :::� Vp
p-lineer�! W

dönüşümü aşa¼g¬daki iki aksiyomu sa¼glar ise (W;
) ikilisine V1; :::; Vp�nin tensör
çarp¬m¬ ad¬ verilir.


1 : 
(V1; :::; Vp) = W (Germe)


2 : V1 � :::� Vp
f�! G

&
p�lineer

.
��lineer

W

diagram¬ daima de¼gi̧smelidir. Yani; 
 = � � f olacak şekilde bir � : G �! W

lineer dönüşümü vard¬r.

2.1.3. Kovaryant Tensörler

R reel say¬lar cismi üzerinde r�tane vektör uzay¬ V1; :::; Vr ve r-lineer dönüşüm-
lerin cümlesi;
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L(V1; :::; Vr;R) =
n
f j f : V1 � :::� Vr r�lineer�! R

o

bir vektör uzay¬d¬r. Bu vektör uzay¬na V �1 ; :::; V
�
r dual vektör uzay¬n¬n tensör

çarp¬m¬ denir ve

L(V1; :::; Vr;R) = V �1 
 :::
 V �r

şeklinde gösterilir.

V �1 
 ::: 
 V �r tensör uzay¬n¬n her bir eleman¬na r-yinci mertebeden kovaryant
tensör (kovaryant r-tensör ) denir.

Özel olarak;

V1 = ::: = Vr = V

V1 � :::� Vr = V r

olmak üzere;

L(V1; :::; Vr;R) = Lr (V;R)

= 
rV � = Tr(V )

ifade edilir. Özel olarak;

T0(V ) = 
0V � = R

T1(V ) = 
1V � = V �

d¬r.

� Tr(V ) = 
rV � uzay¬na V vektör uzay¬ üzerinde bir kovaryant tensör uzay¬ ve
bu uzay¬n her bir eleman¬na r-yinci mertebeden bir kovaryant tensör denir.

� Bir V vektör uzay¬n¬n kovektör uzay¬ olan V � uzay¬n¬n elemanlar¬ kovektörler,

1. dereceden birer kovaryant tensörlerdir. Bunun için V �� ¬n elemanlar¬na ko-
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varyant vektör ad¬ verilir.

Örnek 2.1 V reel vektör uzay¬ üzerinde tan¬mlanan h; i iç çarp¬m fonksiyonu

2. dereceden kovaryant tensördür.

Teorem 2.1 V bir n- boyutlu reel vektör uzay¬ ve V� nin bir baz¬ fe1; :::; eng
olsun. feig nin dual baz¬ da fe�1; :::; e�ng yani e�j (ei) = �ij olsun.

n
e�

i1 
 :::
 e�ik ;
�
1 2:::k
i1 i2:::ik

�
; 1 � k � n

o

biçimindeki k-y¬nc¬ mertebeden kovaryant tensör cümlesi Tk(V ) için bir bazd¬r

ve

boyTk(V ) = n
k

d¬r.

·Ispat: Germe: T � Tk(V ) ve w1; :::; wk � V olsun.

wi = a
jieji, 1 � ji � n; 1 � i � k

T (w1; :::; wk) = T
�
aj1ej1 ; :::; a

jkejk
�

= aj1 :aj2 :::ajkT (ej1 ; :::; ejk) (2.1)

Di¼ger yandan;

�
e�

i1 
 :::
 e�ik
�

(w1;:::wk)
= aj1aj2 :::ajke�

i1 (ej1) e
�i2 (ej2) :::e

�ik (ejk)

= aj1aj2 :::ajk�i1j1�i2j2 :::�ikjk

= aj1aj2 :::ajk (2.2)

(2.2) yi (2.1) de yerine yazarsak;

T (w1; :::; wk) = T (ej1 ; :::; ejk)
�
e�

i1 
 :::
 e�ik
�

(w1;:::;wk)

olur.
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8 (w1; :::; wk) için bu sa¼gland¬¼g¬ndan;

T = T (ej1 ; :::; ejk) � e�
i1 
 :::
 e�ik

d¬r.

Lineer Ba¼g¬ms¬zl¬k:

aj1 :::ajke
�i1 
 :::
 e�ik = 0

�
aj1 :::ajke

�i1 
 :::
 e�ik
�

(ej1 ;:::;ejk)
= 0

aj1 :::ajke
�i1 (ej1) e

�i2 (ej2) :::e
�ik (ejk) = 0

aj1 :::ajk�i1j1�i2j2 :::�ikjk = 0

aj1 :::ajk = 0

=) e�
i1 
 :::
 e�ik ; Tk(V )� nin bir baz¬d¬r.

2.1.4. Kovaryant Tensörün Bileşenleri

Bir T � Tr(V ) = 
rV � kovaryant r-tensörünün bileşenleri için V� nin bir fe1; :::eng
baz¬n¬ ele alal¬m. Bu durumda Tr(V )� nin bir baz¬;

n
e�

j1 
 :::
 e�jr
o
1 � j1; :::; jr � n

T � Tr(V ) kovaryant tensörü için;

T : V � V � :::� V r�lineer�! R

olup u1; :::; ur � V için

T (u1; :::; ur) = T
�
ai1ei1 ; :::; a

ireir
�

= ai1 :::airT (ei1 ; :::; eir) (2.3)

dir. Burada özel olarak;
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T = e�
j1 
 :::
 e�jr

al¬rsak;

�
e�

j1 
 :::
 e�jr
�

(u1;:::;ur)
= ai1 :::air

�
e�

j1 
 :::
 e�jr
�
�

ei1
;:::;eir

�

= ai1 :::air�i1j1�i2j2 :::�irjr

= ai1 :::air

dir. j1; :::; jr yerine i1; :::; ir al¬p bunu (2.3) de yerine yazarsak;

T (u1; :::; ur) = T (ei1 ; :::; eir)
�
e�

i1 
 :::
 e�ir
�

(u1;:::ur)

d¬r.

Bu ifade 8 (u1; :::; ur) için do¼gru oldu¼gundan;

T = T (ei1 ; :::; eir) e
�i1 
 :::
 e�ir

dir.

T (ei1 ; :::; eir) = Ti1:::ir

al¬rsak;

T = Ti1:::ire
�i1 
 :::
 e�ir

olur.

2.1.5. Kontravaryant Tensörler

V vektör uzay¬ ve V nin duali V � olmak üzere (V �)� �= V dir. Kovaryant tensörler
için verilen ifadelerde V yerine V � al¬rsak V � s-lineer fonksiyonlar¬n vektör uzay¬
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elde edilir. Bu uzaya kontravaryant tensör uzay¬ denir. Bu uzay;

Ls(V �) = LfV �; :::; V �;Rg = V 
 :::
 V = 
sV

veya

T s(V �) = 
sV

dir. Böylece;

T 0(V �) = R

T 1(V �) = V

elde edilir.

� Bir V � dual vektörü üzerinde tan¬mlanan T 1(V �) = V vektör uzay¬n¬n eleman-

lar¬ birer adi anlamda vektörlerdir. Asl¬nda bildi¼gimiz vektörler 1. dereceden

birer kontravaryant tensördür. Bu nedenle V � nin elemanlar¬na kontravaryant

vektörler de denir.

Teorem 2.2 V, n-boyutlu bir reel vektör uzay¬ ve bunun duali V � olsun. V

ve V �� ¬n birbirinin duali olan bazlar s¬ras¬ ile fej1 ; :::; ejng ve
n
e�

j1 
 :::
 e�jn
o

ise;

�
ej1 
 :::
 ejs ;

�
1 2 :::s

j1 j2 :::js

�
; 1 � s � n

�

s-yinci mertebeden kontravaryant tensörler için bir bazd¬r.
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2.1.6. Kontravaryant Tensörlerin Bileşenleri

Bir L � T s(V �) = 
sV kontravaryant s-tensörü için,

L : V � � :::� V � s�lineer�! R

v�i �V
�; 1 � i � s için v�i = bjie�

ji

yaz¬labilir ve dolay¬s¬yla;

L(v�1; :::; v
�
s) = L(bj1e

�j1 ; :::; bjse
�js )

= bj1 :::bjsL(e
�j1 ; :::; e�

js
)

olur. L yerine özel olarak;

L = ej1 
 :::
 ejs

al¬rsak;

ej1 
 :::
 ejs(v�1; :::; v�s) = bj1 :::bjs�
i1
j1
:::�isjs

= bj1 :::bjs

dir.

j1; :::; js yerine i1; :::; is al¬rsak;

L(v�1; :::; v
�
s) = L(e

�i1 ; :::; e�
is
)ei1 
 :::
 eis(v�1; :::; v�s)

olur.

Her v�1; :::; v
�
s için do¼gru oldu¼gundan;

L = L(e�
i1 ; :::; e�

is
)ei1 
 :::
 eis

dir.
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L(e�
i1 ; :::; e�

is
) = Li1:::is

al¬rsak;

L = Li1:::isei1 
 :::
 eis

elde edilir.

2.1.7. Kar¬̧s¬k Tensörler

R reel say¬lar üzerinde n-boyutlu vektör uzay¬ ve bunun duali, s¬ras¬yla V ve V �

olsun.

f : V r � V �s �! R

dönüşümü r + s -lineer olsun. r + s- lineer dönüşüm cümlesi;

L(V r; V �s ;R) =
n
f j f : V r � V �s r+s�lineer�! R

o

şeklinde gösterelim. Bu cümle üzerinde tan¬mlanan toplama ve skalar ile çarpma

i̧slemleri ile birlikte vektör uzayd¬r. Bu vektör uzay¬ V � ve V vektör uzay¬ üzerinde

bir tensör uzay¬, daha do¼grusu r-dereceden kovaryant s-dereceden kontravaryant

tensör uzay¬ denir. Bu uzay¬n elemanlar¬ (r; s) tipinde kar¬̧s¬k tensörler denir ve bu

T sr (V ) = Tr(V )
 T s(V �)

şeklindedir.

� Bu uzay¬n elemanlara (r; s) tipinden tensörler denildi¼gi gibi
�
r

s

�
tipinden de

denir.

T 00 (V ) = R

12



dir.

Örnek 2.2 Bir V vektörünün duali olan V �� ¬n elemanlar¬ (1,0) tipindedir. ·Iç

çarp¬m fonksiyonu (2,0) tipindedir. Determinant fonksiyonu (n,0) tipindedir. V

vektör uzay¬n¬n elemanlar¬ (0,1) tipinden tensörlerdir. (0,0) tipinden tensörler

R� nin elemanlar¬ olarak kabul edilir. Baz¬ kar¬̧s¬k tensörleri belli bir s¬ra takip

etmeden kaŗs¬m¬za ç¬kar;

V 
 V 
 V � = V 12
V 
 V 
 V � 
 V 
 V � 
 V � = V 1221

dir.Bu uzay¬n elemanlar¬

0

@ 1 2

2 1

1

A tipindedir.

2.1.8. Kar¬̧s¬k Tensörlerin Bileşenleri

V ve V � birbirinin duali olan iki reel vektör uzay¬ olsun. V ve V�� ¬n bazlar¬,

s¬ras¬yla;

fe1; :::; eng ve fe�1 ; :::; e�ng ; e�j(ei) = �ij olsun. Bu durumda;

8
>>><

>>>:

e�
i1 
 :::e�is 
 ej1 
 :::
 ejr0

@ 1 2 :::r

i1 i2 :::ir

1

A ve

0

@ 1 2 :::s

j1 j2 :::js

1

A
;
1 � r � n
1 � s � n

9
>>>=

>>>;

biçimindeki
�
r

s

�
tensörü T sr (V ) için bir baz¬d¬r. Bu teoreme göre bir T � T

s
r (V )

kaŗs¬l¬k tensör bileşenleri için;

T : V � :::� V � V � � :::� V � r+s�lineer�! R

ui � V; 1 � i � r; u�j � V �; 1 � j � s

için

13



ui = x
kek ve u�j = yle

�l

alal¬m.

T (u1; :::; ur; u
�
1; :::; u

�
s) = T

�
xi1ei1 ; :::; x

ireir ; yj1e
�j1 ; :::; yjse

�js
�

= xi1 :::xir :yj1 :::yjsT
�
ei1 ; :::; eir ; e

�j1 ; :::; e�
js
�
(2.4)

olur. Burada T yerine özel olarak;

T = e�
l1 
 :::
 e�lr 
 ek1 
 :::
 eks

al¬rsak e�
lp
(eip) = �

ip
lp
ve ekq(e

�jq ) = �
kq
jq
olaca¼g¬ndan;

e�
l1 
 :::
 e�lr 
 ek1 
 :::
 eks (u1; :::; ur; u�1; :::; u�s) = xi1 :::xir :yj1 :::yjs�

i1
l1
:::�irlr :�

k1
j1
:::�ksjs

= xi1 :::xir :yj1 :::yjs (2.5)

l1; :::; lp; k1; :::ks yerine i1; :::; is; j1; :::; jr al¬rsak ;

T (u1; :::; ur; u
�
1; :::; u

�
s) = T

�
ei1 ; :::; eir ; e

�j1 ; :::; e�
js

�
�

e�
j1 
 :::
 e�jr 
 ei1 
 :::
 eis (u1; :::; ur; u�1; :::; u�s)

ve 8u1; :::; ur; u�1; :::; u�s için do¼gru oldu¼gundan;

) T = T
�
ei1 ; :::; eir ; e

�j1 ; :::; e�
js

�
e�

j1 
 :::
 e�jr 
 ei1 
 :::
 eis

olur.

T
�
ei1 ; :::; eir ; e

�j1 ; :::; e�
js

�
= T j1:::jsi1:::ir
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dersek;

T = T j1:::jsi1:::ir
e�

j1 
 :::
 e�jr 
 ei1 
 :::
 eis

olur.

2.2. Topolojik Manifoldlar

Tan¬m 2.3 X bir cümle ve X� in alt cümlelerin bir ailesi � olsun. � ailesi aşa¼g¬-

daki önermeleri sa¼glar ise X üzerinde bir topoloji denir.

1) X;? � �

2)8A1; A2 � � için A1 \ A2 � �
3)Ai � � ; i � I;

S

i�I

Ai � �

dur. ( I bir indis kümesidir)

Örnek 2.3 Rn = R� :::� R = fx = (x1; :::; xn) j xi � R; 1 � i � ng
a�n uzay¬nda 8x; y � Rn için;

d(x; y) =

r
nP

i=1

(yi � xi)2

şeklinde tan¬mlanan metrik bir topolojidir.

Tan¬m 2.4 Bir X cümlesi üzerindeki bir � topolojisinden oluşan (X; �) ikili-

sine topolojik uzay denir.

Tan¬m 2.5 (X; �) bir topolojik uzay ? 6= A � X olsun.

�A = fA \ U j U��g

ailesi A üzerinde bir topolojidir. �A topolojisine A� nin (X; �) uzay¬ndan in-

15



dirgedi¼gi relatif (alt cümle ) topolojisi denir.

Tan¬m 2.6 (Homeomor�zm) X ve Y topolojik uzaylar olsun. Bir

f : X �! Y

fonksiyonu sürekli, f�1 var ve f�1 de sürekli ise f dönüşümüne homeomor�zm

dönüşümü denir.

Tan¬m 2.7 (Hausdor¤ Uzay) X bir topolojik uzay; X in p ve q gibi farkl¬ nokta-

lar için X de, s¬ras¬yla, p ve q noktalar¬n¬ içine alan Ap ve Aq aç¬k alt cümleleri

Ap \ Aq = ? olacak biçimde bulunuyorsa X topolojik uzay¬na Hausdor¤ uzay

denir.

Tan¬m 2.8 M bir topolojik uzay olsun. M için aşa¼g¬daki önermeler do¼gru ise

M� ye n-boyutlu topolojik manifold denir.

1) M bir Hausdor¤ uzayd¬r.

2) M nin her aç¬k alt cümlesi Rn�ye veya Rn� nin bir aç¬k alt cümlesine homeo-

morftur.

3) M say¬labilir çoklukta aç¬k cümlelerle örtülebilir.

Tan¬m 2.9 (Di¤eomor�zm) Rn n-boyutlu Öklid uzay¬nda bir aç¬k cümle U olmak

üzere;

	 : U �! R
n

fonksiyonu verilsin. 	� nin di¤erensiyellenebilmesi şöyle tan¬mlan¬r:

Tan¬m 2.10 Rn bir aç¬k alt cümle U olmak üzere;

f : U �! R

16



fonksiyonu k-y¬nc¬ mertebeden bütün kismi türevleri var ve sürekli ise f fonksiy-

onuna Ck s¬n¬f¬ndan di¤erensiyellenebilir denir. Özel olarak, f sadece sürekli ise

C0 s¬n¬f¬ndand¬r denir.

Ck(U;R) =
�
f j f : U �! R ve f fonksiyonu Ck � s¬n¬f¬ndan

	

Örnek 2.4

f : R2 �! R

(x1; x2) �! f (x1; x2) = x1x2

olsun.

@f

@x1
= x2;

@f

@x2
= x1

olup k¬smi türevler ve süreklidir. O halde f � C1(R2;R) dir.

Ayr¬ca;

@2f

@x21
= 0;

@2f

@x1@x2
= 1;

@2f

@x2@x1
= 1;

@2f

@x22
= 0

olup f � C2(R2;R) dir.

Tan¬m 2.11 Rn� deki bir aç¬k alt cümle U olmak üzere;

	 : U �! R
m

u �! 	(u) = (f1(u); :::; fm(u))

fonksiyonu verildi¼ginde bütün fi fonksiyonlar¬ için

fi � C
k(Rm;R); 1 � i � m

veya

17



U � Rn 	�! R
m

fi & #xi
R

fi = xi �	 � Ck(U;R)

ise

	 � Ck(U;Rm)

dir denir.

C1(U;Rm) =
�
	 j 	 � Ck(U;Rn); k � N

	

Örnek 2.5

	 : R2 �! R
3

(u; v) �! 	(u; v) = (u2 � v2; 2uv; u3)

olsun. 	 = (f1; f2; f3); f : R2 �! R

f1(u; v) = u
2 � v2

f2(u; v) = 2uv

f3(u; v) = u
3

dir. f1; f2; f3� ün her mertebeden kismi türevleri var ve sürekli oldu¼gundan

f1; f2; f3 � C
1(R2;R) olup 	 � C1(R2;R3) dür.

Tan¬m 2.12 U ve V, s¬ras¬yla, Rm ve Rn de iki aç¬k alt cümle olsun.

	 : U �! V

x �! 	(x) = (f1(x); :::; fn(x))

18



fonksiyonu için fi : U �! R fonksiyonu Ck�s¬n¬f¬ndan ise 	 � Ck(U; V ) dir denir.

C1(U; V ) =
�
	 j 	 � Ck(U; V ); k � N

	

fi fonksiyonlar¬na 	� nin Öklid koordinat fonksiyonlar¬ denir.

Tan¬m 2.13 Rn� nin iki farkl¬ aç¬k alt cümlesi U ve V olsun. Bir 	 : U �! V

fonksiyonu için aşa¼g¬daki önermeler do¼gru ise 	� ye Ck�s¬n¬f¬ndan bir di¤eomor-
�zm denir ve U ve V� ye k. dereceden di¤eomor�ktirler.

i) 	 � Ck(U; V )

ii) 	�1 : V �! U var ve 	�1 � Ck(V; U)

dur.

Örnek 2.6 	 : R2 �! R
2

	(x1; x2) = (x1e
x2 + x2; x1e

x2 � x2)
olsun. f1; f2 : R2 �! R

dir.

f1(x1; x2) = x1e
x2 + x2

f2(x1; x2) = x1e
x2 � x2

olmak üzere 	 = (f1; f2) dir. 	, 1:1 ve örten olup

	�1 : R2 �! R
2

oldu¼gundan

	�1(x1e
x2 + x2; x1e

x2 + x2) = (x1; x2)

olur.
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x1e
x2 + x2 = y1 (2.6)

x1e
x2 + x2 = y2 (2.7)

olup ikinci denklemi �1 ile çarp¬p toplarsak;

x2 =
y1 � y2
2

olarak bulunur. Bu ifadeyi birinci denklemde yerine yaz¬p çözersek;

x1 = e

y2 � y1
2 � y1 + y2

2

olur.

) 	�1(y1; y2) =

0

@e
y2 � y1
2 � y1 + y2

2
;
y1 � y2
2

1

A

dir. Burada 	; 	�1 � C1(R2;R2)

dir.

Tan¬m 2.14 (Koordinat Komşulu¼gu (Harita) ):

M, n-boyutlu topolojik manifold ve U � Rn� in bir aç¬k alt cümlesi olsun. Bu

durumda U bir 	 homeomor�zmi ile M� nin bir W alt cümlesine eşlenebilir.

	 : U � Rn �! W �M

(	;W ) ikilisine M de bir koordinat komşulu¼gu veya harita denir.

u � U için 	(u) � M dir ve

	(u) = (x1(u); :::; xn(u)); xi(u) � R; 1 � i � n

dir. Burada xi(u) reel say¬s¬na 	(u) � M noktas¬n¬n i-yinci koordinat¬ ve
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ui : U �! R

fonksiyonu da U� nun i-yinci Öklid koordinat fonksiyonu denir.

U
	�! W �M

ui & .xi

R

xi = ui �	�1 : W �! R

fonksiyonuna W� nun i-yinci Öklid koordinat fonksiyonu denir.

Örnek 2.7 S
0

= fx � R2 j d(x; 0) = 1g
aç¬k çemberini ele alal¬m. Bu çember için

U = fu j 0�u�2�; u�Rg

dir.

	 : U � R �! W � S 0 � R2

u �! 	(u) = (cos u; sin u)

yani x1(u) = cosu; x2(u) = sin u dur.

Ayr¬ca x1 ve x2 sürekli ve tersleri de sürekli oldu¼gundan 	 bir homeomor�zmdir.

� ·Ilk tan¬mda verdi¼gimiz	 homeomer�zmi birebir, örten ve sürekli (hatta tersi de

sürekli ) oldu¼gundanW� nun p ve q gibi iki noktas¬ için xi(p) = xi(q); 1 � i � n ise
p = q dur. Yani, p � W noktas¬ (x1(p); :::; xn(p)) reel say¬s¬ n-lisi ile belirlenir. Bu

nedenle x1(p); :::; xn(p) reel say¬lar¬na p � W noktas¬n¬n (	;W ) koordinat koordi-

nat komşulu¼guna göre yerel koordinatlar¬ ve W üzerinde tan¬ml¬ olan (x1; :::; xn)

reel de¼gerli fonksiyon n-lisine (	;W ) üzerinde lokal koordinat sistemi denir.

� ·Ilk tan¬mdan M bir topolojik n-manifold oldu¼gundan M �yi, Rn� deki aç¬k alt

cümlelere homeomorf olan W� aç¬k cümlelerin bir fW�g ailesi ile örtebiliriz.
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Tan¬m 2.15 M bir topolojik n-manifold ve M� nin bir aç¬k alt örtüsü fU�g
olsun. U� aç¬k cümlelerinin � indislerinin cümlesi A olmak üzere; fU�g örtüsü
için fU�g� � A yaz¬l¬r. R

n� deki U�� ya bir 	� homeomor�zmi alt¬nda homeomorf

olan aç¬k cümle V� olsun. Böylece ortaya ç¬kan (	�; V�) haritalar¬n¬n ailesine

f(	�; V�)g� � A Atlas denir.

Örnek 2.8 R2� de S 0, merkezi başlang¬ç noktas¬ olan birim çember olsun.

W1 = f(x1; x2) � S 0 j x2�0g
W2 = f(x1; x2) � S 0 j x2�0g
W3 = f(x1; x2) � S 0 j x1�0g
W4 = f(x1; x2) � S 0 j x1�0g

cümleleri S 0� nin birer aç¬k alt cümleleridir. Ayr¬ca;

S 0 = W1 [W2 [W3 [W4

dir. Di¼ger yandan;

	�1i : Wi �! I = fx1 j �1 � x1 < 1g ; i = 1 ve i = 2

	�1j : Wj �! J = fx2 j �1 � x2 < 1g ; j = 3 ve j = 4

fonksiyonlar¬ s¬ras¬yla;

	�11 (x1; x2) = x1; 	�12 (x1; x2) = x1; x1 = cosu

	�13 (x1; x2) = x2; 	�14 (x1; x2) = x2; x2 = sin u

	�1i ve	�1j fonksiyonlar¬ birer homeomor�zmdir. O halde S 0 topolojik 1-manifoldunun

bir atlas¬
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n
(	i;Wi)i=1;2;3;4

o
= f(	1;W1) ; (	2;W2) ; (	3;W3) ; (	4;W4)g

dir.

Şimdi di¤erensiyellenebilir yap¬l¬ bir manifold tan¬mlayal¬m. Bir topolojik n-

manifold M ve bir p � M noktas¬n¬n aç¬k komşuluklar¬ daW� olsun. p noktas¬n¬n

lokal koordinatlar¬ W��lar de¼gi̧stikçe 	�� da de¼gi̧sece¼ginden W� say¬s¬ kadar 	�

vard¬r. Her bir � � A için (	�;W�) üzerinde lokal sistemini (x�1 ; :::; x
�
n) ile göstere-

lim. p noktas¬n¬n iki aç¬k komşulu¼gu W� ve W� ise W� \W� 6= ?; W� \W��n¬n

her bir noktas¬nda (x�1 ; :::; x
�
n) ve (y

�
1 ; :::; y

�
n) gibi iki koordinat sistemi tan¬ml¬d¬r.

Bu iki koordinat sistemi aras¬naki ba¼g¬nt¬;

Şekil 2.1. Ba¼g¬nt¬

	�1� (W� \W�) � U� � Rn 	�1� (W� \W�) � U� � Rn

alt cümleleri iki̧ser aç¬k cümlenin birer homeomor�zmi alt¬ndaki görüntüleri olduk-

lar¬ndan aç¬k cümlelerdir. Ayr¬ca;

	�1� �	� : 	�1� (W� \W�) �! 	�1� (W� \W�)
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ile

	�1� �	� : 	�1� (W� \W�) �! 	�1� (W� \W�)

fonksiyonlar¬ da iki̧ser homeomor�zmin bileşimi oldu¼gundan birer homeomor-

�zmdir.

	�1� �	� = ���

ve

	�1� �	� = ���

gösterimleri kullan¬l¬r.

� ���� n¬n diferensiyellenebilir olmas¬ için (���)i bileşenlerinin diferensiyellenebilir

olmas¬ gerekir. Ayn¬ şey ��� için de geçerlidir.

Tan¬m 2.16 (Diferensiyellenebilir Yap¬) Bir topolojik n-manifold M ve M�nin

bir

atlas¬ S = f(	�;W�)g� � A olsun. E¼ger S atlas¬ için W� \ W� 6= ? olmak

üzere 8�; � � A� ya kaŗs¬l¬k ��� ve ��� fonksiyonlar¬ Ck�s¬n¬f¬ndan diferensiyel-
lenebilir iseler S� ye Ck�s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilir denir. S atlas¬ M üzerinde

Ck�s¬n¬f¬ndan oldu¼gu zaman S� ye M üzerinde Ck� s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilir
yap¬ denir.

Tan¬m 2.17 (Diferensiyellenebilir Manifold) M bir topolojik n-manifold olsun.

M üzerindeki Ck�s¬n¬f¬ndan bir diferensiyellenebilir yap¬ tan¬mlanabiliyor ise M�
ye Ck�s¬n¬f¬ndan bir diferensiyellenebilir manifold ad¬ verilir.

Tan¬m 2.18 I, R� nin aç¬k bir aral¬¼g¬ olsun. Bir
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� : I �! R
n

t �! �(t)

diferensiyellenebilir ve regüler ise Rn de bir e¼gri ad¬ verilir.

Şekil 2.2. E¼gri

i) �� n¬n diferensiyellenebilirli¼gi:

� : I �! R
n

t �! �(t) = (�1(t); :::; �n(t))

1 � i � n için �i : I �! R, 8�i diferensiyellenebilir ise � diferensiyellenebilirdir.
ii) �� n¬n regülerli¼gi:

8t � I için rankJ(�)(t) = 1
dir.

J(�)(t) =

2

6666666666
4

@�1

@t
jt

:

:

:

@�n

@t
jt

3

7777777777
5

=

�
@�1

@t
; :::;

@�n

@t

�
jt= (�01(t); :::; �0n(t))

dir.

rankJ(�)(t) = 1 dir. , 9�0i(t) 6= 0 d¬r. (1 � i � n)

Tan¬m 2.19 (Bir Manifold üzerinde Ck-s¬n¬f¬ndan e¼gri)
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M bir diferensiyellenebilir manifold ve

� : I � R �!M

de Ck�s¬n¬f¬ndan bir fonksiyon olsun.
(I � R bir aç¬k aral¬k olmak üzere;

� : I � R �!M

t �! �(t)

fonksiyonu Ck�s¬n¬f¬ndan olmas¬ için �(t) = p � M komşulu¼gundaki fu1; :::; ung
reel koordinat fonksiyonlar¬ yard¬m¬yla tan¬mlanan �� n¬n

I � R ��!M

�i & .ui

R

�i : ui � � : I �! R 1 � i � n
koordinat fonksiyonlar¬ Ck�s¬n¬f¬ndan olmas¬ demektir.)
�(I) �M alt cümlesi f(I; �)g atlas¬ ile verilmi̧s Ck�s¬n¬f¬ndan bir e¼gri denir.

Tan¬m 2.20 (Bir E¼grinin Tanjant Vektörü) M bir diferensiyellenebilir manifold

ve �(I)� da M üzerinde f(I; �)g atlas¬ ile verilmi̧s Ck�s¬n¬f¬ndan bir e¼gri olsun.
�(t) = p � M olmak üzere;

Vp : C
1(M;R) �! R

f �! Vp(f) =
d (f � �)
d(t)

jt

şeklinde tan¬ml¬ Vp fonksiyonuna �(I) e¼grisinin �(t) noktas¬ndaki bir tanjant

vektörü denir ve �(t) noktas¬ndaki �(I) tanjant vektörlerinin cümlesini T�(t)�(I)

ile gösterelim.

T�(t)�(I) cümlesi üzerinde aşa¼g¬daki tan¬mlanan iç ve d¬̧s i̧slemler T�(t)�(I)� de
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reel vektör uzay¬ yap¬s¬ belirtirler. Bu uzaya �(I) e¼grisinin p = �(t) noktas¬ndaki

tanjant uzay¬ denir.

+ : T�(t)�(I)� T�(t)�(I) �! T�(t)�(I)

(Vp;Wp) �! Vp +Wp

� : R� T�(t)�(I) �! T�(t)�(I)

(�; Vp) �! � � Vp

8f � C1(M;R) için (� � Vp)(f) = � � Vp (f)
dir.

Teorem 2.3 M bir diferensiyellenebilir manifoldu üzerinde Ck�s¬n¬f¬ndan bir
e¼gri �(I) olsun.

Vp � Tp�(I) ise;

i) Vp : C
1(M;R) �! R

lineerdir.

ii)Vp(fg) = Vp(f)g(p) + f(p)Vp(g)

dir.(8f; g � C1(M;R))

� M manifoldunun bir p � M noktas¬ndan geçen ve s¬n¬f¬ C1 olan bir çok e¼gri

vard¬r. Bu e¼grilerin her birinin tanjant uzaylar¬n¬n birleşimi olarak M� nin bir

tanjant uzay¬n¬ ele edece¼giz.

Tan¬m 2.21 (M bir Diferensiyellenebilir Manifoldunun Tanjant Vektörü) M bir

diferensiyellenebilir manifold ve p � M olsun. Bir

Vp : C
1(M;R) �! R
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fonksiyonu, M üzerinde en az bir e¼grinin p noktas¬ndaki tanjant vektörü ise Vp�

ye M� nin bir p noktas¬ndaki bir tanjant vektörü denir. M üzerindeki Tanjant

vektörlerinin cümlesi TpM ile gösterilir.

TpM üzerinde aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlanan iç ve d¬̧s i̧slemler sayesinde TpM bir

reel vektör uzay¬ olur.

+ : TpM � TpM �! TpM

(Vp;Wp) �! Vp +Wp

8f � C1(M;R) için (Vp;Wp)(f) = Vp(f) +Wp(f)

dir.

� : R� TpM �! TpM

(�; Vp) �! � � Vp
8f � C1(M;R) için (� � Vp)(f) = � � Vp (f)
dir.

Tan¬m 2.22 (Tanjant Uzay) M bir diferensiyellenebilir manifold ve p � M nok-

tas¬ndaki tanjant vektörlerin uzay¬ TpM olsun. TpM vektör uzay¬na M� nin p

noktas¬ndaki tanjant uzay¬ denir.

Teorem 2.4 M bir diferensiyellenebilir manifold ve p � M noktas¬ndaki tan-

jant uzay¬ da TpM olsun. O zaman;

8Vp � TpM ve 8f; g � C1(M;R) için;

1)Vp : C
1(M;R) �! R

f �! Vp(f)

lineerdir.

2)Vp(fg) = Vp(f)g(p) + f(p)Vp(g) (leibniz kural¬)

28



d¬r.

M� nin bir p noktas¬ndaki yerel koordinat sistemi fu1; :::; ung olmak üzere;

@

@ui
jp: C1(M;R) �! R

lineer dönüşümü f � C1(M;R) için

@

@ui
jp (f) =

@f

@ui
jp

olarak tan¬mlayal¬m. O zaman

�
@

@u1
jp; :::;

@

@un
jp
�
sistemi fu1; :::; ung sistemi-

nin duali olacakt¬r.

(
@

@ui
(uj) = �ij)

Teorem 2.5 M bir diferensiyellenebilir manifold ve p � M noktas¬ndaki bir

komşulu¼gu fu1; :::; ung yerel koordinat sisteminde verilsin. O zaman fu1; :::; ung
sisteminin duali;

� =

�
@

@u1
jp; :::;

@

@un
jp
�

olmak üzere �; TpM � nin bir baz¬d¬r.

Tan¬m 2.23 (Vektör Alan¬) M bir diferensiyellenebilir manifold, M üzerindeki

bir vektör alan diye;

X :M �!
S

p � U

TpM

olarak tan¬mlanan X fonksiyonuna denir ve M üzerindeki vektör alanlar¬n cüm-

lesi �(M) ile gösterilir.

�(M) üzerinde aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlanan iç ve d¬̧s i̧slemler �(M)� yi vektör

uzay yap¬s¬yla donat¬rlar.

1) + : �(M)� �(M) �! �(M)
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(X;Y ) �! X + Y

8p � M için (X + Y )(p) = Xp + Yp

2) � : R� �(M) �! �(M)

(�;X) �! �X

8p � M için (�X)(p) = �X(p)

dir.

Tan¬m 2.24 (Vektör Alanlar¬n Uzay¬) M bir diferensiyellenebilir manifold M üz-

erindeki vektör alanlar¬n¬n vektör uzay¬ da �(M) olsun. �(M)� ye M üzerindeki

vektör alanlar¬n¬n uzay¬ denir.

X :M �!
S

p�U

TpM

p �! Xp : C
1(M;R) �! R

f �! Xp (f)

X � �(M); f � C1(M;R) ve p � M olmak üzere;

(Xf)(p) = Xp(f)

dir.

Tan¬m 2.25 M bir diferensiyellenebilir manifold ve M üzerinde vektör alanlar¬n¬n

uzay¬ �(M) olsun. O zaman 8X � �(M) için;

i) X : C1(M;R) �! C1(M;R)

lineerdir

ii)8f; g � C1(M;R) için ;

X(fg) = X(f)g + fX(g)

dir.
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+ : C1(M;R)� C1(M;R) �! C1(M;R)

(f; g) �! f + g :M �! R

p �! (f + g)(p) = f(p) + g(p)

� : C1(M;R)� C1(M;R) �! C1(M;R)

(f; g) �! fg :M �! R

p �! (fg)(p) = f(p)g(p)

) (C1(M;R);+; �) bir birimli ve de¼gi̧smeli halkad¬r.

Bu durumda;

+ : �(M)� �(M) �! �(M)

(X;Y ) �! X + Y

� : C1(M;R)� �(M) �! �(M)

(f;X) �! fX

öyle ki p � M için

(fX)(p) = f(p)Xp

şeklinde tan¬mlanan d¬̧s i̧slem göz önüne al¬n¬rsa �(M) cümlesi C1(M;R) bir-

imli ve de¼gi̧smeli halkas¬ üzerinde bir modül olur. Yani �(M) bir C1(M;R)

modülüdür.

Tan¬m 2.26 M diferensiyellenebilir manifold üzerinde vektör alanlar¬n¬n uzay¬

�(M) olsun. Bu durumda;

[; ] : �(M)� �(M) �! �(M)

(X; Y ) �! [X; Y ]
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öyle ki 8f � C1(M;R) içindir.

[X; Y ](f) = X(Y f)� Y (Xf)

şeklinde tan¬ml¬ [; ] dönüşümüne �(M) üzerinde Lie parantezi operatörü denir.

Teorem 2.6 M diferensiyellenebilir manifold üzerinde vektör alanlar¬n¬n uzay¬

�(M) ve �(M) üzerinde Lie parantezi operatörü [; ] verilsin. Bu operatör Lie

operatörünün üç özelli¼gini sa¼glar. Yani;

1) [; ] : �(M)� �(M) �! �(M)

dönüşümü 2-lineerdir.

8X;Y; Z � �(M), 8a; b � R için

[aX + bY; Z] = a [X;Z] + b [Y; Z]

ve

[X; aY + bZ] = a [X; Y ] + b [X;Z]

dir.

2) [; ] dönüşümü anti-simetriktir.

8X;Y � �(M) için

[X; Y ] = � [Y;X]

dir.

3) [; ] dönüşümü Jakobi özdeşli¼gini sa¼glar.

8X; Y; Z � �(M) için

[X; [Y; Z]] + [Y; [Z;X]] + [Z; [X; Y ]] = 0
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dir.

Tan¬m 2.27 M bir diferensiyellenebilir manifoldu üzerinde vektör alanlar¬n¬n

uzay¬ �(M) olsun. O zaman;

8f; g � C1(M;R) ve 8X; Y � �(M) için

[fX; gY ] = fg [X; Y ] + f(Xg)Y � g(Y f)X

dir.

Tan¬m 2.28Mbir diferensiyellenebilir manifold; M üzerindeki reel de¼gerli C1�s¬n¬f¬ndan
bir fonksiyon f olsun. O zaman, f � nin bir p � M noktas¬ndaki tam diferensiyeli;

8Vp � TpM için;

(df jp)(Vp) = Vp [f ]

dir. Burada;

Vp : C
1(M;R) �! R

f �! Vp(f) = Vp [f ]

dir.

Teorem 2.7 M bir diferensiyellenebilir manifold ve bir p � M noktas¬ndaki M�nin

tanjant uzay¬ TpM olsun. Bu durumda;

df jp � T �pM

dir.

·Ispat :8Vp � TpM için;
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df jp (Vp) � R oldu¼gundan df jp: TpM �! R

dir. Di¼ger yandan 8a; b � R ve 8Vp;Wp � TpM için;

dfjp(aVp + bWp) = (aVp + bWp) [f ]

= aVp [f ] + bWp [f ]

= adf jp (Vp) + bdf jp (Wp)

olup df jplineerdir.
O halde df jp � T �pM dir.

E¼ger f � C1(M;R) ve X � �(M) ise

df(X) = Xf , Xf = X [f ]

diyelim. Buna göre;

(Xf)(p) = Xp [f ]

ve

�
df(X)(p)

�
= df jp (Xp)

eşitlikleri nedeniyle df(X) = X [f ] eşitli¼gi bize bir df fonksiyonunu belirtir.

Üstelik;

df : �(M) �! C1(M;R)

X �! df(X) :M �! R

p �! (df(X)) jp= df jp (Xp)

dir.

( �(M)�nin C1(M;R)� modül yap¬s¬na göre df; C1(M;R) de¼gerli bir lineer

dönüşümdür. O halde, df; �(M)�nin dual modülüne ait bir elemand¬r. df � T �pM

olmas¬ bu hal için df �nin �(M) nin dual modülü olmas¬na kaŗs¬l¬k gelir. )

Vp = (V1; :::; Vn) olmak üzere;

34



df(Vp) = Vp [f ] =
nP

i=1

@f

@xi
jp Vi

dir. Burada;

dxi [Vp] = Vp [xi] = Vi; Vp [xi] =
nP

j=1

@xi

@xj
Vi = Vj

dir. Bu durumda;

df(Vp) =
nP

i=1

@f

@xi
jp dxi(vp)

dir. Bu eşitlik 8Vp � TpM için do¼gru oldu¼gundan;

df =
nP

i=1

@f

@xi
dxi

dir.

Tan¬m 2.29 M üzerinde bir koordinat sistemi fx1; :::; xng verilmi̧s olsun.

dxi jp: TpM �! R

Vp �! dxi jp (Vp) = Vp [xi]

olarak tan¬mlanan dxi jp fonksiyonuna xi � C1(M;R) fonksiyonun diferensiyeli
denir.

Teorem 2.8 M üzerinde fx1; :::; xng koordinat sistemi verildi¼gine göre
8p � M için

�
@

@xi
jpj 1 � i � n

�
ve fdxi jpj 1 � i � ng

birbirinin duali olan iki baz oluşturur. Bunlardan birincisi TpM �nin ikincisi

T �pM �¬n bir baz¬d¬r.
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Sonuç 2.1 Tensörlerde V reel vektör uzay¬ yerine TpM alal¬m. Şimdi tensör-

leri tekrar ele alal¬m. V vektör uzay olmak üzere V �, V�nin duali olsun. Bu

durumda;

Tr(V ) = V
� 
 :::
 V � tensör uzay¬n¬n her bir eleman¬na r-yinci mertebeden Ko-

varyant tensör denir. Şimdi V = TpM al¬rsak TpM �nin dualinin T �pM oldu¼gunu

biliyoruz. Bu durumda;

Tr(TpM) = T
�
pM 
 :::
 T �pM

şeklinde olur.

V vektör uzay¬ ve V � duali olmak üzere; T s(V �) = V 
 ::: 
 V tensör uzay¬na

Kontravaryant tensör uzay¬ oldu¼gunu biliyoruz. Yine ayn¬ şekilde V = TpM ve

V � = T �pM al¬rsak;

T s(T �pM) = TpM 
 :::
 TpM

şeklinde olur. Biz burada T s(T �pM) = T
s(TpM) alaca¼g¬z.

Şimdi de Kar¬̧s¬k tensörler için ele al¬rsak; biliyoruz ki r-dereceden kovaryant, s-

dereceden kontravaryant tensör uzay¬;

T sr (V ) = Tr(V )
 T s(V �)

oldu¼gunu biliyoruz. Yine V = TpM için;

T sr (TpM) = Tr(TpM)
 T s(TpM)

olur.

Tan¬m 2.30 (Tensör Demeti)

1) r-Kovaryant tensör demeti;
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TrM =
S

p � M

Tr(TpM)

2) s-Kontravaryant tensör demeti;

T sM =
S

p � M

T s(TpM)

3) r-Kovaryant s-Kontravaryant tensör demeti;

T srM =
S

p � M

T sr (TpM)

şeklindedir.

Tan¬m 2.31 (Tensör Alan) M bir diferensiyellenebilir manifold olmak üzere

�(M)�ye vektör alan¬ denildi¼gini biliyoruz.

� r(M) = fdüzgün r-kovaryant tensör alan¬g
cümlesi diyelim.

� s(M) = fdüzgün s-kontravaryant tensör alan¬g

� sr(M) = fdüzgün (k,l) kar¬s¬k tensör alan¬g
olur.

�(M) vektör alan¬ ve duali ��(M) alal¬m. Biliyoruz ki

�
@

@xi
j 1 � i � n

�
; �(M)�nin

bir baz¬; fdxi j 1 � i � ng ; ��(M)�¬n bir baz¬d¬r.

� r(M) = �
�(M)
 :::
 ��(M)

şeklindedir.

Burada

�
@

@xi
j 1 � i � n

�
�(M)�nin; fdxi j 1 � i � ng ��(M)�nin baz¬ olmak

üzere

�
@

@xi
(dxi) = �ij

�

n
dxi1 
 :::
 dxir ;

�
1:::r
i1:::ir

�
; 1 � r � n

o
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� r(M)�nin bir baz¬d¬r.

Di¼ger yandan biliyoruz ki T � Tr(V ) olmak üzere V �nin baz¬ fe1; :::; eng ve Tr(V )�nin
baz¬

n
e�

j1 
 :::
 e�jr
o
; 1 � j1:::jr � n dir. T � Tr(V ) için;

T = Ti1:::ire
�j1 
 :::
 e�jr

dir. O halde T � � r(M) olmak üzere;

�
@

@xi
j 1 � i � n

�
�(M)�nin bir baz¬ ve

� r(M)�nin baz¬
n
dxi1 
 :::
 dxir ;

�
1:::r
i1:::ir

�
; 1 � r � n

o
oldu¼gundan;

T = Ti1:::irdxi1 
 :::
 dxir

şeklinde olur.

� s(M) = �(M)
 :::
 �(M)

şeklindedir. �(M) ve ��(M)�¬n bazlar¬ s¬ras¬yla

�
@

@xi
j 1 � i � n

�
ve

fdxi j 1 � i � ng olmak üzere;

�
@

@xi1

 :::
 @

@xis
;
�
1:::s
i1:::is

�
; 1 � s � n

�

ise � s(M) nin bir baz¬d¬r.

Di¼ger yandan L � T s(V �) için V �nin bir baz¬ fe1; :::; eng ve fei1 
 :::
 eisg; 1 �
i1:::is � n de T s(V �)�nin baz¬d¬r. L � T s(V �) için;

L = Li1:::isei1 
 :::
 eis

dir. O halde L � � s(M) için;

L = Li1:::is
@

@xi1

 :::
 @

@xis

şeklinde olur.
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Son olarak;

� sr(M) = �
�(M)
 :::
 ��(M)
 �(M)
 :::
 �(M)

olup;

8
<

:
dxi1 
 :::
 dxir 


@

@xj1

 :::
 @

@xjs
;
�
1:::r
i1:::ir

�
;
�
1:::s
j1:::js

�
;
1 � r � n
1 � s � n

9
=

;

ise � sr(M)�nin bir baz¬d¬r. O halde;

T � � sr(M) için;

T = T j1:::jsi1:::ir
dxi1 
 :::
 dxir 


@

@xj1

 :::
 @

@xjs

olur.

Sonuç olarak;

T = Ti1:::irdxi1 
 :::
 dxir

r-kovaryant tensör alan;

L = Li1:::is
@

@xi1

 :::
 @

@xis

s-kontravaryant tensör alan;

Q = Qj1:::jsi1:::ir
dxi1 
 :::
 dxir 


@

@xj1

 :::
 @

@xjs

(k,s) tensör alan¬ olur.

Burada Ti1:::ir ; L
i1:::is ve Qj1:::jsi1:::ir

fonksiyon bileşenleri olarak adland¬r¬l¬r.

Ayr¬ca;

39



� r(M) = �
�(M)
 :::
 ��(M)

= L (�(M); :::; �(M);C1(M;R))

= ff j f : �(M)� :::� �(M) �! C1(M;R)g

şeklindedir. Ayn¬ şekilde;

� s(M) = L(��(M); :::; ��(M);C1(M;R))

= ff j f : ��(M)� :::� ��(M) �! C1(M;R)g

= �(M)
 :::
 �(M)

ve

� sr(M) = L(�(M); :::; �(M); ��(M); :::; ��(M);C1(M;R))

= ff j f : �(M)� :::� �(M)� ��(M)� :::� ��(M) �! C1(M;R)g

= ��(M)
 :::
 ��(M)
 �(M)
 :::
 �(M)

dir.
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3. R·IEMANN MAN·IFOLDLARI

3.1. Riemann Manifoldu ve Riemann Metri¼gi

Tan¬m 3.1 M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M üzerindeki G Riemann

metri¼gi simetrik, pozitif tan¬ml¬ ve diferensiyellenebilir olan 2-kovaryant vektör

alan (G � � 2(M)) ile tan¬mlan¬r.

G � � 2(M) =) G : �(M)� �(M) �! C1(M;R)

(X; Y ) �! G(X; Y ) :M �! R

p �! G(X; Y ) jp

dir.

Bir M diferensiyellenebilir manifoldu ile verilen GRiemannmetri¼gi (M;G)Riemann

Manifoldu olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 3.2 M bir n-Riemann manifold olsun. O zaman M üzerindeki metrik

tensör ifadesi;

G = gikdxi 
 dxk

şeklinde gösterilir. Burada; gik =

�
@

@xi
;
@

@xk

�
olup matris de¼gerli düzgün fonksiyon

ad¬ verilir.

Tan¬m 3.3 A;B � TpM olmak üzere; A = Ai
@

@xi
,B = Bk

@

@xk
(i = 1; :::; n; k =

1; :::; n)

hA;BiG jp= G(A;B) jp= AigikBk
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= (A1; :::; An)

0

BBBBBBBBB
@

g11 : : : g1n

: : : : :

: : : : :

: : : : :

gn1 : : : gnn

1

CCCCCCCCC
A

0

BBBBBBBBB
@

B1

:

:

:

Bn

1

CCCCCCCCC
A

dir. Burada;

i)G(A;B) = G(B;A)

ii)A 6= 0 için G(A;A)�0
iii)G(A;B) jp=x diferensiyellenebilir fonksiyon

şeklindedir.

Burada görüldü¼gü gibi G Riemann metri¼gi G = gikdxi
 dxk şeklinde tan¬mlan¬r.
! ve � 2 tane 1-formun simetrik çarp¬m¬n tan¬m¬ ile k¬saltabiliriz. Çarp¬m sem-

bolü olmadan yanyana yazarsak;

!� = 1
2
(! 
 � + � 
 !)

oldu¼gundan;

G = gikdxidxk

yaz¬labilir.

Örnek 3.1 � fxig, Rn�in kanonik koordinatlar¬ olmak üzere G metri¼gi;

G = (dx1)
2 + :::+ (dxn)

2

şeklindedir.

G = kgikk = diag [1; 1:::; 1]
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dir. Skalar çarp¬m ile tan¬mlanan n-boyutlu Öklid uzay¬n¬n temel örne¼gi;

G(X; Y ) = hX;Y i = gikXiXk = X1Y1 + :::+XnYn

şeklindedir.

=) G(X; Y ) = hX; Y i = gikXiXk

olur. Bu durumda feig temel baz olmak üzere;

G(ei; ek) = gikeiek = �ik

d¬r.

� R2�de polar koordinatlarda x2 � 0 (x1 = r cos �; x2 = r sin �) bölgesindeki metrik

için;

dx1 = cos �dr � r sin �d�; dx2 = sin �dr + r cos �d�

d¬r. Yeni koordinatlar da Riemann metri¼gi G = dx21 + dx
2
2 aşa¼g¬daki görünüme

sahip olacakt¬r.

G = dx21 + dx
2
2

= (cos �dr � r sin �d�)2 + (sin �dr + r cos �d�)2

= dr2 + r2d�2

=) G = dr2 + r2d�2

şeklinde olacakt¬r. Bu durumda G = kgikk için aşa¼g¬dakini söyleyebiliriz.
Kartezyen koordinatlar;

G =

0

@ 1 0

0 1

1

A =

0

@ gx1x1 gx1x2

gx2x1 gx2x2

1

A
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d¬r. Kutupsal koordinatlarda;

G =

0

@ 1 0

0 r2

1

A =

0

@ grr gr�

g�r g��

1

A

d¬r.

Örnek 3.2 R3�de G = dx21 + dx
2
2 + dx

2
3 şeklindedir. Burada;

G = kgikk = [1; 1; 1] dir.

V = (1; 2;�1); W = (0; 3; 1) � R3 olsun.

G(V;W ) = (dx21 + dx
2
2 + dx

2
3) (V;W )

şeklindedir.

V = 1
@

@x1
+ 2

@

@x2
� 1 @

@x3
; W = 0

@

@x1
+ 3

@

@x2
+ 1

@

@x3

dir.

G(V;W ) =
�
dx21 + dx

2
2 + dx

2
3

�
(V;W )

= dx21 (V;W ) + dx
2
2 (V;W ) + dx

2
3 (V;W )

olup;

dx21 (V;W ) = dx1 
 dx1
�
1
@

@x1
+ 2

@

@x2
� 1 @

@x3
; 0

@

@x1
+ 3

@

@x2
+ 1

@

@x3

�

= dx1

�
1
@

@x1
+ 2

@

@x2
� 1 @

@x3

�
dx1

�
0
@

@x1
+ 3

@

@x2
+ 1

@

@x3

�

= 1dx1

�
@

@x1

�
� 0dx1

�
@

@x1

�

= 0
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d¬r. Benzer şekilde;

dx22 (V;W ) = dx2 
 dx2
�
1
@

@x1
+ 2

@

@x2
� 1 @

@x3
; 0

@

@x1
+ 3

@

@x2
+ 1

@

@x3

�

= dx2

�
1
@

@x1
+ 2

@

@x2
� 1 @

@x3

�
dx2

�
0
@

@x1
+ 3

@

@x2
+ 1

@

@x3

�

= 2dx2

�
@

@x2

�
� 3dx2

�
@

@x2

�

= 6

ve

dx23 (V;W ) = dx3 
 dx3
�
1
@

@x1
+ 2

@

@x2
� 1 @

@x3
; 0

@

@x1
+ 3

@

@x2
+ 1

@

@x3

�

= dx3

�
1
@

@x1
+ 2

@

@x2
� 1 @

@x3

�
dx3

�
0
@

@x1
+ 3

@

@x2
+ 1

@

@x3

�

= (�1)dx3
�
@

@x3

�
� 1dx3

�
@

@x3

�

= �1

dir.

=) G(V;W ) = 0 + 6� 1 = 5
olur.

G(X; Y ) = gikXiXk = X1Y1 + :::+XnYn

dir.

G(X; Y ) = gikViWk

= V1W1 + V2W2 + V3W3

= 1 � 0 + 2 � 3 + (�1) � 1

= 5

şeklindedir.

Örnek 3.3 Çember de [0; 2�) aral¬¼g¬nda Riemann metri¼gi;

G = a2dx21
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dir. (a çemberin yar¬çap¬d¬r.)

Bunu görelim. R2; Öklid uzay¬nda gömülü x21 + x
2
2 = a

2 çemberi için;

x1 = a cos �; x2 = a sin �, 0 � �<2�

dir.

Riemann metri¼gi G = dx21 + dx
2
2 olup;

dx1 = �a sin �d�

dx2 = a cos �d�

şeklindedir. Bu durumda;

G = (�a sin �d�)2 + (a cos �d�)2

= a2 sin2 �d�2 + a2 cos2 �d�2

= a2d�2

olur.

=) G = a2d�2

elde edilir. Al¬̧s¬lm¬̧s formül için � yerine x1 yazarsak;

G = a2dx21

dir.

Şimdi x21+x
2
2 = 1 çemberini göz önüne alal¬m. a = 1 oldu¼gundan G = a

2d�2 olup

G = d�2 olur.

� : I �! R
2

� �! � (�) = (cos �; sin �)

1-yar¬çapl¬ çemberdir.
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p =

 p
2

2
;

p
2

2

!

olsun. =) � =
�

4
olur.

�0 (t) = (� sin �; cos �) =) �0
��
4

�
=

 

�
p
2

2
;

p
2

2

!

= Vp =
@

@�

Wp = 2Vp al¬sak Wp =
�
�
p
2;
p
2
�
= 2

@

@�

olur.

Şekil 3.1. Çember

G = d�2 olup;

G(Vp;Wp) = d�2(Vp;Wp)

= d� 
 d�(Vp;Wp)

= d� (Vp) d� (Wp) = d�

�
@

@�

�
d�

�
2
@

@�

�

= 1d�

�
@

@�

�
� 2d�

�
@

@�

�

= 2

olarak hesaplan¬r.
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Vp =

 

�
p
2

2
;

p
2

2

!

= �
p
2

2

@

@x1
+

p
2

2

@

@x2

Wp =
�
�
p
2;
p
2
�
= �
p
2
@

@x1
+
p
2
@

@x2

G(Vp;Wp) =
�
dx21 + dx

2
2

�
(Vp;Wp)

= dx1 
 dx1(Vp;Wp) + dx2 
 dx2(Vp;Wp)

= dx1(Vp)dx1(Wp) + dx2(Vp)dx2(Wp)

= dx1

 

�
p
2

2

@

@x1
+

p
2

2

@

@x2

!

dx1

�
�
p
2
@

@x1
+
p
2
@

@x2

�

+dx2

 

�
p
2

2

@

@x1
+

p
2

2

@

@x2

!

dx2

�
�
p
2
@

@x1
+
p
2
@

@x2

�

=

 

�
p
2

2

!

dx1

�
@

@x1

�
�
�
�
p
2
�
dx1

�
@

@x1

�

+

p
2

2
dx2

�
@

@x2

�
�
p
2dx2

�
@

@x2

�

= 1 + 1

= 2

olarak bulunur.

=)Her iki i̧slemde de G(Vp;Wp) = 2 dir.

Örnek 3.4 (Silindir Yüzeyi ) R3 de D = f(x1; x2) j 0 � x1<2�g bölgesindeki
Riemann metri¼gi;

G = a2dx21 + dx
2
2

dir. a; x21 + x
2
2 = a

2 silindirin yar¬çap¬d¬r. Bunu görelim.

R
3, Öklid uzay¬nda gömülü x21 + x

2
2 = a

2 silindiri için;

x1 = a cosu

x2 = a sin u; 0 � u�2�; �1�v�1
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x3 = v

olmak üzere;

dx1 = �a sin udu

dx2 = a cosudu

dx3 = dv

dir. Yeni koordinatlar da G = dx21 + dx
2
2 + dx

2
3 Riemann metri¼ginin görünümü;

G = (�a sin udu)2 + (a cosudu)2 + dv2

= a2 sin2 udu2 + a2 cos2 udu2 + dv2

= a2du2 + dv2

olarak bulunur. Al¬̧s¬lm¬̧s formül için x1 �! u; x2 �! v alalim. Bu durumda;

G = a2dx21 + dx
2
2

olur.

Şimdi R3; x21 + x
2
2 = 1 silindirini göz önüne alal¬m.

F : U � R2 �! F (U) =M

(u; v) �! F (u; v) = (cos u; sin u; v)

silindirin paremetrizasyon denklemidir. (F dif.bilir ve rankJ(F)=2 olmal¬d¬r.)

p =

 p
2

2
;

p
2

2
; 1

!

alal¬m. Bu p silindirin üzerindedir. F (q) = p olacak şekilde

q 2 U �yu bulal¬m. (q = (u; v))

F (u; v) = (cos u; sin u; v) =

 p
2

2
;

p
2

2
; 1

!

) u =
�

4
; v = 1

) q =
��
4
; 1
�
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olur.

F ju (q) = (� sin u; cosu; 0) jq=
 

�
p
2

2
;

p
2

2
; 0

!

F jv (q) = (0; 0; 1)

olur.

Şekil 3.2. Silindir

F�q : TqR
2 �! TF (q)R

3

@

@u
�! F�q

�
@

@u

�
= Fu(q)

Benzer şekilde;

F�q : TqR
2 �! TF (q)R

3

@

@v
�! F�q

�
@

@v

�
= Fv(q)

şeklindedir.

Fu(q) =

 

�
p
2

2
;

p
2

2
; 0

!

= Vp = (1; 0) = 1Fu jq +0Fv jq
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Fv(q) = (0; 0; 1) = (0; 1) jq= 0Fu jq +1Fv jq

olur.

Vp = Fu(q) = 1Fu jq +0Fv jqF��lineer � (1; 0) = 1
@

@u
+ 0

@

@v

=) Vp = (1; 0) = 1
@

@u
+ 0

@

@v

Wp = �2Vp = (�2; 0) = �2
@

@u
+ 0

@

@v

olur.

x1; x2; x3 koordinat sistemine göre Vp =

 

�
p
2

2
;

p
2

2
; 0

!

iken u; v�ye göre Vp =

(1; 0) d¬r. Ayn¬ şekilde Wp =
�p
2;�
p
2; 0
�
iken u; v�ye göre Wp = (�2; 0) olur.

G = a2du2 + dv2 olup a = 1 oldu¼gundan G = du2 + dv2 dir.

G(Vp;Wp) =
�
du2 + dv2

�
(Vp;Wp)

= du
 du(Vp;Wp) + dv 
 dv(Vp;Wp)

= du(Vp)du(Wp) + dv(Vp)dv(Wp)

= du

�
1
@

@u
+ 0

@

@v

�
du

�
�2 @
@u
+ 0

@

@v

�

+dv

�
1
@

@u
+ 0

@

@v

�
dv

�
�2 @
@u
+ 0

@

@v

�

= 1du

�
@

@u

�
� (�2) du

�
@

@u

�
+ 0dv

�
@

@v

�
� 0dv

�
@

@v

�

= 1 � (�2) + 0 � 0

= �2

olur.

=) G(Vp;Wp) = �2

dir.
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Şimdi G(Vp;Wp)�yi x1; x2; x3 koordinat sisteminde;

G = dx21 + dx
2
2 + dx

2
3

metri¼gine göre bulal¬m.

Vp =

 

�
p
2

2
;

p
2

2
; 0

!

= �
p
2

2

@

@x1
+

p
2

2

@

@x2
+ 0

@

@x3

Wp =
�p
2;�
p
2; 0
�
=
p
2
@

@x1
�
p
2
@

@x2
+ 0

@

@x3

G(Vp;Wp) =
�
dx21 + dx

2
2 + dx

2
3

�
(Vp;Wp)

= dx21(Vp;Wp) + dx
2
2(Vp;Wp) + dx

2
3(Vp;Wp)

= dx1 
 dx1(Vp;Wp) + dx2 
 dx2(Vp;Wp) + dx3 
 dx3(Vp;Wp)

= dx1(Vp)dx1(Wp) + dx2(Vp)dx2(Wp) + dx3(Vp)dx3(Wp)

= dx1

 

�
p
2

2

@

@x1

!

dx1

�p
2
@

@x1

�
+ dx2

 p
2

2

@

@x2

!

dx2

�
�
p
2
@

@x2

�

+dx3

�
�0 @
@x3

�
dx3

�
+0

@

@x3

�

=

 

�
p
2

2

!

dx1

�
@

@x1

�
�
p
2dx1

�
@

@x1

�

+

p
2

2
dx2

�
@

@x2

�
�
�
�
p
2
�
dx2

�
@

@x2

�

+0dx3

�
@

@x3

�
� 0dx3

�
@

@x3

�

=

 

�
p
2

2

!

�
p
2 +

p
2

2
�
�
�
p
2
�
+ 0 � 0

= �2

=) G(Vp;Wp) = �2

olarak bulunur.

Şimdi;
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Xp = 2Fu jq +7Fv jq= (2; 7) F��lineer � (2; 7) = 2
@

@u
+ 7

@

@v

Yp = �4Fu jq +5Fv jq= (�4; 5) F��lineer � (�4; 5) = �4 @
@u
+ 5

@

@v

olur.

G(Xp; Yp) = (du
2 + dv2) (Xp; Yp)

= du2(Xp; Yp) + dv
2(Xp; Yp)

= du
 du(Xp; Yp) + dv 
 dv(Xp; Yp)

= du(Xp)du(Yp) + dv(Xp)dv(Yp)

= du

�
2
@

@u
+ 7

@

@v

�
du

�
�4 @
@u
+ 5

@

@v

�

+dv

�
2
@

@u
+ 7

@

@v

�
dv

�
�4 @
@u
+ 5

@

@v

�

= 2du

�
@

@u

�
� (�4) du

�
@

@u

�
+ 7dv

�
@

@v

�
� 5dv

�
@

@v

�

= 2 � (�4) + 7 � 5

= 27

dir.

Fu jq=
 

�
p
2

2
;

p
2

2
; 0

!

; F jv (q) = (0; 0; 1)

Xp = 2

 

�
p
2

2
;

p
2

2
; 0

!

+ 7 (0; 0; 1) =
�
�
p
2;
p
2; 7
�

Yp = �4
 

�
p
2

2
;

p
2

2
; 0

!

+ 5 (0; 0; 1) =
�
2
p
2;�2

p
2; 5
�

olur.

G = dx21 + dx
2
2 + dx

2
3�ye göre G(Xp; Yp)�yi bulal¬m.
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G(Xp; Yp) =
�
dx21 + dx

2
2 + dx

2
3

�
(Xp; Yp)

= dx21(Xp; Yp) + dx
2
2(Xp; Yp) + dx

2
3(Xp; Yp)

= dx1 
 dx1(Xp; Yp) + dx2 
 dx2(Xp; Yp) + dx3 
 dx3(Xp; Yp)

= dx1(Xp)dx1(Yp) + dx2(Xp)dx2(Yp) + dx3(Xp)dx3(Yp)

= dx1

�
�
p
2
@

@x1

�
dx1

�
2
p
2
@

@x1

�

+dx2

�p
2
@

@x2

�
dx2

�
�2
p
2
@

@x2

�

+dx3

�
7
@

@x3

�
dx3

�
5
@

@x3

�

=
�
�
p
2
�
dx1

�
@

@x1

�
� 2
p
2dx1

�
@

@x1

�

+
p
2dx2

�
@

@x2

�
�
�
�2
p
2
�
dx2

�
@

@x2

�

+7dx3

�
@

@x3

�
� 5dx3

�
@

@x3

�

=
�
�
p
2
�
� 2
p
2 +
p
2 �
�
�2
p
2
�
+ 7 � 5

= �4� 4 + 35

= 27

olur.

=) G(Xp; Yp) = 27

dir.

Örnek 3.5 (Küre)�� � x1 � � ; ��
2
� x2 �

�

2
bölgesindeki G Riemann

metri¼gi;

G = a2dx22 + a
2 cos2 x2dx

2
1

şeklinde olup a : x21 + x
2
2 + x

2
3 = a

2 küresinin yar¬çap¬d¬r. Bunu görelim.

�� � u � �; ��
2
� v � �

2
olmak üzere;
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x1 = a cosu cos v

x2 = a sin u cos v

x3 = a sin v

dir.

dx1 = �a sin u cos vdu� a cosu sin vdv
dx2 = a cosu cos vdu� a sin u sin vdv
dx3 = a cos vdv

olur.

G = dx21 + dx
2
2 + dx

2
3

olmak üzere;

G = (�a sin u cos vdu� a cosu sin vdv)2 + (a cosu cos vdu� a sin u sin vdv)2

+(a cos vdv)2

= a2 sin2 u cos2 vdu2 + a2 cos2 u sin2 vdv2 + 2a2 sin u cos v cosu sin vdudv

+a2 cos2 u cos2 vdu2 + a2 sin2 u sin2 vdv2 � 2a2 sin u cos v cosu sin vdudv

+a2 cos2 vdv2

= a2 cos2 vdu2
�
sin2 u+ cos2 u

�
+ a2 sin2 vdv2

�
sin2 u+ cos2 u

�
+ a2 cos2 vdv2

= a2 cos2 vdu2 + a2 sin2 vdv2 + a2 cos2 vdv2

= a2 cos2 vdu2 + a2dv2
�
sin2 v + cos2 v

�

= a2 cos2 vdu2 + a2dv2

=) G = a2 cos2 vdu2 + a2dv2

olur. u �! x1; v �! x2 yazarsak;

G = a2dx22 + a
2 cos2 x2dx

2
1
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olarak bulunur.

Şimdi x21+x
2
2+x

2
3 = 9 denklemiyle verilen küreyi alal¬m. p =

 
3
p
3

2
; 0;
3

2

!

alal¬m.

F : U � R2 �!M � R3

(u; v) �! F (u; v) = (3 cos v cosu; 3 cos v sin u; 3 sin v)

F (q) = p olacak şekilde q = (u; v)�yi bulal¬m.

(3 cos v cosu; 3 cos v sin u; 3 sin v) =

 
3
p
3

2
; 0;
3

2

!

=) sin v =
1

2
=) v =

�

6

=) 3 cos
�

6
� cosu = 3

p
3

2
=) 3

p
3

2
cosu =

3
p
3

2

=) cosu = 1

=) u = 0

q =
�
0;
�

6

�
olarak bulunur.

Fu jq= (�3 cos v sin u; 3 cos v cosu; 0) jq=
 

0;
3
p
3

2
; 0

!

Fv jq= (�3 sin v cosu;�3 sin v sin u; 3 cos v) jq=
 

�3
2
; 0;
3
p
3

2

!

d¬r.

Fu jq=
 

0;
3
p
3

2
; 0

!

= (1; 0) = 1Fu jq +0Fv jqF��lineer � 1
@

@u
+ 0

@

@v
= (1; 0)

Fv jq=
 

�3
2
; 0;
3
p
3

2

!

= (0; 1) = 0Fu jq +1Fv jqF��lineer � 0
@

@u
+ 1

@

@v
=

(0; 1)
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d¬r.

Vp = 6Fu jq �2Fv jq= (6;�2) = 6
@

@u
� 2 @

@v

Wp = �4Fu jq +2Fv jq= (�4; 2) = �4
@

@u
+ 2

@

@v

G = a2 cos2 vdu2 + a2dv2 olup a = 3 ve v = �
6
olup;

G = 32

 p
3

2

!2
du2 + 32dv2

G =
27

4
du2 + 9dv2

olur.

G (Vp;Wp) =

�
27

4
du2 + 9dv2

�
(Vp;Wp)

=
27

4
du2 (Vp;Wp) + 9dv

2 (Vp;Wp)

=
27

4
du
 du (Vp;Wp) + 9dv 
 dv (Vp;Wp)

=
27

4
du(Vp)du(Wp) + 9dv(Vp)dv(Wp)

=
27

4
du

�
6
@

@u
� 2 @

@v

�
du

�
�4 @
@u
+ 2

@

@v

�

+9dv

�
6
@

@u
� 2 @

@v

�
dv

�
�4 @
@u
+ 2

@

@v

�

=
27

4
� 6du

�
@

@u

�
� (�4) du

�
@

@u

�

+9 � (�2) dv
�
@

@v

�
� 2dv

�
@

@v

�

=
27

4
� 6 � (�4) + 9 � (�2) � 2

= �162� 36

= �198

olur.
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Fu jq=
 

0;
3
p
3

2
; 0

!

Fv jq=
 

�3
2
; 0;
3
p
3

2

!

olup

Vp = 6Fu jq �2Fv jq= 6
 

0;
3
p
3

2
; 0

!

�2
 

�3
2
; 0;
3
p
3

2

!

=
�
3; 9
p
3;�3

p
3
�

Wp = �4Fu jq +2Fv jq= �4
 

0;
3
p
3

2
; 0

!

+2

 

�3
2
; 0;
3
p
3

2

!

=
�
�3;�6

p
3; 3
p
3
�

dir.

G(Vp;Wp) =
�
dx21 + dx

2
2 + dx

2
3

�
(Vp;Wp)

= dx21(Vp;Wp) + dx
2
2(Vp;Wp) + dx

2
3(Vp;Wp)

= dx1 
 dx1(Vp;Wp) + dx2 
 dx2(Vp;Wp) + dx3 
 dx3(Vp;Wp)

= dx1(Vp)dx1(Wp) + dx2(Vp)dx2(Wp) + dx3(Vp)dx3(Wp)

= dx1

�
3
@

@x1

�
dx1

�
�3 @
@x1

�
+ dx2

�
9
p
3
@

@x2

�
dx2

�
�6
p
3
@

@x2

�

+dx3

�
�3
p
3
@

@x3

�
dx3

�
3
p
3
@

@x3

�

= 3dx1

�
@

@x1

�
� (�3) dx1

�
@

@x1

�

+9
p
3dx2

�
@

@x2

�
�
�
�6
p
3
�
dx2

�
@

@x2

�

+
�
�3
p
3
�
dx3

�
@

@x3

�
� 3
p
3dx3

�
@

@x3

�

= 3 � (�3) + 9
p
3 �
�
�6
p
3
�
+
�
�3
p
3
�
� 3
p
3

= �9� 162� 27

= �198

olarak bulunur.

� �1 = (1; 0; 3) ; �2 = (1;�3; 2) olmak üzere, W = Sp f�1; �2g � R3 olsun.
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X = (x1; y1) = x1�1 + y1�2

Y = (x2; y2) = x2�1 + y2�2

olsun. Bu durumda;

X = x1 (1; 0; 3) + y1 (1;�3; 2)

Y = x2 (1; 0; 3) + y2 (1;�3; 2)

dir. ·Indirgenmi̧s metrik;

hX;Y iG = hX; Y i

= 10x1x2 + 3y1x2 + 3x1y2 + 14y1y2

dir.

� h; i : R22 � R22 ! R
2
2

(A;B)! hA;Bi = iz
�
ABT

�

d¬r.

W =
�
A j AT = A

	
alal¬m.

W = Sp

8
<

:

2

4 1 0

0 0

3

5 ;

2

4 0 0

0 1

3

5

9
=

;

olsun.

X = x1

2

4 1 0

0 0

3

5+ y1

2

4 0 0

0 1

3

5

Y = x2

2

4 1 0

0 0

3

5+ y2

2

4 0 0

0 1

3

5
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olur. Bu durumda ·Indirgenmi̧s metrik;

hX; Y iG = hX; Y i

= x1x2 + y1y2

dir.

3.1.1. Tanjant Vektörlerin Uzunlu¼gu ve Aras¬ndaki Aç¬

Riemannmetri¼gi verilen noktaya ba¼gl¬ tanjant vektörlerin scalar çarp¬m¬ ile tan¬m-

lan¬r. Bundan dolay¬ tanjant vektörlerin uzunlu¼gunu ve aralar¬ndaki aç¬lar¬ tan¬m-

layabiliriz.

X = Xm

@

@xm
, Y = Ym

@

@xm
; x1; x2; :::; xn koordinatlar¬ ile Riemann metri¼ginin p

noktas¬ndaki iki tanjant vektörü iseler bu tanjant vektörlerinin uzunlu¼gunun eşiti;

jXj =
p
hX;Xi = pgikXiXk

jY j =
p
hY; Y i = pgikYiYk

şeklinde tan¬mlan¬r.

Bu vektörlerin aras¬ndaki aç¬ � olmak üzere bunlar aras¬ndaki ba¼g¬nt¬;

cos � =
hX; Y i
jXj jY j =

gikXiYkp
gikXiXk

p
gikYiYk

şeklindedir.

Örnek 3.6 M, 3-boyutlu Riemann manifoldu olsun. (x1; x2; x3) lokal yerel koor-

dinat ile M�nin p noktas¬na ba¼gl¬

X = 2
@

@x1
+ 2

@

@x2
� @

@x3
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Y =
@

@x1
� 2 @

@x2
� 2 @

@x3

vektörlerini tan¬mlayal¬m. (p = (1; 1; 0)). Bu koordinatlarda Riemann metri¼gi;

G =
dx21 + dx

2
2 + dx

2
3

1 + x21 + x
2
2

olsun.

Burada görülmektedir ki;

gik = �(x1; x2; x3)�ik; �(x1; x2; x3) =
1

1 + x21 + x
2
2

�ik ,

i = k =) �ik = 1; i 6= k =) �ik = 0

d¬r.

X = (2; 2;�1); Y = (1;�2;�2) olmak üzere;

jXj =
p
hX;Xi =

p
gikXiXk

=
p
�(x1; x2; x3)XiXi

=

s
1

1 + x21 + x
2
2

� 3

=

r
1

1 + 12 + 12
� 3

=
p
3

olur. Benzer şekilde jY j =
p
3 olur.

=) jXj = jY j =
p
3 dur. Bu iki vektör aras¬ndaki aç¬ � olmak üzere;

cos � =
hX; Y i
jXj jY j =

hX; Y ip
3
p
3
=
hX; Y i
3
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olur.

hX; Y i = gikXiYk = �(x1; x2; x3)�ikXiYk

= �(x1; x2; x3)XiYi

=
1

1 + x21 + x
2
2

(X1Y1 +X2Y2 +X3Y3)

=
1

1 + x21 + x
2
2

(2 � 1 + 2 � (�2) + (�1) � (�2))

= 0

=) cos � = 0

=)Bu iki vektör ortogonal vektörlerdir.

3.1.2. E¼grinin Uzunlu¼gu

� : xi = xi (t) = (x1 (t) ; :::; xn (t)) ; (1 � i � n) ; (a � t � b);
(M;G) Riemann manifoldu üzerinde bir e¼gri olsun. Bu e¼grinin her noktas¬ndaki

h¬z vektörü (Tanjant Vektörü)

V (t) =
�
�
x1 (t) ; :::;

�
xn (t)

�

dir. Bu h¬z vektörünün x noktas¬ndaki uzunlu¼gu (V � TxM)

jV j jx=
p
hV; V iG jx =

p
gikViVk jx=

r

gik
dxi (t)

dt

dxk (t)

dt
jx

şeklindedir.

E¼grinin uzunlu¼gu h¬z vektörünün uzunlu¼gunun integrali olarak;

L� =
bR

a

p
hV; V iG jx(t)dt =

bR

a

q
gik (x (t))

�
xi (t)

�
xk (t)dt

biçiminde tan¬mlan¬r.

G = gikdxidxk metri¼gi genellikle ve ço¼gunlukla;
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G = ds2 = gikdxidxk

şeklinde tan¬mlan¬r.

Örne¼gin 2-boyutlu Riemann manifoldunda Riemann metri¼gi;

kgik (u; v)k =

0

@ g11 (u; v) g12 (u; v)

g21 (u; v) g22 (u; v)

1

A

olup buradan;

G = ds2 = gikdxidxk

= g11 (u; v) du
2 + 2g12 (u; v) dudv + g22 (u; v) dv

2

dir.

� : u = u (t) ; v = v (t) e¼grisinin uzunlu¼gu t0<t<t1� e göre eşiti:

L� =
t1R

t0

q
hV; V iGdt

=
t1R

t0

q
gik (x (t))

�
xi (t)

�
xk (t)dt

=
t1R

t0

q
g11 (ut; vt) u2t + 2g12 (ut; vt) utvt + g22 (ut; vt) v

2
t dt

olarak bulunur. Burada;

u2t =
du

dt

du

dt
; utvt =

du

dt

dv

dt
; v2t =

dv

dt

dv

dt

dir.

Örnek 3.7 Rn Öklid uzay¬nda kartezyen koordinatlarda standart metrik;

G = dx21 + :::+ dx
2
n

dir. Örne¼gin 3-boyutlu uzay için;
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L� =
bR

a

q
gik (x (t))

�
xi (t)

�
xk (t)dt

=
bR

a

r�
�
x1 (t)

�2
+
�
�
x2 (t)

�2
+
�
�
x3 (t)

�2
dt

dir.

Örnek 3.8 x21 + x
2
2 = r

2 çemberini göz önüne alal¬m.

� : I �! R
2

t �! � (t) = (r cos t; r sin t)

şeklinde olur. 0 � t � 2� için;

L� =
2�R

0

r�
�
x1 (t)

�2
+
�
�
x2 (t)

�2
dt

dir.

x1 (t) = r cos t =) �
x1 (t) = �r sin t

x2 (t) = r sin t =) �
x2 (t) = r cos t

olup buradan;

L� =
2�R

0

q
(�r sin t)2 + (r cos t)2dt

=
2�R

0

p
r2dt

=
2�R

0

rdt

= r (2� � 0)

= 2�r

dir.
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Di¼ger yandan; G = dx21 + dx
2
2 ve x1 (t) = r cos t; x2 (t) = r sin t olup buradan;

G = r2dt2

olur.

L� =
2�R

0

r

r2
dt

dt

dt

dt
dt

=
2�R

0

p
r2dt

=
2�R

0

rdr

= 2�r

dir.

� Uzunluk e¼grinin paremetrizasyonundan ba¼g¬ms¬zd¬r.

a � t � b için � : xi = xi (t) ; (i = 1; :::; n) olsun.

L� =
bR

a

q
gik (x (t))

�
xi (t)

�
xk (t)dt

şeklindedir. Şimdi

h : [a0; b0] �! [a; b]

s �! h (s)

h�1 diferensiyellenebilir olsun.

[a0; b0]
h�! [a; b]

xi�! R
n

s �! h (s) = t �! xi (t) = xi (h (s))

yi (s) = xi (h (s))

�
yi (s) = h

0 (s)
�
xi (h (s))
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�
yi (s) =

dh
ds

�
xi (t)

�
xi (t) =

�
yi (s)

1

dh

ds

olur.

L� =
bR

a

q
gik (x (t))

�
xi (t)

�
xk (t)dt

=
b0R

a0

vuutgik (y (s))
�
yi (s)

1

dh

ds

�
yk (s)

1

dh

ds

dt

=
b0R

a0

q
gik (y (s))

�
yi (s)

�
yk (s)

1

dh

ds

dh (s)

=
b0R

a0

q
gik (y (s))

�
yi (s)

�
yk (s)ds

olur. Yani bir e¼grinin paremetresi de¼gi̧sti¼gi zaman uzunlu¼gu de¼gi̧smez.

Örnek 3.9

� : R �! R
3

t �! � (t) =

 

�t;
p
6

2
t2; t3

!

e¼grisinin � (�2) ve � (1) noktalar¬ aras¬ndaki yay uzunlu¼gunu hesaplayal¬m.

L� =
1R

�2

r�
�
x1 (t)

�2
+
�
�
x2 (t)

�2
+
�
�
x3 (t)

�2
dt

dir.

x1 = �t =)
�
x1 = �1

x2 =

p
6

2
t2 =) �

x2 =
p
6t

x3 = t
3 =) �

x3 = 3t
2
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dir.

L� =
1R

�2

r

(�1)2 +
�p
6t
�2
+ (3t2)2dt

=
1R

�2

p
1 + 6t2 + 9t4dt

=
1R

�2

q
(3t2 + 1)2dt

=
1R

�2

��3t2 + 1
�� dt

=
1R

�2

3t2 + 1dt

= t3 + t
1

j
�2

= (1 + 1)� (�8� 2)

= 12

olur.

Şimdi parametreyi de¼gi̧stirelim.

h : R �! R

s �! h (s) =
s

2
= t

alal¬m.

=) � (t) = � (h (s)) = �
�s
2

�
=

 

�s
2
;

p
6

8
s2;
s3

8

!

olur. Ayr¬ca;

t = �2 olup t = s

2
oldu¼gundan s = �4

t = 1 olup t =
s

2
oldu¼gundan s = 2

olur. Bu durumda;

L� =
2R

�4

r�
�
y1 (s)

�2
+
�
�
y2 (s)

�2
+
�
�
y3 (s)

�2
ds
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dir.

y1 = �
s

2
=) �

y1 = �
1

2

y2 =

p
6

8
s2 =) �

y2 =

p
6

4
s

y3 =
s3

8
=) �

y3 =
3s2

8

dir.

L� =
2R

�4

vuut
�
�1
2

�2
+

 p
6

4
s

!2
+

�
3s2

8

�2
ds

=
2R

�4

r
1

4
+
6

16
s2 +

9

64
s4ds

=
2R

�4

r
16 + 24s2 + 9s4

64
ds

=
1

8

2R

�4

q
(3s2 + 4)2ds

=
1

8

2R

�4

��3s2 + 4
�� ds

=
1

8

2R

�4

�
3s2 + 4

�
ds

= 12

olarak bulunur.

=)E¼grinin uzunlu¼gu paremetreye ba¼gl¬ de¼gildir.

Örnek 3.10 (Non-Dejenere olma hali)

� : R �! R
3

t �! � (t) =

 

�t;
p
6

2
t2; t3

!

e¼grisinin � (�2) ve � (1) noktalar¬ aras¬ndaki yay uzunlu¼gunu farkl¬ bir metrikte
bulal¬m.
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L� =
1R

�2

r�
�
x1 (t)

�2
�
�
�
x2 (t)

�2
+
�
�
x3 (t)

�2
dt

olarak hesaplayal¬m. Bu durumda;

L� =
1R

�2

r

(�1)2 �
�p
6t
�2
+ (3t2)2dt

=
1R

�2

q
(3t2 � 1)2dt

=
1R

�2

��3t2 � 1
�� dt

=
1R

�2

�
3t2 � 1

�
dt

= t3 � t
1

j
�2

= (1� 1)� (�8 + 2)

= 6

olur. Şimdi paremetreyi de¼gi̧stirelim.

h : R �! R

s �! h (s) =
s

2
= t

y (s) = � (t) = � (h (s)) = �
�
s
2

�
=

 

�s
2
;

p
6

8
s2;
s3

8

!

olur. Ayr¬ca;

t = �2 olup t = s

2
oldu¼gundan s = �4

t = 1 olup t =
s

2
oldu¼gundan s = 2

dir. Bu durumda;
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L� =
2R

�4

r�
�
y1 (s)

�2
�
�
�
y2 (s)

�2
+
�
�
y3 (s)

�2
ds

=
2R

�4

vuut
�
�1
2

�2
�
 p

6

4
s

!2
+

�
3s2

8

�2
ds

=
1

8

2R

�4

q
(3s2 � 4)2ds

=
1

8

2R

�4

��3s2 � 4
�� ds

=
1

8

2R

�4

�
3s2 � 4

�
ds

=
1

8

�
s3 � 4s

� 2

j
�4

=
1

8
((8� 8)� (�64 + 16))

=
1

8
� 48

= 6

olarak bulunur.

� E¼ger bir e¼gri � = �1 + �2 yani � : xi (t) ; a � t � b;
�1 : xi (t) ; a � t � c; �2 : xi (t) ; c � t � b ise

L� = L�1 + L�2

dir. Yani;

L� =
bR

a

q
gik (x (t))

�
xi (t)

�
xk (t)dt

=
cR

a

q
gik (x (t))

�
xi (t)

�
xk (t)dt+

bR

c

q
gik (x (t))

�
xi (t)

�
xk (t)dt

şeklindedir.
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4. YÜZEYLER ·IÇ·IN R·IEMANN METR·I¼G·I

4.1. Öklid Uzay¬nda Gömülü Yüzey Üzerinde Riemann Yap¬

4.1.1. Tanjant Vektörlerin ·Iç ve D¬̧s Koordinatlar¬

r = r (u; v) Öklid uzay¬nda gömülü M yüzeyinin paremetrizasyonu olsun.

r (u; v) = (x1 (u; v) ; x2 (u; v) ; x3 (u; v))

((x1; x2; x3); R3�deki kartesyen koordinatlar)

M yüzeyinde key� bir p noktas¬ olsun. M yüzeyinde p noktas¬na ba¼gl¬ vektörler

alal¬m. Bu vektörlerin bulundu¼gu düzleme tanjant düzlem denir ve TpM olarak

gösterilir.

p � M noktas¬nda u; v paremetrelerine göre TpM tanjant uzay¬n¬n baz¬ tan¬mlan-

abilir.

8 (u; v) noktas¬ için tanjant baz vektörleri;

ru =

�
@x1 (u; v)

@u
;
@x2 (u; v)

@u
;
@x3 (u; v)

@u

�

=
@x1 (u; v)

@u

@

@x1
+
@x2 (u; v)

@u

@

@x2
+
@x3 (u; v)

@u

@

@x3

Benzer şekilde;

rv =

�
@x1 (u; v)

@v
;
@x2 (u; v)

@v
;
@x3 (u; v)

@v

�

=
@x1 (u; v)

@v

@

@x1
+
@x2 (u; v)

@v

@

@x2
+
@x3 (u; v)

@v

@

@x3

dir.
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8X � TpM vektörü bu bazlara göre yaz¬labilir:

X = aru + brv

a; b; X vektörünün katsay¬ bileşenleridir.

r = r (t) ; p noktas¬ vas¬tas¬yla yüzeye ba¼gl¬ bir e¼gri;

r (t) = r (u (t) ; v (t)) ; p = r (t0)

rt =
dr

dt
=
dr (u (t) ; v (t))

dt

TpM tanjant düzlemine bir vektördür.

rt =
dr

dt
=
dr (u (t) ; v (t))

dt
= utru+vtrv (4.1)

oldu¼gu için vektörün bileşenleri olan a; b�nin eşiti a = ut; b = vt

dir.

D¬̧s gözlemci p noktas¬na ba¼gl¬ R3�deki vektör olarak rt vektörünü tan¬mlar. ·Iç

gözlemci ise (4.1) deki formüle göre ru; rv bazlar¬ için (ut; vt) bileşenlerine sayip

olan vektör olarak tan¬mlan¬r.

X � TpM key� bir tanjant vektörü olsun.

X = aru + brv

= a (x1u (u; v) ; x2u (u; v) ; x3u (u; v)) + b (x1v (u; v) ; x2v (u; v) ; x3v (u; v))

= (ax1u (u; v) + bx1v (u; v) ; ax2u (u; v) + bx2v (u; v) ; ax3u (u; v) + bx3v (u; v))

olarak tan¬mlan¬r. Bu formül içindeki son kolon yerel uzay içerisinde X vek-

törünün üç bileşenini temsil eder.

(a; b) çifti X tanjant vektörünün iç koordinatlar¬ olarak tan¬mlan¬r. ·Iç gözlemci

(a; b) koordinatlar¬na dayanarak X vektörünü ele al¬r. D¬̧s gözlemci ise son

kolonda yazd¬¼g¬m¬z üç d¬̧s koordinatlara göre X vektörünü ele al¬r. ( Üç boyutlu

yerel uzay içerisinde gömülü yüzeyde)

(u; v) koordinatlar¬ yerine s¬kl¬kla u� = (u1; u2)�y¬ kullanaca¼g¬z.
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r� =
dr

du�
; ru = r1; rv = r2

=) X vektörü de;

X = X�r� = X1r1 +X2r2 ; X1 = a;X2 = b

şeklindedir.

Bu k¬saltmalar¬ kulland¬¼g¬m¬z zaman bildi¼gimiz toplam formülünü dahil etmeden

kullan¬r¬z. Yani;
P
u�r� yerine u�r��y¬ kullanaca¼g¬z. Ayr¬ca;

du�
�
r
�

�
= ���

d¬r. Buradan

du1 (r1) = du2 (r2) = 1; du1 (r2) = du2 (r1) = 0

d¬r.

p � M noktas¬n¬n M yüzeyinin iki tanjant vektörü X ve Y olsun.

� D¬̧s gözlemci R3�deki skalar çarp¬m¬ kullanarak p � R3�deki iki vektör olarak

al¬p skalar çarp¬m¬ hesaplar.

� ·Iç gözlemci ise G, Riemann metri¼gini kullanarak bu iki vektörü M tanjant

yüzeyinin iki vektörü olarak al¬p skalar çarp¬m¬ hesaplar.

� L, M de bir e¼gri olsun. D¬̧s gözlemci bu e¼griyi R3�deki bir e¼gri olarak hesaplar.

Bu e¼grinin uzunlu¼gunu yerel uzay¬n Öklidyen skalar çarp¬m¬n¬ kullanarak hesaplar.

·Iç gözlemci ise Riemann metri¼gini kullanarak bunu yapar.

Tan¬m 4.1 M, Öklidyen uzayda gömülü bir yüzey olsun. GM metri¼gi Öklidyen

metrik taraf¬ndan indirgenmi̧s metriktir.

G metri¼gine dayanarak key� A;B � TpM iki tanjant vektörünün skalar çarp¬m¬

hesaplan¬rsa bu iki vektörünün Öklidyen skalar çarp¬m¬ eşittir. Yani;

73



hA;BiGM = hA;BiGÖklidyen (4.2)

dir. D¬̧s ve ·Iç gözlemciye göre Tanjant vektörlerinin skalar çarp¬m¬ ayn¬ sonucu

verir. Bu durumda ·Iç ve D¬̧s gözlemciye göre e¼grinin uzunlu¼gu yine ayn¬d¬r.

4.1.2. ·Indirgenen RiemannMetri¼gi ·Için Aşikar formül (Birinci Kuadratik

Form)

M : r = r (u; v) ; R3 içerisinde gömülü yüzey olsun. Yukar¬da (4.2) ile verilen

ifadenin anlam¬;

ru = @u; rv = @v baz vektörlerinin skalar çarp¬m¬ yerel uzayda ve yüzey üzerinde

hesab¬ ayn¬ olmak zorundad¬r. Örne¼gin ·Iç gözlemci taraf¬ndan hesaplanan h@u; @vi =
guv skalar çarp¬m¬; D¬̧s gözlemci taraf¬ndan hesaplanan hru; rviR3 skalar çarp¬m¬
eşittir.

G =

0

@ guu guv

gvu gvv

1

A =

0

@ h@u; @ui h@u; @vi
h@v; @ui h@v; @vi

1

A =

0

@ hru; ruiR3 hru; rviR3
hrv; ruiR3 hrv; rviR3

1

A

şeklindedir.

h; i
R3
, yerel Öklidyen uzayda skalar çarp¬md¬r.

G =

0

@ g
11

g12

g21 g22

1

A =

0

@ hru; ruiR3 hru; rviR3
hrv; ruiR3 hrv; rviR3

1

A ; g�� = hr�; r�i

dir. (u; v) paremetresi u1; u2 ile ve r = r (u; v) yerine r = r (u1; u2) göstere-

lim.

GM = g��du�du� = g11du
2 + 2g12dudv + g22dv

2

dir. Bu formül yüzey üzerinden ·Indirgenmi̧s Riemann metri¼gi için formüldür

ve buna 1. Kuadratik Form denir.

X; Y Tanjant düzlemde iki tanjant vektör ise p noktas¬ndaki G (X;Y ) ; X ile
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Y �nin skalar çarp¬m¬na eşittir.

hX;Y i = hX1r1 +X2r2; Y1r1 + Y2r2i

= X1 hr1; r1iY1 +X1 hr1; r2iY2 +X2 hr2; r1iY1 +X2 hr2; r2iY2

= X� hr�; r�iY� = X�g��Y�

= G (X; Y )

dir.

Kartezyen koordinatlarda hX;Y i = X1Y1 +X2Y2 +X3Y3 yani; kartezyen koordi-

natlarda Öklid metri¼gi;

GR3 = dx
2
1 + dx

2
2 + dx

2
3

dir.

GR3 jr=r(u;v)= (dx21 + dx22 + dx23) jr=r(u;v)= GM = g��du�du�

dir. Yani;

GR3 j r=r(u;v) =
�
dx21 + dx

2
2 + dx

2
3

�
jr=r(u;v)

=

�
@x1 (u; v)

@u
du+

@x1 (u; v)

@v
dv

�2
+

�
@x2 (u; v)

@u
du+

@x2 (u; v)

@v
dv

�2

+

�
@x3 (u; v)

@u
du+

@x3 (u; v)

@v
dv

�2

= (x1udu+ x1vdv)
2 + (x2udu+ x2vdv)

2 + (x3udu+ x3vdv)
2

=
�
x21u + x

2
2u + x

2
3u

�
du2 + 2 (x1ux1v + x2ux2v + x3ux3v) dudv

+
�
x21v + x

2
2v + x

2
3v

�
dv2

dir. Di¼ger yandan;

GM = g��du�du� = g11du
2 + 2g12dudv + g22dv

2

=) g11 = guu =
�
x21u + x

2
2u + x

2
3u

�
= hru; ruiR3

g12 = g21 = guv = gvu = (x1ux1v + x2ux2v + x3ux3v) = hru; rviR3
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g22 = gvv =
�
x21v + x

2
2v + x

2
3v

�
= hrv; rviR3

dir.

D¬̧s gözlemci (Öklid metri¼gini kullanarak) taraf¬ndan hesaplanan e¼grinin ve tan-

jant vektörünün boyu; ·Iç gözlemci (·Indirgenen Riemann metri¼gini kullanarak)

taraf¬ndan hesaplanana eşittir.

D¬̧s gözlemci taraf¬ndan hesaplanan X vektörünün boyu, X = aru + brv olmak

üzere;

jXj2 = hX;Xi = haru + brv; aru + brvi = a2 hru; rui+2ab hru; rvi+b2 hrv; rvi
(4.3)

dir. h; i ; R3�de skalar çarp¬md¬r.
·Iç gözlemci taraf¬ndan hesaplanan X vektörünün boyu;

G (X;X) = (a; b)

0

@ g11 g12

g21 g22

1

A

0

@ a

b

1

A = a2g11+2abg12+b
2g22 (4.4)

dir.

D¬̧s gözlemci (4.3) formülünü kullanarak tanjant vektörlerinin uzunlu¼gunu hesaplar.

·Iç gözlemci ise (4.4) formülünü kullanarak iç koordinatlar içinde bu vektörün

boyunu hesaplar.

r (t) = r (u (t) ; v (t)) ; a � t � b yüzey üzerinde bir e¼gri olsun. Bu e¼grinin h¬z¬;

V = "ru + �rv; V =
dr (t)

dt
= utru + vtrv

dir. Bu e¼grinin uzunlu¼gu;

L =

bZ

a

jV (t)j dt =
bZ

a

q
hV (t) ; V (t)i

R3
dt

=

bZ

a

q
hutru + vtrv; utru + vtrviR3dt

=

bZ

a

q
hru; ruiR3 u2t + 2 hru; rviR3 utvt + hrv; rviR3 v2t dt (4.5)
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ve

L =

bZ

a

p
g11u

2
t + 2g12utvt + g22v

2
t dt (4.6)

dir.

D¬̧s gözlemci (4.5) kullanarak e¼grinin boyunu hesaplarken, ·Iç gözlemci (4.6) kul-

lanarak yüzey üzerindeki Riemann metri¼gini kullanarak e¼grinin boyunu hesaplar

ve ikisi de ayn¬ sonucu verir.

Örnek 4.1 x3 � F (x1; x2) = 0 olsun. Bu yüzey için paremetrizasyon;

r (u; v) : x1 = u; x2 = v; x3 = F (u; v)

dir.

ru = (1; 0; Fu)

rv = (0; 1; Fv)

olup buradan;

hru; rui = 1 + F 2u

hru; rvi = FuFv

hrv; rvi = 1 + F 2v

dir. ·Indirgenmi̧s Riemann metri¼ginin eşiti;

kg��k =

0

@ hru; rui hru; rvi
hrv; rui hrv; rvi

1

A =

0

@ 1 + F 2u FuFv

FuFv 1 + F 2v

1

A

olup;
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GM = ds2 = (1 + F 2u ) du
2 + 2FuFvdudv + (1 + F

2
v ) dv

2

dir.

r (t) = r (u (t) ; v (t)) ; a � t � b yüzey üzerindeki e¼grinin uzunlu¼gu;

L =
bR

a

p
(1 + F 2u ) u

2
t + 2FuFvutvt + (1 + F

2
v ) v

2
t dt

dir.

Al¬̧s¬lm¬̧s formülü kullanarak hesaplarsak;

GM = (dx21 + dx
2
2 + dx

2
3) jx1=u ; x2=v ; x3=F (u;v)

dx1 = du ; dx2 = dv ; dx3 = Fudu+ Fvdv

yerine yazarsak;

GM = du2 + dv2 + (Fudu+ Fvdv)
2

=
�
1 + F 2u

�
du2 + 2FuFvdudv +

�
1 + F 2v

�
dv2

olarak bulunur.

Örnek 4.2 (Silindir) x21+x
2
2 = a

2 silindir denklemi olsun. Bu yüzeyin paremetriza-

syonu;

r (u; v) : x1 = a cosu; x2 = a sin u; x3 = v

dir. Bu durumda;

GSilindir =
�
dx21 + dx

2
2 + dx

2
3

�
jr=r(u;v)

= (�a sin udu)2 + (a cosudu)2 + dv2

= a2du2 + dv2

olarak hesaplan¬r.
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Tanjant vektörlerin skalar çarp¬m¬na dayanarak ayn¬ formül;

ru = (�a sin u; a cosu; 0)

rv = (0; 0; 1)

hru; rui = a2; hru; rvi = hrv; rui = 0; hrv; rvi = 1

=) kg��k =

0

@ hru; rui hru; rvi
hrv; rui hrv; rvi

1

A =

0

@ a2 0

0 1

1

A

olup

G = a2du2 + dv2

olarak bulunur.

Silindir üzerinde r (t) = r (u (t) ; v (t)) ; a � t � b e¼grisinin uzunlu¼gu;

L =
bR

a

p
a2u2t + v

2
t dt

dir.

Örnek 4.3 (Koni) Koninin denklemi x21 + x
2
2 � k2x23 = 0 d¬r. Bu yüzeyin

paremetrizasyonu;

r (h; �) : x1 = kh cos �; x2 = kh sin �; x3 = h

d¬r. Burada;

dx1 = �kh sin �d� + k cos �dh

dx2 = kh cos �d� + k sin �dh

dx3 = dh
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olup

G =
�
dx21 + dx

2
2 + dx

2
3

�
jx1=kh cos � ; x2=kh sin � ; x3=h

= (�kh sin �d� + k cos �dh)2 + (kh cos �d� + k sin �d�)2 + dh2

= k2h2d�2 +
�
1 + k2

�
dh2

=) kg��k =

0

@ 1 + k2 0

0 k2h2

1

A

olur. Şimdi

rh = (k cos �; k sin �; 1)

r� = (�kh sin �; kh cos �; 0)

d¬r.

hrh; rhi = 1 + k2; hrh; r�i = hr�; rhi = 0; hr�; r�i = k2h2

olup yine G metri¼gi;

G = k2h2d�2 + (1 + k2) dh2

dir.

Koni üzerinde r (t) = (h (t) ; � (t)) ; a � t � b e¼grisinin uzunlu¼gu;

L =
bR

a

q
k2h2�2t + (1 + k

2)h2tdt

dir.

Örnek 4.4 (Küre) x21 + x
2
2 + x

2
3 = r

2 kürenin denklemi olsun. Bu yüzeyin

paremetrizasyonu;
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r (u; v) : x1 = a cosu cos v; x2 = a sin u cos v; x3 = a sin v

dir. Burada;

dx1 = �a sin u cos vdu� a cosu sin vdv
dx2 = a cosu cos vdu� a sin u sin vdv
dx3 = a cos vdv

olup;

G =
�
dx21 + dx

2
2 + dx

2
3

�
jx1=a cosu cos v ; x2=a sinu cos v ; x3=a sin v

= (�a sin u cos vdu� a cosu sin vdv)2 + (a cosu cos vdu� a sin u sin vdv)2

+(a cos vdv)2

= a2 cos2 vdu2 + a2dv2

dir.

=) G = a2 cos2 vdu2 + a2dv2

dir.

=) kg��k =

0

@ a2 cos2 v 0

0 a2

1

A

dir. Yine ayn¬ şekilde;

ru = (�a sin u cos v; a cosu cos v; 0)

rv = (�a cosu sin v;�a sin u sin v; a cos v)

olup;

hru; rui = a2 cos2 v; hru; rvi = hrv; rui = 0; hrv; rvi = a2
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kg��k =

0

@ hru; rui hru; rvi
hrv; rui hrv; rvi

1

A =

0

@ a2 cos2 v 0

0 a2

1

A

olur.

=) G = a2 cos2 vdu2 + a2dv2

dir.

a-yar¬çapl¬ kürenin üzerinde r (t) = (u (t) ; v (t)) ; a � t � b e¼grisinin uzunlu¼gu;

L =
bR

a

p
a2 cos2 vu2t + a

2v2t dt

dir.

Örnek 4.5 (Eyer) Eyerin denklemi x3 � x1x2 = 0 d¬r. Bu yüzeyin standart
paremetrizasyonu;

r (u; v) : x1 = u; x2 = v; x3 = uv

dir. ·Indirgenmi̧s metrik;

G =
�
dx21 + dx

2
2 + dx

2
3

�
jx1=u ; x2=v ; x3=uv

= du2 + dv2 + (udu+ vdv)2

=
�
1 + v2

�
du2 + 2uvdudv +

�
1 + u2

�
dv2

olur.

ru = (1; 0; v)

rv = (0; 1; u)

hru; rui = 1 + v2; hru; rvi = hrv; rui = uv; hrv; rvi = 1 + u2

kg��k =

0

@ hru; rui hru; rvi
hrv; rui hrv; rvi

1

A =

0

@ 1 + v2 uv

uv 1 + u2

1

A
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olur.

=) G = (1 + v2) du2 + 2uvdudv + (1 + u2) dv2

dir.

r (t) = r (u (t) ; v (t)) ; a � t � b e¼grisinin uzunlu¼gu;

L =
bR

a

p
(1 + v2) u2t + 2uvutvt + (1 + u

2) v2t dt

dir.

Örnek 4.6 (Tek ve Çift Kanatl¬ Hiperboloid) x21 + x
2
2 � x23 = c denklemi için;

c = 0 =)Koni

c�0 =)Tek kanatl¬ hiperboloid

c�0 =)Çift kanatl¬ hiperboloid

denklemidir.

Tek Kanatl¬ Hiperboloid: x21 + x
2
2 � x23 = a2 denklemi verilsin. Bunun

paremetrizasyonu;

r (�; ') : x1 = a cosh � cos'; x2 = a cosh � sin'; x3 = a sinh �

dir. ·Indirgenmi̧s Riemann metri¼gi;
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G =
�
dx21 + dx

2
2 + dx

2
3

�
jx1=a cos � cos';x2=a cosh � sin';x3=a sinh �

= (a sinh � cos'd� � a cosh � sin'd')2 + (a sinh � sin'd� + a cosh � cos'd')2

+(a cosh �d�)2

= a2 sinh2 � cos2 'd�2 + a2 cosh2 � sin2 'd'2 � 2a2 sinh � cos' cosh � sin'd�d'

+a2 sinh2 � sin2 'd�2 + a2 cosh2 � cos2 'd'2 + 2a2 sinh � sin' cosh � cos'd�d'

+a2 cosh2 �d�2

= a2 sinh2 �d�2 + a2 cosh2 �d'2 + a2 cosh2 �d�2

= a2
�
1 + 2 sinh2 �

�
d�2 + a2 cosh2 �d'2

dir.

=) G = a2
�
1 + 2 sinh2 �

�
d�2 + a2 cosh2 �d'2

d¬r.

r� = (a sinh � cos'; a sinh � sin'; a cosh �)

r' = (�a cosh � sin'; a cosh � cos'; 0)

hr�; r�i = a2
�
1 + 2 sinh2 �

�
; hr�; r'i = hr'; r�i = 0; hr'; r'i = a2 cosh2 �

kg��k =

0

@ hr�; r�i hr�; r'i
hr'; r�i hr'; r'i

1

A =

0

@ a2
�
1 + 2 sinh2 �

�
0

0 a2 cosh2 �

1

A

olur.

=) G = a2
�
1 + 2 sinh2 �

�
d�2 + a2 cosh2 �d'2

yine ayn¬d¬r.

Çift Kanatl¬ Hiperboloid: x23 � x21 � x22 = a2 şeklindedir. Paremetrizasyonu ise;
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r (�; ') : x1 = a sinh � cos'; x2 = a sinh � sin'; x3 = a cosh �

·Indirgenmi̧s Riemann metri¼gi;

G =
�
dx21 + dx

2
2 + dx

2
3

�
jx1=a sinh � cos';x2=a sinh � sin';x3=a cosh �

= (a cosh � cos'd� � a sinh � sin'd')2 + (a cosh � sin'd� + a sinh � cos'd')2

+(a sinh �d�)2

= a2 cosh2 � cos2 'd�2 + a2 sinh2 � sin2 'd'2 � 2a2 cosh � cos' sinh � sin'd�d'

+a2 cosh2 � sin2 'd�2 + a2 sinh2 � cos2 'd'2 + 2a2 cosh � sin' sinh � cos'd�d'

+a2 sinh2 �d�2

= a2 cosh2 �d�2 + a2 sinh2 �d'2 + a2 sinh2 �d�2

= a2
�
1 + 2 sinh2 �

�
d�2 + a2 sinh2 �d'2

=) G = a2
�
1 + 2 sinh2 �

�
d�2 + a2 sinh2 �d'2

dir.

r� = (a cosh � cos'; a cosh � sin'; a sinh �)

r' = (�a sinh � sin'; a sinh � cos'; 0)

hr�; r�i = a2
�
1 + 2 sinh2 �

�
; hr�; r'i = hr'; r�i = 0; hr'; r'i = a2 sinh2 �

kg��k =

0

@ hr�; r�i hr�; r'i
hr'; r�i hr'; r'i

1

A =

0

@ a2
�
1 + 2 sinh2 �

�
0

0 a2 sinh2 �

1

A

olur.

=) G = a2
�
1 + 2 sinh2 �

�
d�2 + a2 sinh2 �d'2

ayn¬ olur.
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4.1.3. Pseudo-Öklidyen Uzayda Gömülü ·Iki Kanatl¬ Hiperbolik

Üzerinde ·Indirgenmi̧s Metrik

Pseduo-Skalar çarp¬m (Pseudo-Öklidyen uzayda gömülü iki kanatl¬ hiperbolik üz-

erinde) bilineer form taraf¬ndan

hX; Y ipseudo = X1Y1 +X2Y2 �X3Y3

şeklinde tan¬mlan¬r.

Bu �pseudo-skalar� çarp¬m bilineer, simetrik ve non-dejeneredir. Pozitif tan¬ml¬

de¼gildir.

X = (a cos �; a sin �;�a) vektörünün pseudo uzunlu¼gu s¬f¬rd¬r.

X = (a cos �; a sin �;�a) =) hX;Xipseudo = 0

d¬r. Pseudo-Riemann metri¼gi;

GPseudo = dx
2
1 + dx

2
2 � dx23

d¬r.

3-boyutlu Pseudo-Öklidyen uzay içerisindeki Pseudo-Riemann metri¼gi, x21+ x
2
2�

x23 = 1 iki kanatl¬ hiperbolik üzerindeki Riemann metri¼gi sonucu ç¬kar¬l¬r.

·Iki kanatl¬ hiperboli¼gin paremetriasyonu;

r (�; ') : x1 = a sinh � cos'; x2 = a sinh � sin'; x3 = a cosh �

olup;

G = (dx21 + dx
2
2 � dx23) jx1=a sinh � cos';x2=a sinh � sin';x3=a cosh �

= (a cosh � cos'd� � a sinh � sin'd')2+(a cosh � sin'd� + a sinh � cos'd')2
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� (a sinh �d�)2

= a2 cosh2 � cos2 'd�2+a2 sinh2 � sin2 'd'2�2a2 cosh � cos' sinh � sin'd�d'

+a2 cosh2 � sin2 'd�2+a2 sinh2 � cos2 'd'2+2a2 cosh � sin' sinh � cos'd�d'

�a2 sinh2 �d�2

= a2 cosh2 �d�2 + a2 sinh2 �d'2 � a2 sinh2 �d�2

= a2d�2 + a2 sinh2 �d'2

=) G = a2d�2 + a2 sinh2 �d'2

dir. Bu metrik Hiperbolik veya Lobachevsky düzlem olarak adland¬r¬l¬r.

Şimdi bunu Stereogra�k koordinatlarda Riemann metri¼gini ifade edelim.

L : x23 � x21 � x22 = 1; x3�0

iki kanatl¬ hiperboli¼gi alal¬m. u; v Stereogra�k koordinatlar olmak üzere;

u =
x1

1 + x3
; y =

x2

1 + x3

olup burada;

x1 =
2u

1� u2 � v2 ; x2 =
2v

1� u2 � v2 ; x3 =
u2 + v2 + 1

1� u2 � v2

şeklindedir.
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G =
�
dx21 + dx

2
2 � dx23

�

=

�
d

�
2u

1� u2 � v2
��2

+

�
d

�
2v

1� u2 � v2
��2

�
�
d

�
u2 + v2 + 1

1� u2 � v2
��2

=

�
2du

1� u2 � v2 +
2u (2udu+ 2vdv)

(1� u2 � v2)2
�2
+

�
2dv

1� u2 � v2 +
2v (2udu+ 2vdv)

(1� u2 � v2)2
�2

�
�
2udu+ 2vdv

1� u2 � v2 +
(u2 + v2 + 1) (2udu+ 2vdv)

(1� u2 � v2)2
�2

=

�
2du (1� u2 � v2) + 2u (2udu+ 2vdv)

(1� u2 � v2)2
�2

+

�
2dv (1� u2 � v2) + 2v (2udu+ 2vdv)

(1� u2 � v2)2
�2

�
�
(2udu+ 2vdv) (1� u2 � v2) + (u2 + v2 + 1) (2udu+ 2vdv)

(1� u2 � v2)2
�2

=
1

(1� u2 � v2)4
(4du2

�
1� u2 � v2

�2
+ 4u2 (2udu+ 2vdv)2

+8udu (2udu+ 2vdv)
�
1� u2 � v2

�
)

+
1

(1� u2 � v2)4
(4dv2

�
1� u2 � v2

�2
+ 4v2 (2udu+ 2vdv)2

+8vdv (2udu+ 2vdv)
�
1� u2 � v2

�
)

� 1

(1� u2 � v2)4
(4 (2udu+ 2vdv)2)

=
1

(1� u2 � v2)4
(4
�
1� u2 � v2

�2 �
du2 + dv2

�
+ 4 (2udu+ 2vdv)2

�
u2 + v2 � 1

�

+4 (2udu+ 2vdv)2
�
1� u2 � v2

�
)

=
4 (1� u2 � v2)2 (du2 + dv2)

(1� u2 � v2)4

=
4 (du2 + dv2)

(1� u2 � v2)2

olarak bulunur.

Şimdi bunu Öklid uzay¬ndaki Stereogra�k koordinatlardaki Riemann metri¼gi ile

k¬yaslayal¬m.

L : x21 + x
2
2 + x

2
3 = 1
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küresi olsun.

G =
�
dx21 + dx

2
2 + dx

2
3

�

=

�
d

�
2u

1 + u2 + v2

��2
+

�
d

�
2v

1 + u2 + v2

��2
+

�
d

�
u2 + v2 � 1
1 + u2 + v2

��2

=

�
2du

1 + u2 + v2
� 2u (2udu+ 2vdv)

(1 + u2 + v2)2

�2
+

�
2dv

1 + u2 + v2
� 2v (2udu+ 2vdv)

(1 + u2 + v2)2

�2

+

�
2udu+ 2vdv

1 + u2 + v2
� (u

2 + v2 � 1) (2udu+ 2vdv)
(1 + u2 + v2)2

�2

=

�
2du (1 + u2 + v2)� 2u (2udu+ 2vdv)

(1 + u2 + v2)2

�2

+

�
2dv (1 + u2 + v2)� 2v (2udu+ 2vdv)

(1 + u2 + v2)2

�2

+

�
(2udu+ 2vdv) (1 + u2 + v2)� (u2 + v2 � 1) (2udu+ 2vdv)

(1 + u2 + v2)2

�2

=
1

(1 + u2 + v2)4
(4du2

�
1 + u2 + v2

�2
+ 4u2 (2udu+ 2vdv)2

�8udu (2udu+ 2vdv)
�
1 + u2 + v2

�
)

+
1

(1 + u2 + v2)4
(4dv2

�
1 + u2 + v2

�2
+ 4v2 (2udu+ 2vdv)2

�8vdv (2udu+ 2vdv)
�
1 + u2 + v2

�
)

+
1

(1 + u2 + v2)4
(4 (2udu+ 2vdv)2)

=
1

(1 + u2 + v2)4
(4
�
1 + u2 + v2

�2 �
du2 + dv2

�
+ 4 (2udu+ 2vdv)2

�
u2 + v2 + 1

�

�4 (2udu+ 2vdv)2
�
u2 + v2 + 1

�
)

=
4 (1 + u2 + v2)

2
(du2 + dv2)

(1 + u2 + v2)4

=
4 (du2 + dv2)

(1 + u2 + v2)2

olarak bulunur.

4.1.4. Riemann Manifoldunun ·Izometrileri

(M1; G1) ; (M2; G2) iki Riemann manifoldu ve s¬ras¬yla G1 ve G2 Riemann

metrikleri olsunlar. E¼ger;
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F :M1 �!M2 di¤eomor�zm olmak üzere;

# #
G1 G2

F� : TM1 �! TM2

X �! F� (X)

Y �! F� (Y )

olup

G1 (X; Y ) = G2 (F� (X) ; F� (Y ))

ise bu Riemann manifoldlar¬ izometriktir denir.

p1; M1 Manifoldu üzerinde herhangi bir nokta ve p2 � M2 için F (p1) = p2 dir.

fxig koordinatlarda p1 � M1 noktas¬n¬n komşulu¼gunda ve p2 � M2 noktas¬n¬n

komşulu¼gunda fyag olsun. M1 üzerindeki G1 Riemann metri¼gi fxig koordinatlar
da;

G1 = g(1)ikdxidxk

Local gösterime; G2 Riemann metri¼gi fyag koordinatlar da

G2 = g(2)abdyadyb

Local gösterime sayiptir ve

g(1)ikdxidxk = g(2)abdyadyb

dir. Bu izometri genel olarak;

F�G2 = G1

şeklinde gösterilir.
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Tan¬m 4.2 f : Rn �! R
n bir fonksiyon;

i) f 1 : 1 dir

ii) f ve f�1 diferensiyellenebilirdir

şartlar¬ sa¼glar ise f �ye di¤eomor�zm denir.

Tan¬m 4.3 f : Rn �! R
n C1�s¬n¬f¬ndan bir fonksiyon olsun. E¼ger;

8z � D (f) için 9V � N(z) öyle ki f jV di¤eomor�zm ise f �ye Local di¤eomor�zm

denir.

f Local di¤eomor�zmdir. , 8z � D (f) için det J (f; z) 6= 0 d¬r.
Her di¤eomor�zm bir Local di¤eomor�zmdir. Ancak f : Rn �! R

n; C1�s¬n¬f¬ndan
bir fonksiyon olsun ve 1 : 1 ise f di¤eomor�zmdir.

Tan¬m 4.4 E¼ger F : M1 �! M2 Local di¤eomor�zm ise bunlara Local izomor-

�ktir denir. Local izometri dönüşümü Tanjant vektörlerin d¬̧s çarp¬m¬n¬ koruyan

bir dönüşümdür. Bu yüzden bir izometri birebir ve örten bir Local izomor�zmdir.

(Local izometrik Riemann manifoldlar¬ di¤eomor�k olmak zorunda de¼gildir.)

Örnek 4.7 M1 bir helicoid; M2 ise catenoid olsun.

Helicoid�in paremetrizasyonu;

x (u; v) = (u cos v; u sin v; v)

Catenoid�in paremetrizasyonu;

y (u; v) =
�
arg sinh u;

p
1 + u2 cos v;

p
1 + u2 sin v

�

dir.

F :M1 �!M2

x (u; v) �! F (x (u; v)) = y (u; v)
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olsun. Şimdi F alt¬nda M1 ile M2�nin izometrik oldu¼gunu gösterelim.

Riemann metri¼gi;

G1 = dx
2
1 + dx

2
2 + dx

2
3 jx=x(u;v)

dir.

ru = (cos v; sin v; 0)

rv = (�u sin v; u cos v; 1)

hru; rui = 1; hru; rvi = hrv; rui = 0; hrv; rvi = 1 + u2

kgikk =

0

@ 1 0

0 1 + u2

1

A

dir. Bu durumda;

G1 = du
2 + (1 + u2) dv2

olur.

G2 = dx
2
1 + dx

2
2 + dx

2
3 jy=y(u;v)

dir.

ru =

�
1p
1 + u2

;
up
1 + u2

cos v;
up
1 + u2

sin v

�

rv =
�
0;� sin v

p
1 + u2; cos v

p
1 + u2

�

dir.
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hru; rui =
1

1 + u2
+

u2

1 + u2
cos2 v +

u2

1 + u2
sin2 v = 1

hru; rvi = hrv; rui = � sin v cos v � u+ sin v cos v � u = 0

hrv; rvi = sin2 v (1 + u2) + cos2 v (1 + u2) = 1 + u2

kgabk =

0

@ 1 0

0 1 + u2

1

A

d¬r.

G2 = du
2 + (1 + u2) dv2

olur.

=) F alt¬nda esas form korunur.

Bu durumda M1 ve M2 izometriktir. ( Local izometriktir.)

4.1.5. Riemann Manifold ·Içinde Hacim Elementi

G = gikdxidxk metri¼gi ile n-boyutlu Riemann manifoldu içinde Hacim elementi;

p
det gikdx1:::dxn

ile tan¬mlan¬r.

E¼ger D; D = gikdxi metrik ile n-boyutlu Riemann manifoldu içerisinde bir bölge

ise Hacim bu bölge üzerinde hacim elementinin integraline eşittir. Yani;

V (D) =
R

D

p
det gikdx1:::dxn

dir.

Hacim elementi;

93



p
det gikdx1 ^ ::: ^ dxn

şeklinde okunabilir.

n = 1 olmas¬ durumunda hacim uzunluktur, n = 2 ise bölgedir.

4.1.6. Koordinatlar¬n De¼gi̧simi Alt¬nda Hacim Elementinin

De¼gi̧smezli¼gi

Hacim elementi koordinat dönüşümü alt¬nda invaryatt¬r. E¼ger y1; :::; yn yeni ko-

ordinatlar:

x1 = x1 (y1; :::; yn) ; x2 = x2 (y1; :::; yn) :::xi = xi (y1; :::; yn) ; xi = xi (yp)

(i = 1; :::; n ; p = 1; :::; n)

ve yeni koordinatlarda metri¼gin ĝpq (y) matrisi;

ĝpq (y) =
@xi

@yp
gik (x (y))

@xk

@yq

şeklindedir. Sonra;

p
det gik (x)dx1:::dxn =

p
det ĝpq (y)dy1:::dyn

dir. Şöyle ki;

p
det ĝpq (y)dy1:::dyn =

s

det

�
@xi

@yp
gik (x (y))

@xk

@yq

�
dy1:::dyn

dir.

Di¼ger yandan det (A �B � C) = detA � detB � detC ve det

�
@xi

@yp

�
= det

�
dxk

dyq

�

dur (Sat¬rlar üzerindeki kolonlar¬ de¼gi̧stirirsek matrisin determinant¬ de¼gi̧smez).
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q
det ĝpq (y)dy1:::dyn =

s

det

�
@xi

@yp
gik (x (y))

@xk

@yq

�
dy1:::dyn

=

s�
det

�
@xi

@yp

��2p
det gik (x (y))dy1:::dyn

=
p
det gik (x (y)) det

�
@xi

@yp

�
dy1:::dyn

dir. Burada;

det

�
@xi

@yp

�
dy1:::dyn = dx1:::dxn

oldu¼gundan;

p
det ĝpq (y)dy1:::dyn =

p
det gik (x (y))dx1:::dxn

dir.

Örnek 4.8 Kartezyen koordinatlar içerisindeki düzlemin hacim elementini bu-

lal¬m.

G = dx21 + dx
2
2

olup Hacim elementi;

p
det gdx1dx2 =

vuuutdet

0

@ 1 0

0 1

1

Adx1dx2

= dx1dx2

dir.

Örnek 4.9 Kutupsal koordinatlarda; x1 = r cos �; x2 = r sin � ve metrik;
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G = dr2 + r2d�2

dir. Kutupsal koordinatlarda Hacim elementi;

p
det gdrd� =

vuuutdet

0

@ 1 0

0 r2

1

Adrd�

= rdrd�

dir.

Örnek 4.10 Stereogra�k koordinatlarda 1-yar¬çapl¬ küre;

G =
4 (du2 + dv2)

(1 + u2 + v2)2

metri¼gi ile iki boyutlu düzlemi düşünelim.

g =

0

@
4

(1+u2+v2)2
0

0 4

(1+u2+v2)2

1

A

olup

det g =
16

(1 + u2 + v2)4

dir. Hacim elementi ise;

p
det gdudv =

4

(1 + u2 + v2)2
dudv

dir.

u; v koordinatlarda hacim hesaplan¬r ama u = r cos �; v = r sin � polar koordi-

natlarda hacim formunu düşünmek daha iyidir.

G =
4 (du2 + dv2)

(1 + u2 + v2)2
=
4
�
dr2 + r2d�2

�

(1 + r2)2
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ve Hacim formu;

p
det gdrd� =

4rdrd�

(1 + r2)2

dir.

Örnek 4.11 Standart Riemann metri¼gi ile Öklid uzay¬ içerisinde a-yar¬çapl¬

küreyi

düşünürsek;

G = a2 cos2 vdu2 + a2dv2

dir. Hacim elementi;

p
det gdudv =

vuuutdet

0

@ a2 cos2 v 0

0 a2

1

Adudv

= a2 cos vdudv

dir.

D : �� � u � �; ��
2
� v � �

2

al¬rsak;

V =

Z

D

a2 cos vdudv

=

�
2Z

��
2

�Z

��

a2 cos vdudv

= 2�a2

�
2Z

��
2

cos vdv

= 2�a2 sin v

�
2

j
��
2

= 2�a2
�
sin
�

2
+ sin

�

2

�

= 4�a2
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dir.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Riemann metri¼gi ve Riemann manifoldu tan¬t¬ld¬. Daha sonra Öklid uzay¬nda

iki Tanjant vektörün iç çarp¬m¬ ile Öklid�den indirgenen Riemann metri¼gi kulla-

narak ayn¬ Tanjant vektörlerinin ·Indirgenen metri¼ge göre iç çarp¬mlar¬n¬n yine

ayn¬ oldu¼gu gösterildi. E¼grinin yay uzunlu¼gu, Tanjant vektörlerinin uzunlu¼gu

ve aralar¬nda aç¬lar Riemann metri¼gi kullanarak aç¬klanmaya çal¬̧s¬ld¬. Hem

iç hemde d¬̧s koordinatlara göre bak¬ld¬¼g¬nda Riemann metri¼ginin katsay¬lar¬n¬n

de¼gi̧smedi¼gi gösterildi. Pseudo-Riemann metri¼gi tan¬t¬ld¬ ve Streogra�k koordi-

natlarda Öklid metri¼gi ile Pseudo-Riemann metri¼gi k¬yasland¬ ve Riemann man-

ifoldlar¬ aras¬ndaki ·Izometri aç¬kland¬. Son olarak da Hacim elementi aç¬kland¬.

Yukar¬da söylenenlerin hepsi örneklendirilerek somut hale getirildi.
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