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İkinci bölümde, bazı temel tanımlar, kavramlar ve teoremler verilmiştir. Ayrıca 

geodezikler Öklid uzayında standart metriğe göre incelenmiştir. 

Üçüncü bölümde, Riemann manifoldlarında konneksiyonun tanımı verilmiş ve bu 

konneksiyon kullanılarak Christoffel sembolleri tanımlanmıştır. Ayrıca bu bölümde 

Levi-Civita konneksiyonu ve yüzeyler üzerine indirgenmiş konneksiyon 

tanımlanmıştır.  

Dördüncü bölümde, Riemann manifoldları üzerinde Levi-Civita konneksiyonuna 

göre paralel taşıma ve geodezikler incelenmiştir. Ayrıca, Euler-Lagrange denklemleri 

ve Lagrangian kullanılarak geodezikler verilmiştir. 
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The thesis consist of four chapters. The first chapter is reserved for introduction. 

In the second chapter, some fundemental definitions, concepts and theorems are 

given. In addition, geodesics are investigated as to standard metric on Euclid space.  

In the third chapter, definition of connection is given on Riemannian manifolds and 

this connnection used describe Christoffel symbols. In addition, this chapter Levi-

Civita connection and induced connection on surfaces are defined. 

Finally, in the fourth chapter , parallel transport and geodesics are investigatedas to 

Levi-Civita connection on Riemannian manifolds. In addition, Euler-Lagrange 

equations and Lagrangian are used given geodesics. 
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1. G·IR·IŞ

Diferensiyel geometride geodezik kavram¬ birçok kez incelenmi̧stir. Bunun en

ünlüsü Gauss� undur. Gauss� tan önce Euler, Lagrange ve Monge baz¬ e¼grisel

yüzeyleri incelemi̧slerdi. Fakat, Gauss daha genel olarak incelemi̧s ve diferensiyel

geometrinin birinci büyük devresi böylece do¼gmuştur. ·Ikinci devre 1854 y¬l¬nda

Riemann geometrisi ile olmuştur.

Öklid geometrisinde yüzey üzerinde al¬nan iki nokta aras¬ndaki en k¬sa uzakl¬¼g¬

veren e¼gri geodezik olarak tan¬mlanm¬̧st¬. Bu çal¬̧smam¬zda, Riemann manifold-

lar¬ üzerinde Riemann geodezikleri tan¬t¬lmaya çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

1.1. Kaynak Özetleri

H. H. Hac¬saliho¼glu� nun �Diferensiyel Geometri� adl¬ kitab¬ndan Öklid uzay¬n-

daki Frenet formülleri ele al¬nm¬̧st¬r [1]. J. M. Lee� nin �Riemannian Manifolds

An Introduction to Curvature� ve H. H. Hac¬saliho¼glu� nun �Yüksek Diferensiyel

Geometriye giri̧s� adl¬ kitaplar¬ndan kovaryant türev ve konneksiyon kavramlar¬

ele al¬nm¬̧st¬r [2,3]. Arif Sabuncuo¼glu� nun �Diferensiyel Geometri� adl¬ kitab¬n-

dan şekil operatörü ve kovaryant türev konusu araşt¬r¬lm¬̧st¬r [4]. H. H. Hac¬sal-

iho¼glu ve N. Ekmekçi� nin �Tensör Geometri� adl¬ kitab¬ndan Christo¤el sem-

bolleri incelenmi̧stir [5]. Arif Sabuncuo¼glu ve H. H. Hac¬saliho¼glu� nun �Difer-

ensiyel Geometri� adl¬ kitab¬ndan Öklid uzay¬ndaki geodezikler konusu ele al¬n-

m¬̧st¬r [6]. Holopainen I, Sahlsten T� nin �Riemannian Geometry� adl¬ kitab¬ndan

a�n konneksiyon ve paralel taş¬ma konular¬ incelenmi̧stir [7]. Isaac, Chaved� in

�Riemannian Geometry : A Modern Introduction� ve Barret O�Neill� ¬n �Semi-

Riemannian Geometry with Applications to General Relativity� adl¬ kitaplar¬n-

dan Riemann manifoldu ve Riemann metri¼gi incelenmi̧stir [8,9]. H. M. Khudav-

erdian� ¬n �Riemannian Geometry� adl¬ kitab¬ndan konnesiyon, Euler-Lagrange

denklemkleri ve Lagrangian konular¬ incelenmi̧stir [10].
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1.2. Çal¬̧sman¬n Amac¬

Öklid uzay¬nda standart metrik kullan¬larak elde edilen geodeziklerin, Riemann

manifoldlar¬ üzerinde Riemannmetri¼gi kullan¬larak elde edilen geodezikler aras¬nda

nas¬l farkl¬l¬klar oldu¼gu ve bu geodeziklerin nas¬l bulunabilece¼gini göstermek amaçlan-

m¬̧st¬r.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Tan¬m 2.1 : � : I �! E3

s �! �(s)=(�1(s); �2(s); �3(s))

birim h¬zl¬ bir e¼gri olsun. 8 s 2 I için

T = �
0

(s)

N =
1

�
T
0

B = T �N , � = kT 0k

olmak üzere T ye � e¼grisinin birim te¼get vektör alan¬, N ye � e¼grisinin asal

normal vektör alan¬, B ye � e¼grisinin binormal vektör alan¬, � ya � e¼grisinin �(s)

noktas¬ndaki e¼grili¼gi denir.

Ayr¬ca B
0

= ��N oldu¼gundan � ya � e¼grisinin �(s) noktas¬ndaki burulmas¬ veya

torsiyonu denir.

8s 2 I için f T (s); N(s); B(s) g T�(s)E
3 uzay¬n¬n ortanormal baz¬d¬r.

Buna göre T;N;B vektör alanlar¬na � e¼grisinin Frenet vektör alanlar¬ denir.

Tan¬m 2.2 : ( Serret-Frenet formülleri )

T 0 = �N

N 0 = ��T + �B
B0 = ��N

olmak üzere T 0; N 0; B0 ni T;N;B cinsinden yazabiliriz ve bu formüllerede

Serret-Frenet formülleri denir.

Tan¬m 2.3 : ( Kovaryant Türev ) �(E3) de kovaryant türev operatörü D

olmak üzere
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D : �(E3)� �(E3) �! �(E3)

(V;W ) �! D(V;W ) = DVW : E3 �! TE3

p �! (DVW )(p) = DVp
W

= (Vp [w1] ; Vp [w2] ; Vp [w3]) jp 2 TPE3

=
P3

i=1 Vp [wi]
@

@xi
jp

W = (w1; w2; w3) , wi : E3 �! R diferensiyellenebilir ve V = (v1; v2; v3) ol-

mak üzere

Vp [wi] =
P3

j=1

@wi

@xj
jp vj jp

yaz¬labilir.

Ayr¬ca � : I �! E3 �(0) = p , �0(0) = Vp olmak üzere

DVp
W =

d

dt
(W � �)(t) jt=0

eşitli¼gi geçerlidir.

Tan¬m 2.4 :( Şekil Operatörü ) M bir yüzey ve N de M yüzeyinin birim

normal vektör alan¬ olsun.

S : �(M) �! �(M)

X �! S(X) = DXN

fonksiyonuna M yüzeyinin şekil operatörü,

Sp : TpM �! TpM

Xp �! Sp(Xp) = DXp
N

fonksiyonuna da M yüzeyinin p noktas¬ndaki şekil operatörü denir.

Buna göre,

N = (n1; n2; n3) olmak üzere

DXp
N = ( Xp [n1] ; Xp [n2] ; Xp [n3] )

ve Xp [ni] =
P3

j=1

@ni

@xj
jp vj jp Xp = ( v1; v2; v3 ) jp

yaz¬l¬r.

Şimdi S dönüşümünün lineer oldu¼gunu gösterelim. a; b 2 R ve X; Y 2 �(M)
olmak üzere
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S( aX + bY ) = DaX+bYN = aDXN + bDYN

= aS(X) + bS(Y )

�(M) = Sp fFu; Fvg oldu¼gundan;

Fu; u parametre e¼grisinin h¬z vektörü, Fv; v parametre e¼grisinin h¬z vektörü,

ve N =
Fu � Fv
kFu � Fvk

olmak üzere

� (0) = p ve �0(0) = Vp ise 8W 2 �(M) için

DVp
W =

dW

dt
jt=0

olur. O halde

S(Fu) = DFu
N =

@N

@u

S(Fv) = DFv
N =

@N

@v

eşitlikleri geçerlidir.

Tan¬m 2.5 : ( Geodezik E¼gri ) M bir yüzey, � M yüzeyi üzerinde bir e¼gri

olsun. �00 ivme vektör alan¬ her � (t) noktas¬nda M yüzeyine dik ise � e¼gisin

M yüzeyi üzerinde geodezik e¼gri veya k¬saca geodezik denir.

Teorem 2.1 : � : I �!M

t �! � (t)

bir geodeziktir () 8t 2M için �00(t) 2 (T�(t)M)?

·Ispat : � , M üzerinde bir geodezik olsun. �0 2 �(M) ve �00 2 �(M)?

( �00 k Z � � ) oldu¼gundan
h�0; �00i = 0 d¬r.

Sonuç 2.1 : Bir geodezi¼gin h¬z¬ sabittir.
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·Ispat : � geodezik olsun. Buradan

h�0; �0i0 = h�00; �0i+ h�0; �00i
= 2 h�0; �00i
= 0

=) d

dt
h�0; �0i = 0 h�0; �0i = k�0k2 = sabit

=) k�0k = sabit
=) � n¬n h¬z¬ sabittir.

Sonuç 2.2 : � , M yüzeyi üzerinde geodezik olsun. � n¬n asal normali N

olmak üzere

N =
T 0

�
=
�00

�
2 �(M)? , kNk = 1 ve

yüzeyin birim normal vektör alan¬ Z olmak üzere (Z = N veya Z = �N )

;

Z = �N alal¬m. T = �0 ise

S(T ) = S(�0) = D�0Z = Z
0

= �N 0

= �(��T + �B)
= �T � �B

bulunur.

=) �, M nin bir geodezi¼gi ise S(T ) = �T � �B dir.

Örnek 2.1 : E3 te bir düzlemin geodezi¼gini bulal¬m.

Çözüm : E3 te bir düzlem M ve M nin birim normal vektör alan¬ Z olsun.

Z sabittir. � M düzlemi üzerinde bir geodezik olsun.
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� : I �!M

t �! � (t)

� geodezik oldu¼gundan �00 k Z dir. ( Z sabit oldu¼gundan)

�00 = �Z yaz¬labilir. � 2 R , �0 2 � (M) ve Z 2 � (M)? dir.

=) h�0; Zi = 0 d¬r. Her iki taraf¬n t yay¬na göre türevi al¬n¬rsa

h�0; Zi0 = h�00; Zi+ h�0; Z 0i = 0 ( Z 0 = 0 )

=) h�00; Zi = 0
=) h�Z;Zi = 0
=) � hZ;Zi = 0 ( hZ;Zi = 1 )
=) � = 0

=) �00 = 0

8t 2 I için �00(t) = 0

�0(t) = v v 2 R3 sabit
�(t) = p+ vt p 2 E3 sabit

� : I �!M

t �! � (t) = p+ vt

� M düzlemi üzerinde p noktas¬ndan geçen ve do¼grultman¬ v olan do¼grudur.

Tersine � , M düzlemi üzerinde bir do¼gru olsun.

� : I �!M

t �! � (t) = p+ vt

�0(t) = v , �00(t) = 0 2 (T�(t)M)?

=) �00 2 � (M)? dir.

=) � do¼grusu M düzlemi üzerinde bir geodeziktir.

Örnek 2.2 : Bir kürenin geodeziklerini bulal¬m.
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Çözüm : M , E3 te orjin merkezli r yar¬çapl¬ küre olsun.

M = f(x1; x2; x3) 2 E3 j x21 + x22 + x23 = r2 g
� , M üzerinde bir geodezik ve � birim h¬zl¬ olsun.

�0 = T , S =
1

r
I2 =

2
64
1

r
0

0
1

r

3
75

S(T ) =
1

r
I(T ) =

1

r
T ................. ( 2.1 )

S(T ) = �T � �B ......................( 2.2 ) ( � geodezik oldu¼gundan )

(2.1) ve (2.2) den � =
1

r
ve � = 0 bulunur. ( � = sabit ve � = 0

ise e¼gri çemberdir )

=) � , M yüzeyi üzerinde r yar¬çapl¬ çemberdir.

M küresi de � da r yar¬çapl¬d¬r.

=) � , M küresi üzerindeki büyük çemberlerdir.

=) Kürenin geodezikleri büyük çemberlerdir.

Tersine küre üzerinde bir büyük çember al¬p bunun bir geodezik oldu¼gunu

gösterelim.

� : I �! E3

t �! � (t) = (cos t; sin t; 0)

M küresi üzerinde bir büyük çemberdir.

�0(t) = (� sin t; cos t; 0) ve �00(t) = (� cos t;� sin t; 0)
k�0(t)k =

p
cos2 t+ sin2 t+ 02 = 1

k�00(t)k =
p
cos2 t+ sin2 t+ 02 = 1

Z =
T 0

�
=
�00

�
� = kT 0k = k�00(t)k = 1
Z =

�00

1
= �00

8



=) Z k �00

Bundan dolay¬ � bir geodeziktir.

Örnek 2.3 : Silindirin geodeziklerini bulal¬m.

Çözüm : M , E3 te x2 + y2 = r2 denklemiyle verilen silindir olsun.

M üzerinde bir � e¼grisi

� : I �!M

t �! � (t) = (r cos �(t); r sin � (t) ; h(t)) ( � (t) 1. dereceden )

h : I �! R bir diferensiyellenebilir fonksiyon

t �! h (t)

M nin normali
(2x; 2y; 0)p
4x2 + 4y2 + 02

=
(2x; 2y; 0)

2r
=
1

r
(x; y; 0) ? z ekseni

Silindirin normali z eksenine diktir.

�0(t) = (�r sin �(t)�0(t); r cos �(t)�0(t); h0(t))
�00(t) = (�r cos �(t)(�0(t))2;�r sin �(t)(�0(t))2; h00(t))

�00(t) k Z oldu¼gundan h00(t) = 0 =) h0(t) = a 2 R
=) h(t) = a t+ b b 2 R sabit

Geodezi¼gin h¬z¬ sabit oldu¼gundan k�0 (t)k sabittir.

k�0 (t)k =
p
r2 sin2 �(t)(�0(t))2 + r2 cos2 �(t)(�0(t))2 + (h0(t))2

=
p
r2(�0 (t))2 + a2

=) �0(t) = sabit �0(t) = c �(t) = c t+ d c; d 2 R
=) � (t) = (r cos(c t+ d); r sin(c t+ d); a t+ b)

9



� e¼grisi M silindiri üzerinde bir geodeziktir.

E¼ger ;

c 6= 0 ve a = 0 ise � e¼grisi çember,

c = 0 ve a 6= 0 ise � e¼grisi do¼gru,

c 6= 0 ve a 6= 0 ise � e¼grisi helistir.

Örnek 2.4 : M , E3 te x2 + y2 + z2 = 1 denklemiyle verilen bir küre ol-

sun. M nin A = (1; 0; 0) ve B = (0;

p
2

2
;

p
2

2
) noktalar¬ndan geçen geodezi¼gi

bulup bu geodezi¼gin A ve B noktalar¬ aras¬ndaki uzakl¬¼g¬n¬ hesaplay¬n¬z.

Çözüm : Kürenin geodezikleri büyük çemberlerdir.

Bu çember küre ile A;B ve orjinden geçen düzlemin arakesitidir.

Düzlemin denklemi ;

det(
��!
OX;

�!
OA;

��!
OB) =

2
66664

x y z

1 0 0

0

p
2

2

p
2

2

3
77775

=) x:0�
p
2

2
y +

p
2

2
z = 0

=) �y + z = 0

� :M \ ( �y + z = 0 )
� : f x2 + y2 + z2 = 1 ; � y + z = 0 g
y = z ; x2 + y2 + y2 = 1

=) x2 + 2y2 = 1

=) x = cos t
p
2y = sin t

=) � (t) = (cos t;

p
2

2
sin t;

p
2

2
sin t) istenen geodeziktir.

l : Geodezik boyunca A ve B noktalar¬ aras¬ndaki yay uzunlu¼gu olsun.

� (t0) = (cos t0;

p
2

2
sin t0;

p
2

2
sin t0) = (1; 0; 0) =) t0 = 0

� (t1) = (cos t1;

p
2

2
sin t1;

p
2

2
sin t1) = (0;

p
2

2
;

p
2

2
) =) t1 =

�

2

10



�0 (t) = (� sin t;
p
2

2
cos t;

p
2

2
cos t)

k�0 (t)k =
r
sin2 t+

1

2
cos2 t+

1

2
cos2 t = 1

l =

Z �
2

0

k�0 (t)k dt =
Z �
2

0

1dt

= t j
�
2
0

=
�

2
br

Örnek 2.5 : M , E3 te x2 + y2 = 4 denklemiyle verilen silindir olsun. M

nin A = (2; 0; 0) ve B = (0; 2; 0) noktalar¬ndan geçen geodezi¼gi bulup, geo-

dezik boyunca A ve B noktalar¬ aras¬ndaki uzakl¬¼g¬ hesaplay¬n¬z.

Çözüm : Silindirin ekseni z eksenidir. (do¼grultusu �!e3 = (0; 0; 1) vektörüdür)

�!
AB = (�2; 2; 0)D�!
AB;�!e3

E
= (�2):0 + 2:0 + 0:1

= 0

=) �!
AB ? �!e3

=) Arad¬¼g¬m¬z geodezik A ve B noktalar¬ndan geçen çemberdir.

A = (2; 0; 0)

B = (0; 2; 0)

9
=
; çember z = 0 düzlemi üzerindedir.

=) � (t) = (2 cos t; 2 sin t; 0)

� (t) istenen geodeziktir.

�0 (t) = (�2 sin t; 2 cos t; 0)
k�0 (t)k =

p
4 sin2 t+ 4 cos2 t

= 2

l : Geodezik boyunca A ve B noktalar¬ aras¬ndaki yay uzunlu¼gu olsun.

� (t0) = (2 cos t0; 2 sin t0; 0) = (2; 0; 0) =) t0 = 0

� (t1) = (2 cos t1; 2 sin t1; 0) = (0; 2; 0) =) t1 =
�

2
11



l =

Z �
2

0

2dt = 2t j
�
2
0

= � br

Tan¬m 2.6 : (Bir Manifold üzerinde Ck-s¬n¬f¬ndan e¼gri) M bir diferensiyellenebilir

manifold ve

� : I � R �!M

de Ck�s¬n¬f¬ndan bir fonksiyon olsun.
(I � R bir aç¬k aral¬k olmak üzere;
� : I � R �!M

t �! �(t)

fonksiyonu Ck�s¬n¬f¬ndan olmas¬ için �(t) = p 2 M komşulu¼gundaki fu1; :::; ung
reel koordinat fonksiyonlar¬ yard¬m¬yla tan¬mlanan � �n¬n

I � R ��!M

�i & .ui

R

�i : ui � � : I �! R 1 � i � n
koordinat fonksiyonlar¬ Ck�s¬n¬f¬ndan olmas¬ demektir.)
�(I) �M alt cümlesi f(I; �)g atlas¬ ile verilmi̧s Ck�s¬n¬f¬ndan bir e¼gri denir.

Tan¬m 2.7 : (Bir E¼grinin Tanjant vektörü) M bir diferensiyellenebilir mani-

fold ve �(I) �da M üzerinde f(I; �)g atlas¬ ile verilmi̧s Ck�s¬n¬f¬ndan bir e¼gri
olsun.

�(t) = p 2 M olmak üzere;

Vp : C
1(M;R) �! R

f �! Vp(f) =
d (f � �)
d(t)

jt

şeklinde tan¬ml¬ Vp fonksiyonuna �(I) e¼grisinin �(t) noktas¬ndaki bir tanjant

vektörü denir ve �(t) noktas¬ndaki �(I) tanjant vektörlerinin cümlesini T�(t)�(I)

12



ile gösterelim.

T�(t)�(I) cümlesi üzerinde aşa¼g¬daki tan¬mlanan iç ve d¬̧s i̧slemler T�(t)�(I) �de

reel vektör uzay¬ yap¬s¬ belirtirler. Bu uzaya �(I) e¼grisinin p = �(t) noktas¬ndaki

tanjant uzay¬ denir.

+ : T�(t)�(I)� T�(t)�(I) �! T�(t)�(I)

(Vp;Wp) �! Vp +Wp

� : R� T�(t)�(I) �! T�(t)�(I)

(�; Vp) �! � � Vp

8f 2 C1(M;R) için (� � Vp)(f) = � � Vp (f)
dir.

Teorem 2.2 : M diferensiyellenebilir manifoldu üzerindeki Ck� s¬n¬f¬ndan bir

e¼gri, �(I) olsun.

Vp 2 Tp�(I) ise
i) Vp : C

1(M;R) �! R

lineerdir.

ii)Vp(fg) = Vp(f)g(p) + f(p)Vp(g)

dir.(8f; g 2 C1(M;R))

Tan¬m 2.8 :( M Diferensiyellenebilir Manifoldunun Tanjant Vektörü) M bir difer-

ensiyellenebilir manifold ve p 2 M olsun. Bir

Vp : C
1(M;R) �! R

fonksiyonu, M üzerinde en az bir e¼grinin p noktas¬ndaki tanjant vektörü ise Vp

�ye M �nin bir p noktas¬ndaki bir tanjant vektörü denir. M üzerindeki tanjant

vektörlerinin cümlesi TpM ile gösterilir.

TpM üzerinde aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlanan iç ve d¬̧s i̧slemler sayesinde TpM bir

reel vektör uzay¬ olur.

13



+ : TpM � TpM �! TpM

(Vp;Wp) �! Vp +Wp

8f 2 C1(M;R) için (Vp;Wp)(f) = Vp(f) +Wp(f)

dir.

� : R� TpM �! TpM

(�; Vp) �! � � Vp

8f 2 C1(M;R) için (� � Vp)(f) = � � Vp (f)
dir.

Tan¬m 2.9 : (Tanjant Uzay) M bir diferensiyellenebilir manifold ve p 2 M

noktas¬ndaki tanjant vektörlerin uzay¬ TpM olsun. TpM vektör uzay¬na M �nin p

noktas¬ndaki tanjant uzay¬ denir.

Tan¬m 2.10 : M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M üzerindeki G Rie-

mann metri¼gi simetrik, pozitif tan¬ml¬ ve diferensiyellenebilir olan 2-kovaryant

vektör alan (G 2 k2(M)) ile tan¬mlan¬r.

G 2 k2(M) =) G : �(M)� �(M) �! C1(M;R)

(X; Y ) �! G(X;Y ) :M �! R

p �! G(X; Y ) jp
dir. Bir M diferensiyellenebilir manifoldu ile verilenG Riemann metri¼gi (M;G) de

Riemann Manifoldu olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 2.11 : M bir n-Riemann manifold olsun. O zaman M üzerindeki metrik

tensör ifadesi

G = gikdxi 
 dxk
şeklinde gösterilir. Burada; gik =

�
@

@xi
;
@

@xk

�
olup matrix de¼gerli düzgün

fonksiyon ad¬ verilir.

14



Tan¬m 2.12 : A;B 2 TpM olmak üzere; A = Ai
@

@xi
, B = Bk

@

@xk
(i = 1; :::; n

; k = 1; :::; n)

hA;BiG jp = G(A;B) jp = AigikBk

= (A1; :::; An)

0
BBBBBBBBB@

g11 : : : g1n

: : : : :

: : : : :

: : : : :

gn1 : : : gnn

1
CCCCCCCCCA

0
BBBBBBBBB@

B1

:

:

:

Bn

1
CCCCCCCCCA

dir. Burada;

i) G(A;B) = G(B;A)

ii) A 6= 0 için G(A;A)�0
iii) G(A;B) jp = x diferensiyellenebilir fonksiyon

şeklindedir.

Burada görüldü¼gü gibi G Riemann metri¼gi G = gikdxi
 dxk şeklinde tan¬mlan¬r.

Örnek 2.6 : fx1; x2; :::; xng , Rn de do¼gal koordinat sistemi olmak üzere G
metri¼gi;

G = (dx1)
2 + :::+ (dxn)

2

şeklindedir.

G = kgikk = diag [1; 1:::; 1]
dir. Skalar çarp¬m ile tan¬mlanan n-boyutlu öklid uzay¬n¬n temel örne¼gi;

G(X; Y ) = hX; Y i = gikXiXk = X1Y1 + :::+XnYn

şeklindedir.

=) G(X; Y ) = hX; Y i = gikXiXk

olur. Bu durumda feig temel baz olmak üzere;
G(ei; ek) = gikeiek = �ik

d¬r.

R2 �de kutupsal koordinatlarda y�0 (x = r cos �; y = r sin �) bölgesindeki metrik

için

dx = cos �dr � r sin �d� ; dy = sin �dr + r cos �d�
15



d¬r. Yeni koordinatlar da Riemann metri¼gi G = dx2 + dy2 aşa¼g¬daki görünüme

sahip olacakt¬r.

G = dx2 + dy2

= (cos �dr � r sin �d�)2 + (sin �dr + r cos �d�)2

= dr2 + r2d�2

=) G = dr2 + r2d�2

Örnek 2.7 : (Silindir Yüzeyi ) R3 �de D = f(x; y) j 0 � x�2�g bölgesindeki
Riemann metri¼gi

G = a2dx2 + dy2

dir. a; x2 + y2 = a2 silindirin yar¬çap¬d¬r. Bunu görelim.

R3 öklid uzay¬nda gömülü x2 + y2 = a2 silindiri için;

x = a cosu

y = a sin u 0 � u�2� ; �1�v�1
z = v

olmak üzere;

dx = �a sin udu
dy = a cosudu

dz = dv

dir.Yeni koordinatlar da G = dx2 + dy2 + dz2 Riemann metri¼ginin görünümü;

G = (�a sin udu)2 + (a cosudu)2 + dv2

= a2 sin2 udu2 + a2 cos2 udu2 + dv2

=) G = a2du2 + dv2

olarak bulunur. Al¬̧s¬lm¬̧s formül için x �! u; y �! v alalim. Bu durumda;

G = a2dx2 + dy2

olur.

Örnek 2.8 : (Küre) �� � x � � ; ��
2
� y � �

2
bölgesindeki G Riemann

metri¼gi;

G = a2dy2 + a2 cos2 ydx2

şeklinde olup a : x2 + y2 + z2 = a2 küresinin yar¬çap¬d¬r.
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Bunu görelim;

�� � u � � ; ��
2
� v � �

2
olmak üzere;

x = a cosu cos v

y = a sin u cos v

z = a sin v

dir.

dx = �a sin u cos vdu� a cosu sin vdv
dy = a cosu cos vdu� a sin u sin vdv
dz = a cos vdv

olur.

G = dx2 + dy2 + dz2

olmak üzere;

G = (�a sin u cos vdu� a cosu sin vdv)2 + (a cosu cos vdu� a sin u sin vdv)2

+(a cos vdv)2

= a2 sin2 u cos2 vdu2 + a2 cos2 u sin2 vdv2 + 2a2 sin u cos v cosu sin vdudv

+a2 cos2 u cos2 vdu2 + a2 sin2 u sin2 vdv2 � 2a2 sin u cos v cosu sin vdudv
+a2 cos2 vdv2

= a2 cos2 vdu2
�
sin2 u+ cos2 u

�
+ a2 sin2 vdv2

�
sin2 u+ cos2 u

�

+a2 cos2 vdv2

= a2 cos2 vdu2 + a2 sin2 vdv2 + a2 cos2 vdv2

= a2 cos2 vdu2 + a2dv2
�
sin2 v + cos2 v

�

= a2 cos2 vdu2 + a2dv2

G = a2 cos2 vdu2 + a2dv2

olur. u �! x ; v �! y yazarsak

G = a2dy2 + a2 cos2 ydx2

17



bulunur.

Örnek 2.10 : R3 �de G = dx2 + dy2 + dz2 şeklindedir. Burada;

G = kgikk = [1; 1; 1] dir.

V = (2; 1;�1); W = (0;�3;�2) 2 R3 olsun.

G(V;W ) = (dx2 + dy2 + dz2) (V;W )

şeklindedir.

V = 2
@

@x
+ 1

@

@y
� 1 @

@z
; W = 0

@

@x
� 3 @

@y
� 2 @

@z
dir.

G(V;W ) = (dx2 + dy2 + dz2) (V;W )

= dx2 (V;W ) + dy2 (V;W ) + dz2 (V;W )

dx2 (V;W ) = dx
 dx
�
2
@

@x
+ 1

@

@y
� 1 @

@z
; 0
@

@x
� 3 @

@y
� 2 @

@z

�

= dx

�
2
@

@x
+ 1

@

@y
� 1 @

@z

�
dx

�
0
@

@x
� 3 @

@y
� 2 @

@z

�

= 2dx

�
@

@x

�
� 0dx

�
@

@x

�

= 0

dy2 (V;W ) = dy 
 dy
�
2
@

@x
+ 1

@

@y
� 1 @

@z
; 0
@

@x
� 3 @

@y
� 2 @

@z

�

= dy

�
2
@

@x
+ 1

@

@y
� 1 @

@z

�
dy

�
0
@

@x
� 3 @

@y
� 2 @

@z

�

= 1dy

�
@

@y

�
� (�3)dy

�
@

@y

�

= �3

dz2 (V;W ) = dz 
 dz
�
2
@

@x
+ 1

@

@y
� 1 @

@z
; 0
@

@x
� 3 @

@y
� 2 @

@z

�

= dz

�
2
@

@x
+ 1

@

@y
� 1 @

@z

�
dz

�
0
@

@x
� 3 @

@y
� 2 @

@z

�

18



= (�1)dz
�
@

@z

�
� (�2)dz

�
@

@z

�

= 2

dir.

=) G(V;W ) = 0� 3 + 2 = �1
olur.

G(X; Y ) = gikXiXk = X1Y1 + :::+XnYn

dir.

G(X; Y ) = gikViWk

= V1W1 + V2W2 + V3W3

= 2 � 0 + 1 � (�3) + (�1) � (�2)
= �1

şeklindedir.

2.1. Bir Yüzey Üzerinde Vektör Alanlar¬n¬n Diferensiyellenmesi

V bir iç çarp¬m uzay¬ ve U , V nin bir altuzay¬ olsun.

U? = fx 2 V j hx; yi = 0 , y 2 Ug � V U nun V ye göre dik tümleyenidir.

U � U? = V U \ U? = f0g
8� 2 V için � = �1 + �2 olacak şekilde bir tek �1 2 U; �2 2 U? vard¬r.

�0 : V �! U V nin U üzerine dik izdüşümü

� = �1 + �2 �! �1

�00 : V �! U? V nin U? üzerine dik izdüşümü

� = �1 + �2 �! �2

�0 ve �00 izdüşüm fonksiyonlar¬d¬r ve bu fonksiyonlar lineerdir.

M , E3 te bir yüzey olsun.

�(E3) = � (M) + � (M)?

8p 2M için TpE3 = TpM + (TpM)
? dir.
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8Xp 2 TpE3 için Xp = X
0
p +X

00
p olacak şekilde X 0

p 2 TpM ve X 00
p 2 (TpM)?

vard¬r.

�0 : TpE
3 �! TpM

Xp = X
0
p +X

00
p �! �0(Xp) = X

0
p

�00 : TpE
3 �! (TpM)

?

Xp = X
0
p +X

00
p �! �00(Xp) = X

00
p

izdüşüm fonksiyonlar¬ lineerdir.

Y 2 � (M) ve � , M yüzeyi üzerinde bir e¼gri olsun.

Y yi � ya k¬s¬tlayal¬m.

dY

dt
vektör alan¬n¬ ele alal¬m. Y 2 � (M) için

dY

dt
2 � (E3) tür.

Y 2 � (M) iken �0(dY
dt
) 2 � (M) dir.

Bu �0(
dY

dt
) vektör alan¬na Y vektör alan¬n¬n M yüzeyi üzerinde � e¼grisi

boyunca kovaryant türevi denir ve
DY

dt
ile gösterilir.

D

dt
: � (M) �! � (M)

Y �! D

dt
(Y ) =

DY

dt
= �0(

dY

dt
)

Tan¬m 2.13 : M , E3 te bir yüzey, � M yüzeyi üzerinde bir e¼gri ve Y 2 � (M)
olsun.

8 t 2 I için DY

dt
= 0 ise Y te¼get vektör alan¬na � e¼grisi boyunca sabit ( veya

paralel ) vektör alan¬ denir.

Y ,M üzerindeki her e¼gri boyunca sabit ise Y ye M yüzeyi üzerindeki paralel

vektör alan¬ denir.
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Örnek 2.10 : M orjin merkezli yar¬çap¬ 1 olan küre olsun.

M = S2 = f(x; y; z) 2 E3 j x2 + y2 + z2 = 1 g

� : I �! S2

t �! � (t) = (cos t; sin t; 0)

Y = �0 alal¬m. Y 2 � (M) dir.
�0 (t) = (� sin t; cos t; 0)

dY

dt
= (� cos t;� sin t; 0)

= �� (t) 2 �(M)?

dY

dt|{z}
2 �(E3)

= 0|{z}
2 �(M)

+
dY

dt|{z}
2 �(M)?

olarak yaz¬labilir.

Buradan

DY

dt
= �0(

dY

dt
) = 0 =) DY

dt
= 0

=) Y = �0 te¼get vektör alan¬ M yüzeyi üzerinde � e¼grisi boyunca sabit

( paralel ) dir.

Tan¬m 2.14 : ( Gauss Eşitli¼gi ) M , E3 te bir yüzey olsun. M üzerindeki

kovaryant türevi D ile E3 üzerindeki kovaryant türevi de eD ile gösterelim ve Z

de bu yüzey üzerindeki birim normal vektör alan¬ olsun.

D : �(M)� �(M) �! �(M)

(X; Y ) �! D(X; Y ) = DXY

eD : �(E3)� �(E3) �! �(E3)

(X; Y ) �! eD(X; Y ) = eDXY

eDXY 2 �(E3) = � (M)� � (M)?

olmak üzere

DXY =
eDXY + hS (X) ; Y iZ
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eşitli¼gine Gauss eşitli¼gi denir.

Sonuç 2.3 : � , M yüzeyi üzeride bir geodezik olsun. Bu durumda N = �Z ve

S (T ) = �T � �B olup
Gauss eşitli¼ginde X = Y = T al¬rsak

DTT =
eDTT +

*
S (T )| {z }
�T��B

; T

+
Z

DTT =
eDTT + h�T � �B; T iZ

= eDTT + (�hT; T i| {z }
= 1

� �hB; T i| {z }
= 0

)Z ( N = �Z )

= eDTT + �Z

= eDTT| {z }
= �00

� �N|{z}
= �00

N =
T 0

�
=
�00

�
�00 = �N

= �00� �00

= 0

=) DTT = 0

� , M yüzeyi üzerinde bir geodezik ise DTT = 0 d¬r.

Tersi de do¼grudur.

DTT = 0 olsun. Bu durumda

eDTT = �hS (T ) ; T iZ =) �00 = �hS (T ) ; T iZ hS (T ) ; T i 2 R

=) �00 k Z

=) � bir geodeziktir.

Örnek 2.11 : M , E3 te '(u; v) = (cos v cosu; cos v sin u; sin v) parametriza-

syonuyla verilen bir yüzey ( x2 + y2 + z2 = 1 küresi ) M üzerindeki kovaryant

türev D, E3 teki kovaryant türevi eD ile gösterelim.

� , M üstündeki ' (u; 0) e¼grisi olmak üzere � n¬n te¼get vektör alan¬ T olsun.

X = T ve Y = 'u + 'v olmak üzere DXY nedir ?

Çözüm : DXY =
eDXY + hS (X) ; Y iZ
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� : I �! M

u �! � (u) = ' (u; 0) = (cosu; sin u; 0)

X = T = �0 = (� sin u; cosu; 0)
'u = (� cos v sin u; cos v cosu; 0)
'v = (� sin v cosu;� sin v sin u; cos v)

'u � 'v =

2
6664

: : :

� cos v sin u cos v cosu 0

� sin v cosu � sin v sin u cos v

3
7775

= (cos2 v cosu; cos2 v sin u; cos v sin v)

S =
1

r
I2 ve r = 1 oldu¼gundan S = I2 dir.

S(X) = I2(X) = X

= (� sin u; cosu; 0)

Y = 'u + 'v = (� cos v sin u� sin v cosu; cos v cosu� sin v sin u; cos v)
= (� sin(u+ v); cos(u+ v); cos v) jv = 0

eDTY =
@Y

@u
= (� cos(u+ v);� sin(u+ v); 0)

Z =
'u � 'v
k'u � 'vk

= (cos v cosu; cos v sin u; sin v) jv = 0

DXY =
eDXY + hS (X) ; Y iZ

DXY = (� cos(u+ v);� sin(u+ v); 0)
+ h(� sin u; cosu; 0); (� sin(u+ v); cos(u+ v); cos v)iZ jv = 0

= (� cos(u+ v);� sin(u+ v); 0)
+(sin u sin(u+ v) + cosu cos(u+ v))Z jv = 0

= (� cos(u+ v);� sin(u+ v); 0) + cos v(cos v cosu; cos v sin u; sin v) jv = 0

= (� cos(u+ v) + cos2 v cosu;� sin(u+ v) + cos2 v sin u; 0) jv = 0

= (� cosu+ cosu;� sin u+ sin u; 0)
= (0; 0; 0)
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3. R·IEMANN MAN·IFOLDLARI ÜZER·INDEK·I LEV·I-C·IV·ITA

KONNEKS·IYONU

3.1. Vektör alanlar¬ boyunca vektör alan¬n¬n diferensiyellenmesi

Bir M manifoldu üzerinde vektör alanlar¬ nas¬l diferensiyellenebilir ?

M manifoldu üzerinde fonksiyonlar¬n diferensiyellenebilmesini yeniden adland¬r¬r-

sak

X = X i(x)ei(x) = X
i
@

@xi
M üzerinde bir vektör alan¬ olsun.

f , M üzerinde key� bir düzgün fonksiyon ve X i
@

@xi
olmak üzere , X = X i

@

@xi
vektör alan¬ boyunca f fonksiyonunun türevi

@Xf = rXf = X
i
@f

@xi
ye eşittir.

X = X iei vektör alan¬n¬ xi(t) = xi0 + tX
i e¼grisi bölünemeyecek kadar küçük

x0 noktas¬nda tan¬mlan¬r.

Bu tan¬m¬n geometrik anlam¬ ; e¼ger X , t = 0 da xi0 = x
i(t) noktas¬nda xi(t)

e¼grisinin h¬z vektörü ise , xi0 = x
i(0) noktas¬nda rXf türevinin de¼geri , t = 0

da f(xi(t)) fonksiyonunun t ye göre türevine eşittir.Yani

X i(t) jxi
0
= xi(0)=

dxi (t)

dt
jt = 0 ve rXf jxi

0
= xi(0)=

d

dt
f(xi(t)) jt = 0

yaz¬labilir.

Sonuç 3.1 : Diferensiyel Manifoldlar ve geometride vektör alanlar¬ boyunca

fonksiyonlar¬n türevini ald¬¼g¬m¬z operatörü @Xf ile göstermi̧stik.

Sonuç 3.2 : Bu tez de biz vektör alanlar¬ boyunca , vektör alanlar¬n¬n ve fonksiy-

onlar¬n türevini alan operatörlerin her ikisinide ayn¬ gösterim olan rXf ile

gösterecegiz.

C1(M) uzay¬ üzerinde rX operatörü takip edece¼gimiz şartlar¬ kaŗs¬lar.
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1 ) rX(�f + �g) = �rXf + �rXg �; � 2 R ( reel say¬lar üzerinde lineer )
2 ) rhX+gY f = hrXf + grY f ( fonksiyonlar uzay¬ üzerinde lineer )

3 ) rX(�fg) = frX(�g) + grX(�f) ( Leibnitz kural¬)

3.1.1. Konneksiyonun Tan¬m¬ , Konneksiyonun Christo¤el Sembolleri

M üzerindeki a�n konneksiyon her X vektör alan¬ için lineer dönüşüm olan r
operatörüdür. ( fakat C (M) de lineer dönüşüm olmak zorunda de¼gilidir. Yani

dönüşüm say¬lar üzerinde lineerken, fonksiyonlar üzerinde lineer olmak zorunda

de¼gildir.)

Vektör alanlar¬n¬n � (M) uzay¬ üzerinde rX , takip edece¼gimiz kurallar¬ sa¼glar.

1 ) rX(�Y + �Z) = �rXY + �rXZ 8�; � 2 R için

2 ) M üzerindeki key� f; g diferensiyellenebilir fonksiyonlar için

r(fX+gY )Z = frXZ + grYZ ( C(M)-lineerlik )

3 ) Key� f fonksiyonu için

rX(fY ) = (rXf)Y + frXY ( Leibnitz kural¬ )

rXf = @Xf vektör alan boyunca f fonksiyonunun al¬̧s¬lm¬̧s türevidir.

rXY operatörü X vektör alan¬ boyunca Y vektör alan¬n¬n kovaryant türevi

olarak adland¬r¬l¬r.

M manifoldu üzerinde ( i = 1; 2; 3; :::; n ) için fxig yerel koordinatlar¬n¬ veren
aç¬k formülü yazal¬m.

X = X iei = X i
@

@xi
Y = Y iei = Y i

@

@xi
olmak üzere

@

@xi
baz vektör

alanlar¬n¬ biz bazen @i bazen de ei ile gösterece¼giz.

Gördü¼gümüz özellikleri kullanarak

rXY = rXi@i
Y k@k = X

i(ri

�
Y k@k

�
) r@i = ri ( rfXZ = frXZ )

rX(fY ) = (rXf)Y + frXY ye göre Leibnitz kural¬ndan

ri

�
Y k@k

�
= (riY

k)@k + Y
kri@k d¬r.
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@i bazlar¬ üzerinden ri@k vektör alan¬n¬ da¼g¬tal¬m.

ri@k = �
m
ik@m olarak alal¬m ve

ri

�
Y k@k

�
=
@Y k (x)

@xi
@k + Y

k�mik@m dir. Buradan

rXY = X
i
@Y k (x)

@xi
@k +X

iY k�mik@m

(rXY )
m = X i(

@Y m (x)

@xi
+ Y k�mik) bileşenleridir.

f�mikg katsay¬lar¬ fxig koordinatlar¬ndaki Christo¤el sembolleri olarak adland¬r¬l¬r.
Bu katsay¬lar kovaryant türevi konneksiyon olarak tan¬mlar.

Biz vektör alanlar¬n¬n kovaryant türevi üzerindeki formüllerde gördük ki kon-

neksiyonu , yerel koordinatlar içerisinde Christo¤el sembolleri ile tan¬mlamak

zorunda kald¬k.

3.1.2. Key� bir konneksiyon için Christo¤el sembollerinin dönüşümü

r , M manifoldu üzerinde bir konneksiyon olsun. f�ikmg, fxig yerel koordinat-

lar¬ içerisinde bu konneksiyonun Christo¤el sembolleri olsun.

ri@k = �
m
ik@m ve ri

�
Y k@k

�
=
@Y k (x)

@xi
@k + Y

k�mik@m ye göre

rXY = Xm
@Y i (x)

@xm
@

@xi
+ Xm�imkY

k
@

@xi
ve özellikle r@m

@k = �imk@i olarak

elde ederiz.

fxi0g yeni koordinatlar¬n içerisinde Christo¤el sembolerini hesaplarken bu il-

i̧skiyi kullanaca¼g¬z.

r@m0
@k0 = �

i0

m0k0@i0

@m0 =
@

@xm
0
=
@xm

@xm
0

@

@xm
=
@xm

@xm
0
@m dir.Bundan dolay¬ C(M) de lineerlik ve

Leibnitz kural¬ nedeniyle ,

�i
0

m0k0@i0 = r@m0
@k0 = r@m0(

@xk

@xk
0
@k)

= (
@xk

@xk
0
)r@m0

@k +
@

@xm
0
(
@xk

@xk
0
)@k
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= (
@xk

@xk
0
)r @xm

@xm
0 @m
@k +

@2xk

@xm
0

@xk
0
@k

=
@xk

@xk
0

@xm

@xm
0
r@m@k +

@2xk

@xm
0

@xk
0
@k

=
@xk

@xk
0

@xm

@xm
0
�imk@i +

@2xk

@xm
0

@xk
0
@k

=
@xk

@xk
0

@xm

@xm
0
�imk

@xi
0

@xi
@i0 +

@2xk

@xm
0

@xk
0

@xi
0

@xk
@i0

Bu formülün ilk ve son terimlerini kaŗs¬laşt¬r¬rsak bu dönüşüm kural¬n¬ elde ed-

eriz.

f�ikmg , fxig yerel koordinatlar¬n¬n r konneksiyonunun Christo¤el sembolleri ;
�
�i

0

k0m0

	
,
�
xi

0
	
yeni yerel koordinatlar¬n¬n r konneksiyonunun Christo¤el sem-

bolleri olmak üzere

�i
0

m0k0 =
@xk

@xk
0

@xm

@xm
0

@xi
0

@xi
�imk+

@2xk

@xm
0

@xk
0

@xi
0

@xk
(3.1)

olarak elde edilir.

Sonuç 3.3 : Christo¤el sembolleri tensör dönüşümü de¼gildir. E¼ger ikinci terim

s¬f¬ra eşitse yani koordinat dönüşümleri

�
1

2

�
tipindeki tensörler için ayn¬ şekilde

dönüşüm kurallar¬ olan yukar¬daki dönüşüm kurallar¬yla lineerdir.

Genel durumda bu do¼gru de¼gilidir. Christo¤el sembolleri key� lineer olmayan

koordinat dönüşümleri alt¬nda tensör olarak dönüşüm de¼gildir.

( Yukar¬daki formülün ikinci teriminden görülür )

3.1.3. Standart Düz A�n Konneksiyon

Konneksiyonun özelliklerini takip ederek; r@i
@k = �

m
ik@m vektör alan¬n her nok-

tadaki bazlar¬nda konneksiyonu tan¬mlamak için yeterlidir.

Yani bu konneksiyonun Christo¤el sembollerini tan¬mlamak için yeterlidir.

Örnek 3.1 : fx1; x2; :::; xng kartezyen koordinatlar¬ ile En n-boyutlu Öklid

uzay¬n¬ düşünelim.

Konneksiyonun tan¬m¬ndan tüm Christo¤el sembolleri s¬f¬ra eşittir.
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Çözüm : rei
ek = �

m
ik@m = 0 =) �mik = 0 (3.2)

bulunur.

Christo¤el sembolleri verilen kartezyen koordinatlarda s¬f¬ra eşitse key� kartezyen

koordinatlarda da s¬f¬ra eşit mi ?

Bu konneksiyonun Christo¤el sembolleri, key� koordinat sistemleri de s¬f¬ra eşit

mi ?

Bu sorular¬n cevab¬ için fxig koordinatlar¬ içerisinde

rXY = X
m
@Y i

@xm
@

@xi
(3.3)

den ( 3.2 ) ili̧skisine dikkat etmeliyiz.

xi
0

= xi
0 fx1; x2; :::; xng key� yeni koordinatlar¬n¬ düşünelim. Key� R vektör

alan¬ için dönüşüm kural¬n¬ hat¬rlayal¬m.

R = Rm
@

@xm
= Rm

@xm
0

@xm
@

@xm
0

yani Rm
0

=
@xm

0

@xm
Rm ve Rm =

@xm

@xm
0
Rm

0

şeklinde al¬n¬rsa

( 3.3 ) den biz

rXY = X
m
@Y i

@xm
@

@xi
= Xm

@

@xm
(Y i)

@

@xi

= Xm
@xm

0

@xm
@

@xm
0
(
@xi

@xi
0
Y i

0

)
@

@xi

= Xm0 @

@xm
0
(
@xi

@xi
0
Y i

0

)
@

@xi

= Xm0 @

@xm
0
(Y i

0

)
@xi

@xi
0

@

@xi
+Xm0 @2xi

@xm
0

@xi
0
(Y i

0

)
@

@xi

= Xm0 @Y i
0

@xm
0

@

@xi
0
+Xm0 @2xi

@xm
0

@xi
0
(Y i

0

)
@

@xi| {z }
ek terim

Eski ve yeni koordinatlar ars¬ndaki ili̧ski lineerdir () ek terim key� X; Y

vektör alanlar¬ için s¬f¬ra eşittir.

@2xi

@xm
0

@xi
0
= 0 yani xi = bi+aki x

k (3.4)

Önerme 3.1 : Verilen konneksiyonun tüm Christo¤el sembolleri , verilen fxig
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koordinat sistemi içerisinde s¬f¬ra eşit olsun. O zaman bu konneksiyonun tüm

Christo¤el sembolleri
�
xi

0
	
key� koordinat sisteminde s¬f¬ra eşittir. Öyleki eski

ve

yeni koordinatlar aras¬ndaki ili̧ski lineerdir.

Yani xi = bi + aki x
k d¬r. E¼ger yeni koordinat sistemindeki dönüşüm lineer

de¼gilse yani
@2xi

@xm
0

@xi
0
6= 0 ise o zaman genellikle bu konneksiyonun Christo¤el

sembolleri
�
xi

0
	
yeni koordinat sistemleri içerisinde s¬f¬ra eşit de¼gildir.

Sonuç 3.4 : A�n koordinat sisteminde bu konneksiyona göre tüm Christo¤el

sembolleri s¬f¬rd¬r. Yani xi = bi + aki x
k koordinatlar¬ için r konneksiyonuna göre

tüm �mik = 0 d¬r.

Tan¬m 3.1 : E¼ger bu konneksiyonun tüm Christo¤el semboleri verilen koordinat

sisteminde s¬f¬ra eşit olacak şekilde koordinat sistemi varsa, biz bu konneksiyonu

r düz konneksiyon olarak adland¬raca¼g¬z.

Özellikle ( 3.2 ) konneksiyonu key� kartezyen koordinatlar içerisinde Christo¤el

sembolleri s¬f¬rd¬.

Sonuç 3.5 : Konneksiyonda , e¼ger verilen kartezyen koordinatlar içerisinde

Christo¤el sembolleri s¬f¬ra eşitse , key� kartezyen koordinatlar içerisinde de s¬f¬ra

eşittir.

Bundan dolay¬ takip edece¼gimiz tan¬m do¼grudur.

Tan¬m 3.2 : Christo¤el sembolleri kartezyen koordinatlar içerisinde s¬f¬rlan¬rken

En üzerindeki konneksiyonu standart düz konneksiyon olarak adland¬raca¼g¬z.

Sonuç 3.6 : Öklid uzay¬ndaki standart düz konneksiyonu , kartezyen koordi-

natlar genel olarak tan¬mland¬¼g¬ndan bu yana , tek bir şekilde tan¬mlan¬r.

Di¼ger taraftan key� manifold üzerinde , Christo¤el sembollerini yerel koordinatlar

içerisinde s¬f¬rlayan şart taraf¬ndan yerel düz konneksiyon tan¬mlan¬r ve sadece

key� yerel koordinatlar seçilerek düz konneksiyon tan¬mlan¬r.

Bu genel bir şekilde düz konneksiyonu tan¬mlamak anlam¬na gelmez.
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Biz Christo¤el sembolleri için dönüşüm yasas¬n¬ ö¼grendikten sonra bu konuyu ele

alaca¼g¬z.

Sonuç 3.7 : Düz konneksiyonun simetrik konneksiyondur.

Örnek 3.2 : E2 de ki ( 3.2 ) ba¼g¬nt¬s¬n¬ düşünelim. O düz konneksiyondur.

Kutupsal koordinatlarda bu konneksiyonun Christo¤el sembollerini hesaplayal¬m.

Çözüm :

8
<
:
x = r cos'

y = r sin'

8
<
:
r =

p
x2 + y2

' = arctan
y

x

K¬smi türevlerin, jakobi matris dönüşümünü yazal¬m.

0
@xr yr

x' y'

1
A =

0
@ cos' sin'

�r sin' r cos'

1
A

0
@rx 'x

ry 'y

1
A =

0
B@

xp
x2+y2

�y

x2+y2

yp
x2+y2

x
x2+y2

1
CA (3.5)

�i
0

m0k0 =
@xk

@xk
0

@xm

@xm
0

@xi
0

@xi
�imk +

@2xk

@xm
0

@xk
0

@xi
0

@xk
göre ve Christo¤el sembolleri

(x; y) kartezyen koordinatlar içerisinde s¬f¬ra eşit oldu¼gundan , biz

�i
0

m0k0 =
@2xr

@xm
0

@xk
0

@xi
0

@xr
elde ederiz.

Burada (x1; x2) = (x; y) , (x1
0

; x2
0

) = (r; ') dir.

Şimdi ( 3.4 ) ü kullanarak

�rrr =
@2x

@r@r

@r

@x
+
@2y

@r@r

@r

@y
= 0

�rr' = �
r
'r =

@2x

@r@'

@r

@x
+
@2y

@r@'

@r

@y
= � sin' cos'+ sin' cos'

= 0
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�r'' =
@2x

@'@'

@r

@x
+

@2y

@'@'

@r

@y
= �r cos' cos'� r sin' sin'
= �r

�'rr =
@2x

@r@r

@'

@x
+
@2y

@r@r

@'

@y
= 0

�''r = �
'
r' =

@2x

@r@'

@'

@x
+
@2y

@r@'

@'

@y
= sin'

1

r
sin'+ cos'

1

r
cos'

=
1

r

�''' =
@2x

@'@'

@'

@x
+

@2y

@'@'

@'

@y
= �r cos'(�1

r
sin') + (�r sin')(1

r
cos')

= 0

Bundan dolay¬ kutupsal koordinatlardaki ( 3.3 ) kovaryant türevi

rr@r = �
r
rr@r + �

'
rr@' = 0

r'@r = �
r
r'@r + �

'
r'@' =

1

r
@'

rr@' = �
r
r'@r + �

'
r'@' =

1

r
@'

r'@' = �
r
''@r + �

'
''@' = �r@r

görünümünü takip ederek elde edece¼giz.

Sonuç 3.8 : Daha sonra geodeziklerde çal¬̧st¬¼g¬m¬zda Christo¤el sembollerini

çok h¬zl¬ hesaplamak için bir metod ö¼grenece¼giz.

3.1.4. Konneksiyonun varl¬¼g¬n¬n küresel yönleri

Biz özel aksiyomlara uyarak vektör alanlar¬ üzerinde operatör olarak konneksiy-

onu tan¬mlad¬k. Sonra verilen koordinatlarda konneksiyonu Christo¤el sembolleri

yard¬m¬yla tan¬mlad¬k. Di¼ger taraftan, biz manifoldlar üzerindeki genel koordi-

natlarda global bir şekilde tan¬mlanmad¬¼g¬n¬ biliyoruz.

( Öklid uzay¬nda kartezyen koordinatlarda global bir şekilde tan¬mlanmad¬¼g¬nda
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bu bizim için bir sorun de¼gildir. )

Yerel koordinatlar kullanarak konneksiyonu global bir şekilde nas¬l tan¬mlar¬z

?

Global bir şekilde en az bir konneksiyon var m¬ ?

Global biŗsekilde tan¬mlanan düz konneksiyon var m¬ ?

E¼ger biz farkl¬ koordinatlardan gidersek,

�i
0

m0k0 =
@xk

@xk
0

@xm

@xm
0

@xi
0

@xi
�imk +

@2xk

@xm
0

@xk
0

@xi
0

@xk

formülünden Christo¤el sembolleri için yeni bir dönüşüm tan¬mlayaca¼g¬z.

f(xi�; U�)g , M manifoldu üzerinde atlas olsun. E¼ger r konneksiyonu M mani-

foldu üzerinde tan¬mlan¬rsa her bir (xi�) ( yerel koordinat ) haritas¬nda tan¬m-

lanan Christo¤el sembolleri ��ikm ile gösterece¼giz. E¼ger (xi�); (x
i0

�) verilen bir

nokta civar¬nda yerel koordinatlar¬ farkl¬ ise ( 3.1 ) e göre

(�)�
i0

k0m0 =
@xk(�)

@xk
0

(�)

@xm(�)

@xm
0

(�)

@xi
0

(�)

@xi(�) (�)

�
(�)i
mk +

@2xk(�)

@xm
0

(�)@x
k0

(�)

@xi
0

(�)

@xk(�)

elde edilir.

Tan¬m 3.3 : f(xi�; U�)g , M manifoldu üzerinde bir atlas olsun.

f�ikmg Christo¤el sembollerinin cümlesi , e¼ger bu atlastan (xi�); (xi
0

�) her iki yerel

koordinat¬ için

(�)�
i
km =

@xk(�)

@xk
0

(�)

@xm(�)

@xm
0

(�)

@xi
0

(�)

@xi(�) (�)

�
(�)i
mk +

@2xk(�)

@xm
0

(�)@x
k0

(�)

@xi
0

(�)

@xk(�)

dönüşüm kural¬na uyuluyorsa, bu atlas M manifoldu üzerinde konneksiyonu

global bir şekilde tan¬mlad¬¼g¬n¬ söyleriz.

Birimin parçalan¬̧s¬n¬ kullanarak , aç¬k bir şekilde inşa edilen global konneksiy-

onun varl¬¼g¬n¬ ispat ederiz.
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f(xi�; U�)g , ( � = 1; 2; 3; :::; n ) M manifoldu üzerinde sonlu atlas olsun ve

f��g bu atlasta düzeltilmi̧s birimin parças¬ olsun. U� tan¬m kümesinde tan¬m-

lanan yerel konneksiyon (�)�ikm ile gösterilsin öyle ki bu koordinatlar içerisinde

onun bileşenleri s¬f¬ra eşittir. fxi�g koordinatlar¬ içerisinde bu yerel konneksiy-

onun Christo¤el seembollerini (�)
(�)�

i
km ile gösterelim.

(
(�)
(�)�

i
km = 0 d¬r. ) Şimdi

�ikm(x) =
P
�

��(x)
(�)
(�)�

i
km(x) =

P
�

��(x)
@xi(�)

@xi
0

(�)

@2xi
0

(�)(x)

@xm(�)@x
k
(�)

formülü taraf¬ndan konneksiyon global bir şekilde tan¬mland¬.

Genellikle bu konneksiyon düz konneksiyon de¼gildir.

3.2. Yüzeyler Üzerine ·Indirgenmi̧s Konneksiyon

M , Öklid uzay¬na gömülü bir manifold ( uzay ) olsun. En üzerindeki standart

düz konneksiyon , takip edece¼gimiz yol içerisinde yüzey üzerindeki konneksiyona

indirgenecek.

X; Y M yüzeyindeki te¼get vektör alanlar¬ ve er En deki standart düz konnek-

siyon olsun. Genellikle

Z = erXY M manifolduna te¼get de¼gildir.

·Iki vektör alan¬ üzerinde onlar¬n ayr¬̧s¬m¬n¬ düşünelim.

Z = Zte�get + Zdik erXY = (erXY )te�get + (erXY )dik

Burada Zdik M yüzeyine dik vektör bileşenidir ve Zte�get yüzeye te¼get vek-

tör bileşenidir.

rM
X Y = (erXY )te�get formülü takip edilerek M yüzeyi üzerinde rM indirgen-

mi̧s konneksiyonu tan¬mlan¬r:

rM : rM
X Y = (erXY )te�get
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Sonuç 3.9 : En üzerindeki key� bir konneksiyon için bu yap¬ gerekebilir.

3.2.1. E3 deki yüzey üzerine indirgenmi̧s konneksiyonun hesaplanmas¬

r = r(u; v) E3 te bir yüzey olsun. er E3 te düz konneksiyon olsun.

rM : rM
X Y = (erXY )te�get = erXY � n

D
erXY; n

E

Burada n , M nin dik vektör alan¬d¬r.

Özel olarak düşünelim.

Örnek 3.3 : Küre üzerine indirgenmi̧s konneksiyon

E3 de R yar¬çapl¬ küreyi düşünelim.

r(�; ') =

8
>>><
>>>:

0
BBB@

x = R sin � cos'

y = R sin � sin'

z = R cos �

1
CCCA

r� =

0
BBB@

R cos � cos'

R cos � sin'

�R sin �

1
CCCA r' =

0
BBB@

�R sin � sin'
R sin � cos'

0

1
CCCA n =

0
BBB@

sin � cos'

sin � sin'

cos �

1
CCCA

r� =
@r(�; ')

@�
, r' =

@r(�; ')

@'
baz te¼get vektörler ve n birim normal vek-

tör olmak üzere küre üzerindeki r indirgenmi̧s konneksiyonunu hesaplayal¬m :

·Ilk olarak r@�@� y¬ hesaplayal¬m.

r@�@� = (
@r�

@�
)te�get = (r��)te�get

Di¼ger taraftan
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r�� =

0
BBB@

�R sin � cos'
�R sin � sin'
�R cos �

1
CCCA = �Rn normal vektörle orant¬l¬d¬r. Yani

(r��)te�get = 0 d¬r.

Buradan

r@�@� = (r��)te�get = 0 =) �'�� = �
�
�� = 0

olarak elde ederiz.

Şimdi r@�@' ve r@'@� y¬ hesaplayal¬m.

r@�@' = r@'@� = (
@r'

@�
)te�get = (

@r�

@'
)te�get = (r'�)te�get =

0
BBB@

�R cos � sin'
R cos � cos'

0

1
CCCA

te�get

(r'�)te�get vektörünün n ye dik oldu¼gunu görebiliriz.

h(r'�)te�get; ni = �R cos � sin' sin � cos'+R cos � cos' sin � sin'

= 0

Bundan dolay¬ ;

r@�@' = r@'@� = (r'�)te�get = r'� =

0
BBB@

�R cos � sin'
R cos � cos'

0

1
CCCA = cot �r'

Buradan

r@�@' = r@'@� = cot �@' = �
�
�'@� + �

'
�'@'

=) ���' = �
�
'� = 0 ve �'�' = �

'
'� = cot �

bulunur.

Son olarak r@'@' yi hesaplayal¬m.

r@'@' = (r'')te�get =

0
BBB@

�R sin � cos'
�R sin � sin'

0

1
CCCA

te�get

Te¼get vektörlerin küre üzerine izdüşümünü alal¬m.
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r@'@' = (r'')te�get = r'' � n hr''; ni

=

0
BBB@

�R sin � cos'
�R sin � sin'

0

1
CCCA�

0
BBB@

sin � cos'

sin � sin'

cos �

1
CCCA (�R sin

2 � cos2 '�R sin2 � sin2 ')

=

0
BBB@

�R sin � cos'
�R sin � sin'

0

1
CCCA�

0
BBB@

sin � cos'

sin � sin'

cos �

1
CCCA (�R sin

2 �
�
cos2 '+ sin2 '

�
)

= � sin � cos'

0
BBB@

R cos � cos'

R cos � sin'

�R sin �

1
CCCA

= � sin � cos'r�

Yani r@'@' = � sin � cos'r� = ��''@� + �'''@'
=) ��'' = � sin � cos' ve �''' = 0

olarak bulunur.

3.3. Levi-Civita Konneksiyonu

3.3.1. Simetrik Konneksiyon

Tan¬m 3.4 : E¼ger �ikm Christo¤el sembolleri alt indislere göre simetrikse yani

�ikm = �
i
mk ise bu durumda konneksiyona simetriktir denir.

Yukar¬da gösterilen indirgenmi̧s konneksiyon ve standart düz konneksiyon simetrik

konneksiyonlard¬r.

Simetrik konneksiyonun sabit tan¬m¬ :

r konneksiyonu , e¼ger key� X; Y vektör alanlar¬ için

rXY �rYX � [X; Y ] = 0 ise simetriktir.

36



E¼ger biz @k; @m baz alanlar¬n¬ bu tan¬ma uygularsak ve [@k; @m] = 0 de¼gi̧sme

özelli¼gini kullan¬rsak

r@k
@m �r@m

@k = �
i
km@i � �imk@i = 0

bulunur ve buradan

�ikm@i � �imk@i = 0
=) �ikm@i = �

i
mk@i

=) �ikm = �
i
mk

şart¬n¬ elde ederiz.

3.3.2. Levi-Civita Konneksiyonu, Teorem ve Aç¬k formülü

(M;G) bir Riemann manifoldu olsun.

Tan¬m 3.5 : ( Teorem ) r simetrik konneksiyonu , e¼ger metrik ile uyumlu

ise yani key� X; Y; Z vektör alanlar¬ için

@X hY; Zi = hrXY; Zi+ hY;rXZi

skaler çarp¬m¬ koruyorsa Levi-Civita konneksiyonu olarak adland¬r¬l¬r.

Riemann manifoldlar¬ üzerinde Levi-Civita konneksiyonu tek olarak vard¬r.

Levi-Civita konneksiyonunun yerel koordinatlar içerisindeki Christo¤el sembolleri

�imk =
1

2
gij(

@gjm

@xk
+
@gjk

@xm
�@gmk
@xj

) (3.6)

formülü ile verilir.

Burada G = gikdxidxk yerel koordinatlardaki Riemann metri¼gidir ve
gik

 da

kgikk matrisinin invers matrisidir.

·Ispat : Bu konneksiyonun varl¬¼g¬n¬ kabul edelim ve �ikm de bu konneksiy-

onun Christo¤el sembolleri olsun.

@X hY; Zi = hrXY; Zi+ hY;rXZi
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formülü için

X = @m , Y = @i , Z = @k vektör alanlar¬n¬ düşünelim.

@mgik = h�rmi@r; @ki+ h@i;�rmk@ri

= �rmigrk + �
r
mkgir

ve key� m; i; k indisleri için

�mik = �
r
migrk

olarak gösterirsek

@mgik = �mik + �mki

olarak elde ederiz yani

�ikm = �
i
mk oldu¼gundan �mik = �imk simetrikli¼gini kullanarak

�mik = @mgik � �mki = @mgik � �kmi

= @mgik � (@kgmi � �kim)

= @mgik � @kgmi + �kim

= @mgik � @kgmi + �ikm

= @mgik � @kgmi + (@igkm � �imk)

= @mgik � @kgmi + @igkm � �imk

= @mgik + @igkm � @kgmi � �mik
Bundan dolay¬

�mik =
1

2
(@mgik + @igmk � @kgmi)

=) �imk =
1

2
gkr(@mgir+@igmr�@rgmi) (3.7)

E¼ger bu konneksiyon varsa

�imk =
1

2
gij(

@gjm

@xk
+
@gjk

@xm
� @gmk

@xj
) formülü ile verildi¼gini gördük. Di¼ger

taraftan

@mgik = h�rmi@r; @ki+ h@i;�rmk@ri

= �rmigrk + �
r
mkgir

şartlar¬na uyarak ( 3.6 ) formülünü gördük.

r@i
@k = �

m
ik@m den dolay¬ biz konneksiyonun varl¬¼g¬n¬ ve tekli¼gini ispat ettik.

Örneklerle düşünelim :
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G = adu2 + bdv2 metri¼gi ile 2-boyutlu Riemann manifoldu üzerinde Levi-

Civita konneksiyonu ,

Örnek 3.4 : G = a (u; v) du2 + b (u; v) dv2 Riemann metri¼gi ile 2-boyutlu

manifoldu düşünelim.

G =

0
@g11 g12

g21 g22

1
A =

0
@a (u; v) 0

0 b (u; v)

1
A

Levi-Civita konneksiyonunun Christo¤el sembollerini hesaplayal¬m:

( 3.7 ) yi kullanarak gösterelim.

�111 =
1

2
(@1g11 + @1g11 � @1g11) =

1

2
@1g11

=
1

2
au,

�211 = �121 =
1

2
(@1g21 + @2g11 � @1g12) =

1

2
av,

�221 =
1

2
(@2g21 + @2g21 � @1g22) = �

1

2
bu,

�112 =
1

2
(@1g12 + @1g12 � @2g11) = �

1

2
av,

�122 =
1

2
(@1g22 + @2g12 � @2g12) =

1

2
bu,

�222 =
1

2
(@2g22 + @2g22 � @2g22) =

1

2
bv .

�ikm = g
ir�kmr hesaplamam¬z için G = adu2 + bdv2 metri¼ginden

G�1 =

0
@g

11 g12

g21 g22

1
A =

0
@

1
a(u;v)

0

0 1
b(u;v)

1
A

ifadesine dikkat etmeliyiz.

Bundan dolay¬,

�111 = g
11�111 + g12|{z}

= 0

�112 =
au

2a
,

�211 = g
22�112 = �

av

2b
,

�112 = �
1
21 = g

11�211 =
av

2a
,

�212 = �
2
21 = g

22�212 =
bu

2b
,
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�122 = g
11�221 = �

bu

2a
ve

�222 = g
22�222 =

bv

2b
bulunur.

Örnek 3.5 : Tekrar kürenin örne¼gini düşünlim

Küre üzerinde Levi-Civita konneksiyonunu hesaplayal¬m.

Küre üzerindeki birinci kuadratik form ( Riemann metri¼gi )

G = R2d�2 +R2 sin2 �d'2 dir.

Burada biz ;

a (�; ') = R2 , b (�; ') = R2 sin2 � , ( u = � , v = ' ) alarak önceki örnekteki

hesaplamalar¬ kullanal¬m. Böylece

a� = a' = b' = 0

oldu¼gunu belirleriz. Bundan dolay¬ sadece � n¬n aşikar olmayan bileşenlerini bu-

laca¼g¬z.

��'' =
�b�
2a

=
� sin 2�
2

( �''� =
�R2 sin 2�

2
)

�'�' = �
'
'� =

b�

2b
=
cos �

sin �
( ��'' =

R2 sin 2�

2
)

Di¼ger tüm bileşenler s¬f¬ra eşittir. Yani

���� = �
�
�' = �

�
'� = �

'
�� = �

'
'' = 0

olur.

Sonuç 3.10 : Küre üzerindeki Levi-Civita konneksiyonunun Christo¤el sem-

bolleri indirgenmi̧s konneksiyonun Christo¤el sembolleri ile alt bölümdeki yüzey

üzerine indirgenmi̧s konneksiyonda hesapland¬¼g¬nda çak¬̧st¬¼g¬n¬ görece¼giz.
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3.3.3. E3 deki yüzeyler üzerine indirgenmi̧s Levi-Civita konneksiyon

Standart düz konneksiyonun Christo¤el sembolleri kartezyen koordinatlar içerisinde

s¬f¬rlan¬r. Di¼ger taraftan Öklid uzay¬ üzerindeki standart Riemann metri¼gi

G = gikdx
idxk görünümündedir. gik matrisi sabit girdilidir. Bundan dolay¬,

Levi-Civita konneksiyonunun Christo¤el sembolleri

�imk =
1

2
gij(

@gjm

@xk
+
@gjk

@xm
� @gmk
@xj

)

formülünden Levi-Civita ya göre ayr¬ca s¬f¬rlan¬r.

Öklid uzay¬ndaki standart düz konneksiyon , Öklid uzay¬ üzerindeki standart

metri¼gin Levi-Civita konneksiyonudur.

Biz şimdi Öklid uzay¬ içerisindeki yüzeyler üzerinde Levi-Civita konneksiyonunun

standart düz konneksiyon taraf¬ndan yüzeyler üzerine indirgenmi̧s konneksiyon ile

çak¬̧st¬¼g¬n¬ gösterece¼giz:

M : r = r(u; v) E3 de bir yüzey, G M yüzeyi üzerine indirgenmi̧s Rie-

mann metri¼gi ve r da bu metri¼gin Levi-Civita konneksiyonu olsun.

Biz rM indirgenmi̧s konneksiyonunun M yüzeyine te¼get key� X;Y vektör

alanlar¬ için

rM
X Y , erXY vektör alan¬n¬n tanjant uzay üzerine izdüşümüne eşit olacak şekilde

tan¬mland¬¼g¬n¬ biliyoruz.

rM
X Y = (erXY )te�get

dir.

Burada er, E3 deki standart düz konneksiyondur. ( kartezyen koordinatlarda

Christo¤el sembolleri s¬f¬rlan¬yor )

Biz tanjant uzay üzerinde yüzeyin noktas¬na ba¼glanan A vektörünün izdüşümünü

Ate�get olarak gösterecegiz ve Ate�get = A�n hA; ni dir. ( n yüzeyin birim vektör

alan¬ )

Teorem 3.1 : E3 içindeki r = r(u; v) yüzeyi üzerine indirgenmi̧s konnek-

siyon E3 Öklid uzay¬ üzerindeki standart metrik taraf¬ndan indirgenmi̧s Riemann
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metri¼ginin Levi-Civita konneksiyonu ile çak¬̧smaktad¬r.

·Ispat : rM , r = r(u; v) denklemleri taraf¬ndan verilen E3 içindeki M

yüzeyi üzerindeki indirgenmi̧s konneksiyon olsun.

ru; rv baz vektörleri üzerinden bu konneksiyonu düşünerek simetrik konneksiyon

oldu¼gunu gösterecegiz. Gerçekten

rM
@u
@v = (ruv)te�get = (rvu)te�get = rM

@v
@u =) �uuv = �

u
vu , �

v
uv = �

v
vu

Buradan rM simetriktir.

Bu konneksiyonun M yüzeyi üzerinde skaler çarp¬m¬ korudu¼gunu ispatlayal¬m.

X; Y; Z key� tanjant vektörleri için

@X hY; ZiE3 =
D
erXY ; Z

E
E3
+
D
Y ; erXZ

E
E3

E3 üzerindeki standart düz konneksiyon, E3 deki standart metri¼gi korur.(

kartezyen koordinatlar içerisinde aşikard¬r )

Şimdi M yüzeyi üzerinde yukar¬daki denklemin izdüşümü , e¼ger A yüzeye

ba¼glanan key� bir vektör ve Ate�get te yüzeye tanjant uzay üzerindeki izdüşümü

ise her B te¼get vektörü için

hA;BiE3 skaler çarp¬m¬ , A� Ate�get vektörü yüzeye dik oldu¼gundan
hAte�get; BiE3 = hAte�get; BiM skaler çarp¬m¬na eşittir.

Bundan dolay¬ biz ;

@X hY; ZiM =
D
erXY ; Z

E
E3
+
D
Y ; erXZ

E
E3

=


rM
X Y; Z

�
M
+


Y;rM

X Z
�
M

sonucunu ç¬kar¬r¬z.

·Indirgenmi̧s konneksiyonun, indirgenmi̧s metri¼gi koruyan simetrik konneksiyon

oldu¼gunu gördük. Bundan dolay¬ Levi-Civita teoremi nedeniyle o tektir ve

�imk =
1

2
gij(

@gjm

@xk
+
@gjk

@xm
� @gmk
@xj

)
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formülü ile ifade edilir.

Sonuç 3.11 : Daha genel ifadelerin ispat¬ ve yeni formülü daha kolay olur.

Sonuç 3.12 : M , (E;G) Riemann manifoldu içerisinde alt manifold olsun. Daha

sonra bu altmanifold üzerine indirgenmi̧s metri¼gin Levi-Civita konneksiyonu ile

G metri¼ginin Levi-Civita konneksiyonu taraf¬ndan manifold üzerine indirgenmi̧s

konneksiyon çak¬̧s¬r.
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4. PARALEL TAŞIMA VE GEODEZ·IKLER

4.1. Paralel Taş¬ma

Tan¬m 4.1 : M , r a�n konneksiyonu ile donan¬lm¬̧s bir manifold olsun.

C : x(t) t0 � t � t1 aral¬¼g¬nda xi = xi(t) koordinatlar¬na sahip M manifoldu

üzerinde bir e¼gri;

X = X (t0) , C e¼grisinin xi(t0) koordinatlar¬ ile x0 başlang¬ç noktas¬na ba¼gl¬

key� te¼get vektör olsun. Yani X (t0) 2 TMx
0

, xi(t0) koordinatlar¬ ile x0 nok-

tas¬nda M manifolduna te¼get bir vektördür. ( X vektörü C e¼grisine te¼get

olmasa da olur , şart de¼gil )

X(t) , t0 � t � t1 aral¬¼g¬nda , e¼ger
1 ) t0 � t � t1 aral¬¼g¬nda key� t için X = X (t) vektörü ( X (t) jt = 0 = X (t0)

) C e¼grisinin x(t) noktas¬na ba¼gl¬ bir vektör ise yani ; X (t) , C e¼grisinin x(t)

noktas¬nda M manifolduna te¼get bir vektör ise

2) C e¼grisi boyunca X(t) nin kovaryant türevi

rX
dt

= rX
v = 0 (4.1)

bu duruda t0 � t � t1 aral¬¼g¬nda C : xi = xi(t) e¼grisi boyunca X (t0) 2 TMx
0

vektörünün paralel taş¬mas¬d¬r diyecegiz.

Bileşenler ; e¼ger Xm (t) , X(t) vektör alan¬n¬n bileşenleri , vm(t) , C e¼grisinin v

h¬z vektörünün bileşenleridir.

X(t) = Xm (t)
@

@xm
jx(t) v =

dx(t)

dt
=
dxi

dt

@

@xm
jx(t)

rX
dt

= rvX = 0 koşulundan

dX i(t)

dt
+vk(t)�ikm(x

i(t))Xm (t) = 0 (4.2)

yazabiliriz.
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Sonuç 4.1 : Biz bazen X(t) nin , e¼ger X(t) , C e¼grisi boyunca X vektörünün

paralel taş¬mas¬ ise C e¼grisi boyunca kovaryant olarak sabit oldu¼gunu söyleyebil-

iriz.

E¼ger biz standart düz konneksiyon ile Öklid uzay¬n¬ düşünürsek karetezyen

koordinatlar içerisinde Christo¤el sembolleri s¬f¬rlan¬r ve paralel taş¬ma
rX
dt

= rvX = 0 , X(t) sabit vektör olmas¬ndan başka biŗsey de¼gildir.

rX
dt

= rvX = 0 =) dX i(t)

dt
+ vk(t)�ikm|{z}

= 0

(xi(t))Xm (t) = 0

=) dX i(t)

dt
= 0

=) X(t) sabit vektör.

4.1.1. Paralel taş¬ma lineer dönüşümdür

r konneksiyonu ile M manifoldu üzerinde x0; x1 iki farkl¬ noktay¬ düşünelim.

C bu noktalar¬ birleştiren x(t) e¼grisi olsun.

( 4.1 ) deki X(t) paralel taş¬mas¬ , x0 noktas¬ndaki tanjant vektörlerin ve

x1 noktas¬ndaki tanjant vektörlerin aras¬ndaki dönüşüm olarak tan¬mlan¬r. Bu

dönüşüm C e¼grisi üzerine ba¼gl¬d¬r. Ayn¬ noktalarda birleşen farkl¬ e¼griler

boyunca paralel taş¬ma genellikle farkl¬d¬r. ( E¼ger Öklid uzy¬nda de¼gilsek )

Di¼ger bir deyi̧sle , paralel taş¬ma bu noktalar¬ birleştiren e¼grinin parametrizasy-

onuna ba¼gl¬ olmayan tanjant uzaylar¬n bir lineer dönüşümüdür.

Önerme 4.1 : X(t) , t0 � t � t1 aral¬¼g¬nda x(t0) = x0 x(t1) = x1 nok-

talar¬n¬ birleştiren C : x = x(t) e¼grisi boyunca X (t0) 2 TMx
0

vektörünün paralel

taş¬mas¬ olsun. Daha sonra

�C : Tx0M 3 X(t0) �! X(t1) 2 Tx1M (4.3)

dönüşümü C e¼grisinin parametrisazyonlar¬na ba¼gl¬ olmayan Tx0M vektör uza-

y¬ndan Tx1M vektör uzay¬na lineer dönüşümdür.

Gerçek şu ki ( 4.3 ) dönüşümü, üstelik ( 4.2 ) deki diferensiyel denklemi takip

ederek parametrizasyona ba¼gl¬ de¼gildir.
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Asl¬nda t = t(�) , � 0 � � � � 1 t(� 0) = t0 t(� 1) = t1 C e¼grisinin başka

paremetrizasyonu olsun.

dX i(t)

dt
+vk(t)�ikm(x

i(t))Xm (t) = 0 denklemi ile
dt

d�
yi çarparsak ve v0(�) = t�v(t)

h¬z¬n¬ kullan¬rsak

dX i(t(�))

d�
+ v0k(t(�))�ikm(x

i(t(�)))Xm (t(�)) = 0

diferensiyel denklemini elde ederiz.

Ayn¬ başlang¬ç koşullar¬ ile X(t(�)) fonksiyonlar¬ bu denklemin çözümleridir.

4.1.2. Levi-Civita konneksiyonuna göre paralel taş¬ma

Biz ço¼gunlukla Riemann manifoldlar¬ üzerinde paralel taş¬may¬ düşünece¼giz.

E¼ger (M;G) Riemann manifoldu ise biz ço¼gunlukla G Riemann metri¼ginin Levi-

Civita konneksiyonu olan r konneksiyonuna göre paralel taş¬may¬ düşünece¼giz.

Önerme 4.2 : Vektörün uzunlu¼gu Levi-Civita konneksiyonuna göre paralel taş¬ma

boyunca korunur.

·Ispat : Paralel taş¬man¬n ( 4.1 ) deki tan¬m¬ndan ve Levi-Civita konneksiy-

onunun @X hY; Zi = hrXY; Zi+ hY;rXZi tan¬m¬n¬ takip ederek ispatlayal¬m:
X(t) paralel taş¬mas¬ ise rvX(t) = 0 ,

Levi-Civita konneksiyonu @X hY; Zi = hrXY; Zi+ hY;rXZi

d

dt
hX(t); X(t)i = @v hX(t); X(t)i

= hrvX(t); X(t)i+ hX(t);rvX(t)i

= 2

*
rvX(t)| {z }

= 0

; X(t)

+

= 0

=) hX(t); X(t)i = sabit
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=) kX(t)k2 = sabit
Bundan dolay¬ kX(t)k sabittir.

Örnek 4.1 : Skaler çarp¬m¬n paralel taş¬ma boyunca korunur.

4.2. Geodezikler

4.2.1. Riemann manifoldu üzerinde geodezikler

M , r konneksiyonu ile donan¬lm¬̧s bir manifold olsun.

Tan¬m 4.2 : C : xi = xi(t) parametrelenmi̧s e¼grisi e¼ger v(t) : vi(t) =
dxi(t)

dt
h¬z

vektörü bu e¼gri boyunca kovaryant olarak sabit ise yani h¬z vektörü e¼gri boyunca

paralel kal¬yorsa bu e¼griyi geodezik olarak adland¬raca¼g¬z.

rvv =
dv

dt
=
dvi(t)

dt
+ vk(t)�ikm(x

i(t))vm (t) = 0

ve

d2xi(t)

dt2
+
dxk(t)

dt
�ikm(x

i(t))
dxm(t)

dt
= 0

d¬r.

Bunlar ikinci dereceden lineer diferensiyel denklemlerdir.

Bu denklemlerin çözümü vard¬r ve çözümün xi(t0) = xi0 ,
�

x
i
(t0) =

�

x
i

0 key�

başlang¬ç verilerine göre tek oldu¼gu ispatlanabilir.

Di¼ger bir deyi̧sle; C : x(t) e¼grisi e¼ger e¼gri boyunca h¬z vektörünün paralel taş¬mas¬

e¼grinin her bir noktas¬nda h¬z vektörü ise C : x(t) e¼grisi geodeziktir.

Riemannmanifoldlar¬ üzerinde Levi-Civita konneksiyonu ile tan¬mlanan geodezik-

leri Riemann manifoldlar¬ üzerindeki geodezikler olarak adland¬raca¼g¬z.

Biz ço¼gunlukla Riemann manifoldalar¬ üzerindeki geodezikleri düşünece¼giz.

Riemann manifoldu üzerindeki geodeziklerin her bir noktas¬ndaki h¬z vektörleri
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Levi-Civita konneksiyonu ile bir paralel taş¬mad¬r. Bundan dolay¬ önermenin

d

dt
hX(t); X(t)i = 2 hrvX(t); X(t)i = 0

şart¬ nedeniyle h¬z vektörlerinin uzunlu¼gu sabit kal¬r.

Sonuç 4.2 : E¼ger C : x(t) Riemann manifoldu üzerinde geodezik ise h¬z vek-

törünün uzunlu¼gu geodezik boyunca korunur.

·Ispat : Konneksiyon , Levi-Civita konneksiyonu oldu¼gundan ve o tanjant vek-

törlerin skaler çarp¬m¬n¬ korudu¼gundan , v h¬z vektörünün uzunlu¼gu geodezik

boyunca korunur.

4.2.2. Parametrik olarak verilmemi̧s geodezikler

Biz parametrelenmi̧s bir e¼gri , geodeziktir öyleki h¬z vektörü e¼gri boyunca ko-

varyantca sabit olarak tan¬mlad¬k.

E¼ger biz e¼grinin parametrizasyonunu de¼gi̧stirirsek ne yapaca¼g¬z ?

Başka bir soru : Bir tanjant vektör e¼gri boyunca, bu e¼griye tanjant kalan paralel

taş¬ma olarak ele al¬ns¬n.� Bu e¼gri ( uygun bir parametrizasyonla ) bir geodezik

olur � ifadesi do¼gru mu ?

Tan¬m 4.3 : E¼ger uygun parametrizasyon alt¬nda geodezikler için

rvv =
dv

dt
=
dvi(t)

dt
+ vk(t)�ikm(x

i(t))vm (t) = 0

denklemini sa¼glayan e¼griye parametresiz olarak verilen geodezik e¼gri ad¬ verilir.

C parametresiz geodezik olsun. Takip edece¼gimiz önerme geçerlidir.

Önerme 4.3 : C ( parametresiz ) e¼grisi geodeziktir() e¼gri üzerindeki s¬f¬rdan

farkl¬ tanjant vektör paralel taş¬ma boyunca e¼griye te¼get kal¬r.
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·Ispat : A e¼grinin p 2 C noktas¬nda te¼get vektör olsun. Paralel taş¬ma e¼grinin

parametrizasyonuna ba¼gl¬ de¼gildir. xi = xi(t) uygun parametrizasyonunu seçe-

lim öyleki xi(t) geodezikler için

rvv =
dvi(t)

dt
+ vk(t)�ikm(x

i(t))vm (t) = 0

denklemini gösterelim. Yani v(t) h¬z vektörü e¼gri boyunca kovaryantca sabittir.

rvv = 0 d¬r. E¼ger ( c skaler katsay¬ olmak üzere ) A(t0) = cv(t0) p noktas¬nda

verilirse , A(t) = v(t) lineerli¼gi nedeniyle A vektörünün paralel taş¬mas¬d¬r. A(t)

vektörü h¬z vektörüne orant¬l¬ oldu¼gundan dolay¬ e¼griye te¼gettir.

Biz her bir te¼get vektörün paralel taş¬ma boyunca e¼griye te¼get kald¬¼g¬n¬ ispat-

lad¬k.

Şimdi tersini ispat edelim:

A(t) s¬f¬r olmayan bir vektörün paralel taş¬mas¬ ve h¬z vektörü ile orant¬l¬ olsun.

E¼ger A(t) = c(t)v(t) parametrizasyonunu veren t = t(�) yeni parametrizasy-

onunu seçelim.

Buradan
dt(�)

d�
= c(t) dir.

H¬z vektörünün yeni parametrizasyonu

v0(�) =
dt(�)

d�
v(t(�)) = c(t)v(t)

= A(t(�))

dir. Biz h¬z vektörünün kovaryantca sabit kalan parametrizasyonunun elde et-

tik. Böylece biz parametrelenmi̧s geodezi¼gi bulduk. Bundan dolay¬ C e¼grisi bir

geodeziktir.

Sonuç 4.3 : E¼ger xi = xi(t) key� parametrizasyon içerisinde geodezik ve

s = s(t) do¼gal parametre ise ( e¼grinin uzunlu¼gunda tan¬mlanan ) xi(t(s)) para-

metrelenmi̧s geodezik oldu¼gunu görürüz.
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4.2.3. E3 deki yüzeyler üzerinde geodezikler

M : r = (u; u0) E3 te bir yüzey olsun. GM indirgenmi̧s Riemann metri¼gi ve r, M
yüzeyi üzeinde Levi-Civita konneksiyonu olsun. G metri¼ginin Levi-Civita kon-

neksiyonunu M yüzeyi üzerinde düşünelim.

C key� bir geodezik ve v(t) =
dr(t)

dt
h¬z vektörü olsun. Geodezi¼gin tan¬m¬na

göre rvv = 0 d¬r. Di¼ger taraftan Levi-Civita konneksiyonunun E3 deki

standart düz konneksiyon taraf¬ndan yüzey üzerine indirgenmi̧s konneksiyon ile

çak¬̧st¬¼g¬n¬ biliyoruz. Bundan dolay¬

rvv = 0 = rM
v v = (ervv)te�get

dir.

Kartezyen koordinatlarda

ervv = @vv =
d

dt
v(u(t); u0(t)) =

d2r(t)

dt2
= a

Bundan dolay¬ rvv = rM
v v = (ervv)te�get = 0 oldu¼gundan ivmenin te¼get

bileşeni s¬f¬ra eşittir.

Tersine e¼ger r (t) = (u (t) ; u0(t)) e¼grisi için a(t) ivme vektörü ise rvv = 0

nedeniyle yüzeye diktir.

Önerme 4.4 : M yüzeyi üzerindeki r = (u (t) ; v(t)) e¼grisinin ivme vektörü

M yüzeyine diktir gerek ve yeter şart bu e¼gri geodeziktir.

Di¼ger deyi̧sle Newton�un 2. yasas¬ nedeniyle parçac¬k yüzey üzerindeki geodezik

boyunca hareket etmesi için gerek ve yeter şart kuvvet yüzeye diktir.

Küre ve silindirin geodeziklerini hesaplamak için bu önermeyi kullanmak daha

kolayd¬r.

Örnek 4.2 : Silindirin geodezi¼gi

r(h(t); '(t)) ,

8
>>><
>>>:

x = a cos'

y = a sin'

z = h

silindiri üzerinde bir geodezik olsun.
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Buradan

v =
dr

dt
=

0
BBB@

�a �' sin'
a
�

' cos'
�

h

1
CCCA

ve ivmesi

a =
dv

dt
=

0
BBB@

�a ��' sin'
a
��

' cos'
��

h

1
CCCA

| {z }
te�get ivme

+

0
BBB@

�a �'
2
cos'

�a �'
2
sin'

0

1
CCCA

| {z }
dik ivme

olarak bulunur.

Te¼getsel ivme s¬f¬ra eşit oldu¼gundan dolay¬
d2h

dt2
= 0 ve h(t) = h0 + c t elde

edilir.

Dik ivme sabit h¬z ile çember üzerinde dönmenin merkezcil ivmesidir. ( OXY

düzlemi üzerine izdüşümü )

Geodezik bir helistir.

Örnek 4.3 : Kürenin geodezi¼gi

r = r(�(t); '(t)) a yar¬çapl¬ küre üzerindeki geodezik olsun.

r(�; ') =

8
>>><
>>>:

x = a sin � cos'

y = a sin � sin'

z = a cos �

v(t) h¬z vektörü ve r(t) vektörlerinin vektörel çarp¬m¬n¬ düşünelim.

M = r(t)� v(t) olsun.
a(t) ivme vektörü , kürenin yüzeyine diktir önermesi nedeniyle r(t) ile orant¬l¬d¬r.

Bu M(t) nin sabit vektör oldu¼gunu gerektirir.

d

dt
M(t) =

d

dt
r(t)� v(t) = (v(t)� v(t)) + (r(t)� a(t)) = 0

51



Biz M(t) =M0 alal¬m. r(t) , M = r(t)� v(t) ye diktir.
r(t) nin M0 = r(t)�v(t) vektörüne dik düzleme ve küreye ait oldu¼gunu gördük.
Küre ile bu düzlemin arakesiti büyük çemberlerdir.

E¼ger r(t) geodezikse bundan dolay¬ ( parametresiz e¼grilerdeki gibi ) onun büyük

çemberlere ait oldu¼gunu ispatlad¬k.

Tersi aşikard¬r. E¼ger parçac¬k sabit h¬z ile büyük çember boyunca hareket ederse

aç¬k bir şekilde ivme vektörü yüzeye diktir.

Sonuç 4.4 : M = r(t) � v(t) vektörü dönme momentidir.Bu dönme momenti

izotropik uzay içerisinde hareket integralidir.

4.3. Riemann Manifoldlar¬ Üzerinde Serbest Taneci¼gin Lagrangian-

lar¬ ve Geodezikler

4.3.1. Euler-Lagrange Denklemi ve Lagrangian

M manifoldu üzerindeki h¬z vektörleri ve noktalar üzerindeki L = L(x;
�

x)

fonksiyonu M manifoldu üzerinde Lagrangiand¬r.

L :M � TM �! R

(x;
�

x) �! L(x;
�

x)

L birinci k¬smi türevleri sürekli reel de¼gerli fonksiyondur ve Lagrangian olarak

adland¬r¬l¬r.

d

dt
(
@L

@
�

x
i
) =

@L

@xi
(4.4)

ikinci dereceden diferensiyel denklemini takip ederek L = L(x;
�

x) Lagrangian¬n¬

belirleyelim.

Detayl¬ olarak
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d

dt
(
@L

@
�

x
i
) =

@2L

@xm@
�

x
i

�

x
m
+

@2L

@
�

x
m
@
�

x
i

��

x
m
=
@L

@xi
(4.5)

Bu denklemler L Lagrangian¬n¬n Euler-Lagrange denklemleri olarak adland¬r¬l¬r.

4.3.2. Serbest Taneci¼gin Lagrangian¬

G = gikdx
idxk olmak üzere (M;G) Riemann manifoldu olsun.

L = L(x;
�

x) Lagrangian¬ , e¼ger

L =
gik

�

x
i �
x
k

2
(4.6)

ise M Riemann manifoldu üzerindeki serbest taneci¼gin Lagrangian¬d¬r denir.

Örnek 4.4 : Öklid uzay¬ndaki serbest tanecik

E3 deki standart G = dx2 + dy2 + dz2 metri¼gini düşünelim.

L =
gik

�

x
i �
x
k

2
=

�

x
2
+

�

y
2
+

�

z
2

2
dir.

Dikkat edilirse bu Lagrangiand¬r ve bu aş¬r¬ miktardaki serbest taneci¼gin di-

nami¼ginde tan¬mlan¬r.

Örnek 4.5 : Küre üzerindeki serbest tanecik

R yar¬çapl¬ küre üzerindeki metrik G = R2d�2 +R2 sin2 �d'2 dir.

Serbest taneci¼gin Lagrangian¬ için s¬ras¬yla

L =
gik

�

x
i �
x
k

2
=
R2

�

�
2

+R2 sin2 �
�

'
2

2
(4.7)

olarak bulunur.

53



4.3.3. Euler-Lagrange Denklemleri ve Geodeziklerin Deklemleri

Teorem 4.1 : Serbest taneci¼gin Lagrangian¬n¬n Euler Lagrange denklemleri ,

geodezikler için ikinci dereceden diferensiyel denklemlere denktir.

Bu teorem Christo¤el sembollerinin hesaplanmas¬n¬ çok kolay hale getirir.

Bu teoremi do¼grudan hesaplamalarla ispatlayal¬m:

L =
gik

�

x
i �
x
k

2
Lagrangian¬ için

d

dt
(
@L

@
�

x
i
) =

@L

@xi
Euler Lagrange denklemini

hesaplayal¬m.

d

dt
(
@L

@
�

x
i
) =

d

dt
(
@(
gmk

�

x
m �

x
k

2
)

@
�

x
i

) =
d

dt
(gik

�

x
k
)

= gik
��

x
k
+
@gik

@xm
�

x
m �

x
k

ve

@L

@xi
=
@(
gmk

�

x
m �

x
k

2
)

@xi
=
1

2

@gmk

@xi
�

x
m �

x
k

Bundan dolay¬

d

dt
(
@L

@
�

x
i
) = gik

��

x
k
+
@gik

@xm
�

x
m �

x
k
=
@L

@xi
=
1

2

@gmk

@xi
�

x
m �

x
k

=) gik
��

x
k
+
@gik

@xm
�

x
m �

x
k
=
1

2

@gmk

@xi
�

x
m �

x
k

elde ederiz. Dikkat edilirse

@mgik
�

x
m �

x
k
=
1

2
(@mgik

�

x
m �

x
k
+ @kgim

�

x
m �

x
k
) d¬r.

Bundan dolay¬;

gik
d2xk

dt2
+
1

2
(@mgik + @kgim � @igmk)

�

xm
�

xk = 0

denklemini elde ederiz.
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gik invers matrisi ile çarparsak biz;

d2xi

dt2
+
1

2
gij
�
@gjm

@xk
+
@gjk

@xm
� @gmk
@xj

�
dxm

dt

dxk

dt
= 0 (4.8)

elde ederiz.

Levi-Civita konneksiyonunun Christo¤el sembollerini burda ay¬rt edersek ve bu

denklemi;

d2xi

dt2
+
dxm

dt
�imk

dxk

dt
= 0

gibi elde ederiz. Bu

rvv =
rv
dt
=
dvi

dt
+ vk�ikmv

m = 0

dan başka biŗsey de¼gildir.

Bu teoremin uygulamalar¬: Levi-Civita konneksiyonunun Christo¤el sembollerini

hesaplar.

(4.6)� deki Lagrangian için (4.5)� daki Euler-Lagrangian denklemlerini

hesaplayal¬m.

d

dt

 
@L

@
�

x
i

!
=
d

dt

0
BBBBBB@

@

0
@gmk

�

xm
�

xk

2

1
A

@
�

x
i

1
CCCCCCA

=
d

dt

�
gik

�

x
k
�

= gik
��

xk +
@gik

@xm

�

xm
�

xk

ve

@L

@xi
=

@

0
@gmk

�

xm
�

xk

2

1
A

@xi

=
1

2

@gmk

@xm

�

xm
�

xk
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d¬r. Bundan dolay¬;

d

dt

 
@L

@
�

x
i

!
= gik

��

xk +
@gik

@xm

�

xm
�

xk

=
@L

@xi

=
1

2

@gmk

@xm

�

xm
�

xk

dir.

gik

��

xk + @mgik
�

xm
�

xk = 1
2
@igmk

�

xm
�

xk

olur. Dikkat edilirse;

@mgik
�

xm
�

xk =
1

2

�
@mgik

�

xm
�

xk + @kgim
�

xm
�

xk
�

d¬r. Burada;

gik
d2xk

dt2
+
1

2
(@mgik + @kgim � @igmk)

�

xm
�

xk

denklemini veririz. gik ters matrisi ile çarparsak;

d2xi

dt2
+
1

2
gij
�
@gjm

@xk
+
@gjk

@xm
� @gmk
@xj

�
dxm

dt

dxk

dt
= 0

olur.

Biz Levi-Civita konneksiyonunun Christo¤el sembollerini burada görerek , den-

klemi yeniden yazarsak;

d2xi

dt2
+
dxm

dt
�imk

dxk

dt
= 0 (4.9)

olur.

Bu teoremin uygulamalar¬: Levi-Civita konneksiyounun Christo¤el sembollerini

hesaplar.
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4.3.4. Lagrangianlar¬ Kullanarak Geodezikler ve

Christo¤el Sembollerinin Hesaplanmas¬n¬n Örnekleri

2 örnek düşünelim:

Buldu¼gumuz geodezikleri ve Lagrangianlar¬ kullanarak Lobachevsky düzlemi ve

E3 �deki küre üzerindeki Levi-Civita konneksiyonunu hesaplayal¬m.

Örnek 4.6 : E3 �deki R yar¬çapl¬ küre;

Küre üzerindeki serbest parçac¬¼g¬n Lagrangian¬n¬ (4.7)� de verdik.

L =
R2

�

�
2

+R2 sin2 �'2

2

Geodeziklerle tan¬mlanan Euler-Lagrange denklemleri:

d

dt

 
@L

@
�

�

!
� @L
@�

=
d

dt

�
R2

�

�

�
�R2 sin � cos � �'

2
= 0 =)

��

� � sin � cos � �'
2
= 0

(4.10)

d

dt

 
@L

@
�

'

!
� @L
@'

=
d

dt

�
R2 sin2 �

�

'
�
= 0 =) ��

'+ 2 cot �
�

�
�

' = 0

Christo¤el sembolleri içindeki geodezik denklemleri ile Euler-Lagrange

denklemleri kaŗs¬laşt¬ral¬m.

��

� + ����
�

�
2

+ 2���'
�

�
�

'+ ��''
�

'
2
= 0

��

'+ �'��
�

�
2

+ 2�'�'
�

�
�

'+ �'''
�

'
2
= 0

Biz,

���� = �
�
�' = �

�
'� = 0 ; �

�
'' = � sin � cos � (4:11)

�'�� = �
'
'' = 0 ; �

'
�' = �

'
'� = cot � (4:12)

elde ederiz.

Daha önce alt bölümde küre üzerindeki önceki hesaplamalar ile

kaŗs¬laşt¬r¬rsak, küre üzerindeki büyük çemberlerin geodezik oldu¼gunu ispatlad¬k.;
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Bu gerçe¼gin bir başka daha basit ispat¬n¬ düşünelim.

Geodezikleri bulmak için ( 4.10 ) daki ikinci dereceden diferensiyel denklemleri

çözmek zorunday¬z.

' = '0 ; � = �0 + t büyük çemberlerinin;

� (t) jt=0= �0 ;
�

� (t) jt=0= 1 ; ' (t) jt=0= '0 ;
�

' (t) jt=0= 0 (4:13)

başlang¬ç koşullar¬ ile ( 4.4 ) �daki ikinci dereceden diferensiyel denklemlerin

çözümü oldu¼gu görülür.

Örnek 4.7 : Lobachevsky düzlemi;

G =
dx2 + dy2

y2

metri¼gi ile Lobachevsky düzlemi üzerindeki serbest parçac¬¼g¬n Lagrangian¬;

L =
1

2

�

x
2
+

�

y
2

y2

dir.

Euler-Lagrange denklemleri;

@L

@x
= 0 =

d

dt

�
@L

@
�

x

�
=
d

dt

 
�

x

y2

!
=

��

x

y2
� 2

�

x
�

y

y3

yani;
��

x� 2
�

x
�

y

y
= 0

@L

@y
= �

�

x
2
+

�

y
2

y3
=
d

dt

 
@L

@
�

y

!
=
d

dt

 
�

y

y2

!
=

��

y

y2
� 2

�

y
2

y3

yani;

��

y +

�

x2

y
�

�

y
2

y
= 0

��

x
i
� �

x
k
�ikm

�

x
m
= 0 ; (i = 1; 2 ; x = x1 ; y = x2)

geodezik denklemleri ile bu denklemleri kaŗs¬laşt¬r¬rsak;

�xxx = 0 ; �
x
xy = �

x
yx = �

1

y
; �xyy = 0 ; �

y
xx =

1

y
; �yxy = �

y
yx = 0 ; �

y
yy = �

1

y
dir.

58



Küredeki gibi benzer yolla Lobacevsky düzlemi üzerindeki geodezikleri bulabili-

riz. ·Ilk olarak dik ¬̧s¬nlar¬n geodezik oldu¼gunu görebiliriz. Daha sonra mutlak bir

merkez ile inversiyonu kullanarak mutlak bir merkezi geodezik olarak çemberlerin

yay¬n¬ görebiliriz.

4.3.5. Sal¬n¬m ·Ilkesi ve Euler Lagrange Denklemleri

Burada çok k¬sa bir şekilde Euler Lagrange denklemlerini, sal¬n¬m ilkesinde nas¬l

bir yol takip edece¼gimizi aç¬klayaca¼g¬z.

M bir manifold(Riemann olmas¬ gerekmiyor) ve

L = L
�
xi;

�

x
i
�

de bu manifold üzerindeki Lagrangian olsun.

t = t1 zaman¬nda x1 noktas¬nda başlayan ve t = t2 zaman¬nda x2 noktas¬nda

biten e¼grilerin uzay¬n¬; Mx2;t2
x1;t1

ile gösterelim.

M
x2;t2
x1;t1

= fC : x (t) ; t1 � t � t2 ; x (t1) = x1 ; x (t2) = x2g

M
x2;t2
x1;t1

uzay¬ üzerindeki S fonksiyonelini takip ederek düşünelim.

8x (t) 2 Mx2;t2
x1;t1

e¼grisi için;

S [x (t)] =
t2R
t1

L
�
xi (t) ;

�

x
i
(t)
�
dt

dir.

Bu fonksiyonel, eylem (hareket) fonksiyoneli olarak adland¬r¬l¬r.

Teorem 4.2 : S fonksiyoneli x0 (t) 2 Mx2;t2
x1;t1

yolu üzerinde en küçük dereceye

ulaş̧s¬n.Yani;

8x (t) 2Mx2;t2
x1;t1

; S [x0 (t)] � S [x (t)]

x0 (t) yolu L Lagrangian¬n¬n Euler-Lagrange denklemlerinin çözümüdür. E¼ger;
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x (t) = x0 (t) ise

d

dt

 
@L

@
�

x
i

!
=
@L

@xi

dir.

Sonuç 4.5 : Bazen x (t) yolu, eylem fonksiyonelinin eksteremumu (aş¬t)

olarak adland¬r¬l¬r.

Biz geodeziklerin en k¬sa e¼griler anlamda oldu¼gunu göstermek için

kullanaca¼g¬z.

4.4. Geodezik ve En K¬sa Uzakl¬k

Siz birçok geodezi¼gin en k¬sa e¼gri anlamda oldu¼gunu biliyorsunuz. Bu önermeye

tam bir anlam verece¼giz ve sal¬n¬m ilkesini kullanarak bunu ispatlayaca¼g¬z.

Teorem 4.3 : x1 ve x2 M (Riemann manifoldu) üzerinde iki nokta olsun. Bu

noktalar¬ birleştiren en k¬sa e¼gri geodezi¼gin yay¬d¬r.

C , M manifoldu üzerinde geodezik ve x1 2 C olsun. x1 noktas¬na yak¬n olan

ve x2 � C key� noktas¬ için x1; x2 noktalar¬n¬ birleştiren geodezi¼gin yay¬, bu iki

nokta aras¬ndaki en k¬sa e¼gridir.

Bu teorem geodezik için iki farkl¬ yaklaş¬md¬r, h¬z vektörlerinin paralel ötelemesi

ve en k¬sa uzakl¬k aras¬nda bir köprü yapar.

·Ispat¬n Tasla¼g¬ : Aşa¼g¬daki iki Lagrangian¬ düşünün. Serbest taneci¼gin

Lagrangian¬;

L =
gik (x)

�

x
i �
x
k

2

ve uzakl¬k Lagrangian¬;
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eL
�
x;

�

x
�
=

q
gik (x)

�

x
i �
x
k

=
p
2L

dir.

E¼ger C : xi (t) ; t1 � t � t2 M üzerinde bir e¼gri ise C e¼grisinin uzunlu¼gu;

t2R
t1

eL
�
xi (t) ;

�

x
i
(t)
�
dt =

t2R
t1

q
gik (x (t))

�

x
i
(t)

�

x
k
(t)dt

dir.

Teoremin ispat¬ aşa¼g¬daki gözlemi takip eder.

t2R
t1

eL
�
xi (t) ;

�

x
i
(t)
�
dt

uzunluk fonksiyoneli için Euler-Lagrange denklemlerinin gözlemi;

S [x (t)] =
t2R
t1

L
�
xi (t) ;

�

x
i
(t)
�
dt

eylem fonksiyoneli için Euler-Lagrange denklemine denktir.

Bu çak¬̧sma eylem fonksiyonelleri ve uzunluk fonksiyonellerinin ekstremumu an-

lam¬na gelmektedir.

Gerçekten de en k¬sa e¼grilerin eylem fonksiyoneli için Euler-Lagrange denklem-

lerini gösteren bu gözlem ve sal¬n¬m ilkesinden takip ederiz.

Eylem fonksiyoneli için Euler-Lagrange denklemlerinde önce geodezikleri tan¬m-

lamay¬ gösterdik. Bundan dolay¬ en k¬sa e¼griler geodeziklerdir.

Do¼grudan hesaplamalarla bu gözlemi kontrol edelim.

eL =
q
gik (x)

�

x
i �
x
k

=
p
2L

Lagrangian için Euler-Lagrange denklemlerini hesaplayal¬m.
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d

dt

 
@eL
@
�

x
i

!
� @eL
@xi

=
d

dt

0
@ 1q

gik (x)
�

x
i �
x
k
gik

�

x
k

1
A� 1

2

q
gik (x)

�

x
i �
x
k

@gkm
�

x
k �
x
m

@xi

=
d

dt

 
1

eL
@L

@
�

x
i

!
� 1

eL
@L

@xi

= 0

Dikkat edilirse;

t2R
t1

eL
�
xi (t) ;

�

x
i
(t)
�
dt

uzunluk fonksiyoneli hesaplamalar¬n¬ kolaylaşt¬rmak için sabit(de¼gi̧smez) yeni

paremetrizasyonlu halidir.

s (t) do¼gal paremetrisini veya xi (t) e¼grisi üzerinde do¼gal paremetreyle orant¬l¬

olan bir paremetre seçelim. Biz eL = sabit elde ederiz ve

d

dt

 
@eL
@
�

x
i

!
� @eL
@xi

=
1

eL

 
d

dt

 
@L

@
�

x
i

!
� @L

@xi

!

= 0

bulunur.

Biz çak¬̧san uzunluk ve eylem Lagrangianlar¬ için Euler-Lagrange denklemlerini

gösterdik.

Öklid uzay¬ndaki do¼grular iki nokta aras¬ndaki en k¬sa uzakl¬kt¬r. Başka bir ifade

ile onlar¬n h¬z vektörleri sabittir.

Biz şimdi fark¬na vard¬k ki genellleştirilmi̧s Riemann manifoldlar¬ içinde geodezik-

lerin rolü üstelik iki kat¬d¬r. Onlar h¬z vektörleri kovaryant olarak sabit bölgelerce

en k¬sad¬r.

4.4.1. Küre ve Lobachevsky Düzlemi ·Için Tekrar Geodezikler

Geodeziklerin en k¬sa olmas¬ bize geodezikleri hesaplamak için başka bir araç

verir. Gerçekten geodezikler bölgesel olarak en k¬sa e¼grilerdir.

R yar¬çapl¬ E3 �deki küreyi tekrar düşünelim.
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G = R2
�
d�2 + sin2 �d'2

�

indirgenmi̧s Riemann metri¼gi, �; ' koordinatlar¬ küre üzerinde key� A ve B nok-

talar¬n¬ düşünelim. (�0; '0) ; A noktas¬n¬n koordinatlar¬, (�1; '1) ; B noktas¬n¬n

koordinatlar¬ olsun. CAB, bu noktalar¬ birleştiren e¼gri olsun.

CAB : � (t) ; ' (t) ; � (t0) = �0 ; � (t1) = �1 ; ' (t0) = '0 ; ' (t1) = '1

olsun.

LCAB =
R
R

q
�2t + sin

2 � (t)'2tdt

dir.

Kabul edelim ki A ve B ayn¬ anlamda olsun. Yani e¼ger; (�0; '0) ; A noktas¬n¬n

koordinatlar¬ ve (�1; '1) ; B noktas¬n¬n koordinatlar¬ ise '0 = '1 dir.

Şimdi o bir meridyen yay¬ oldu¼gu kolayca görülebilir. Bu ' = '0 e¼grisi bir geo-

deziktir.

Gerçekten, � (t0) = � (t1) = �0 , ' (t0) = ' (t1) = '0 , A ve B noktalar¬n¬ bir-

leştiren � (t) ; ' (t) key� e¼grisini düşünelim. A;B noktalar¬n¬ birleştiren meridyen

uzunlu¼gu e¼grinin uzunlu¼gunu kaŗs¬laşt¬ral¬m.

t1R
t0

R

q
�2t + sin

2 � (t)'2tdt � R
t1R
t0

p
�2tdt = R

t1R
t0

�tdt = R (�1 � �0)

BöyleceA veB noktalar¬n¬ birleştiren büyük çemberlerin en k¬sa oldu¼gunu gördük.

Küre üzerindeki büyük çemberler geodeziklerdir. Küre üzerindeki geodezikler

merkezden geçen düzlem ile kürenin kesi̧simi olan çemberlerdir.

Lobachevsky Düzlemi Üzerindeki Geodezikler

Lobachevsky düzlemindeki Riemann metri¼gi;

G =
dx2 + dy2

y2
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dir.

' : x = x (t) ; y = y (t) e¼grisinin uzunlu¼gu;

L =
R qx2t+y

2
t

y2(t)
dt

ye eşittir.

[1; "] dikey aral¬¼g¬n uzunlu¼gu özellikle "! 0 ise sonsuza yaklaş¬r.

L =
R
s
x2t + y

2
t

y2 (t)
dt

=
1R
"

r
1

t2
dt

= log
1

"

y = 0 do¼grusunun(çizgisinin) her noktas¬ndaki uzakl¬k sonsuza eşit oldu¼gu gördük.

Lobachevsky düzlemi üzerinde A = (x0; y0) ; B = (x1; y1) noktalar¬n¬ düşünelim.

Dikey çizgilerin Lobachevsky düzleminin geodezikleri oldu¼gunu kolayca gördük.

Böylece A ve B noktalar¬ x = x0 ¬̧s¬n¬ üzerinde olsun. CAB bu noktalar¬ birleştiren

x = x0 ¬̧s¬n¬n¬n yay¬ olsun.

CAB : x = x0 ; y = y0 + t

CAB e¼grisinin uzunlu¼gu;

x (t) jt=0= x0 ; y (t) jt=0= y0 ; x (t) jt=t1= x0 ; y (t) jt=t1= y1
bu noktalar¬ birleştiren x = x (t) ; y = y (t) key� e¼grisinin uzunlu¼gundan küçük

veya eşittir.

t1R
0

s
x2t + y

2
t

y2 (t)
dt �

t1R
0

s
y2t
y2 (t)

dt =
y1R
y0

dt

t
= log

y1

y0

CAB � nin uzunlu¼gudur.

Bundan dolay¬ CAB en k¬sad¬r. Biz dikey ¬̧s¬nlar¬n geodezikler oldu¼gunu gös-

terdik.

Şimdi x0 6= x1 durumunu düşünelim. Ayn¬ dikey ¬̧s¬nlar üzerinde olmayan A;B
noktalar¬n¬ birleştiren geodezikleri bulal¬m.
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Merkezi mutlak üzerinde olan iki noktadan geçen yar¬m çemberi düşünelim. Biz

onun geodezik oldu¼gunu gösterece¼giz.

(a; 0) çemberin merkezinin koordinatlar¬ olsun. (r; ') kutupsal koordinatlar¬

düşünelim.

x = a+ r cos' ; y = r sin'

Bu kutupsal koordinatlarda yar¬m çemberlerin r-koordinatlar¬ sabittir.Bu koor-

dinatlarda Lobachevsky metri¼gini bulal¬m.

dx = �r sin'd'+ cos'dr
dy = r cos'd'+ sin'dr

dx2 + dy2 = dr2 + r2d'2

G =
dx2 + dy2

y2

=
dr2 + r2d'2

r2 sin2 '

=
d'2

sin2 '
+

dr2

r2 sin2 '

dir.

A;B noktalar¬n¬ birleştiren key� e¼grinin uzunlu¼gu çemberin yay¬n¬n uzunlu¼gun-

dan büyük ya da eşittir.

LAB =
t1R
t0

s
'2t
sin2 '

+
r2t

r2 sin2 '
dt �

t1R
t0

s
'2t
sin2 '

dt

=
t1R
t0

't
sin'

dt

=
'1R
'0

d'

sin'

= log tan
'

2

'1

j
'0

= log
tan
'1
2

tan
'0
2

dir.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Öklid uzay¬nda kovaryant türev ve şekil operatörü tan¬t¬ld¬ ve bu uzayda stan-

dart metrik kullan¬larak geodezikler bulundu. Daha sonra Riemann metri¼gi aç¬k-

land¬. Riemann manifoldlar¬ üzerinde konneksiyon tan¬mlanarak bu konneksiyon

yard¬m¬yla Christo¤el sembolleri bulundu. Levi-Civita konneksiyonu ve bir yüzey

üzerine indirgenmi̧s konneksiyon tan¬mlanarak bunlar yard¬m¬yla geodezikler bu-

lundu. Ayr¬ca Levi-Civita konneksiyonu kullan¬larak paralel taş¬ma anlat¬ld¬.

Son olarak Euler-Lagrange denklemleri ve Lagrangian kullan¬larak geodeziklerin

hesaplanmas¬ anlat¬ld¬. Yukar¬da söylenenlerin hepsi örneklendirilerek somut hale

getirilmi̧stir.
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