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OZET

RIEMANN GEODEZIKLERI

ERDAL , Ibrahim
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman : Prof. Dr. Halit GUNDOGAN
Haziran 2015, 68 sayfa

Bu tez ¢alismasi dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris i¢in ayrilmistir.
Ikinci boliimde, baz1 temel tanimlar, kavramlar ve teoremler verilmistir. Ayrica
geodezikler Oklid uzayinda standart metrige gore incelenmistir.

Ucgiincii boliimde, Riemann manifoldlarinda konneksiyonun tanimi verilmis ve bu
konneksiyon kullanilarak Christoffel sembolleri tanimlanmistir. Ayrica bu boliimde
Levi-Civita konneksiyonu ve yiizeyler tizerine indirgenmis konneksiyon
tanimlanmustir.

Dordiincii boliimde, Riemann manifoldlar iizerinde Levi-Civita konneksiyonuna
gore paralel tasima ve geodezikler incelenmistir. Ayrica, Euler-Lagrange denklemleri

ve Lagrangian kullanilarak geodezikler verilmistir.

Anahtar Kelimeler : Geodezik, Konneksiyon, Euler-Lagrange denklemleri,

Lagrangian Riemann metrigi, Riemann manifoldlar



ABSTRACT

RIEMANNIAN GEODESICS

ERDAL , Tbrahim
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Master Thesis
Supervisor : Prof. Dr. Halit GUNDOGAN
June 2015, 68 pages

Thethesis consist of four chapters. Thefirst chapter is reserved for introduction.

In the second chapter, some fundemental definitions, concepts and theorems are
given. In addition, geodesics are investigated as to standard metric on Euclid space.
In the third chapter, definition of connection is given on Riemannian manifolds and
this connnection used describe Christoffel symbols. In addition, this chapter Levi-
Civita connection and induced connection on surfaces are defined.

Finally, in the fourth chapter , parallel transport and geodesics are investigatedas to
Levi-Civita connection on Riemannian manifolds. In addition, Euler-Lagrange

equations and Lagrangian are used given geodesics.

Key Words: Geodesic, Connection, Euler-Lagrange equations, Lagrangian,
Riemannian metric, Riemannian manifold
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1. GIRIS

Diferensiyel geometride geodezik kavrami bircok kez incelenmigtir. Bunun en
tinliisit Gauss” undur. Gauss’ tan 6nce Euler, Lagrange ve Monge bazi egrisel
yiizeyleri incelemislerdi. Fakat, Gauss daha genel olarak incelemis ve diferensiyel
geometrinin birinci biiyiik devresi boylece dogmustur. Ikinci devre 1854 yilinda,
Riemann geometrisi ile olmustur.

Oklid geometrisinde yiizey iizerinde alinan iki nokta arasindaki en kisa uzaklig
veren egri geodezik olarak tanimlanmigti. Bu caligmamizda, Riemann manifold-

lar1 tizerinde Riemann geodezikleri tanitilmaya ¢alisilmigtir.

1.1. Kaynak Ozetleri

H. H. Hacisalihoglu’ nun “Diferensiyel Geometri” adl kitabindan Oklid uzaymn-
daki Frenet formiilleri ele alinmigtir [1]. J. M. Lee’ nin “Riemannian Manifolds
An Introduction to Curvature” ve H. H. Hacisalihoglu’ nun “Yiiksek Diferensiyel
Geometriye girig” adl kitaplarindan kovaryant tiirev ve konneksiyon kavramlari
ele almmigtir [2,3]. Arif Sabuncuoglu’ nun “Diferensiyel Geometri” adli kitabin-
dan sekil operatorii ve kovaryant tiirev konusu aragtirilmigtir [4]. H. H. Hacisal-
ihoglu ve N. Ekmekci’ nin “Tensoér Geometri” adli kitabindan Christoffel sem-
bolleri incelenmistir [5]. Arif Sabuncuoglu ve H. H. Hacisalihoglu’ nun “Difer-
ensiyel Geometri” adli kitabindan Oklid uzayindaki geodezikler konusu ele alin-
nugtir [6]. Holopainen I, Sahlsten T’ nin “Riemannian Geometry” adli kitabindan
afin konneksiyon ve paralel tagima konulari incelenmigtir [7]. Isaac, Chaved’ in
“Riemannian Geometry : A Modern Introduction” ve Barret O’Neill’ in “Semi-
Riemannian Geometry with Applications to General Relativity” adl kitaplarin-
dan Riemann manifoldu ve Riemann metrigi incelenmistir [8,9]. H. M. Khudav-
erdian’ in “Riemannian Geometry” adli kitabindan konnesiyon, Euler-Lagrange

denklemkleri ve Lagrangian konular1 incelenmigtir [10].



1.2. CGalismanin Amaci

Oklid uzayinda standart metrik kullamlarak elde edilen geodeziklerin, Riemann
manifoldlar: tizerinde Riemann metrigi kullanilarak elde edilen geodezikler arasinda
nasil farklhiliklar oldugu ve bu geodeziklerin nasil bulunabilecegini gostermek amaglan-

migtr.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 2.1 : o : ] — E3

s — a(s)=(au(s), as(s), as(s))

birim hizh bir egri olsun. V s € [ i¢in

T =d(s)
1,
N=-T
K
B=TxN , r=]|T|

olmak iizere T ye « egrisinin birim teget vektor alani, N ye « egrisinin asal
normal vektor alani, B ye a egrisinin binormal vektor alani, k ya a egrisinin o s)
noktasindaki egriligi denir.

Ayrica B' = —7N oldugundan 7 ya « egrisinin a(s) noktasindaki burulmasi veya
torsiyonu denir.

Vs eI igin { T(s),N(s),B(s) } TaE® uzaymn ortanormal bazidir.

Buna gore T', N, B vektor alanlarina « egrisinin Frenet vektor alanlar1 denir.

Tanim 2.2 : ( Serret-Frenet formiilleri )

T = kN
N =—xkT +7B
B = —7tN

olmak iizere T',N', B’ ni T,N,B cinsinden yazabiliriz ve bu formiillerede

Serret-Frenet formiilleri denir.

Tamm 2.3 : ( Kovaryant Tiirev ) x(E®) de kovaryant tiirev operatorii D

olmak tizere



D : x(E?) x x(E®) — x(E?)
(V,W) — D(V,W)=D,W :E> — TE?
p — (DyW)(p) = Dy, W
= (Vp[w], Vj [wé] Vo [ws)) |, € TpE?
=30, Vp [wi] 9 P

7

W = (wy,we,ws3) , w; : B> — R diferensiyellenebilir ve V' = (v1,v9,v3) ol-

mak tizere

ow;
Volwl =30 2= | vy |
P =1 gy, P p
yazilabilir.

Aynca a: 1 — E* a(0)=p, o/(0) =1V, olmak iizere

d
Dy W = —(Woa)t) o

esitligi gecerlidir.

Tanmim 2.4 :( Sekil Operatorii ) M bir yiizey ve© N de M yiizeyinin birim
normal vektor alani olsun.
S:x(M) — x(M)
X — S(X)=DyN

fonksiyonuna M yiizeyinin sekil operatorii,
Sy T,M — T,M

Xp — 5p(Xp) = Dy, N
fonksiyonuna da M yiizeyinin p noktasindaki sekil operatorii denir.
Buna gore,
N = (ny,n2,n3) olmak iizere
Dy, N = ( Xp[m], X, [na] , Xp [ns] )
e X, =T g b b X (),
yazilir.
Simdi S doniigiimiiniin lineer oldugunu gosterelim. a,b € R ve XY € x(M)

olmak iizere



=aS(X)+0bS(Y)

X(M) = Sp {F,, F,} oldugundan;

F,, u parametre egrisinin hiz vektorii, F,, v parametre egrisinin hiz vektorii,

F, x F,
ve N= ——
[Fu % F

olmak {izere

a(0)=p ve &'(0)=V, ise VIW € x(M) icin

aw
D = — |=
VPW dt |t_0

olur. O halde

ON
ON
S(F,) = Dy, =5

esitlikleri gegerlidir.

Tanim 2.5 : ( Geodezik Egri ) M bir yiizey, « M yiizeyi iizerinde bir egri
olsun. " ivme vektor alam her « () noktasinda M yiizeyine dik ise a egisin

M vyiizeyi iizerinde geodezik egri veya kisaca geodezik denir.

Teorem 2.1 : a: [ — M

t— alt)
bir geodeziktir <= Vt € M igin o”(t) € (TowyM)™*

Ispat : ', M iizerinde bir geodezik olsun. o/ € (M) ve o € x(M)*
(" || Zoa ) oldugundan
(o, "y =0 dir.

Sonug 2.1 : Bir geodezigin hiz1 sabittir.
5



Ispat : a geodezik olsun. Buradan

(o) = (o, ) + (")

=2(c/,a")

=0
= %(a’,a'} =0 (o, o) = ||o/||” = sabit
= ||/|| = sabit

= « nin hiz1 sabittir.

Sonug 2.2 : « , M yiizeyi iizerinde geodezik olsun. « nin asal normali N

olmak {izere

/ 7

N==—=Zcx()* |, IN|=1 ve
K K

yiizeyin birim normal vektoér alam Z olmak iizere (7 = N veya Z = —N )

)

7 =—N alalim. T = o/ ise
S(T)=S)=D,zZ =27

— _N'
= —(—kT +7B)
=1 —7B

bulunur.

= «, M nin bir geodezigi ise S(T)=rxT —7B dir.

Ornek 2.1 : E? te bir diizlemin geodezigini bulalim.

Coziim : E? te bir diizlem M ve M nin birim normal vektor alani Z olsun.

Z sabittir. a M diizlemi iizerinde bir geodezik olsun.



a:l — M

t — alt)

a geodezik oldugundan «” || Z dir. ( Z sabit oldugundan)
o = \Z yamlabilir. A€ R, o/ € x (M) ve Zex(M)" dir.

= (a/,Z) =0 diwr. Her iki tarafin ¢ yayna gore tiirevi alinirsa

(o, 2 = (", Z) + (!, Z") =0 (Z'=0)
= (", Z) =

= (\Z,Z) =

— MNZ,Z) = ((Z,Z)y=1)

= A=0

= o' =0

Vtel igin o"(t) =0
a(t)=v v € R? sabit
a(t)=p+ut p € E® sabit

a: ]l — M
t— a(t)=p+ot

a M diizlemi tizerinde p noktasindan gecen ve dogrultmani v olan dogrudur.

Tersine o, M diizlemi {izerinde bir dogru olsun.
a:l — M
t—a(t)=p+ut
dt)=v , a't)=0€ ThyM)*
— o € x(M)" dir.

—> «a dogrusu M diizlemi iizerinde bir geodeziktir.

Ornek 2.2 : Bir kiirenin geodeziklerini bulalim.
7



Coziim : M , E? te orjin merkezli r yaricaph kiire olsun.

M = {(z1,79,23) € B> |22+ 23+ 25 =1%}

a , M tzerinde bir geodezik ve o birim hizli olsun.

1
1 - 0
O/ =T y S = —_[2 = |7 1
r 0 =
. T
S(T)=-I(T) = =T ccveeveeeene. (2.1)
r
S(T)=KT —TB ccoovveveiecnn. (2.2) ( @ geodezik oldugundan )

1

(2.1) ve (22) denk = - ve 7 =0 Dbulunur. ( K = sabit ve 7 = 0
r

ise egri gemberdir )

= «, M ylizeyi lizerinde r yaricapl ¢emberdir.

M  kiiresi de o da r yaricaphdir.
= «, M Kkiiresi tizerindeki biiyiik ¢gemberlerdir.

—> Kiirenin geodezikleri biiyiik ¢cemberlerdir.

Tersine kiire tizerinde bir biiyiik cember alip bunun bir geodezik oldugunu

gosterelim.

a:l — E3

t — a(t) = (cost,sint,0)
M kiiresi tizerinde bir biiyiik ¢cemberdir.

o/(t) = (—sint,cost,0) ve a’(t) = (—cost,—sint,0)

|o/(t)|| = Vcos?t 4 sin®t 4 02 = 1
lo(t)]| = Veos? t +sin’t + 0% = 1
T/ "
Z = — = a_
R K
p= [T =l (8)] =1
7 = a_ —a
1



= Z|

Bundan dolay1 « bir geodeziktir.

Ornek 2.3 : Silindirin geodeziklerini bulalim.

Coziim : M , E? te 2%+ y? =r? denklemiyle verilen silindir olsun.

M iizerinde bir o egrisi

a: ]l — M
t — a(t) = (rcosf(t),rsind (t), h(t)) (6(t) 1. dereceden )
h:I — R bir diferensiyellenebilir fonksiyon
t — h(t)
2z, 2y,0 2z, 2y,0 1
M nin normali (22,2y,0) = (22,2y,0) = —(z,9,0) L z ekseni
Va2 + 4y? + 02 2r r

Silindirin normali z eksenine diktir.

o (t) = (—rsin(t)0'(t),r cosO(t)0'(t), ' (t))
a’(t) = (=rcosO()(0'(t))% —rsin(t)(0'(t))?, " (1))

a’(t) || Z oldugundan h"(t) =0 R(t)=a€R

=
=  h(t)=at+b be R sabit

Geodezigin hiz1 sabit oldugundan ||/ (t)|| sabittir.

o (0] = /7S 60 + 1 cos? 0D (1)) + (W (D)
= VP OP+ @

= 0'(t) =sabit O(t)=c Ot)=ct+d ¢,d € R
=  «a(t)=(rcos(ct+d),rsin(ct+d),at+Db)



a egrisi M silindiri tizerinde bir geodeziktir.

Eger ;
c#0 ve a=0 1ise a egrisi cember,
c=0 ve a#0 ise a egrisi dogru,

c#0 ve a#0 ise «a egrisi helistir.

Ornek 2.4 : M , E? te 2% + y? + 22
sun. M nin A = (1,0,0) ve B = (0,

= 1 denklemiyle verilen bir kiire ol-
\g_ \é_) noktalarindan gecen geodezigi

bulup bu geodezigin A ve B noktalar1 arasindaki uzakligini hesaplayiniz.

(Cozilim : Kiirenin geodezikleri biiyiik cemberlerdir.
Bu cember kiire ile A, B ve orjinden gecen diizlemin arakesitidir.

Diizlemin denklemi ;

r oy oz
det(OX,04,0B)= |1 0 0
o V2 V2
2 2
2 2
S
2 2
- —y+z2=0
a:MN(-y+2z=0)
a: {4+ +22=1, —y+2=0}

y==z, 2 +yi+y’=1
= 22+ 2y =1
—> x = cost \/§y:sint

2 2
= a/(t) = (cost, \/7— sint, g sint)  istenen geodeziktir.

[ : Geodezik boyunca A ve B noktalar arasindaki yay uzunlugu olsun.

2 2
a (tg) = (cost, \g_sinto, \é_smto) (1,0,0) = tr =0

V2 V2 V2 V2

a(ty) = (costy, 7smt1, 7smt1) = (0, - 7)

10

m
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o/ (t) = (—sint, > cost, 5 cos t)

1 1
e/ ()] = \/Sin2t+ §C082t+§COSQt: 1
T T

l:/2||o/(t)Hdt:/21dt
0 07r
=t |3
:gbr

Ornek 2.5 : M , E® te 224+ 4> = 4 denklemiyle verilen silindir olsun. M
nin A= (2,0,0) ve B =(0,2,0) noktalarindan gegen geodezigi bulup, geo-

dezik boyunca A ve B noktalar: arasindaki uzakligi hesaplayiniz.

Coziim : Silindirin ekseni z eksenidir. (dogrultusu ez = (0,0, 1) vektoriidiir)

.

AB = (~2,2,0)

<A—>, e—g> — (=2).0+2.040.1
—0

— AB .l e

— Aradigimiz geodezik A ve B noktalarindan gegen ¢emberdir.

A=(2,0,0)
B = (0,2,0)

gember z =0 diizlemi iizerindedir.

— «a(t) = (2cost,2sint,0)

a(t) istenen geodeziktir.

o/ (t) = (—2sint,2cost,0)

o/ (t)|| = V4sin®t + 4 cos? t
=2
[ : Geodezik boyunca A ve B noktalart arasindaki yay uzunlugu olsun.
a(ty) = (2costy,2sinty,0) = (2,0,0) = ;=0
a(t1) = (2costy,2sinty, 0) = (0,2,0) = tH1 =
11



ol

l:/ 2dt = 2t |2
0

=7 br

Tanim 2.6 : (Bir Manifold {izerinde C*-sinifindan egri) M bir diferensiyellenebilir
manifold ve
a:ICR— M
de C*—smifindan bir fonksiyon olsun.
(I C R bir agik aralik olmak iizere;
a:ICR— M
t — alt)
fonksiyonu C*—simifindan olmasi igin a(t) = p € M komsulugundaki {u, ..., u,}

reel koordinat fonksiyonlar1 yardimiyla tanimlanan « 'nin

ICR-S M

a N g
R

acu;oa: ] — R 1< <n
koordinat fonksiyonlar1 C*—smifindan olmasi demektir.)

a(l) € M alt ciimlesi {(, )} atlasi ile verilmis C*—smifindan bir egri denir.

Tanim 2.7 : (Bir Egrinin Tanjant vektorii) M bir diferensiyellenebilir mani-
fold ve a(I) 'da M {izerinde {(I,a)} atlasi ile verilmiy C*—simifindan bir egri
olsun.

a(t) = p € M olmak iizere;

V,: C®(M,R) — R
f—= V) = ——=—

seklinde tammli V, fonksiyonuna «(I) egrisinin a(t) noktasindaki bir tanjant

vektorii denir ve «(t) noktasindaki o (/) tanjant vektorlerinin ciimlesini Ty ya(1)
12



ile gosterelim.
Towo(I) ciimlesi tizerinde agagidaki tanimlanan i¢ ve dig iglemler T, )a(I) 'de
reel vektor uzayi yapisi belirtirler. Bu uzaya a([I) egrisinin p = «(t) noktasidaki

tanjant uzay1 denir.

+: Ta(t)a(l) X Ta(t)a([) — Ta(t)a(l)
Vo, W) — Vo + W,

R Typa(l) — Tamal(l)
()‘7 VZD) — A V;’

Vf e C*(M,R)igin (A-V,) = AV, (f)
dir.

Teorem 2.2 : M diferensiyellenebilir manifoldu iizerindeki C*— smifindan bir
egri, o([) olsun.

V, € Tra(I) ise

i) V,: C*°(M,R) — R

lineerdir.

i)V,(fg) = Vo(£)ap) + f(p)Vi(9)
dir.(Vf,g € C>*(M,R))

Tanim 2.8 :( M Diferensiyellenebilir Manifoldunun Tanjant Vektorii) M bir difer-
ensiyellenebilir manifold ve p € M olsun. Bir

V,: C®(M,R) — R

fonksiyonu, M tizerinde en az bir egrinin p noktasindaki tanjant vektori ise V,

ye M ’nin bir p noktasindaki bir tanjant vektorii denir. M tizerindeki tanjant

vektorlerinin ciimlesi 1), M ile gosterilir.

T,M {izerinde asagidaki sekilde tanimlanan i¢ ve dis islemler sayesinde 7}, M bir

reel vektor uzay: olur.
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+:T,M xT,M — T,M
(Vp’Wp) — Vi + W,

Vf € C*(M,R) icin (V,, W,)(f) = Vo (f) + Wp(f)
dir.

R xT,M — T,M
(A Vp) — AV,

Vfe C®(MR)igin (A-Vp) 5y = AV, (f)
dir.

Tanim 2.9 : (Tanjant Uzay) M bir diferensiyellenebilir manifold ve p € M
noktasindaki tanjant vektorlerin uzay1 T, M olsun. T, M vektor uzaymma M "nin p

noktasindaki tanjant uzay1 denir.

Tanim 2.10 : M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M iizerindeki G Rie-
mann metrigi simetrik, pozitif tanimh ve diferensiyellenebilir olan 2-kovaryant

vektor alan (G € TTy(M)) ile tammlanir.

GeNRM)= G:x(M)xx(M)— C>*(M,R)
(X,)Y) —GX,)Y): M —R
p— G(Xa Y) |P
dir. Bir M diferensiyellenebilir manifoldu ile verilen G Riemann metrigi (M, G) de

Riemann Manifoldu olarak adlandirilir.

Tanim 2.11 : M bir n-Riemann manifold olsun. O zaman M iizerindeki metrik
tensor ifadesi

G = gpdr; @ dxy,
0

—, — ) olup matrix degerli diizgiin
ox; Oxi

seklinde gosterilir. Burada; g;, = <

fonksiyon adi verilir.
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0 0
Tamim 2.12: A, B € T,M olmak tizere; A = A;—, B = B, — (1=1,...n
k=1,...,n)

(A,B); |p = G(A, B) |, = Aiga By,

git - - - Gin By

gn1 - - - Gnn Bn
dir. Burada;

i) G(A,B) = G(B, A)

it) A # 0 icin G(A, A)>0

i11) G(A, B) |, = . diferensiyellenebilir fonksiyon
seklindedir.

Burada goriildiigii gibi G Riemann metrigi G = g;pdz; ® dx;, seklinde tanimlanir.

Ornek 2.6 : {zy,23,...,2,} , R" de dogal koordinat sistemi olmak iizere G
metrigi;
G = (dz1)* + ... + (dx,)?
seklindedir.
G = |lgix|l = diag[L,1..., 1]
dir. Skalar carpim ile tanimlanan n-boyutlu 6klid uzayimin temel 6rnegi;
GX,Y)=(X)Y) = guaX; X = X0V1 + ... + X,.)Y,,
seklindedir.
= G(X,Y) =(X,Y) = g Xi X
olur. Bu durumda {e;} temel baz olmak iizere;
G(ei, er) = gineiek = ik
dir.
R? ’de kutupsal koordinatlarda >0 (z = rcosf,y = rsinf) bolgesindeki metrik
icin
dx = cosOdr — rsin6df ; dy = sin 0dr + r cos 0df
15



dir. Yeni koordinatlar da Riemann metrigi G = da? + dy? asagidaki goriiniime
sahip olacaktir.
G = dz? + dy?
— (cos Odr — rsin 0d0)* + (sin Odr + r cos 0dh)*
= dr* + r*d9®
= G = dr? + r2d6’

Ornek 2.7 : (Silindir Yiizeyi ) R de D = {(z,9) | 0 < 22r} bolgesindeki
Riemann metrigi

G = a’dz? + dy?

dir. a; 22 + y? = a? silindirin yaricapidir. Bunu gorelim.

R3 6klid uzaymda gomiilii 22 + y? = a? silindiri icin;

T = acosu
y =asinu 0 <u2m, —oo<w<oo
Z2=0

olmak iizere;
dr = —asinudu
dy = a cosudu
dz = dv
dir.Yeni koordinatlar da G' = dx? + dy* + dz? Riemann metriginin goriiniimii;
G = (—asinudu)® + (a cosudu)”® + dv?
= a?sin® udu? + a2 cos® udu? + dv?
= G = a’du® + dv?
olarak bulunur. Algilmig formiil i¢in x — u, ¥y — v alalim. Bu durumda;
G = a’dz? + dy?

olur.

Ornek 2.8 : (Kiire) -7 < = < 7 ; —5 < y < 7 bolgesindeki G Riemann
metrigi;
G = a*dy? + a® cos® yda?
seklinde olup a : 22 + y? + 22 = a? kiiresinin yaricapidir.
16



Bunu gorelim;
—m <u<7; —3 <wv < 7 olmak tizere;
T = @ COSUCOSV

Y = asinu cosv

z = asinv

dir.
dxr = —asinu cosvdu — a cosu sin vdv
dy = a cosu cos vdu — asin u sin vdv
dz = acosvdv

olur.

G = da® + dy? + d2?

olmak {izere;

. . 2 . . 2
G = (—asinucosvdu — acosusinvdv)” + (acosu cosvdu — asin u sin vdv)
2
+ (a cosvdv)

2

=a Sin2 u COS2 vdu2 + 6L2 0082

wsin? vdv? + 2a2 sin u cos v cos u sin vdudv

2 2

+a? cos? u cos? vdu? + a2 sin® u sin® vdv? — 2a? sin u cos v cos u sin vdudv

+a? cos? vdv?

= a? cos? vdu? (sin2 u + cos? u) + a2 sin® vdv? (sin2 U + cos? u)

+a? cos? vdv?
= a2 cos® vdu? + a?sin® vdv? + a? cos? vdv?
= a? cos® vdu® + a*dv? (sin® v + cos? v)
= a? cos® vdu?® + a’dv?
G = a? cos? vdu? + a’dv?
olur. u — x ; v — y yazarsak

G = a*dy? + a? cos? yda?
17



bulunur.

Ornek 2.10 : R? ’de G = dz? + dy?® + d=? seklindedir. Burada;
G = ||ga|l = [1,1,1] dir.

V=(21,-1), W = (0,-3,-2) € R? olsun.

G(V,W) = (da® + dy* + d=*) (V, V)

seklindedir.
0 0 0 0 0 0
V—2£+18—y—1&, W_O%_38_y_2§

dir.
G(V,W) = (da® + dy* + dz*) (V, V)

= dx®> (V,W) + dy* (V,W) + dz* (V, W)

9, 0 g 0 9, 0
2 (VW) — Y 9 19439 9 9
da”(V,W) = dv ® da (28x 18y 182’08x 3(9y 232)

0 0 0 0 0 0

0 0

=0

0 0 o 0 0 0
dif? —dyody (22 412 12 0L 3L 09
y (VW) =dy & y< o+ Dy 82”0833 3@3/ 82)

0 0 0 0 0 0

0 9] a 0 9, 9,
2 (VW) = 209 112 12 0L 3L 99
dz2 (V. W) dz®dz< oz * Jy 82’08:6 Bay 82)

0 0 0 0 0 0
—dz (2= +1— —1— = 3= 92~
dz ( Ox * oy 82) dz <08x 38y 8z)
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I
[NV} —~

dir.

= GV,W)=0-3+2=-1

olur.

G(X,Y) =guX: X = XaV1 + ... + X,.Y,,

dir.

G(X,Y) = g ViWy
= VilWp + VolWy + VaWs
=2-04+1-(=3)+(-1)-(-2)
=-1

seklindedir.

2.1. Bir Yiizey Uzerinde Vektér Alanlarinin Diferensiyellenmesi

V' bir i¢ carpim uzay1 ve U , V' nin bir altuzay1 olsun.
Ut={xeV | (z,y)=0,yeU}CV U nun V ye gore dik tiimleyenidir.
UpU+t=V UnuUt = {0}

Va €V icin o = oy + ay olacak sekilde bir tek oy € U, ap € UL vardur.

.V — U V nin U iizerine dik izdiigiimii

o=+ 0y — Qq

'V — Ut V nin Ut iizerine dik izdiistimii

=01+ Qg — Qg

7w’ ve w” izdiigiim fonksiyonlaridir ve bu fonksiyonlar lineerdir.

M , E3 te bir yiizey olsun.

X(E®) = x (M) + x (M)*

¥pe M icin T,E® = T,M + (I,M)* dir.
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VX, € T,E* i¢gin X, =X+ X/ olacak gekilde X/ € T,M ve X/ e (T,M)*

vardir.

o T,F° — T,M
X, =X, +X) — m'(X,) = X,

" T,E* — (T,M)*
X, =X, + X — 7"(X,) = X

izdiigtim fonksiyonlar: lineerdir.

Y ex(M) ve a, M yiizeyi iizerinde bir egri olsun.

Y yi a ya kisitlayalim.

dy ay
ry vektor alanmim ele alahm. Y € y (M) igin o € X (E3) tiir.

ay
Y € x (M) iken w’(%) € x (M) dir.

Bu 7« (E) vektor alanma Y vektor alanmin M yiizeyi iizerinde o egrisi

boyunca kovaryant tiirevi denir ve T ile gosterilir.

D (M) — x (M)

dt
D DY dy
—Y = ==
V)= =70

Yy —

Tamim 2.13: M , E? te bir yiizey, « M yiizeyi iizerinde bir egri ve Y € x (M)
olsun.

Vtel icin l?l_t =0 ise Y teget vektor alamna « egrisi boyunca sabit ( veya
paralel ) vektor alan1 denir.

Y , M iizerindeki her egri boyunca sabit ise Y ye M yiizeyi iizerindeki paralel

vektor alani denir.
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Ornek 2.10 : M orjin merkezli yaricapi 1 olan kiire olsun.

M=25%={(z,y,2) € B3 |2 +y*+22=1}

a: ] — S?

t — a(t) = (cost,sint,0)

Y =« alalm. Y € y (M) dir.

o/ (t) = (—sint,cost,0)

ay
- (—cost,—sint,0)
= —a(t) € x(M)*
dy ay -
o 0 yr olarak yazilabilir.
~~ € x(M) ~~
€ x(E3) € x(M)+
Buradan
DY ,dY DY
a =)

dt

= Y = o teget vektor alam1 M yiizeyi iizerinde « egrisi boyunca sabit
( paralel ) dir.

Tanim 2.14 : ( Gauss Esitligi ) M , E3 te bir yiizey olsun. M {izerindeki

kovaryant tiirevi D ile E3 iizerindeki kovaryant tiirevi de D ile gosterelim ve Z

de bu yiizey iizerindeki birim normal vektor alani olsun.

D x (M) x x(M) — x(M)

(X,Y) — D(X,Y)=D,Y
D : x(E?) x X(E*) — x(E?)

(X,Y) — D(X,Y)=D.Y

DyY € x(BE*) = x (M) @ x (M)*

olmak tizere
DY =D, Y +(S(X),Y)Z
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esitligine Gauss egitligi denir.

Sonug 2.3 : «, M yiizeyi iizeride bir geodezik olsun. Bu durumda N = —Z7 ve
S(T) = kT — 7B olup
Gauss egitliginde X =Y =T alirsak

DTT:D'TT+< S(T),T>Z
~——

rT'—TB

DT = D,T + («xT — B, T) Z

= D, T+ (K(T,T) — 7(B, T))Z (N=-2)
=1 =0

. T’ "

= D;T— kN N==—=%  @"=kN
\,./ _v” K K

— ;//_ o

=0

= DT =0

a, M yiizeyi tizerinde bir geodezik ise DT =0 dir.

Tersi de dogrudur.

D,;T =0 olsun. Bu durumda

DT =—(S(T),TVZ = o' =—(S(T),TVZ  (S(T),T)eR
— o Z

—> « bir geodeziktir.

Ornek 2.11: M, E? te ¢(u,v) = (cosvcosu,cosvsinu,sinv) parametriza-
syonuyla verilen bir yiizey ( 22+ y? + 22 = 1 kiiresi ) M {izerindeki kovaryant
tiirev D, E® teki kovaryant tiirevi D ile gosterelim.

a , M distiindeki ¢ (u,0) egrisi olmak iizere @ nin teget vektor alam 7' olsun.

X=T ve Y=¢,+p, olmakiizere DyY nedir?

Coziim : D, Y = DY +(S(X),Y)Z
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a: I — M

u — a(u) = ¢ (u,0) = (cosu,sinu,0)

X =T=da = (—sinu,cosu,0)

¢, = (—coswvsinu,cosvcosu,0)

¢, = (—sinwv cosu, — sin v sin u, cos v)

Py X P, = | —cosvsinu cosvcosu 0

—sinvcosu —sinvsinu coswv

= (cos? v cos u, cos® v sin u, cos v sin v)

1

S=-1I, ver=1 oldugundan S = [, dir.
r

S(X)=L(X)=X

= (—sinu, cosu,0)

Y =¢, + ¢, = (—cosvsinu — sin v cos u, cos v cos u — sin v sin u, cos v)

= (—sin(u + v), cos(u + v),cosv) |, = ¢

~ oYy
DY = 50 = (—cos(u + v), — sin(u + v), 0)
u
X
Z— PuXPo (cosv cosu, cosvsinu,sinv) |, = o
[u X @yl

DY =D, Y +(S(X),Y)Z
DY = (—cos(u+v), —sin(u + v),0)
+ ((—sinu, cosu,0), (—sin(u + v), cos(u + v),cosv)) Z |, = ¢
= (—cos(u +v), —sin(u + v),0)
+(sinusin(u 4+ v) + cosucos(u + v))Z |, = o
—cos(u + v), —sin(u + v), 0) 4 cos v(cos v cos u, cos vsinu, sinv) |, — ¢
— cos(u + v) + cos® v cos u, — sin(u + v) + cos? vsinu, 0) |, — o

—cosu + cosu, — sinu + sinu, 0)
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3. RIEMANN MANIiFOLDLARI UZERINDEKIi LEVIi-CiviTA
KONNEKSIYONU

3.1. Vektor alanlar1 boyunca vektor alaninin diferensiyellenmesi

Bir M manifoldu iizerinde vektor alanlar1 nasil diferensiyellenebilir 7
M manifoldu tizerinde fonksiyonlarin diferensiyellenebilmesini yeniden adlandirir-

sak

i _ v 9
X =X"(z)e;(z) =X o

f, M iizerinde keyfi bir diizgiin fonksiyon ve X? (98 olmak tizere , X = X* 88
i Ly

M iizerinde bir vektor alani olsun.

vektor alan1 boyunca f fonksiyonunun tiirevi

af
Oxf=Vxf= XZ@xi

X = X'e; vektor alamm  z'(t) = zf + t X" egrisi boliinemeyecek kadar kiigiik

ye esittir.

x, noktasinda tanimlanir.

Bu tanimuin geometrik anlami ; eger X , t =0 da z) = 2'(t) noktasinda z*(t)
egrisinin hiz vektorii ise , x, = 2°(0) noktasinda Vy f tiirevinin degeri , t = 0
da f(2'(t)) fonksiyonunun ¢ ye gore tiirevine esittir.Yani

; dx" (t) d ., .
X'(t) |ai = 2i(0)= 7 li=0 ve Vixf |oi—ai)= Ef(x ) le=o

yazilabilir.

Sonug 3.1 : Diferensiyel Manifoldlar ve geometride vektor alanlari boyunca

fonksiyonlarin tiirevini aldigimiz operatorii dy f ile gostermistik.

Sonug 3.2 : Bu tez de biz vektor alanlar1 boyunca , vektor alanlarinin ve fonksiy-
onlarin tiirevini alan operatorlerin her ikisinide ayni gosterim olan Vi f ile

gosterecegiz.

C*°(M) uzay: iizerinde V y operatorii takip edecegimiz sartlar1 karsilar.
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1) V(A f+pg) =AVyf+uVig A\ p € R (reel sayilar iizerinde lineer )
2) Vixsgvf =hVxf+gVyf  (fonksiyonlar uzay: tizerinde lineer )
3)V(Afg) = fVx(Ag)+ gV (Nf) ( Leibnitz kurali)

3.1.1. Konneksiyonun Tanimi , Konneksiyonun Christoffel Sembolleri

M iizerindeki afin konneksiyon her X vektor alam icin lineer doniisiim olan V
operatoriidiir. ( fakat C' (M) de lineer doniigiim olmak zorunda degilidir. Yani

doniigiim sayilar iizerinde lineerken, fonksiyonlar {izerinde lineer olmak zorunda

degildir.)
Vektor alanlarimin y (M) uzay iizerinde Vi , takip edecegimiz kurallar saglar.

1)VyAY +uZ) =AVY +uVZ VA, 1€ R igin

2 ) M iizerindeki keyfi f, g diferensiyellenebilir fonksiyonlar i¢in
VigxsgZ = IVxZ +9VyZ ( C(M)-lineerlik )

3 ) Keyfi f fonksiyonu igin
Vi(fY)= (V)Y + VY ( Leibnitz kural )

Vif=0xf vektor alan boyunca f fonksiyonunun aligilmig tiirevidir.

VY operatori X vektor alan1 boyunca Y vektor alaninin kovaryant tiirevi
olarak adlandirilir.

M manifoldu iizerinde (i =1,2,3,...,n ) icin {z'} yerel koordinatlarini veren
acik formiilii yazalim.

X = X'e; = X! 8' Y =Y, = Y'— olmak iizere i baz vektor
oxt ox’ ox?

alanlarini biz bazen 0; bazen de e; ile gosterecegiz.

Gordiigiimiiz 6zellikleri kullanarak
V(fY)=(Vxf)Y + fVyY ye gore Leibnitz kuralindan
V, (Y*0,) = (V,YF)0, + YFV, 0, dur.
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0; bazlan tizerinden V0 vektor alanini dagitalim.

V0, =110, olarak alalim ve

Yk
V., (Y’“@k) J i (@ )ak +YkF128 dir. Buradan
k
VY = XZaY ( >a + XY*rmo,,
(ViY)" = X’(aYa—U + YT bilegenleridir.
Xt

{1} katsayilar {z°} koordinatlarindaki Christoffel sembolleri olarak adlandirilir.
Bu katsayilar kovaryant tiirevi konneksiyon olarak tanimlar.
Biz vektor alanlarinin kovaryant tiirevi tizerindeki formiillerde gordiik ki kon-

neksiyonu , yerel koordinatlar igerisinde Christoffel sembolleri ile tanimlamak

zorunda kaldik.

3.1.2. Keyfi bir konneksiyon i¢in Christoffel sembollerinin doniisiimii

V , M manifoldu iizerinde bir konneksiyon olsun. {T'} }, {z'} yerel koordinat-

lar1 igerisinde bu konneksiyonun Christoffel sembolleri olsun.

oY+
V.0p =170, ve V, (Y’“@) i (z )8k Y’“F;Z@m ye gore
ViV =X “9em D4 + X7 LY 90 Ve ozellikle V, 0, = I,,.0; olarak

elde ederiz.

{:L‘i,} yeni koordinatlarin igerisinde Christoffel sembolerini hesaplarken bu il-

igkiyi kullanacagiz.

Va 8k’ — m/kla
Opy = &fm’ = g;;m, ajm = gxxm, O dir.Bundan dolayr C(M) de lineerlik ve

Leibnitz kurali nedeniyle ,

Oxk

Ff:z'k'ai’ =V, O = Vo (Wa k)
ok o oxk
(a kl)va /ak + axm/(axk/)ak
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= (gaw)V aam O G O

]Jk m 21.]6
g e
Qg
= 0z o™ Lo ox? O + ox™ Ox¥ %aﬂ

Bu formiiliin ilk ve son terimlerini kargilagtirirsak bu doniigiim kuralini elde ed-
eriz.

{T% 1+, {z'} yerel koordinatlarmim V konneksiyonunun Christoffel sembolleri ;
{ry,. 1, {2"} yeni yerel koordinatlarimn V konneksiyonunun Christoffel sem-

bolleri olmak iizere
o ox* ox™ dxt i L 02xk oz
mET Ok Ggm dgi - ™R Qam Oxk Oxk

(3.1)
olarak elde edilir.

Sonug 3.3 : Christoffel sembolleri tensér doniigiimii degildir. Eger ikinci terim
sifira egitse yani koordinat doniisiimleri (;) tipindeki tensorler icin ayni sekilde
doniistim kurallar: olan yukaridaki doniistim kurallariyla lineerdir.

Genel durumda bu dogru degilidir. Christoffel sembolleri keyfi lineer olmayan
koordinat doniigtimleri altinda tensor olarak doniisiim degildir.

( Yukaridaki formiiliin ikinci teriminden goriiliir )

3.1.3. Standart Diiz Afin Konneksiyon

Konneksiyonun ozelliklerini takip ederek; V, 0y = I'j;0,, vektor alanin her nok-
tadaki bazlarinda konneksiyonu tanimlamak icin yeterlidir.

Yani bu konneksiyonun Christoffel sembollerini tanimlamak icin yeterlidir.

Ornek 3.1 : {2',22,...,2"} kartezyen koordinatlari ile E" n-boyutlu Oklid
uzayim distinelim.

Konneksiyonun tanimindan tiim Christoffel sembolleri sifira esittir.
27



Qozum . Veiek = F%am =0 — F% =0

bulunur.

(3.2)

Christoffel sembolleri verilen kartezyen koordinatlarda sifira esitse keyfi kartezyen

koordinatlarda da sifira egit mi ?

Bu konneksiyonun Christoffel sembolleri, keyfi koordinat sistemleri de sifira esit

mi?

Bu sorularin cevabr igin {z'} koordinatlar: igerisinde

oYy' o

VY =X™ -
X ox™ Oxt

den ( 3.2) iligkisine dikkat etmeliyiz.

4! 2

' = 2" o' x

alani i¢in doniigiim kuralini hatirlayalim.

!

(3.3)

...} keyfi yeni koordinatlarimi diigiinelim. Keyfi R vektor

0 ox™ 0 ) ox™ ogx™ _
R = R™ — Rm i R™ = R™ mo_ m
dx™ dx™ Jx™ yamt ox™ ve A ox™
seklinde alinirsa
( 3.3 ) den biz
aYy' o 0 0
VY =Xm - = X"——(Y")—
X dx™ Ox' dx™ ( )8m1
or™ 0 02, 0O
=X ~Y")—
dx™ Qx™ <8:z:1' )8951
, 0 L 0xt__, 0
=X" — (=YY" .
ox™ ( ox? ) ox?
, 0 . 0zt 0 , 0%t .0
=X" ! ——+ X" —— (V" .
&L’m'( )8x"' ox’ * me'(?xl'( )(%"
- oYy" kA 0% () 0
B dz™ Qxv' Jz™ Oxv' oz,
ek z:e,?"im
Eski ve yeni koordinatlar arsindaki iligki lineerdir <= ek terim keyfi X,V
vektor alanlar: i¢in sifira egittir.
0%z S
e i 2t = b 4ah A4
S 0 yani z' = b +ajz (3.4)

Onerme 3.1 : Verilen konneksiyonun tiim Christoffel sembolleri , verilen {2}
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koordinat sistemi icerisinde sifira esit olsun. O zaman bu konneksiyonun tiim
Christoffel sembolleri {a:zl} keyfi koordinat sisteminde sifira esittir. Oyleki eski
ve

yeni koordinatlar arasindaki iligki lineerdir.

Yani 2! = b’ + afa¥  dir. Eger yeni koordinat sistemindeki doniisiim lineer

0%zt

degilse yani ———— # 0 ise o zaman genellikle bu konneksiyonun Christoffel

ox™ Ozt

sembolleri {xl/} yeni koordinat sistemleri igerisinde sifira esit degildir.

Sonug 3.4 : Afin koordinat sisteminde bu konneksiyona gore tiim Christoffel
sembolleri sifirdir. Yani 2¢ = b° + a¥2* koordinatlar igin V konneksiyonuna gore

tim I} =0 dir.

Tanim 3.1 : Eger bu konneksiyonun tiim Christoffel semboleri verilen koordinat
sisteminde sifira esit olacak sekilde koordinat sistemi varsa, biz bu konneksiyonu
V diiz konneksiyon olarak adlandiracagiz.

Ozellikle ( 3.2 ) konneksiyonu keyfi kartezyen koordinatlar igerisinde Christoffel

sembolleri sifirdi.

Sonu¢ 3.5 : Konneksiyonda , eger verilen kartezyen koordinatlar igerisinde
Christoffel sembolleri sifira egitse , keyfi kartezyen koordinatlar igerisinde de sifira
esittir.

Bundan dolay1 takip edecegimiz tanim dogrudur.

Tanmim 3.2 : Christoffel sembolleri kartezyen koordinatlar icerisinde sifirlanirken

E™ iizerindeki konneksiyonu standart diiz konneksiyon olarak adlandiracagiz.

Sonug 3.6 : Oklid uzayindaki standart diiz konneksiyonu , kartezyen koordi-
natlar genel olarak tanimlandigindan bu yana , tek bir sekilde tanimlanir.

Diger taraftan keyfi manifold tizerinde , Christoffel sembollerini yerel koordinatlar
igerisinde sifirlayan sart tarafindan yerel diiz konneksiyon tanimlanir ve sadece
keyfi yerel koordinatlar secilerek diiz konneksiyon tanimlanir.

Bu genel bir sekilde diiz konneksiyonu tanimlamak anlamina gelmez.
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Biz Christoffel sembolleri i¢in doniigiim yasasini 6grendikten sonra bu konuyu ele

alacagiz.
Sonug 3.7 : Diiz konneksiyonun simetrik konneksiyondur.

Ornek 3.2 : E? de ki ( 3.2 ) bagmtisim diigiinelim. O diiz konneksiyondur.

Kutupsal koordinatlarda bu konneksiyonun Christoffel sembollerini hesaplayalim.

T =17TCosy r=\/2%+y?

Coziim : y
Yy =rsing gozarctan;

Kismi tiirevlerin, jakobi matris doniigiimiinii yazalim.

Tr Y Cos ¢ sin ¢
Ty Yo —rsing rcosp

z -y
Te Po| _ | Varrr P (3.5)
) .

Ty © s
vy Ty Va2 Oyt

y 8kamaz’ 92k ai’
L = %%% ok (%m’—gxk’% gore ve Christoffel sembolleri

(z,y) kartezyen koordinatlar igerisinde sifira esit oldugundan , biz

-/
9*x" Oxt

W% elde ederiz.

-/
F;n’k’ -

Burada (2',2%) = (z,y), (2¥,2%) = (r,¢) dir.
Simdi ( 3.4 ) i kullanarak

. 82xﬁ+ 3@&_
T 9rdrdx - Orordy

oo 0%z Or N 0%y Or . i
— - — — = —sinycos sin ¢ cos
e T 0rdpdr - Ordp Oy peose L

=0
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. 0%*x Or %y Or . .
— — — = —rCoSQCos Y — rsin psin
P 0pdp dr - Dpdp Oy peosy WS

=—r
2 2
re - dx 0o 0y Op
" Ordr dx  Oror dy
Px dp 0%y Op 1 1

[v =T¢

or o 8r6<,08_x ﬁragoa_y = smgo; SN ¢ + €os gp; CoSs

r

PPz dp %y Oy -1 . ' 1
7, = 9000 O + doopdy Cos gp(T sin @) + (—rsin go)(; Cos )

=0

Bundan dolay1 kutupsal koordinatlardaki ( 3.3 ) kovaryant tiirevi

V. 0r =17 0r+1I'70p =0

1
V,0r =17,0r+17,0p= ;8@

1
V.00 =T7,0r +T¢,0p =—-0p

T
V,0p =T7 0r +17,0p=—ror

goriintimiinii takip ederek elde edecegiz.

Sonug 3.8 : Daha sonra geodeziklerde caligtigimizda Christoffel sembollerini

cok hizli hesaplamak icin bir metod 6grenecegiz.

3.1.4. Konneksiyonun varligimin kiiresel yonleri

Biz ozel aksiyomlara uyarak vektor alanlari tizerinde operator olarak konneksiy-
onu tanimladik. Sonra verilen koordinatlarda konneksiyonu Christoffel sembolleri
yardimiyla tamimladik. Diger taraftan, biz manifoldlar iizerindeki genel koordi-
natlarda global bir gekilde tanimlanmadigini biliyoruz.

( Oklid uzayinda kartezyen koordinatlarda global bir sekilde tanimlanmadiginda
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bu bizim i¢in bir sorun degildir. )

Yerel koordinatlar kullanarak konneksiyonu global bir gekilde nasil tanimlariz

?
Global bir sekilde en az bir konneksiyon var mi1 ?

Global birgekilde tanimlanan diiz konneksiyon var mi 7

Eger biz farkli koordinatlardan gidersek,

-/ -/
; ox* 9™ Oz O*xk Ot

T = oot O 7T o
MR 9k 9 xR Qo Ok Ok

formiiliinden Christoffel sembolleri i¢in yeni bir déniigiim tanimlayacagiz.

{(«%,U,)} , M manifoldu iizerinde atlas olsun. Eger V konneksiyonu M mani-

i

v) ( yerel koordinat ) haritasinda tanim-

foldu iizerinde tamimlanirsa her bir (z

7

lanan Christoffel sembolleri I = ile gosterecegiz. Eger (2,

), (xg) verilen bir

nokta civarinda yerel koordinatlar: farkl ise ( 3.1 ) e gore

k m i 2.k i
Ox(,y Oy 0xigy oy O%x(yy O
mk m/’ k! k

Oy Ox () O,

i/ —

(B)Fk’m’ -

k' m/ )
O (l5) Ox{fy) 02, )

elde edilir.

Tanim 3.3 : {(z,,U,)} , M manifoldu tizerinde bir atlas olsun.
{T% 1 Christoffel sembollerinin ciimlesi , eger bu atlastan (z?), (:Ug) her iki yerel

koordinat1 i¢in

k m il 2k i’
B 8x(a) 8x(a) (‘%(5) (a)i 0 Ty 895(6)

(IB)FZm = K m i mk Ak k
O (5) Ox(fy) Ox(qy Ox(f5) 0 (g) 0y

8)

doniisiim kuralina uyuluyorsa, bu atlas M manifoldu iizerinde konneksiyonu
global bir gekilde tanimladigini soyleriz.
Birimin pargalanisim1 kullanarak , acik bir gekilde inga edilen global konneksiy-

onun varligini ispat ederiz.
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{(#,U)}, (a=1,2,3,...,n ) M manifoldu iizerinde sonlu atlas olsun ve

(e %}

{p,} Dbu atlasta diizeltilmig birimin pargasi olsun. U, tamm kiimesinde tanim-
lanan yerel konneksiyon (YT ile gosterilsin 6yle ki bu koordinatlar icerisinde

onun bilegenleri sifira esittir. {2} koordinatlar igerisinde bu yerel konneksiy-

onun Christoffel seembollerini Eg;

( Eg;f‘}m =0 dir.) Simdi

; (@i Oy iy ()
ka<$) = Zpa('x) (ﬂ)ka(x) = Zpa(x) axi’ aﬂfm axk
a « (@) 7(B)7(B)

i ile gosterelim.

formiilii tarafindan konneksiyon global bir gekilde tanimland.

Genellikle bu konneksiyon diiz konneksiyon degildir.

3.2. Yiizeyler Uzerine Indirgenmis Konneksiyon

M , Oklid uzayma gomiilii bir manifold ( uzay ) olsun. E™ iizerindeki standart
diiz konneksiyon , takip edecegimiz yol igerisinde yiizey iizerindeki konneksiyona
indirgenecek.

X, Y M yiizeyindeki teget vektor alanlar ve V E" deki standart diiz konnek-
siyon olsun. Genellikle

Z=V Y M manifolduna teget degildir.

Iki vektor alani tizerinde onlarmn ayrigimuni diisiinelim.
Z = Zeget + Ziik %XY = (%Xy)teget + <§XY>dik

Burada Zg, M ylizeyine dik vektor bilegenidir ve Ziogr yiizeye teget vek-

tor bilegenidir.

VMY = (V Y )ieger formiilii takip edilerek M yiizeyi tizerinde V' indirgen-

mis konneksiyonu tanimlanir:

VM . Vé\(/ly - (%Xyﬁeget
33



Sonug 3.9 : E" iizerindeki keyfi bir konneksiyon i¢in bu yapi gerekebilir.

3.2.1. E? deki yiizey iizerine indirgenmis konneksiyonun hesaplanmasi

r=r(u,v) FE> te bir yiizey olsun. V E3 te diiz konneksiyon olsun.
VM VMY = (VY )eger = ViY — 1 <%XY, n>

Burada n , M nin dik vektor alanidir.

Ozel olarak diisiinelim.

Ornek 3.3 : Kiire iizerine indirgenmis konneksiyon

E3? de R yarcaph kiireyi diisiinelim.

x = Rsinfcosp

r(6,p) = y = Rsinfsinp
2z = Rcosf
Rcosfcos p —Rsinfsin sin 6 cos ¢
Tg = | Rcosfsinp o = | Rsinfcosyp n = | sinfsin¢p
—Rsinf 0 cosf
or(9, ¢) _ or(0,¢)

baz teget vektorler ve n birim normal vek-

A

¥
tor olmak tizere kiire {izerindeki V indirgenmis konneksiyonunu hesaplayalim :
[k olarak V,,00 y1 hesaplayalim.

or
vagae = (a_;)teget = (Tee)teget

Diger taraftan
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—Rsinfcos ¢

Tg9 = | —Rsinfsinp | = —Rn  normal vektorle orantihdir. Yani

—Rcost

(T@g)teéet =0 duir.
Buradan
Vop00 = (ro)teger =0 == Ty =T5 =0

olarak elde ederiz.

Simdi Vyy0p ve Vy,00 y1hesaplayalim.

—Rcosfsin p
or or
VgeOp = Va@%) = (a—;)teget = (8—5)@6:: = (740)teget = | R cosbcos ©
0
teget
(ry0)teger vektortniin n ye dik oldugunu gorebiliriz.
((740)teget, n) = —R cosfsin psin g cos p + R cos 0 cos ¢ sin O sin ¢
=0

Bundan dolay ;

—Rcosfsin g
VpgOp = V,00 = (Tpp)teget = To0 = | Rcosfcosp | = cotr,

0

Buradan

Va0 = V5,00 = cot 00p = T 00 + T5_dyp
— 09, =T0=0 ve Tj =T7 =cot
bulunur.

Son olarak V,,0¢ yi hesaplayalim.

—Rsinf cos ¢
V00 = (Top)teget = | —Rsinfsin g
0

teget

Teget vektorlerin kiire iizerine izdiigtimiinii alalim.
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Vo, 0p = (T )teget = T — T (Tipipy )

—Rsin 6 cos ¢ sin  cos
= | —Rsinfsing | — | sinfsiny | (—Rsin® 0 cos? p — Rsin® fsin® )
0 cos 6
—Rsinf cos ¢ sin  cos
= | —Rsinfsing | — | sin@sine | (—Rsin®g (cos? ¢ + sin® ¢))
0 cos 6
R cosf cos

= —sinflcosp | Rcosfsinp

—Rsind
= —sinf cos pry

Yani V;,0¢p = —sinf cos pry = F%@Q +I'2,0¢
0 _ _
= I, =—sinfcosp ve TI¥ =0

olarak bulunur.

3.3. Levi-Civita Konneksiyonu

3.3.1. Simetrik Konneksiyon

Tamm 3.4 : Eger I} =~ Christoffel sembolleri alt indislere gore simetrikse yani
i =T'  ise bu durumda konneksiyona simetriktir denir.
Yukarida gosterilen indirgenmis konneksiyon ve standart diiz konneksiyon simetrik

konneksiyonlardir.

Simetrik konneksiyonun sabit tanim :
V' konneksiyonu , eger keyfi X,Y vektor alanlari igin
ViV =V, X - [X,Y]=0 ise simetriktir.
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Eger biz 0, 0,, baz alanlarini bu tamima uygularsak ve [0k, 0p] =0 degisme
ozelligini kullanirsak

Vi, 0m — Vg, Ok =1},,0; =T ,0; =0

bulunur ve buradan

ri 0, —T¢,.0;=0

= It 0,=T",0,

= D =D

sartini elde ederiz.
3.3.2. Levi-Civita Konneksiyonu, Teorem ve Acik formiilii

(M,G) bir Riemann manifoldu olsun.

Tanim 3.5 : ( Teorem ) V simetrik konneksiyonu , eger metrik ile uyumlu

ise yani keyfi X,Y,Z vektor alanlar igin
Ix (Y, 2) = (VxY,Z) + (Y, VxZ)

skaler carpimi koruyorsa Levi-Civita konneksiyonu olarak adlandirilir.
Riemann manifoldlar tizerinde Levi-Civita konneksiyonu tek olarak vardir.

Levi-Civita konneksiyonunun yerel koordinatlar icerisindeki Christoffel sembolleri

: L o 09im 09k OGmr
e = Zg¥ Jm Ik m.
mk T ( oxk +3J;’m oxJ )

(3.6)

formiilii ile verilir.
Burada G = gida’dz® yerel koordinatlardaki Riemann metrigidir ve ||¢**|| da

|gix|| matrisinin invers matrisidir.

Ispat : Bu konneksiyonun varhigim kabul edelim ve I~ de bu konneksiy-
onun Christoffel sembolleri olsun.

aX (Ya Z> - <VXY) Z> + <Ya VXZ>
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formiilii igin
X=0,,Y=0, Z=0, vektor alanlarim diigiinelim.
OnGir: = (L0, Op) + (03, 17,1,0:)
=179k + 1 rGir
ve keyfi m, ¢, k indisleri i¢in
Lo = 19k
olarak gosterirsek
OmGir = Ui + Uik
olarak elde ederiz yani
i =T¢ . oldugundan T, = Djnr simetrikligini kullanarak
Cimik = Omgit — Uiki = OmGir — Tkmi
= OmGir. — (Okgmi — Lkim)
= OmGik — OkGmi + Tkim
= OmGik — OkGmi + Likm
= OmGit. = OkGmi + (Digkm — Limk)
= Om9ik — OkGmi + OiGkm — Limk
= Omi. + Oigkm — Okgmi — Uik
Bundan dolay:
Conie = % (Omgir. + Oigmp. — OkGmi)
= Tl = %gkr(amgir-i—aigmr—argmi) (3.7)

Eger bu konneksiyon varsa

1g,~j(89jm n ik 8gmk)

e, == A
mk 2 ok ox™ oz’

formiilii ile verildigini gordiik. Diger
taraftan
OmGit = (L1:0r, Ok) + (05, T,1.0r)
=109k + 10k Gir
sartlarina uyarak ( 3.6 ) formiiliinii gordiik.

V,0r = I'ii0,, den dolay1 biz konneksiyonun varhgim ve tekligini ispat ettik.

Orneklerle diisiinelim :
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G = adu® + bdv? metrigi ile 2-boyutlu Riemann manifoldu itizerinde Levi-

Civita konneksiyonu ,

Ornek 3.4 : G = a(u,v)du® + b(u,v)dv> Riemann metrigi ile 2-boyutlu
manifoldu diistinelim.

- g11 912 _ a(u,v) 0

g21 g22 0 b (U: U)

Levi-Civita konneksiyonunun Christoffel sembollerini hesaplayalim:

( 3.7 ) yi kullanarak gosterelim.

1 1
' = 5(81911 + 01911 — O1g11) = 581911
1
= 2au7 '
[y =T = (81921 + 02011 — (91912) 2%»
[y = 5(82921 + 0291 — 01022) = ——bu;
1
I = 5(81912 + a1912 - 82911) = __am
1 1
g = 5(81922 + 02g12 — O2012) = 2
1 1
a0 = 5(82922 + 02092 — O2ga2) = 2

It = g"Tkmr hesaplamamiz i¢in G = adu® + bdv® metriginden

11 12 1
g9 qwn Y
G- 1 _ — a(u,v)
21 22 0 1
g 9 b(u,v)

ifadesine dikkat etmeliyiz.
Bundan dolayi,

oy
I =g¢"T + 912 2 = —,
2a
*8
1?1 = 9 T = —22
(Iu
F%z = F51 = 911F211 = 2 )
ba
F2 — F2 — 22F _ v
12 21 — gL o12 o’
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by
F%2 = g" T = "%

ve

by
[y = g% T = %

bulunur.

Ornek 3.5 : Tekrar kiirenin érnegini diigtinlim

Kiire tizerinde Levi-Civita konneksiyonunu hesaplayalim.

Kiire tizerindeki birinci kuadratik form ( Riemann metrigi )

G = R%d0* + R?sin® 0dy? dir.

Burada biz ;

a(@,0) =R?, b(,p) = R?sin®0 , (u=40,v =) alarak onceki drnekteki
hesaplamalar1 kullanalim. Boylece

ag = a, =b, =0

oldugunu belirleriz. Bundan dolay1 sadece I'" nin agikar olmayan bilegenlerini bu-

lacagiz.
—by —sin26 —R?sin 26
v g ) 2 ) (oo . 2 , )
in 2
1_‘@ _ 1—wp _ _9 _ COS F _ Sin
0o~ "e0 T 9 T gind (Topp 5 )

Diger tiim bilegenler sifira esittir. Yani

re, :ngo = Fio =TIy, = e, =0

olur.
Sonug 3.10 : Kiire iizerindeki Levi-Civita konneksiyonunun Christoffel sem-

bolleri indirgenmis konneksiyonun Christoffel sembolleri ile alt boliimdeki yiizey

tizerine indirgenmis konneksiyonda hesaplandiginda cakigtigin gorecegiz.
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3.3.3. E? deki yiizeyler iizerine indirgenmis Levi-Civita konneksiyon

Standart diiz konneksiyonun Christoffel sembolleri kartezyen koordinatlar igerisinde
sifirlanir. Diger taraftan Oklid uzay: iizerindeki standart Riemann metrigi
G = gydr'ds®  goriiniimiindedir. g;, matrisi sabit girdilidir. Bundan dolayn,

Levi-Civita konneksiyonunun Christoffel sembolleri

1gij(agjm + 8gjk: N agmk>

T .
mk 9 oxk ox™ oxJ

formiiliinden Levi-Civita ya gore ayrica sifirlanir.

Oklid uzayindaki standart diiz konneksiyon , Oklid uzay1 iizerindeki standart
metrigin Levi-Civita konneksiyonudur.

Biz simdi Oklid uzay1 icerisindeki yiizeyler iizerinde Levi-Civita konneksiyonunun
standart diiz konneksiyon tarafindan yiizeyler iizerine indirgenmis konneksiyon ile

cakigtigim gosterecegiz:

M :r = r(u,v) E* de bir yiizey, G M yiizeyi iizerine indirgenmis Rie-
mann metrigi ve V da bu metrigin Levi-Civita konneksiyonu olsun.

Biz VM  indirgenmis konneksiyonunun M yiizeyine teget keyfi X,V vektor
alanlar1 i¢in

vy, \Y Y vektor alaninin tanjant uzay tizerine izdiisiimiine esit olacak sekilde
tanimlandigini biliyoruz.

VY = (VxY)icge

dir.

Burada %, E3 deki standart diiz konneksiyondur. ( kartezyen koordinatlarda
Christoffel sembolleri sifirlaniyor )

Biz tanjant uzay iizerinde yiizeyin noktasina baglanan A vektoriiniin izdiigtimiinii
Apeger olarak gosterecegiz ve Ayeger = A—n(A,n) dir. ( n yiizeyin birim vektor

alani )

Teorem 3.1 : E® igindeki r = r(u,v) yiizeyi iizerine indirgenmis konnek-

siyon E® OKklid uzay: iizerindeki standart metrik tarafindan indirgenmis Riemann
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metriginin Levi-Civita konneksiyonu ile ¢cakismaktadir.

ispat : VM, r = r(u,v) denklemleri tarafindan verilen E?® igindeki M
yiizeyi tizerindeki indirgenmis konneksiyon olsun.

Tu, Ty baz vektorleri tizerinden bu konneksiyonu diisiinerek simetrik konneksiyon
oldugunu gosterecegiz. Gergekten

vgfav = (ruv>te§et (rvu)teget Vya =4 Fu =1

vu ) F’ZU = FZU
Buradan VY simetriktir.
Bu konneksiyonun M yiizeyi tizerinde skaler ¢arpimi korudugunu ispatlayalim.

X,Y,Z keyfi tanjant vektorleri igin

Oy (Y. Z) o = <€XY , Z>E3 + <Y , %XZ>E3

E3  iizerindeki standart diiz konneksiyon, E3 deki standart metrigi korur.(
kartezyen koordinatlar igerisinde agikardir )

Simdi M yiizeyi iizerinde yukaridaki denklemin izdiigiimii , eger A yiizeye
baglanan keyfi bir vektor ve Az te ylizeye tanjant uzay tizerindeki izdiigtimii
ise her B teget vektorii igin

(A, B) s skaler carpimi , A — Ay5er vektorii yiizeye dik oldugundan

(Aieger, B) (Ateget; B),,; skaler carpimina esittir.

E3 —

Bundan dolay1 biz ;

<VXY Z> 3 <Y,€XZ>E3
=(VXY.Z), +(Y.VXZ),,

sonucunu c¢ikaririz.
Indirgenmis konneksiyonun, indirgenmis metrigi koruyan simetrik konneksiyon

oldugunu gordiik. Bundan dolay1 Levi-Civita teoremi nedeniyle o tektir ve

FZ - ii 6gjm 593k 6gmk
k ]( 6’mk (91: v axj )
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formiilii ile ifade edilir.

Sonug 3.11 : Daha genel ifadelerin ispat1 ve yeni formiilii daha kolay olur.
Sonug 3.12: M , (E, ) Riemann manifoldu igerisinde alt manifold olsun. Daha
sonra bu altmanifold tizerine indirgenmis metrigin Levi-Civita konneksiyonu ile

G metriginin Levi-Civita konneksiyonu tarafindan manifold iizerine indirgenmis

konneksiyon cakigir.
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4. PARALEL TASIMA VE GEODEZIKLER

4.1. Paralel Tagsima

Tanim 4.1 : M |V afin konneksiyonu ile donanilmig bir manifold olsun.
C:x(t) ty<t<t; arahgmda x' = z'(t) koordinatlarina sahip M manifoldu
iizerinde bir egri;

X = X (ty) , C egrisinin 2'(ty) koordinatlari ile x, baglangic noktasina bagh
keyfi teget vektor olsun. Yani X (to) € T,y , 2'(fo) koordinatlar: ile xy nok-
tasmda M manifolduna teget bir vektordiir. ( X vektorii C' egrisine teget
olmasa da olur , sart degil )

X(t), to <t <t; arahginda , eger

1)ty <t <t arahginda keyfi ¢ igin X = X (¢) vektori ( X (¢) |; =0 = X (to)
) C egrisinin z(t) noktasina bagh bir vektor ise yani ; X (t) , C egrisinin x(t)
noktasinda M manifolduna teget bir vektor ise

2) C' egrisi boyunca X (t) nin kovaryant tiirevi

VX
= V=0 (4.1)
bu duruda to <t <t araligmda C: a2’ =2'(t) egrisi boyunca X (ty) € T,/
vektoriiniin paralel tagimasidir diyecegiz.

Bilegenler ; eger X™ (t) , X(t) vektor alaninin bilegenleri , v™(t) , C' egrisinin v

hiz vektoriiniin bilesenleridir.

. _dx(t)  dat 0

X(t)=X (t)éaz_m oy V= = 9o | (t)

X
VX V,X =0 kosulundan

dt
dXUt) i

i ()L, (2" () X™(t) =0 (4.2)
yazabiliriz.
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Sonug 4.1 : Biz bazen X (¢) nin , eger X(¢) , C egrisi boyunca X vektoriiniin
paralel tagimasi ise C' egrisi boyunca kovaryant olarak sabit oldugunu styleyebil-
iriz.

Eger biz standart diiz konneksiyon ile Oklid uzaymni diisiiniirsek karetezyen
koordinatlar icerisinde Christoffel sembolleri sifirlanir ve paralel tagima

X
VX =V,X =0, X(t) sabit vektor olmasindan bagka birsey degildir.

dt
X dX'(t
VX _vx—o — EO Lk @iu)xm @ =o
dt dt
=0
dx?
dt

— X(t) sabit vektor.

4.1.1. Paralel tasima lineer doniistimdiir

V konneksiyonu ile M manifoldu iizerinde xg,z; iki farkli noktay: diigtinelim.
C' bu noktalar1 birlestiren z(t) egrisi olsun.

(4.1 ) deki X(t) paralel tagimasi , xy noktasindaki tanjant vektorlerin ve
x1 noktasindaki tanjant vektorlerin arasindaki doniigiim olarak tanimlanir. Bu
doniigim €' egrisi iizerine baghdir. Aymi noktalarda birlegsen farkli egriler
boyunca paralel tagima genellikle farkhidir. ( Eger Oklid uzymda degilsek )
Diger bir deyisle , paralel tasima bu noktalar1 birlestiren egrinin parametrizasy-

onuna bagli olmayan tanjant uzaylarin bir lineer doniistimiidiir.

Onerme 4.1 : X(t) , to <t < t; arahgmda z(t)) = ©o  2(t1) = 1 nok-
talarmi birlestiren C': x = z(t) egrisi boyunca X (o) € Taf‘f vektoriiniin paralel
tagimasi olsun. Daha sonra

7o TpeM > X(tg) — X(t1) € T, M (4.3)
doniisiimii C' egrisinin parametrisazyonlarina bagh olmayan 7, M vektor uza-
yindan 7T, M vektor uzayma lineer dontistimdiir.

Gergek su ki ( 4.3 ) doniigiimii, iistelik ( 4.2 ) deki diferensiyel denklemi takip

ederek parametrizasyona bagl degildir.
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Aslinda t =t(r) , 70 <7 <71 t(r0) =ty t(r1) =t; C egrisinin bagka
paremetrizasyonu olsun.
dX(t)

, , dt
T—i—vk(t)f‘zm(x’(t))Xm (t) = 0 denklemi ile . yi carparsak ve v'(7) = t,v(t)
T

hizin1 kullanirsak

dX*(t(7))

e V) T (2 () X (1(7)) = 0

diferensiyel denklemini elde ederiz.

Ayni baglangig kogullar1 ile X (¢(7)) fonksiyonlar1 bu denklemin ¢oziimleridir.

4.1.2. Levi-Civita konneksiyonuna goére paralel tasima

Biz ¢ogunlukla Riemann manifoldlar: iizerinde paralel tagimay1 diisiinecegiz.
Eger (M, G) Riemann manifoldu ise biz ¢ogunlukla G Riemann metriginin Levi-

Civita konneksiyonu olan V konneksiyonuna gére paralel tagimay: diigiinecegiz.

Onerme 4.2 : Vektoriin uzunlugu Levi-Civita konneksiyonuna gore paralel tagima

boyunca korunur.

Ispat : Paralel tasimanin ( 4.1 ) deki tamimindan ve Levi-Civita konneksiy-
onunun dy (Y, Z) = (V Y, Z) + (Y, V  Z) tanmimm takip ederek ispatlayalim:
X(t) paralel tagimasi ise V, X(t) =0,

Levi-Civita konneksiyonu 0y (Y, Z) = (VyY, Z) + (Y, V1 2)
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— || X (t)|]* = sabit
Bundan dolay1 || X (¢)|| sabittir.

Ornek 4.1 : Skaler carpimin paralel tagima boyunca korunur.

4.2. Geodezikler

4.2.1. Riemann manifoldu iizerinde geodezikler

M , V konneksiyonu ile donanilmig bir manifold olsun.

' ' , dzt(t
Tanim 4.2 : C': 2 = 2'(t) parametrelenmis egrisi eger v(t) : v'(t) = xdi ) hiz

vektorii bu egri boyunca kovaryant olarak sabit ise yani hiz vektorii egri boyunca

paralel kaliyorsa bu egriyi geodezik olarak adlandiracagiz.

Cdv dv () i i
V,u= il i (O, (2" ()™ (t) =0
d*2i(t)  dak(t) ., . da™(t)

Yt
dir.

Bunlar ikinci dereceden lineer diferensiyel denklemlerdir.

Bu denklemlerin ¢oziimii vardir ve ¢oziimiin z'(ty) = xf fi(to) = i‘é keyfi
baglangi¢ verilerine gore tek oldugu ispatlanabilir.

Diger bir deyisle; C' : x(t) egrisi eger egri boyunca hiz vektoriiniin paralel tagimasi
egrinin her bir noktasinda hiz vektorii ise C' : x(t) egrisi geodeziktir.

Riemann manifoldlar iizerinde Levi-Civita konneksiyonu ile tanimlanan geodezik-
leri Riemann manifoldlar: tizerindeki geodezikler olarak adlandiracagiz.

Biz ¢ogunlukla Riemann manifoldalar1 iizerindeki geodezikleri diigiinecegiz.

Riemann manifoldu iizerindeki geodeziklerin her bir noktasindaki hiz vektorleri
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Levi-Civita konneksiyonu ile bir paralel tagimadir. Bundan dolay1 énermenin

00, X (1) = 2{9,X (1), X(1) = 0

sart1 nedeniyle hiz vektorlerinin uzunlugu sabit kalir.

Sonug 4.2 : Eger C : z(t) Riemann manifoldu iizerinde geodezik ise hiz vek-

toriiniin uzunlugu geodezik boyunca korunur.

Ispat : Konneksiyon , Levi-Civita konneksiyonu oldugundan ve o tanjant vek-
torlerin skaler ¢arpimini korudugundan , v hiz vektoriiniin uzunlugu geodezik

boyunca korunur.

4.2.2. Parametrik olarak verilmemis geodezikler

Biz parametrelenmis bir egri , geodeziktir oyleki hiz vektorii egri boyunca ko-
varyantca sabit olarak tanimladik.

Eger biz egrinin parametrizasyonunu degistirirsek ne yapacagiz 7

Bagka bir soru : Bir tanjant vektor egri boyunca, bu egriye tanjant kalan paralel
tagima olarak ele alinsin.” Bu egri ( uygun bir parametrizasyonla ) bir geodezik

olur 7 ifadesi dogru mu ?

Tamim 4.3 : Eger uygun parametrizasyon altinda geodezikler i¢in

c . dv  dv'(t)

= = T O, @ () (1) = 0

denklemini saglayan egriye parametresiz olarak verilen geodezik egri adi verilir.

C parametresiz geodezik olsun. Takip edecegimiz 6nerme gegerlidir.

Onerme 4.3 : C ( parametresiz ) egrisi geodeziktir <= egri tizerindeki sifirdan

farkli tanjant vektor paralel tasima boyunca egriye teget kalir.
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Ispat : A egrinin p € C' noktasinda teget vektor olsun. Paralel tagima egrinin
parametrizasyonuna bagh degildir. z* = z'(t) uygun parametrizasyonunu sege-
lim 6yleki z%(t) geodezikler icin

_dv'(1)

Vil =

+ oM ()L, (2 ()0 (1) = 0

denklemini gosterelim. Yani v(t) hiz vektorii egri boyunca kovaryantca sabittir.
V,v =0 dir. Eger ( cskaler katsay1 olmak tizere ) A(to) = cv(tgp) p noktasinda
verilirse , A(t) = v(t) lineerligi nedeniyle A vektoriiniin paralel tagimasidir. A(t)
vektorii hiz vektoriine orantili oldugundan dolay: egriye tegettir.

Biz her bir teget vektoriin paralel tasima boyunca egriye teget kaldigini ispat-
ladik.

Simdi tersini ispat edelim:

A(t) sifir olmayan bir vektoriin paralel tagimasi ve hiz vektorii ile orantili olsun.
Eger A(t) = c(t)v(t) parametrizasyonunu veren t = t(7) yeni parametrizasy-
onunu secelim.

dt
Buradan (r) = c(t) dir.
dr

Hiz vektoriiniin yeni parametrizasyonu

dir. Biz hiz vektoriiniin kovaryantca sabit kalan parametrizasyonunun elde et-
tik. Boylece biz parametrelenmis geodezigi bulduk. Bundan dolay1 C' egrisi bir
geodeziktir.

Sonug 4.3 : Eger z' = z'(t) keyfi parametrizasyon igerisinde geodezik ve
s = s(t) dogal parametre ise ( egrinin uzunlugunda tammlanan ) z°(#(s)) para-

metrelenmis geodezik oldugunu goriiriiz.
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4.2.3. E? deki yiizeyler iizerinde geodezikler

M :r = (u,u') E3 te bir yiizey olsun. G indirgenmis Riemann metrigi ve V, M
yiizeyi tizeinde Levi-Civita konneksiyonu olsun. G metriginin Levi-Civita kon-
neksiyonunu M yiizeyi iizerinde diigtinelim.

C' keyfi bir geodezik ve v(t) = d;—(tt) hiz vektorii olsun. Geodezigin tanimina
gore V,v = 0 dir. Diger taraftan Levi-Civita konneksiyonunun FE® deki
standart diiz konneksiyon tarafindan yiizey iizerine indirgenmis konneksiyon ile
cakigtigim biliyoruz. Bundan dolay1

Vou=0=V¥y= (%vv)teget

dir.

Kartezyen koordinatlarda

~ d d*r(t
V,uo=0= Ev(u(t),u’(t)) = dT;S(Q ) =a
Bundan dolay1n Vv = VMy = (61)2))@@ = 0 oldugundan ivmenin teget

bilegeni sifira esittir.

nedeniyle yiizeye diktir.

Onerme 4.4 : M yiizeyi tizerindeki 7 = (u(t),v(t)) egrisinin ivme vektorii
M yiizeyine diktir gerek ve yeter sart bu egri geodeziktir.
Diger deyisle Newton’un 2. yasasi nedeniyle parcacik ytiizey {izerindeki geodezik

boyunca hareket etmesi icin gerek ve yeter sart kuvvet yiizeye diktir.

Kiire ve silindirin geodeziklerini hesaplamak i¢in bu 6énermeyi kullanmak daha

kolaydir.

Ornek 4.2 : Silindirin geodezigi
T =acosy
r(h(t), (1)), y = asing silindiri tizerinde bir geodezik olsun.
z=nh
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Buradan

—apsin @
dr .
v = — =
i ap cﬂos %)
h
ve ivmesi
. .2
—apsin @ —ap cos
dv . 2
a= | apcose + | —ap sing
h 0
tegexvme dik;’;)me

olarak bulunur.
2

Tegetsel ivme sifira esit oldugundan dolay: % =0 ve h(t) =hy+ct elde
edilir.

Dik ivme sabit hiz ile ¢ember iizerinde dénmenin merkezcil ivmesidir. ( OXY
diizlemi iizerine izdiigiimii )

Geodezik bir helistir.

Ornek 4.3 : Kiirenin geodezigi
r=r(0(t),p(t)) a yaricaph kiire iizerindeki geodezik olsun.

x = asinf cos ¢
r(0,p) =4 y=asinfsinyp

z=uacosl

v(t) hiz vektorii ve r(t) vektorlerinin vektorel garpimini diigiinelim.
M =r(t) x v(t) olsun.
a(t) ivme vektorii , kiirenin yiizeyine diktir énermesi nedeniyle r(¢) ile orantilidir.

Bu M(t) nin sabit vektor oldugunu gerektirir.

d d
EM(t) = d—tr(t) x v(t) = (v(t) x v(t)) + (r(t) x a(t)) =0
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Biz M(t) = M,y alahm. r(t) , M =r(t) x v(t) ye diktir.

r(t) nin My = r(t) xv(t) vektoriine dik diizleme ve kiireye ait oldugunu gordiik.
Kiire ile bu diizlemin arakesiti biiyiik cemberlerdir.

Eger r(t) geodezikse bundan dolay1 ( parametresiz egrilerdeki gibi ) onun biiyiik
¢emberlere ait oldugunu ispatladik.

Tersi agikardir. Eger parcacik sabit hiz ile biiyiik gember boyunca hareket ederse

agik bir gekilde ivme vektorii yiizeye diktir.

Sonug 4.4 : M = r(t) x v(t) vektorii dsnme momentidir.Bu dénme momenti

izotropik uzay igerisinde hareket integralidir.

4.3. Riemann Manifoldlar1 Uzerinde Serbest Tanecigin Lagrangian-

lar1 ve Geodezikler

4.3.1. Euler-Lagrange Denklemi ve Lagrangian

M  manifoldu tizerindeki hiz vektorleri ve noktalar iizerindeki L = L(z,x)

fonksiyonu M manifoldu iizerinde Lagrangiandir.

L:MxTM —R

(z,2) — L(z, )

L birinci kismi tiirevleri siirekli reel degerli fonksiyondur ve Lagrangian olarak

adlandirilir.

4oL oL
dt 8$Z 8:51

(4.4)

ikinci dereceden diferensiyel denklemini takip ederek L = L(z,r) Lagrangianim
belirleyelim.

Detayh olarak
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d OL 0?’L .m 0?’L .m 0L
)= T T Gt = 55
dt” o dxrmOx or Oz O

(4.5)

Bu denklemler L Lagrangianinin Euler-Lagrange denklemleri olarak adlandirilir.

4.3.2. Serbest Tanecigin Lagrangiam

G = ggdr'dz® olmak tizere (M, G) Riemann manifoldu olsun.

L = L(z,z) Lagrangiam , eger

(4.6)
ise M Riemann manifoldu tizerindeki serbest tanecigin Lagrangianidir denir.

Ornek 4.4 : Oklid uzayindaki serbest tanecik

E3 deki standart G = dz? + dy? + dz? metrigini diistinelim.
Gk .2 .22

_gkrr x +y +z

L =
2 2

dir.

Dikkat edilirse bu Lagrangiandir ve bu agir1 miktardaki serbest tanecigin di-

namiginde tanimlanir.

Ornek 4.5 : Kiire tizerindeki serbest tanecik
R yaricapl kiire tizerindeki metrik G = R%d#* + R?sin®0dy? dir.

Serbest tanecigin Lagrangiani i¢in sirasiyla

ik - o 9,2
_ gikrx R0 + R*sin”fOp

L
2 2

(4.7)

olarak bulunur.
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4.3.3. Euler-Lagrange Denklemleri ve Geodeziklerin Deklemleri

Teorem 4.1 : Serbest tanecigin Lagrangianinin Euler Lagrange denklemleri ,
geodezikler icin ikinci dereceden diferensiyel denklemlere denktir.
Bu teorem Christoffel sembollerinin hesaplanmasini ¢ok kolay hale getirir.

Bu teoremi dogrudan hesaplamalarla ispatlayalim:

i.k

i ... d, oL L
L = ng; ’ Lagrangiani icin %<8 -) = % Euler Lagrange denklemini
8' i
hesaplayalim. v
.m .k
ImkT T
d, oL, 495 ) 4
S50 = S—2—) = S
Ox Ox 5
= Gikx +81‘m$
ve
.m .k
9mkT T
oxt Oxt T2 "
Bundan dolay1
d  OL B .k 8gik.m.k_8L_18gmk.m.k
dt(8¢i> IR P P R R
ko Ogi -om .k 10¢,e -m -k

elde ederiz. Dikkat edilirse

m .k

Omgirt 25(3mgik$ T + OpGimr x ) dir.

Bundan dolayz;

dek L
ik~ g2 + B (Omik + OnGim — Oigme) £ 2% =0

denklemini elde ederiz.
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k

¢** invers matrisi ile carparsak biz;

2, , . ™ dak

a2 29\ ok T aem T ow ) Tar ar

elde ederiz.
Levi-Civita konneksiyonunun Christoffel sembollerini burda ayirt edersek ve bu
denklemi;

d*zt da™

Lty
dt2 dt ™ dt

=0

gibi elde ederiz. Bu

Vo  dv' ‘
V,v= T d +ofTt o™ =0

dan bagka birsey degildir.
Bu teoremin uygulamalari: Levi-Civita konneksiyonunun Christoffel sembollerini
hesaplar.

(4.6)’ deki Lagrangian igin (4.5)” daki Euler-Lagrangian denklemlerini

hesaplayalim.
9 Grpa™ 2
d <8L) 4 2
d Lk
= a <9ik9€ )
.. a z . .
= gipx® + _89 Egmak
xm
ve
9 gmkzmxk
oL
ort oxt
_ lagmk xmx"“
2 Jz™
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dir. Bundan dolayr;

d [ OL - e
— - | = g™ + %Iml’k
oL

" o
2 0™

dir.
g + O™z = 10, g™z
olur. Dikkat edilirse;

OmGirr ™k = 3 ((%gikxmx’“ + &cgimxmx’“)

dir. Burada;

d?a*
g g

denklemini veririz. ¢** ters matrisi ile carparsak;

ork | 9rm  fa =0

a2 27 dt dt

dzt 1, (agjm gjk 39mk> da™ da*

olur.

Biz Levi-Civita konneksiyonunun Christoffel sembollerini burada gorerek , den-

klemi yeniden yazarsak;

d2xi+d:cm ; dx*
ez dt ™ dt

=0 (4.9)

olur.
Bu teoremin uygulamalari: Levi-Civita konneksiyounun Christoffel sembollerini

hesaplar.
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4.3.4. Lagrangianlar1 Kullanarak Geodezikler ve

Christoffel Sembollerinin Hesaplanmasimin Ornekleri

2 ornek diistinelim:
Buldugumuz geodezikleri ve Lagrangianlar1 kullanarak Lobachevsky diizlemi ve

E3 ’deki kiire iizerindeki Levi-Civita konneksiyonunu hesaplayalim.

Ornek 4.6 : E3 ’deki R yaricaph kiire;

Kiire tizerindeki serbest parcacigin Lagrangianini (4.7)” de verdik.

2
R +R? sin? fp?

L
2

Geodeziklerle tanimlanan Euler-Lagrange denklemleri:

d (0L oL d ; .2 - 2
pr (—) %@ (R20> — R%sinflcosfp =0= 0 —sinfcosfp =0
00
(4.10)

d (0L oL d : . -
~ =) - == R2'29):0:> 2 cot 0 =
7 <8g0> 0 dt( sin” fp @+ 2cotblp =0
Christoffel sembolleri i¢indeki geodezik denklemleri ile Euler-Lagrange
denklemleri kargilagtiralim.

. , 2 ) o , 2

S A 2—i— 20,00+ 0, =0

. - - 2

o+T50 + 2F§(p«9<p +I%.p =0
Biz,
[gy =15, =T%=0;T%, = —sinfcosh (4.11)
Iy =T¢,=0; F& = FZ@ = cot (4.12)

elde ederiz.
Daha 6nce alt boliimde kiire iizerindeki 6nceki hesaplamalar ile

karsilagtirirsak, kiire iizerindeki biiyiik gemberlerin geodezik oldugunu ispatladik.;
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Bu gercgegin bir bagka daha basit ispatini diigiinelim.

Geodezikleri bulmak i¢in ( 4.10 ) daki ikinci dereceden diferensiyel denklemleri
¢ozmek zorundayiz.

© =, , 0 =0y+ 1t biiyiikk gemberlerinin;

0.() limo= o 0(1) le=o= 15 ¢ (1) le=o= 20, & () lio=0 (4.13)
baglangig kosgullar ile ( 4.4 ) ’daki ikinci dereceden diferensiyel denklemlerin

¢oziimii oldugu goriiliir.

Ornek 4.7 : Lobachevsky diizlemi;
dz? + dy?
=t

)

metrigi ile Lobachevsky diizlemi iizerindeki serbest parcacigin Lagrangiani;

2.2
lz +y

L
2 P

dir.

Fuler-Lagrange denklemleri;

OL _y_d (0L _dfz)_ o 21y
or dt \pgp/) dt\y2] y2 43

yani;
.21
P A

y

.2 .2 . .. .2

oL _ x4y _d(OL)_dfy)_y 2
gy oy dt\oay) d\y?) ¥ ¢
yani;

N
YR

y oy

r—z iz =0;0=12, z=a", y=2a?)

geodezik denklemleri ile bu denklemleri karsilastirirsak;

1 1 1
rz =0, ny:Fyx:—g,Fyy:O, Fg{nx:;rgy:%:o, ng:—g
dir.
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Kiiredeki gibi benzer yolla Lobacevsky diizlemi {izerindeki geodezikleri bulabili-
riz. Ilk olarak dik 1sinlarin geodezik oldugunu gorebiliriz. Daha sonra mutlak bir
merkez ile inversiyonu kullanarak mutlak bir merkezi geodezik olarak ¢emberlerin

yayini gorebiliriz.

4.3.5. Salmm Ilkesi ve Euler Lagrange Denklemleri

Burada ¢ok kisa bir sekilde Euler Lagrange denklemlerini, salinim ilkesinde nasil
bir yol takip edecegimizi aciklayacagiz.
M bir manifold(Riemann olmasi gerekmiyor) ve

L=1 (a: x)
de bu manifold iizerindeki Lagrangian olsun.
t = t; zamaninda x; noktasinda baslayan ve t = t; zamaninda x5 noktasinda
biten egrilerin uzaymi; M7>* ile gosterelim.

T1,t1

Ma:z’tz:{c’:l'(t) s t1§t§t27 x(tl):Il’x(tz):IZ}

1,t1

M;ffff uzay1 iizerindeki S fonksiyonelini takip ederek diigiinelim.

Y (t) € MP[? egrisi igin;

su@ﬂzzL<ﬂ@y¢RQ)ﬁ

dir.
Bu fonksiyonel, eylem (hareket) fonksiyoneli olarak adlandirilir.

Teorem 4.2 : S fonksiyoneli z (£) € M;?/? yolu tizerinde en kiigiik dereceye

ulagsin. Yani;

Vo (t) € MP2 5 Sz ()] < Sz (1))

T1,t1 )

xg (t) yolu L Lagrangianimin Euler-Lagrange denklemlerinin ¢oziimiidiir. Eger;
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x(t) = xo () ise

d <8L) oL
dt axl ox’

dir.

Sonug 4.5 : Bazen z (1) yolu, eylem fonksiyonelinin eksteremumu (asit)
olarak adlandirilir.
Biz geodeziklerin en kisa egriler anlamda oldugunu gostermek igin

kullanacagiz.

4.4. Geodezik ve En Kisa Uzaklik

Siz bircok geodezigin en kisa egri anlamda oldugunu biliyorsunuz. Bu 6nermeye

tam bir anlam verecegiz ve salinim ilkesini kullanarak bunu ispatlayacagiz.

Teorem 4.3 : x; ve o M (Riemann manifoldu) iizerinde iki nokta olsun. Bu
noktalar1 birlegtiren en kisa egri geodezigin yayidir.

C' , M manifoldu iizerinde geodezik ve x; € C olsun. x; noktasina yakin olan
ve x5 € C' keyfi noktasi i¢in 1, zo noktalarini birlestiren geodezigin yay1, bu iki
nokta arasindaki en kisa egridir.

Bu teorem geodezik icin iki farkh yaklagimdir, hiz vektorlerinin paralel 6telemesi

ve en kisa uzaklik arasinda bir koprii yapar.

Ispatin Taslag: : Asagidaki iki Lagrangiam diisiiniin. Serbest tanecigin

Lagrangiani;

_ Yik (x)z x

L
2

ve uzaklik Lagrangiani;
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L (x,i) =\ gir (x) s
_var

dir.

Eger C : 2°(t) , t; <t <ty M iizerinde bir egri ise C egrisinin uzunlugu;

k

?E ()3 () dt = Zf\/ g (x (1) ()2 (t)dt

dir.

Teoremin ispat1 agagidaki gozlemi takip eder.

Zfi () & (1)) dt

uzunluk fonksiyoneli i¢in Euler-Lagrange denklemlerinin gozlemi;

Sz () = Z/Q"L () Z (1)) dt

eylem fonksiyoneli i¢in Euler-Lagrange denklemine denktir.

Bu c¢akisma eylem fonksiyonelleri ve uzunluk fonksiyonellerinin ekstremumu an-
lamina gelmektedir.

Gergekten de en kisa egrilerin eylem fonksiyoneli i¢in Euler-Lagrange denklem-
lerini gosteren bu gozlem ve salinim ilkesinden takip ederiz.

Eylem fonksiyoneli i¢in Euler-Lagrange denklemlerinde 6nce geodezikleri tanim-
lamay1 gosterdik. Bundan dolay: en kisa egriler geodeziklerdir.

Dogrudan hesaplamalarla bu gozlemi kontrol edelim.

~ ik
L=\ gu(x)rx

=+V2L
Lagrangian i¢in Euler-Lagrange denklemlerini hesaplayalim.
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Dikkat edilirse;
ta o/ i
Iz <x (1), (t)) dt
t1

uzunluk fonksiyoneli hesaplamalarini kolaylagtirmak igin sabit(degismez) yeni
paremetrizasyonlu halidir.
s (t) dogal paremetrisini veya x' (t) egrisi {izerinde dogal paremetreyle orantil

olan bir paremetre secelim. Biz L = sabit elde ederiz ve

d (oL 9oL 1(d (oL OL

bulunur.

Biz cakisan uzunluk ve eylem Lagrangianlari i¢cin Euler-Lagrange denklemlerini
gosterdik.

Oklid uzayindaki dogrular iki nokta arasindaki en kisa uzakliktir. Bagka bir ifade
ile onlarin hiz vektorleri sabittir.

Biz simdi farkina vardik ki genelllestirilmis Riemann manifoldlari i¢inde geodezik-
lerin rolii tistelik iki katidir. Onlar hiz vektorleri kovaryant olarak sabit bolgelerce

en kisadir.

4.4.1. Kiire ve Lobachevsky Diizlemi I¢in Tekrar Geodezikler

Geodeziklerin en kisa olmasi bize geodezikleri hesaplamak ic¢in bagka bir arag
verir. Gergekten geodezikler bolgesel olarak en kisa egrilerdir.

R yaricaph E® ’deki kiireyi tekrar diisiinelim.
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G = R? (d6” + sin® §dy?)
indirgenmis Riemann metrigi, €, ¢ koordinatlar: kiire iizerinde keyfi A ve B nok-

talari diigiinelim. (6o, ¢,); A noktasimn koordinatlari, (61, ¢,); B noktasmin

koordinatlar1 olsun. C4p, bu noktalar: birlegtiren egri olsun.

Cap:0(t),0(t) 5 0(to) =060, 0(t1) =01; w(to) =wy, ©(t1) =¥

olsun.

Le,, = fR\/Q? + sin? 0 () p2dt

dir.

Kabul edelim ki A ve B aym anlamda olsun. Yani eger; (6, ¢,); A noktasinin
koordinatlar1 ve (01, p,); B noktasinin koordinatlar: ise ¢, = ¢, dir.

Simdi o bir meridyen yay1 oldugu kolayca goriilebilir. Bu ¢ = ¢, egrisi bir geo-
deziktir.

Gergekten, 0 (tg) = 0(t1) = 6y , ©(to) = ¢ (t1) = ¢, , A ve B noktalarim bir-
lestiren 0 (t) , ¢ (t) keyfi egrisini diigiinelim. A, B noktalarim birlestiren meridyen

uzunlugu egrinin uzunlugunu karsilagtiralim.

t1 t1 t1

JR\J62 +5in? 0.(1) g2dt > R[\/6Zdt = R [6,dt = R (6, — 6)

to to to

Boylece A ve B noktalarini birlestiren biiyiik cemberlerin en kisa oldugunu gordiik.
Kiire tizerindeki biiyiik ¢emberler geodeziklerdir. Kiire iizerindeki geodezikler

merkezden gegen diizlem ile kiirenin kesigimi olan ¢emberlerdir.

Lobachevsky Diizlemi Uzerindeki Geodezikler

Lobachevsky diizlemindeki Riemann metrigi;

B dz? + dy?

G /7
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dir.

p:x=u2x(t) , y=uyl(t) egrisinin uzunlugu;

$2+2
L= ]t

ye esittir.

[1,¢] dikey arahigin uzunlugu ozellikle € — 0 ise sonsuza yaklagir.

y = 0 dogrusunun(gizgisinin) her noktasimdaki uzaklik sonsuza esit oldugu gordiik.
Lobachevsky diizlemi iizerinde A = (¢, o) , B = (1, y1) noktalarim diigiinelim.
Dikey c¢izgilerin Lobachevsky diizleminin geodezikleri oldugunu kolayca gordiik.
Boylece A ve B noktalar1 x = x 1511 tizerinde olsun. C'45 bu noktalari birlestiren
T = xp 1$Ininin yayi olsun.

Cap:r=2x0, y=1yo+1

C4p egrisinin uzunlugu;

2 (t) [t=0= w0 , Y (t) lt=0=v0 , 2 (t) ;== 20 , ¥ () [i=, =111

bu noktalar1 birlegtiren x = z () , y = y (¢) keyfi egrisinin uzunlugundan kiigiik

veya egittir.

t 2 2 t 2 1 ¢
[ %ﬂdtzf ;y_tdt:f_zlogﬂ
0 y2 (1) o\ 2 (1) wo t Yo

C4p ’ nin uzunlugudur.

Bundan dolay1 C4p en kisadir. Biz dikey 1ginlarin geodezikler oldugunu gos-
terdik.
Simdi z¢ # z; durumunu diigiinelim. Aym dikey 1ginlar iizerinde olmayan A, B

noktalarimi birlegtiren geodezikleri bulalim.
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Merkezi mutlak iizerinde olan iki noktadan gegen yarim cemberi diigiinelim. Biz
onun geodezik oldugunu gosterecegiz.

(a,0) gemberin merkezinin koordinatlar1 olsun. (r,¢) kutupsal koordinatlar:
diisiinelim.

T=a-+rcosg; y=rsing

Bu kutupsal koordinatlarda yarim cemberlerin r-koordinatlar: sabittir.Bu koor-
dinatlarda Lobachevsky metrigini bulalim.

dx = —rsin pdp + cos dr

dy = r cos pdy + sin pdr

dz? + dy* = dr? + r?dyp?

dx? + dy?
G="
_dr® 4 r2dy?
 rZsin?o
_dy? dr?
~sin?p  r2sin?o
dir.

A, B noktalarini birlestiren keyfi egrinin uzunlugu ¢emberin yayimin uzunlugun-

dan biiyiik ya da esittir.

2 2 2
Lap = tfl LM — T
v\ sin?o  r2sin® T\ sino

dt

0

1o SIN
¥1 dgp
=/ sin ¢

¥o

¥1
= log tan 2 |
%o
Y1
tan 7
= log b5
tan —

2

dir.

65



5. TARTISMA VE SONUC

Oklid uzayinda kovaryant tiirev ve sekil operatorii tanitildi ve bu uzayda stan-
dart metrik kullanilarak geodezikler bulundu. Daha sonra Riemann metrigi agik-
landi. Riemann manifoldlar {izerinde konneksiyon tanimlanarak bu konneksiyon
yardimiyla Christoffel sembolleri bulundu. Levi-Civita konneksiyonu ve bir yiizey
tizerine indirgenmis konneksiyon tanimlanarak bunlar yardimiyla geodezikler bu-
lundu. Ayrica Levi-Civita konneksiyonu kullanilarak paralel tagima anlatildi.
Son olarak Euler-Lagrange denklemleri ve Lagrangian kullanilarak geodeziklerin
hesaplanmasi anlatildi. Yukarida soylenenlerin hepsi 6rneklendirilerek somut hale

getirilmigtir.
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