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subject and entry is made to Baskakov-Kantorovich operators. Continuity of
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TESEKKUR
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SIMGELER DiZiNi

X,d) Metrik uzay

L, Uzerinde taniml dlgiiye gdre mutlak
degerlerinin p-yinci kuvveti
integrallenebilen ve sonlu deger alan
fonksiyon uzay1

£, L, uzay: lizerinde tanimli norm

K(f;t) K-fonksiyoneli

Wy Agirlikli Sobolev uzay1

w(f;t) w streklilik modiiliiniin konkav
majoranti

Cla, b] [a, b] araliginda siirekli tiirevlenebilir
fonksiyonlar uzayi

(Arn) Ileri fark operatorii

AL (f5.) r-yinci ileri fark operatorii

Wy, L, stireklilik modiilii

1



1.GIRIS

1.1. Kaynak Ozeti

Yaklagimlar teorisi Matematiksel Analizin temel konularindan birisidir. Bugiine
kadar bu konuda c¢alismis birgok arastirmacinin degisik calismalari mevcuttur. Bu
teorinin temeli verilen herhangi bir fonksiyona, bu fonksiyondan daha basit olan
fakat daha elemanter 6zelliklere sahip fonksiyonlar cinsinden yaklasabilmektir. Bu
tiir yaklasimlar [a, b] seklinde sonlu aralikta oldugu taktirde kullanilan temel teorem
Weierstrass teoremidir. Bu teoreme gore, sonlu [a, b] aralig1 iizerinde tanimli her
stirekli fonksiyona diizgiin yakinsayan bir polinom karsilik getirilebilmektedir. Daha
sonra bu teoremin daha basit ispatlanabilen ve daha kullanigh olan halleri Bernstein

tarafindan verilmistir.

Ilerleyen zamanlarda Korovkin bir L,, lineer pozitif operatdrler dizisinin sonlu [a, b]
araliginda tanimli siirekli bir f(x) fonksiyonuna diizgiin yakinsamasi i¢in
e;(x) = xt:i=0,1,2,. test fonksiyonlarina yakinsamasinin yeterli olacagin

gostermistir.

Ilerleyen zamanlarda bu tiir yakinsamalarda yakinsama hizi da énem kazanmistir.
Yakinsama hiz1 i¢in en 6nemli test fonksiyonu siireklilik modiilii fonksiyonu olarak

verilmis bununla beraber K-fonksiyoneli yardimiyla da yakinsama hizi belirlenmistir.

Eger aralik sinirsiz ise bu durumda Korovkin teoremi yakinsaklik igin yetersiz

kalmaktadir. Buna karsilik Baskakov teoremi verilmistir.

Bernstein 1912 yilinda kendi ad1 ile bilinen Bernstein polinomlarini ve bu polinomlar
yardimiyla Bernstein operatorlerini tanimlamistir. Bu operatorler temel alinarak daha
sonra cesitli yazarlar ve arastirmacilar farkli operatorleri tanimlamistir. Bu
operatorlerin bir ¢ogu halen gelistirilerek calisilmaya devam edilmektedir. Bu

operatorlerden birisi 1957 yilinda Baskakov tarafindan asagidaki gibi tanimlanmis



B.f = B,(f;x):= i (n+ll§— 1)xk(l +x)‘”‘kf(§); x € [0,0),n €N

k=0
ve yakinsaklik 6zellikleri incelenmistir.

Daha sonra Ditzian ve Totik bu operatorii

k+1

o)

K, (f;x):= Z (n thk- 1) x*(1 +x)_n_kndf f(t)dt : x € [0,0),n EN

k
k=0

n

seklinde modifiye etmis ve Baskakov-Kantorovich operatorii olarak isimlendirmistir.

Biz bu tezde (2008) yilinda Feilong Cao ve Chunmei Ding tarafindan yapilan
integrallenebilir fonksiyonlar igin verilen “L, approximation by multivariate
Baskakov-Kantorovich operators” isimli makaleyi baz alacagiz ve makaledeki

ozellikleri inceleyecegiz.



1.2. Calismanin Amaci

Bu calismada oncellikle Baskakov ve Kantorovich operatorleri hatirlatilacak, daha
sonra d-boyutlu uzayda Baskakov-Kantorovich operatoriiniin tanimlanmasi ve
yakinsaklik 6zellikleri incelenecektir. Amag tezden faydalanilarak diger operatdrlerin

cok degiskenli halleri i¢in bir kaynak olusturmaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Bu kisimda tezde kullanacagimiz bazi tanim, teorem ve esitsizlikleri verecegiz.

2.1. Temel Kavramlar

Tamm 2.1. D, X topolojik uzaymin altuzay1 olsun. Eger D = X esitligi mevcut ise

D, X te yogundur.

Tanmmm 2.2. (Norm): N bir lineer uzay olsun. ||.|| : N - R fonksiyonunun x teki

degeri ||x|| ile gosterilsin. Bu fonksiyon igin;

ND|x| =0 & x =0

N2)llax]l = lalllx]l ; « €R

N3)llx + yll < llxIl + llyll (tiggen esitsizligi)

sartlar1 saglaniyorsa ||. || fonksiyonuna N de bir Norm adi verilir. (N, ||. ||) ikilisine
bir Normlu Uzay denir.

Tanmim 2.3. (Yar1 Norm): Yukaridaki tanimda N1) kosulu yerine
x = 0= ||x|| = 0 kosulu alinirsa, ||.|| ye Yar1t Norm ve (N, ||.|]) ikilisine de Yari

Normlu Uzay denir.

Tamim 2.4. Eger bir (X, ||.||) normlu lineer uzay: tam ise buna bir Banach Uzayi

denir.

Tamim 2.5. (Metrik Uzay): Bir X kiimesi ile bir p: X X X = R fonksiyonu verilmis

olsun. vV x,y,z € X igin



M1) p(x,y) =0

M2) p(x,y) < p(x,2) + p(z,y)  (liggen esitsizligi)

M3) p(x,y) = p(y,x) (simetrik)

M4)x=y=p(xy) =0 (yani p(x,x) = 0)

M5)x =y =p(x,y) #0

ozellikleri saglaniyorsa p fonksiyonuna X kiimesi iizerinde bir Metrik denir. (X, p)

ikilisine de Metrik Uzay denir.

Tanmm 2.6. {x,,}, (X, d) metrik uzayinda bir dizi olsun. Eger Ve > 0 ve Ym,n > N
icin d(x,, x,,) < € olacak bigimde N = N(¢&) tam sayis1 varsa {x,} dizisine bir
Cauchy Dizisi denir.

Ayrica her yakinsak dizi Cauchy dizisidir.

Tamm 2.7. X teki her bir Cauchy dizisi yine X teki bir noktaya yakinsiyor ise (X, d)

metrik uzayr Tamdir denir.

Tamim 2.8. (Cauchy-Schwarz Esitsizligi): x,, x5, ..., x,Ve V1, V3, ..., ¥ reel sayilar

i¢in

Y1+ 22yz + ok Xyl SV 22+ ek P YRR e g

yada




esitsizligi gecerlidir.
Teorem 2.1. £, [a, b] kapal1 araliginda stirekli bir fonksiyon olmak iizere derecesi n

den biiyiik olmayan 6yle bir B,(x) polinomlar dizisi vardir, 6yle ki bu araligin her

noktasinda

lim P,(x) = f(x) = lim max |B,(x) — f(x)| =0
n—oo n—oo asx<b

oluyorsa, B, (x) f(x) e diizgiin yakinsaktir denir.

Teorem 2.2. (Lusin Teoremi): f € L,(a,b), p =1 igin [a,b] kapalr arahiginda

Oyle bir siirekli ¢ fonksiyonu bulabiliriz ki, € yeterince kii¢iik bir say1 olmak tizere

If —oll, <e
olur.

Lusin Teoreminden denilebilir ki L, de olan bir fonksiyon L, normunda bir B,

polinomunun limiti seklinde gosterilebilir.

Yani f € L, ise Lusin Teoremi geregince siirekli bir ¢ fonksiyonu bulunabilir dyle

ki |lf —oll, <& olur.

Yine ¢, [a, b] kapali araliginda siirekli oldugundan bir B, (x) polinomlar dizisi vardir

oyle ki [a, b] kapali araliginda ¢ (x) e diizgiin yakinsar. Yani

lim max |B,(x) —p(x)| =0

n—o asx<b

dir [1]. Simdi P,(x) polinomlarmin L, normunda f ye yakimsadigmi gosterelim.

Yukaridaki iki teorem birlestirilirse



1f (%) = Bl = If (x) = @ (x) + @(x) = B(0)ll,
< f &) = @Il + llox) = POl

1

b p
<e+( f |<p(x>—Pn(x>|de)

1
<&+ max |B,(x)—o)|(b—a)
asxs<b

<e¢

olur ki bu da B, (x) polinomlarinin f(x) e L, normunda yakinsadigini gosterir.
Tamm 2.9. (Holder Esitsizligi): p > 1, %+ % =1,f€L,gE€Lgigin

1 1

p q
[ r@geadx <| [irwax | | [1gearax | = ifi,lgl (2.1)
D D D
dir.
Tamm 2.10. (Minkowsky Esitsizligi): f, g € Ly, i¢in
If + gll, < II£1, + llgll, 22)
esitsizligi saglanir.

Tamm 2.11. (Genellestirilmis Minkowsky Esitsizligi):

P % ;
f f FOIKGy)dy| dx | < f f FOIK G IPdx | dy
D, |D, D, \D;
< [iro| [1kcewax ) ay 23)
Jron( ]

dir.



Tamm 2.12. (Lipsichtz Simfindan Fonksiyonlar Uzayi): f(x) bir [ araliginda

tanimlanmis fonksiyon olsun. 0 < a < 1 olmak iizere her x4, x, € I i¢in

|f (1) = F(x2)] < Mxq — x5|* (2.4)

olacak sekilde bir M > 0 varsa f ye a-ymci1 basamaktan Lipschitz sinifindandir denir

ve f € Lipy(a) ile gosterilir. Bir I araliginda

1) f € Lipy () ise f fonksiyonu bu aralikta siireklidir.

2)a > 1igin f € Lipy(a) ise f sabit fonksiyondur.

Tanim 2.13. (Sobolev Uzay1): 1 < p < oo, k € N, olmak {izere

WE@Q) ={f:Q - R|f € LP(Q),V]al <k icin DEf € L,(Q)}

ile tanimlanan kiime L,(Q)) uzaymm bir alt uzayidir. Bu uzaya W,(Q) Sobolev
Uzayi denir.

2.2. L, Uzayinda Olan Fonksiyonlarin Siireklilik Modiilii Ve Ozellikleri

Tanim 2.14. f € L; olmak lizere w ile gosterilen

|t|so

o1, (Fi0) = swp [If G+ = F@ldn (2.5)
R

integralinef nin L4-siireklilik modiilii denir.

Tamm 2.15. Kompakt bir I aralig1 tizerinde reel degerli siirekli bir f fonksiyonunun

r € N ve t > 0 olmak iizere r-yinci basamaktan siireklilik modiilii



wr(f;t) = lSUPIIA nfll

ile verilir. Burada norm maksimum norm ve A}, r-yinci ileri fark operatoriidiir ve
Apf(x) = f(x+h) = f(x)

LG = (857 00) > 1
seklindedir. Ayrica ¢ < o; oldugunda

wy, (f;0) <w, (f;01)

dir. L, stireklilik modiilii negatif olmayan ve monoton artan bir fonksiyondur. Simdi

stireklilik modiiliiniin bazi1 6zelliklerini inceleyelim.
Lemma 2.1. m dogal say1 olmak iizere
wy, (f;mo) < mae,, (f; o) dir.

Ispat 2.1.

o, (fime) = sup f Fx+6) — FOOldx

t <mcr

ifadesinde t = my alip asagidaki islemleri yaparsak,

oL, (f;mo) = sup j (e +my) — f(0)ldx

lylso

= sup f f G+ my) — F(x + (m— Dy) + Fx + (m — 1)y)

lylso
—00

—fx+mMm=2)y)+fx+(m—=2)y)—-—fx+y)



+f(x +y) - f(x)|dx

=|sy1|1£r;f Zf(x+ky)—f(x+(k—1)y) dx

— 00 k=1

< sup [ D IFGot ky) = £+ k= Dy)ldx

yazilabilir. Burada x + (k — 1)y = z denilirse ve sonra yeniden z yerine x, y yerine

t alinirsa

o, (fimo) < sup L ;v(z +9) - f(D)ldz

< msup f f(z+y) - f(D)ldz

|z|so

= mw, (f;0)
elde edilir ki bu da istenendir.
Sonug¢ 2.1. 0 < A < 1 bir reel say1 olmak {izere
wr, (f;A0) < (1 + Dw,, (f;0)
dir.

Ispat 2.2. [A] ile A sayisinin tam kism1 gosterilsin. Bu durumda A < [A]+1 dir ve

wy,, (f; o) fonksiyonu monoton artan oldugundan

wr, (f;20) < wy, (f; ([A] + Do)

dir. [A]+1 tamsay1 oldugundan Lemma 2.1 ve son olarak [A] < A oldugu kullanilirsa

10



wy, (f;20) < wy, (f; (2] + Do)
< ([2] + Dw,, (f; 0)
<A+ Do, (f;0)

elde edilir ve bdylece ispat tamamlanmis olur.

Lemma 2.2. f € L; olmak tizere lirr(l)a)Ll(f; o) = 0 dur.
g—

Ispat 2.3. f € L; oldugundan her &£ >0 sayisina karsiik 3a € R reel sayist
bulunabilir dyle ki;

f If(x)ldx<— flf(x)ldx<—

saglanir. Ayrica her pozitif ¢ sayisi i¢in

—a—o

] Foldx <% f Feoldx <% 2.6)

— 0o a+o

yazilabilir. Dolayisiyla

|t| <o yani — 0o <t <o icin,

f FCx + 0)ldx = f FO0ldx < f Foldx <= @7)

ato ato+t

dir. Cinkic+t >0 ve a+ o0+t >a dir.

Benzer sekilde t —0 <0 ve-a — o +t < —a oldugundan

11



—a—o —a—-o+t

f If G+ 0)ldx = f £ GOldx < f FGOldx <

— 00 — 00

&

7 (2.8)

oldugu goriilir. (2.6), (2.7), (2.8) formiillerinden

—a—o [o'e]

e € € ¢
sup f lf(x+t) — f(x)|dx + flf(x+t)—f(x)|dx <—-+4+—-+-—-+-=c¢
|tl<o 4 4 4 4

—o0 a+o
elde edilir. Dolayisiyla
o) a+o
sup | |[f(x+1t) — f(x)|dx < sup flf(x+t)—f(x)|dx+s
|t]|so |t|lso
_o -a-o

esitsizligi yazilabilir. Ispat icin

a+o
sup [ 1+ 0) = f0)ldx
lﬂ_a—a—a
ifadesinin de & dan kiiciik kaldigini gostermek yeterlidir. Bunun igin Lusin
Teoremini kullanalim. Lusin Teoremi geregince f € Li(a,b) icin |[f —o|l,, <&

olacak sekilde siirekli bir ¢ fonksiyonu vardir. Dolayisiyla [—a — 20,a + 20]

araliginda siirekli bir ¢ fonksiyonu bulunabilir 6yle ki

a+20

j F(0) — p)ldx < € 2.9)

—a—-20
yazilabilir.

Bu durumda

12



ato ato

f|f(x+t)—f(x>|dxs f|f(x+t>—<p<x+t)|dx

—a—o —a—o

ato

+ f 9Cx + £) — ()] dx

—a—o

ato

4 f 0() — F(0)ldx (2.10)

—a—o

esitsizligi yazilabilir. (2.8) den

atao ato+t
sup f FOx+6) — pCx + 0)ldx = f £ G0 — p(0)ldx
< f|f(x)—<p<x)|dx<e
—a—20

elde ederiz. (2.9) dan ise

ato a+o

sup lf(x+t) — f(x)|dx < 2e+ su f lo(x +t) — @(x)|dx (2.11)

ltlso [t]so
—a-o -

seklinde yazilir. ¢ siirekli bir fonksiyon oldugundan |t| < o sartin1 saglayan t ler

icin siireklilikten dolay1

lp(x + 1) — ()] <

2(a+o0)
yazilabilir. Buradan,
a+to
sup f lo(x +t) —p(x)|dx < &
|t|lso
—a—o

13



elde edilir. Bu esitsizligi (2.10) da yerine yazarsak ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.3. (Korovkin Teoremi): {L,} lineer pozitif operatorler dizisi olsun.
an(x), Bn(x), yn(x), [a, b] araliginda diizglin olarak sifira yakinsayan diziler olmak

lizere Vx € [a, b] igin,

L,(1;x) =1+ a,(x) (2.12)
Ly(t;x) = x + Bp(x) (2.13)
L (t%x) = x* + v, (x) (2.14)

kosullar1 saglaniyorsa bu durumda L, (f; x), [a, b] aralig1 izerinde f (x) e diizgiin
olarak yakinsar. Burada f, [a, b] de siirekli, a da sagdan, b de soldan siirekli ve R de

stnirl bir fonksiyondur.

Tammm 2.16. (Konveks Fonksiyon): Bir aralikta siirekli olan f fonksiyonu bu

araliktan alinmis her x ve y i¢in

f(x;y)zf(;)+f(§) (2.15)

esitsizligini saglarsa, s6z konusu fonksiyona bu aralikta (digbiikey) konveks

fonksiyon denir. Eger

() <r3)+r () (216)

esitsizligi saglaniyorsa f ye (icbiikey) konkav fonksiyon adi verilir.
Tamim 2.17. (Jensen Esitsizligi): f fonksiyonu konveks olsun ve
P,=0; (i=12,..,n)sayllann P; + P, + -+ P, =1 oesitligini saglasin. Bu

durumda konvekslik araligindan alinmis x4, x5, ..., x,, ler i¢cin

f(P1xy + Pyxy + -+ Byxp) = Pif(x1) + Pof (x3) + -+ + Py f (xp) (2.17)

14



esitsizligi saglanir.

Not 2.1. Bu esitsizlik -1 ile ¢arpildiginda tersine déneceginden konkav fonksiyonlar

icin bu esitsizlik tersine doner.

Not 2.2. Negatif olmayan P; ler i¢in P; + P, + -+ P, = 1 kosulu verilmeden
yukaridaki esitsizlik

<P1X1 + szz + -+ ann) > P1f(x1) + PZf(xZ) Tt Pnf(xn) (2-18)

P1+P2++Pn - P1+P2++Pn
seklinde yazilabilir. Burada

Py Py P

+ ot =1 dir.
Pi+P,++P, P +P++P, Pi+ P+ +P, l

2.3. K- Fonksiyoneli

Kabuledelim ki X;, i = 0,1 iki Banach uzay1 olsun. Oyleki X;, X, i¢ine gomiiliir ve

stirekli yani X; € X, olsun. Bu durumda f € X, i¢in K-fonksiyoneli
K(f0) = K(f,t: X0, %) = inf{If = glix, +tlglly},  ¢>0 (2.19)
1

seklinde tanimlanir. Yar1 normlu uzaylarda ticgen esitsizligi geregince

If + gllx < clfllx + llgllx) (2.20)
ve u >0 igin
If + gl < c(lIfllk + llgllk) (2.21)

15



yazilabilir.

r

DT

l=ﬁ,rEN,1Sp<oo L,(T)
L

oOl¢iilebilir fonksiyon uzay1 olmak tizere
Wy (T) = {f €Ly(T) = D*f € Lyoc(T) ve @[ D] f € Ly(T)}

agirlikli Sobolev uzay: olarak tanimlanir. Burada |k| < r,k € N¢ve T, T nin icini

gostermektedir.
Xo = L, ve X; = Wy alinur ve yari norm |g|yy = ||g(r)||p alinirsa,
K(f 6Ly W) = it {IIf = gllp + ellg Il } (222)

olur. K- fonksiyoneli asagidaki 6zelliklere sahiptir:

1) t = 0 i¢in K(f, t) fonksiyonu artan, siirekli, konkav ve alt toplamsaldir. Yani
K(f;t1 +t) S K(f5t) + K(f; 62) (2.23)
dir.

2) X, X1 birer Banach uzayi ise K(f,t), X, + X; lizerinde bir yar1 normdur.

3) Xy, X; yari normlu uzaylar ise t > 0 sabiti i¢in K(f,t) de yart normdur ve

herhangi f,g € X, + X; icin

K(f+g;t) < C(K(f, t) + K(g, t)) dir.
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2.4. K-Fonksiyoneli Ve Siireklilik Modiilii

K-fonksiyoneli ve w siireklilik modiilii arasinda kapali bir baglant1 vardir. @, w nin

konkav majorant1 olmak iizere
w(f;t) <w(f;t) < 2w(f;t) (2.24)
esitsizliginin varlig1 gosterilmistir [2-6].

Elemanter L, normui¢in, 0 < p < oo ve u = min(p,2) olmak iizere a,b € R ve

M = M(p) yeteri kadar biiyiik sayilar i¢in

r
la + b|P + |a — b|P < 2(|al* + M|b|*)x (2.25)

esitsizligi gergeklenir. Bu esitsizlik ve L, deki norm tanimi gdz Oniine alinirsa

asagidaki lemma verilebilir.

Lemma 2.3.1 < p < o ve u = min(p, 2) olsun. M: = M(p) sabiti i¢in f, g € L,

olmak tzere

1
If +gll, + IIf = gll, < 2(lIFI15 + Mllglls)* (2.26)
olur.

Benzer sekilde a := f(x), b := g(x) € L, olarak alip, her iki tarafi integrallenirse

p
If + g2+ I — gll? < 2 j (f1# + MlglH)edx
A

olur.
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Teorem 2.4. (Korneichuk 1961):

TcR*(dEN), T:=T;:={x:=(x,%..,%3):0 < x; <00,1<i<d} olsun.
A = [a,b] yada A = T olmak iizere f € C(A) i¢in

1

K(f,t;C,Lip,) = z(T)(f;Zt) (2.27)
esitsizligi saglanir. Burada C(A) := {f: f, A da siirekli} dir.
Ispat 2.4. Keyfi f € C(A),g € Lip; vet = 0 icin
w(f;2t) =w(f —g +9;2t) < o(f — 9;2t) + w(g; 2t)

<2|If —gllc + 2tIglLip,

< 2{llf — gllc + tlglLip,}
olur. Her iki taraftan infimum alinirsa

w(f;2t) < 2K(f;t) oldugu goriiliir.

Ayrica K konkav oldugundan (2.24) esitsizligi géz 6niine alindiginda

1
EEUQOSKUJ)

yazilabilir.

Tersine esitsizligi ispatlamak i¢in f € C(A) ve t > 0 bir sabit olsun. 2t sabit noktasi

ve w fonksiyonu igin £(S) fonksiyonunu
2(S) = w(f,2t) + M(S — 2t) (2.28)
seklinde tanimlayalim. Burada M bir sabittir.
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S =2t de @ lineer fonksiyonunun destek fonksiyonu @(f,S) <#(S); S=0

esitsizligini saglayacagindan

N =

S = %sup[@(f,S) — MS] =

5>0

[0 (f,2t) — 2Mt]

seklinde tanimlayalim.
f ye karsilik gelen g € Lip, fonksiyonunu bulmak i¢in her bir y € A i¢in
() =f)-Mlx—y|l-6, x€A

seklinde yazalim. Agikea f,, € Lip, ve | fylLip < M dir.
1

g(x) :=sup f; (x)
yEA

olarak tanimlayalim. Bu durumda (2.31) g6z oniine alindiginda

fy(xl) < fy(xz) + M|x; — x,]

(2.29)

(2.30)

(2.31)

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik g icin diizenlenebilir. Boylece |gl.i,, < M elde

ederiz. Dolayisiyla K-fonksiyonelinin tanimi ve yukaridaki esitsizlikleri gbz Oniine

alirsak (2.31) de tanimlanan g fonksiyonu igin

g(x) = f(x) = sup[f(y) = f(x) = M|x = y| = 6] = =6
y

ifadeleri saglanir. Diger taraftan § nin tanimindan x, y € A igin

fO)—fx)—Mlx—y|l<w(f;lx—y])—Mlx —y| <25

olup, buradan g(x) — f(x) < & olur.Boylece |[|f — gllc < § yazilabilir. Buradan,
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1
K0 <|If —glic + tlglup, < 6+ Mt =-w(f,2t)

olur. Bu da istenilendir.

Teorem 2.5. (Johnen 1972): A = R, R,, T yada [a, b] kiimelerinden biri olsun.
1<p<oo; r=1,2,.. icin sadece r ye bagli ¢c; ve c, > 0 sabitleri vardir. Oyleki

tim f € L, icin

aw(f; )y, S K(f,t7, Ly, W) < o, (f;8), , t>0 (2.32)
esitsizligi saglanir.

Ispat 2.5. Keyfi fve g € W, igin siireklilik modiiliiniin temel 6zelliklerinden dolay:

wr(f+9;0)p < w,(f; t)p + w,(g; t)p
wr(f; t)p < Zr_kwk(f; t)p ) 1<p<o>
wr(f; t)p < zr_kwk(f; t)p ) 0<p<l1

wr(fit)p < tTIf Wy
esitsizlikleri saglandigindan K- fonksiyonelinin tanimi ve (2.24) esitsizligi geregince

wr(f; t)p =w.(f—9g+g; t)p
wr(f; t)p < wo(f—g; t)p + w,(g; t)p (2.33)
o (f;)p < 27|If — gllp + tr”g(r)”p (2.34)

esitsizlikleri saglanir ki bu da yukaridaki esitsizligin ¢; = 277 i¢in saglandigini
gosterir. Esitsizligin sag tarafin1 elde etmek icin t > 0 iizerinde f fonksiyonuna

bagli bir g fonksiyonunu
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r

hef(x) = Z (1;) (—1f(x + ihe), x,x + rhe € T olmak iizere

i=0
900 = F(0) + (1) f r (MW du (2.35)

seklinde tanimlayalim. Burada M (u) = M(0, ..., 7, u) seklindedir.

g fonksiyonu A tizerinde tanimhidir. (A = R, R, yada T)

Eger A = [a,b] ise g tanimlidir. Eger x € [; == [a,b - ?] vet <ty = % ise
yine tanimhidir. A = [a, b] igin,
IF = gllp @) < [ 185731, (4) MG

< w (firt), <77 w(f5t), (2.36)

yazilabilir.

g™ yi belirlemek igin f nin A iizerinde r-yinci integrali F olsun. g(x) ifadesinin sag

tarafindaki integralin lineer kombinasyonu
j fx+j+wM@)du = j flx+uw) M((Gt) 'w)(t) rdu
=(0OALFX) ; j=12,..,7
olur. Ciinkii

M) tw) (jt) =M (u; jt, ... Tjt)

M(x):= M(x; X9, X1, v\ X)) = T[Xg, X1, oo, X ] (. —x)7 71
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1 ©o
(X0, X1y oo, X | f = = ff(r)(t)M(t)dt olup,

f(t) =t" olursa f M(t)dt =1

olarak elde edilir.

M (u; jt, ...rjt) ifadesinin r-yinci tiirevi (jt) ™" A, (f; t) dir. Bu durumda
T

(r) _ T Jj+r r —T AT (F.

9N =7 ) (DI (;) M) (2.37)
j=1

seklinde yazilabilir. Ayrica

185 || < we(F5j6) < J7 we(f3 ) (2.38)

oldugundan (2.34) de gbz oniine aldigimizda

tr”g(r)“p(A) < 2"w, (f; t),

If = gll,(4) + trllg(r)llp(/l) < cwp (f; Oy

esitsizligi saglanir. K-fonksiyonelinin tanimi gdz Oniine alindiginda teoremin sag

tarafinin gerceklendigi goriiliir.

T = T(xq,X5,..,%q) olmak tizere, T lizerindeki siirekli fonksiyonlar i¢in f € C(T)

sureklilik moduli

.Q(f,u) = Suplf(x) _f(y)lv Ixi _yil Sui' X,y € T'u € Td

seklinde tanimlanir.
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w(t), [0,b — a] araliginda siirekli, azalmayan ve w(0) = 0 olan bir fonksiyon ise, 0
taktirde

ern e W(X)
w(®) =t inf —

olarak tanimlanan fonksiyon bir siireklilik modiiliidiir.

w*(t)

artmayan bir fonksiyon oldugunda w*(t) azalmayan bir fonksiyondur.

Stireklilik modiiliiniin tanim1 goz 6niine alinirsa,

1) w(0) =0

2) w(t) azalmayandir. t; < t,, w(t;) < w(ty)

3 w(ty +t,) < w(ty) + w(ty)

4) w (t), 0 <t < b — a araliginda siireklidir.

Burada 1) ve 2) agiktir.

Eger |x; — x3| < t; +t, vex —x; =t;, x; < x < x, ise o taktirde,

|f(x1) = FODI S TF ) = FOeD)] + 1 () = ()]

<wlkx—x)+ wlx, —x)

esitsizligi saglanir. x, — x < t, icin de benzer esitsizlik goriilebilir.

4) ozelligi 1) ve 3) ten t = 0 i¢in w(t) — 0 oldugunu gosterir.

©®

Eger w () [0, b — a] araliginda azalmayan ve siirekli ise o taktirde, w(0) = 0 ve n

artmayandir. Bu ifade de bir siireklilik modiiliidiir ve
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w(t, +t w(t, +t
(ts 2)+t2 (ts z)Sl
ty + & ty + &

< w(ty) + w(ty)

(U(tl + tz) = tl t
1

esitsizligini saglar. Ayrica

lwy (t2) — wi ()] < 25wy (klt; — t4])

esitsizligi de saglanir. Eger

o) o)
t; <t,ve inf < inf
0<x<t; X 0<x<t, X
ise, o taktirde
.. w(Xx) .. w(x)
inf = inf
O<x5t1 X tlsxStz X

dir. Boylece

w*(ty) =t; inf @) < w(t;)) <w(x) inf 2 _

OSxStl X t1<xSt2 X

w(ty1) Lt

2

w(ty)
to

w*(t3)

olur. Buna gore; eger w (t) bir siireklilik modiilii ise, o taktirde

%a)(t) < w'(t) < w(t)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

esitsizligi saglanir. w(t) ve w*(t) siireklilik modiilii t - 0 igin ayn1 dereceden

yakinsaktir. Benzer esitsizlik f(x) € L, i¢in de vardir. Yani

w(fit2)<2w(fit1) (6 <L)
< ” ; (g 2

ty 1
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1
Ew(f; ), < 0 (O, < o(f; 0L, (2.42)
esitsizligi saglanir.

f:l - R simirh ve reel degerli bir fonksiyon ve § > 0 igin § argiimanli f nin

sureklilik modulia

w(f;8) = sup If (&) —fO)l = sup |Anf ()|

|x—-y|<8 |x—y|<8
seklinde tanimlanir. Bu sekilde tanimlanan siireklilik modiiliine f nin siireklilik

modiilii ad1 verilir. Genellikle eger f:I — R smnirli reel degerli bir fonksiyon ve

6 > 0 ve k € N olmak tizere

wi(f;8) = sup | Ak f ()|

x,X+Kkhel

f nin k- ymer siireklilik modiilii olarak tanimlanir.

Lemma 2.4. I reel bir aralik f € C(I) olsun. O taktirde her bir k € N i¢in asagidaki

ifadeler dogrudur.

1) Eger 0< 8, <6, = wi(f;6,) < wi(f;8,) dir.

2) (gll%l+wk(f; 6) =0 her f € C(I) igin saglanir.

3) Her bir 6 > 0 i¢in w1 (f;6) < 2w, (f; 6)

4) Eger f tiirevlenebilen bir fonksiyon ve f' € C(I) ise, o taktirde

w1 (f36) < Swi(f';6) V6>0
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i¢in saglanir.
5) Her bir § > 0 ve n € N icin wy (f;n8) < n*wi (f; 8)

6) Her birs >0 ve 1> 0 i¢in w,(f;16) < (1 + [AD*wk(f; 8) saglanir. Burada

[A] A nin tam kismin1 gostermektedir.
Ispat 2.6. 1) ve 2) asagidaki tanim geregince dogrudan gériiliir. 3) 6zelligi dogrudan

ARG = AifCe+ ) = AiF () ve w(f38) = sup ()~ FO)I

lx-y|<6
ifadesinin bir sonucudur.

4) Her bir h € R, |h| < § ve x € I, 6yleki x + kh € I oldugunda,

|AF F ()| = IAkf(x +h) — Ak F ()|

= Z( "k (KY (£t Gn ot DR = £or+ mi))

(m+1)h

k
_ Z(—1)m+k(:l) f Fi(x +t)de
m=0 mh

k h
- Z(—1)m+k (T’:l)jf'(x+mh+t)dt
0

m=0

nok
_ ]Z( 1)m+’< )f(x+mh+t)dt
0

m=0

= j KF(x +t)dt| < JIAﬁf (x + t)dt|
0
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h

Ak ()| < f 0 (f'; 8)dt| < 8w (f'; 8)

0

Buradan goriilmektedir ki

wi+1(f568) < Swi(f';6)

olur. Eger k = 0 yada k = 1 alirsak 5) dogrudan saglanir.

Simdi kabul edelim ki k = 2 olsun. Verilen € > 0 igin

wi(f;8) = sup | Ak f ()|

x,X+Kkhel

saglanacak sekilde h € R ve |h| < & vardir. Oyleki x €1 ve x +n(k+1)h el

i¢in

wr(f;n8) < Ak F()| + € olur.
AR () = ARf (e + B) — AR f(x)
ifadesi geregince

Agnf () = Dyt f (x + nh) — Agptf(x)

n-1n-1 n—-1
=Z Z Ak-1 ZAf(x+11h+Lzh+ “+ixh)
i1=0i3=0 ix_1=0
n-1n-1
= ZA f(x+ith+ih+ -+ i h)
i1=0i,=0 k=0

ve boylece
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n-1 n-1 n-1
wi(f;n8) < Ak F(0)|+ e < Z Z Z |AKf(x + ish + ih + -+ igh)| + €
i1=0 i2=0 ik=0

< nfw,(f;6) +¢

olarak elde edilir. 6), 1) ve 5) 6zelliginin bir sonucudur.

2.5. K-Fonksiyoneli I¢in Farkh Bir Karakterizasyon

p(x) = /x(1 — x) olsun.

D ={g; g € L,(0,1), g'mutlak siirekli,x(1 — x)g" (x) € L,(0,1)}

ve
Sg(x) = (x(1 —x)g" (x), g(x)) (2.43)
1Sglly = le?g" I, 00 + gL, 01 (2.44)

esitsizlikleri saglanacak sekilde tamimlansin. O taktirde D € L,(0,1) lineer ve yogun

kimedir.

Ayrica S:D - L,(0,1)XL,(0,1) lineer operatdrdiir.

k(@ f) = inf (IIf = glly + £(lglly + lo?g"1l,)) (2.45)

ifadesini goz Oniine alalim. Bu ifade ile (2.19) olarak tanimlanan K-fonksiyoneli
arasinda bazi farkliliklar vardir. Yukaridaki ifade geregince ||gll, < 2|[f|l, kabul

edebiliriz. Biliyoruz ki;
K(t%, ) = 0(t2%) dir.
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0 <a <1 igin (2.19) daki ve (2.45) teki K-fonksiyonelleri birbirine denktir. Bunu

gormek i¢in sadece p ye bagl K sabiti lizerinden

IKnf = fll, < Kn7HISTl, ; (f €D)
ISK. (Dl < Knlifll, ; (f ELP)
ISKn (Dl < KISl ;f€D

esitsizliklerini gosterebilirsek, o taktirde
0 < a < 1ligin|K,f —fll, < 0(n~*) ve K(t? f) = 0(t**) diyebiliriz.

Burada,

k+1
n+1

K, f(x) = (n+1) Z (Z) xk(1 = x)nk f fwdu; 0<x<1 (2.46)
k=0 ke

n+1

Kantorovich operatoriidiir. Bu ifadeleri gérebilmek i¢in dnce bir teorem verelim.

Teorem 26. 1<p<o,0<a<lvep(x)=,x(1—x) olsun. O taktirde
f € Ly(0,1) olmak lizere

IKnf — fll, <Kn™ ;n=12,... (2.47)
olmasi i¢in gerek ve yeter sart

”A}Zl(pf”Lp(hz'l_hz) < KTI,ZO(; h>0

olmasidir. Burada K > 0 bir sabittir.

Ispat 2.7. ISK.f| < Knllfll,, f € Lyve ISKafll, < KISFll,
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oldugu dogrudan hesaplamalarda goriilebilir. Bu yiizden

IKnf — fll, < Kn 2 ISfIl,; fED (2.48)

oldugunu gostermek dnemlidir. ilk olarak gdsterelim ki

If'll, < KIISfll,; fE€D (2.49)

dir. Bunun i¢in asagidaki fonksiyonlari tanimlayalim.

fi(x) = f(x)yY(3x) olsun. Burada

1 X < 2
Y(x) = 0 ;X =2
0<y(x)<1 ;digeryerlerde

dir. Kabul edebiliriz ki |[¢'| < c ve |Y"'| < ¢ olacak sekilde ¢ vardir. Simdi

f)=fx)YBx) + f(x)[1 -y (3x)] seklinde yazabiliriz.

Ayrica Ditzian 0 < k <nve f,f7 € L,[a,b];1 < p < o igin

lF9I < M) {b = 7 I, + b = )" *||f ™| } (2.50)
ya da
IF®ll < M@ { = ¥ Ifll, + (b — )™ ) 251)

esitsizliklerinin timevarim yoluyla varligini1 gosterdiginden [2-6]

||f'||Lp(1g) < K|ISfl, yazilabilir.

3’3
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Simetrik olarak ||f;'ll, (02) < K||ISfl, oldugunu gdstermeliyiz.
P\ ™3

Eger heL,01), (2+1=1) ((0%) kompakt destegi) ise o taktirde kismi

integrasyon yardimiyla

X

| Feoneadx| = e [ reax

X

f £ f h(v)dr | dx

= bff "(x) fh(r)dr

1 x
1
= f(piln (x) 5 x)fh(‘[)d‘[ dx
0 0
2o 1 A
<102l | Of o
q

< Kllo*f"llllAllq

ifadesini elde ederiz. Buradaki son esitsizlikte

p
< p—1 lAllL, 0,0

Lp(0,0)

% ] h(t)dt
0

olarak verilen Hardy esitsizligi kullanilmustir.
h € Ly(0,1)ve (supporth) S (O, %) var oldugundan

I, < Kllo?fi'll, < K||<P2f"||Lp(0;) + (max|"DIfI, o(22)
+Cmax|y'DIF'I, Lp(22) + 1l f"ll, Lp(22)

< KIISfllp
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oldugu gortiliir.

Simdi
B0 = B = 3 (E) Pt
k=0

Bernstein polinomlarini gz dniine alalim. Burada Py,  (x) = (Z) x*(1 — x)™F dur.

If'Il, < KISfll,; f € D esitsizligi ve Jensen esitsizliginden ([0,1] disinda f” = 0

konularak)
T o
IKaf = Baflly = || k<n+ D [ feodu P = D (5) Pre®
k=0 k k=0
e 14
n |{ %‘% u ) Il
_ kZOi(nH)Lf_E Off’ (§+19) d9du b Py i (x)
. )

k=0 -
p
elde edilir. Norm tanimin1 g6z 6niine alirsak
1
( / 1 )P
1 n n
K I( +19)
1Kaf = Bufllp <=4 [ D \<n+ D [|r |)Pnk<x)
0 k=0 -1
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olup, (2.50) ifadesi geregince de

K K
1Bnf = Bafllp < —1If"llp < —lISFll (2.52)

yazabiliriz. Burada

1
1
= — <k<
[Putar=—, asksn
0

esitligi kullanilmistir.
(2.52) esitsizligi f € D igin [|Buf — £, < S IISFl,

esitsizligini ispatlamak i¢in Yyeterlidir. Bunun i¢in Taylor formiiliini géz Oniine

alalim.

f@) =f0)+ () —x)
1t_x t—x—1

+§0 x+t)(1—x—-1)

x+19)(1-x—-1)9"(x +1)dT (2.53)

Taylor formiiliinde 7 € (0,t — x), t,x € (0,1) i¢in

t—x—1 - |t — x|
x+t)(1—-x—-7I ~ x(1—x)

yazilabilir. Ayrica B, (t — x; x) = 0 oldugunu gbz Oniine alarak (2.53) ifadesine B,

operatoriinii uygularsak

|Bnf (x) = f ()| = Bp(t — x;2) f" (%)
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t—x

1 t—x—1
+=B,

27"\ G rod—x—pdtDA-x=Df "G+ n)de

B~ £ < 55| i | [ G0 = % =0+ 0| i

olur.
p > 1 i¢in M(.) maksimal fonksiyonunu kullanirsak

1
1Baf = fll, <5

(t_')z 2101, Y.
Bn< > M(wf..)..)

K 14
< —IMCpf": ),

p

<Ko
=7 (/)f)p

<Xissi

(

olarak elde ederiz. Burada B, ((t — x)?; x) = %_x) degeri kullanilmustir.

p = 1 i¢in Fubini Teoremi yeterlidir. (p, 1 = 0 yazilr)

Teorem 2.7. (Fubini Teoremi): Eger f(x,y) R bolgesi tizerinde siirekli ve

a < x <b,c £y <d seklinde tanimli ise,
b

[| raa= | df(x,y>dydx= jd jb f(x,y) dxdy

R a

dir.
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X \
n &~ ; I
). x|<1—xx> f u(1 = W) (ldu| Py () | dx

k=0 X J

k \

1 n k n |
SI<Z% fu(l—u)lf”(u)ldu Pn,k(x)$dx
0 k—O x J

\

1| n /% \ |
Sf<z . \f u(l—u)lf”(u)ldu} Pn,k(x)?dx
0 k=0 x }

L[
2 |

1 Bnf —f||L1(O%) < %f i
0

k
n

_ ji%;xkf u(1 —w)|f" (w|du |Pn,k(x)dx
0

=
I

0

zn: (jnu(l w)|f" (w)|du |f(Pn et (), P e () dx
0

1 1
u(l—u)lf”(u)ldu (G-—)

M:

&
Il

0

IS£1l.

:Ix

olarak bulunur. Benzer esitsizlik G, 1) araliginda gosterilebilir. Bu da istenilendir.

2.6. Baskakov Operatorii

n+k—-1
k

Baskakov tarafindan tanimlanan Baskakov operatorii asagidaki sekildedir.

€[0,0),n €N, P, (%) = ( )xk(l + x)"k olmak iizere V.A.
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By (f3 2): = i Pric(Of (%)
k=0

o

1 k ke — xk
T A+ ;f (E) (n ’ k 1) (1 + %)k (254)
Burada,
(1+0)" :Z(n-i_llz_l) (1 _T_kx)k
k=0

dir. Bu operator [0, 00) araliginda tanimli, siirekli ve smirli olan f fonksiyonu i¢in

lineer ve pozitif bir operatordiir.

Baskakov operatorii Korovkin teoreminin sartlarini gergekler. Bunlari gorelim:

(0]

k

1 _
Bn'l(l;x)=m;(n+ll§ 1)(1fr—x)k=1

Doy 1 C k n+k—1 x*
Bn,l(t,X)_(l_l_x)n;)n( k )(1+x)k

1 ik(n+k—1)! X

e x)nkzoﬁ (n—D'k! (1+x)F

k

I 1 i n+k-1)! «x

T (A+x) (A +x)n & (k=1 (1+x)kt
k—-k+1

I 1 S (n+k) xR

_(1+x)(1+x)”k_0 nlk! (1+x)k

k-1

(o]

X 1 n+ky X~
_(1+x)(1+x)”kz=;)( k )(1+x)"
X 1
1+ )" =x

T d+x0)d+an
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o)

1 K m+k—1y *
By (£%%) = ———— E =" —
n1 (% %) 1+ x)" i n2 ( k ) (14 x)k

oo

1 zk(k—l)(n+k—1)! xk

1+ x)n — n2 (n—D!'k! (1+x)k

Bn,l(tz; x) =

o

1 1 zk(n+k—1)! xk

o ¥ )" Lan (n— DKL (L+ 0"

o2 11 O (k-1 x
T (A+02nd+x)n 2 n! (k —2)! (1+ x)k-2

k-2

1
+ —B,(t; x)
n
k=2
k—k+2

_oxr 11 S (n+k+1) xF i
_(1+x)2n(1+x)"k_0 nlk!l (14+x)* n

_ox2 n+1 1 S (n+k+1)! xF +x
T (14+x)?2 n (1+x)"k_0 n+ D'k 1+x)k n

k x

__x* n+l 1 i(n+k+1) LA
T (14+x)? n (1+x)"k_0 k 1+x)k n

_ox* n+1 1
T (14x)2 n 1+

x
(1+x)"2 4+ -
n

, XX
=x"+—+=
n n
,  x(x+1)
=X
n

Buradan kolayca goriiliir ki; n = oo i¢in

B,(1;x) » 1, B,(t;x) » x ve B, (t%; x) — x? dir.

Baskakov operatorii  i¢in stireklilik modiili yardimiyla yakinsaklik hizini

hesaplayabiliriz.
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k

Bua (30 [ = 5 :x)nkzzof(ﬁ) (") e B

n

nl(f x) — f(x) =

N n+k 1 xk 1
1+ Z () k (1+x)k_f(x)(1+x)"
i n+k 1 xk
T (1+x)"

o)

K
- (1+1x)”kzzo(n+z_1)(1j_x)k[f(%>_f(x)]

o)

k
(1_'_1x)nkzzo(”+';_1)(1f_x)k[f(g>—f(x)]

© k
(1+1x)nZ(n+II§_1 (1:C-x)k|f<§>_f(x)|
—(1+x) Z n+k 1 (1—T-x) xeom)|f() f(x)|

o) k
k xk |r"|
(1+x) Z n+ 1 (1+ kY (f;‘s 5 )
_ 1 i(n+k—1) xk 1+|§_x| 5
A+or &'k Ja+oF 5 |wUid)

e}

k — xk 1 1
(1+x>nzo("+k 1)(1+x)k+§(1+x)n
N n+k 1 xX k
kZ (1+x)k x”

k

1 1 = n+k—1 x |k |
1+5<1+>n2( K )(1+x)kn x

|Bn,1(fi x) — f(x)l =

=w(f;6)

=w(f;6)

e—

elde edilir. Bu son esitsizligin sag tarafina Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa
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1 = k — x¥
(1+x)n2(n+k 1)(1+x)k

1

|Bn1 (%) — FOO| < w(f; 5){

® k

1 k — x 2
(1+x)"k§=;)(n+k 1)(1+x)k
— w(f; ) [1 + % \/Bm(ﬂ; %) — 2xBp 1 (&%) + xZ]

1

1 1+ x)x 2

1+—<x2+( ) —2x2+x2>
0 n

=w(f;6)

elde edilir.

Lemma 2.5. B,, ;1-boyutlu Baskakov operatérii i¢in, x € [0,00) ve f € W(pz'p[O, )

olmak lizere

2, (2.55)

ons
”Bn,lf _f”p =

esitsizligi gergeklenir [3-6, 9].

Ispat 2.8.

[0e]

B, 1(f;x): —ank(x)f( > Z n+k x (1+x)—n—kf(%>

k=0

dir. Taylor agilimi geregince,

FO = F@) + £ -0 +3 [ ¢ —wf(odu
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yazilir [10]. Burada, u = x — t degisken degistirmesi yapalim.

u=x = 17=0
u=t = t=x—t

dt = —du, x,t €[0,0), T €[0,x—1)

Yaptigimiz degisiklikleri agagidaki ifadede uygulayalim. Boylece

-t

f(t—u)f”(u)du— f(t—x+r)f”(x—r)dr
X 0

f x—1t—t)f"(x —1)dt
0

elde ederiz.

t

xf x—-1t—-t)x—-1A+x—1)
0

G- tx—7) ] &-od

ile gosterelim.

1
<
X+1T x—71

X—T<X+717T=

oldugunu soyleyebiliriz. Buradan da

|lx — 7 — t| - |x — t|
x—1t)A+x—-7) x(1+x)

yazilabilir. Béylece

|x — t]

S xd+n j x—-t)A+x—1)f"(x—1)dt
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t
|x — ¢l

< m fu(l +u) f'"(w)du
olur. Taylor formiiliinii tekrar ele alirsak
1 t
f@ =f0)+f)E—x)+ Ef(t —w)f"(wdu

esitligi yukaridaki ifade goz oniine alindiginda

t
£O) < FOO) + F1 (0 = x) + =)

(T )fu(1+u)f”(u)du

esitsizligine doniistir. Bu esitsizlige B,, ; operatorii uygulanirsa,

) |x — ¢t
|Busf — f| < If'IBpa(lt — x|;x) + Bpy

|x — ¢t

2x(1+x)
X

Ju(l +u) f"(wdul; x

< Bn1 2x(1+x)f max |u(1+u)f”(u)|du x

t
lx — ¢
< Bps | ———llo2f "Il | du;
< Bus| o I | duix
X

=B (X—t)z 2f101]].
= n,1<m”(ﬂf ||,x>

[ (n+k—1

)2k (@ + 207 = 1)?

2x(1+x) i k
lo?f" I m+ ke — 1
= k@ —n-kct2 _ 9 2
_2<P2(x)z( k )" (1 +x)7"7(t* — 2tx + x*)
k=0
lo?f"l
- 2¢2%(x) {Bn1(t%x) = 2xBy 1 (£; x) + x°By 1 (1; )}
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Boas — ] < WL (o 20 D)
n,1 —

2¢%(x) n
llo?f <x(1 + x>)
— 202%(x) n

_lle?f"1
2n

—2x% 4+ x2>

elde edilir.

const.

Bnaf = £l < llo?f "1l (2.56)

n

seklinde yazilabilir. Yukaridakileri gbz Oniine alarak iki degiskenli Baskakov

operatorii agagidaki gibi tanimlanmaktadir.

[0e] [0e]

n+k,+ky,—1

B (f;x1,%2): = Z Z ( 1 K 2 )X1k1 X, k2

k1=0 k2=0

-n—kqi—k ky ko
X (1+x; +x3) 1 zf(ﬁ'f)' 0<x;<00,0<x, <
Burada
(142, + x,)" = i i (n +ki+k,— 1) Xy 1,2 di
)= k 1+, +x)fatkz O
k1=0 k2=0

By, , operatorii de Korovkin teoremini gergekler. Bunu gorecek olursak,

Bn2(1; %1, %7) = Z Z (n i Z k2 - 1) XK1 w2 (1 + xy + x,) ik
k1=0 k2=0

= (142, + xx)"atke (14 x) + x,) ke = 1

(0] (0] B k
Bn,Z (t' X1, xZ) = Z Z (n + k1 -]I{- kz 1) xlkl kaz(l + X1 + xz)_”_kl_kZ ;1
k1=0 k2=0
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Ry, ke

ZZ (n+ky +ky, —1)! X
(1+x1+x2)" nki'k,'(n+ky +k,—1—ky —k)'(1+x; +x;,)krtke

B 1 i (n+ky+ky,—1)! xq 1,z
(A4 x )" (ks — Dlkyinl (1+ x; + xp)Fatke
k1=1 k2=0
_ 1 X1 © oo (n n k1 n kz _ 1)' x1k1—1x2k2
Attt At tx) L L (k= Dlkglnl (142, 4 xp)latle
Z Z (n+ky + ky)! xq 1,z
(1 +x + xz)n+1 e kilkytnl (14 x, + xy)fkatka
k1=0k;=
ZZ n+k1+k2) X, 10,2
T A+ + xz)"“ k (1 + x; + xp)fatke
k1=0 k7=0

X1

=(1+x _|_x)n+1(1+x1+x2)"+1=x1
1+t X

B o(t;x1,x2) = x4

n+k +k,—1 ok
Bno(s;x1,x3) = Z Z ( 1 i 2 )x1k1 x2k2(1+x1 +x,)" kq kz;
k1=0k2=0

ki k
171X

ZZ n+ky+ky,—1)! X
(1 + x; +x2)n nklk'(m+ky+k,—1—ky— k) (14 x; + x,)katke

_ 1 Z (TL + k1 + kz - 1)' xlklekz
(14 x +x)" k' ( — DIt (1 + 2, + x,)katkz
k1=0 k2=1
B 1 X, o o (kg 4k, — 1) xp frx, kel
A4+x+2x)" (A +x, +x3) kil (ky — DIn! (14 x; + x,)katke-1
k1=0 k=1
Y okt
Z Z (Tl + kl + kz)' x1k1x2k2
CEE? + xz)"+1 kilk,nl (1 + x; + xp)katke
k1=0kz=0
ZZ n+k1+k2) X1 12,72
(1 +x;, + xz)"+1 k (14 xq + xy)katke
k1=0 kz=0

X7

T (+x +x)"“(1-I_XH_XZ)TLH:x2
1 2
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By (S; X1, X2) = X,

2

n+ky+k,—1 e
Br2(t?x1,x3) = Z Z ( 1 K z )xlkl x,k2 (14 xy + xy) ke —

k1=0 k2=0
1 Z z kl(kl_l) (n+k1+k2_1) 1x
(1 + Xq + xz)" k (1 + X1 + xz)k1+kz
1=0kp=0
1 1 k k14 k2
Z Z 1 n + k1 + kz - 1) x x
n n(1+x; +x,)" - k (1 + x; + x,)k1tke

K, ke

ki(k, —1)(n+k, +k, —1)! X

1 (00}
CEEAESE kZO RZO n? kilk,! (n—1)! (1 +x; + xy)katke
1= 2=

1
+ o B (t; x1, x5)

1 1 X1

- 14+x +x,)"n(1+x; +x,)2
w0 +0)? Ly &
kl—)k1+2

2 i > (n+ Ky + ky — 1)
(ky — 2Dkl

xfim2x X,

X e
(14 x; +x)fatke=2

Ifadeyi (n + 1) ile ¢arpip bélelim.

x,2 (n+1)zz(n+k1+k2+1)!

t2;xq, x
Bnalts 2y, 22) = (1 + x; + xp)"+2 - kilky! (n+1)!
=0
y x1k1x2k2 ﬂ
(1+x; +xy)katka *
(o] (o]

_ x* ZZ(n+k1+k2+1)
n+2
(1 + X1 + Xz) =0 =0 k

(n+1) x, F1x, ke xq
n (1+4x;+xy)kitkz " n
2
X1 (n+1) X1
T A x +xp) (4 2"+
1+ X

n+1) x

B, (t% x1,x5) = x,2 + =

Tl,Z( 1 2) 1 n n
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(x1+1)
=X Xy—

(xy+1)
Bn,Z(tZ;xl;x2) =x"+ x11—

2

N oon+k+k—1 ok
B (5% 21, %2) = ("™ ko )21k K2 (1 4y + x,) K n?2
k1=0 k2=0
! szZ(kz_l)(n+k1+k2—1) x1 %1,
T (Tt +a)n =i k (14x + xz)k1+k2
1 1 zzkz n+k1+k2—1) xR,k
n (1 +x1 + x)" =~ k (14+x, + xz)k1+k2
1 2=
— 1 i k,(ky — 1) (n+ ky + k, —1)!
- n 2 Tk l(n— 1)
(1 +x; +x3) e n ki'k,! (n—1)!
xlklxzk2 1 .
8 (1 + x1 + xp)fatke + ;BHIZ (s 21, 2)
— 1 1 X2 i c n+ky+k,—1)!
(At x ) (1 + xg + x,)? ky! (ky — 2)I 7!
k1=0 k2=2
ky—ky+2
x; 1,22 Xy

X +=
(1+x; +xp)atka=2 *

Ifadeyi (n + 1) ile ¢arpip bélelim.

x52 (n+1)zz(n+k1+k2+1)!

Bua(s%0,%2) = = kil ky! (n+ 1)!
k1=0k,=0

X, 1, X2
X J—
(1+xy +xy)fatka = n

o o

2
anz(sz;xl,xz) = & Z Z (n ta ;Ic_ o 1)

1 n+2
( +x; + x2) =0 =0
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(n+1) x, Fix, ke X

+_
n (14+x; +xy)ktke  p

_ x;° (n+ 1)
B (1+x; + xy)n*2
n+1 X
4D x
n n

(14 2x; +x, )”+2+7

X2

x, +1
=x22+x2(2—)

X, +1
Br 2 (5% 21, 23) = x5° ng
B (t% + 5% %0, %) = z Z (n k1 -;; k2 = 1) x, 1 x, k2
k1=0 k2=0
2
ki +k
X(1+x + Xz)_n_kl_kz %
Zz n+k1+k2—1) X1, " ki*
Tt x )" k (1+x + xz)"1+"2 n?
k1=0 k7=0
ZZ n+k1+k2—1) X1, " ky*
(1 + xp + x)" k (1+x + xz)"1+"2 n?

k1=0 k3=0
= B2 (t?; %1, %2) 4 By o (5% x4, x3)

x,+1 X, +1
=x12+x1¥+x22+x2(2—)

X106+ 1)+ x,(x5 + 1)
n

= x12 +X22 +

olarak bulunur. n — oo i¢in verilen operatoriin Korovkin teoremini gergekledigi

kolayca goriiliir.
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2.7. Baskakov-Kantorovich Operatorii

x € [0,00),n EN, P, y(x) = (n + 11: N 1) x¥(1 + x)™% olmak iizere, Ditzian ve

Totik L,[0,) iizerinde yakinsamayr ele almak icin Baskakov operatoriinii

asagidaki gibi degistirmistir.

k+1

Knafi= Kna (i) = ) Pasm | fu)du
k=0 k

n

k+1

N 1 N n+k-—1 x* r
Ky i (3 %) = WZ( . )(1+—x)knkf f(w)du (2.57)

k=0
Bu sekilde tanimlanan Baskakov-Kantorovich operatorii de Korovkin teoreminin
sartlarin1 gergekler.

k+1

_ 1 N n+k—1 x* [
K"'l(l’x)‘(1+x)“z( k )(1+x)knf e
k=0 I3
_ 1 i(n+k_1) xk [k-l-l k]
(14 x)n i k (1+ x)k "Th n
1 < _ koo
_ Z(n+k 1) X ne =1
1+ x)n i k (1+x)k n
kt+1
K (tX)—;i(n-l_k_l)Lnnudu
LIRS (1 4 x)n k (14 x)k
k=0 I3
o ek
1 n+k—-1 x" u?|n
e} (R e
(1+x)”k_0 k A+x)k |2«
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o k

1 n+k-—1 X 1
Kn1(t,x) = mZ( I )(1+x)kn2n2 Rk +1)

o)

Zn+k—1 X k.1 Z(n+k—1)
(1+x)n (1+x)kn (1+x)"k_0 k

xk

(1+x)"2n
S (n+k—1)! xF 1
A +x0)" L kl(n= D! (1+x)*2n

Bn,l (t, x) +

k

1 1 wm+k—1 «x
+m1+x)nk2=0 M- (1+20)F

e ()" = x
- 2n (1 + x)n Xm =X 2n

k+1
n

1 = _ xk
200 — = n+k—1y * f 2
Kn1 (% x) a _I_x)nkio( I )(1+x)kn u?du

k+1

_ 1 N n+k—1 X
‘(1+x)nkz=0( k (1+x)kn<>

1 i(nJrk_l xk +3k2+3k+1—k
ICER VAN (1+x)k”

1 < k-1 x° K 1 k—1
=<1+—x>nkzo(”+k >(1+x)kn2 (1+x)”kz=;)(n+k )

S Y (A iy . s
(1 + x)kn? (1+x)"k_0 k (1 + x)k 3n?

11 k-1 Xk
=m0+ 2, T

L1 1 Z(n+k—1) x"
3n2(1+x)" — k (14 x)k

1 1
= Bn,l (tz; x) + EBn,l(t; x) + ﬁBn,l(l; x)
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x(1+x) 1 1
Kn,l(tz;x) =x? + T + ;X + W

x(2+x)

2. — 2
Kn,l(t ,X) =x“+ 3n2

olur ki n - oo igin Korovkin teoremi gergeklenir.

Baskakov-Kantorovich operatoriiniin yakinsaklik hizi siireklilik modiilii yardimiyla

hesaplanabilir.

Kn,l(f; x) — f(x) = Kn,l(f; x) — f(x)Kn,l(]-: x)

k+1

1 - k — xk
(1+x)"kzzo(n+k 1)(1+x)knkf fwdu

n

Kn1(f;x)—f(x) =

k+1

- _ k
1+ )"Z(Hi 1)(1—T-x)knl "

k+1

—f(x)

[0e]

“mrr (L | 000 s

n

k+1
%) —_—

) _ 1 n+k—1 x"
s = 101 = e 2. (6 e j (F @) - f(0)du

n

k+1

S(l‘:X)nz(n-l-llz_l)(l_T_ )k flf(u) f(x)|du
k=0 k

S(l‘:x)n;(n-i_llz_l)(li x)k fmaxlf(u) f(x)|du

3|
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k+1

) 1 N n+k—1 xk _ lu — x|
|Kn,1(f’x)_f(x)|S(1+x)n2( K )m—x)knkf W(f,6 5 )du

k=0

n

k+1

1N N A Y R VRt ]
S(1+x)"Z(n+ll§ 1)(1ix)kn_kf <1+u6x>w(f;6)du

k=0

n
k+1
[ K n

o 1
SW(f:(S)I[“‘%(l:x)nZ(n+ll§_1)(1ix)knkf Iu—xlduJI

k=0

bu son ifadede Cauchy-Schwarz esitsizligini kullanirsak,

K20~ £ w0 {14 5[ O () e
k=0
0 ]lé |r 1 - k W fl
k—1y X
xkj (u—x)zduJI xi(1+x)nk2=o(n+k )(1+x)knkf udui |
n n J

S
—w(f;8) |1+ g\/Knll(tZ;x) — 2xK (&%) + xZ]

1 x(2 + x) 1 1
= . — 2 -_ _— 2
w(f;9) 1+6\/x + - +3n2 2x<x+2n>+x

1 [3n2+3nx+1
SW(f,6) 1+§ 3n2

1 1
_ : 2 Z
w(f;98) 1+n6\/nx +nx+3

olur.
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d(nx? + nx + g)

dx 0

yapan x degerinde yukaridaki ifade maximum degerini alir. Buna gore
2xn +n = 0 i¢in

1
x = —=olur.

2

Buldugumuz x degerini ifadede yerine yazarsak,

1 [4-3
K0 — G0l < w8y 1+ (2220

esitligini elde ederiz. Eger § = /% secersek istenilen elde edilir. Bu ifade

Baskakov-Kantorovich operatoriiniin yakinsama hizini verir.

Cok boyutlu operatorii tanimlamadan o6nce iki boyutlu Baskakov-Kantorovich
operatoriinii  yazalim ve bunun igin nodlari hesaplayalim. Ciinkii islemlerde

anlagilabilirlik agisindan iki degiskenli operator daha kullanisl olacaktir.

k

1 C N n+ky+k,—1 Xy 1,2
K 1 X1, X0 )= Z Z 1 z
1=UK2=

kq1+1 kp+1

xnzf JTf(t,s)dtds

33
213

K, , operatorii de Korovkin teoremini gergekler. Bunu gorecek olursak,
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_ 1 o O+ ki +k,—1
K2 (131, %2) = (1+x; +x,)" Z 2 . ( k )
k1=0k2=0

k1+1 k2+1
x, F1x,k dtd
(1 +x; + xz)k1+kz tds
k1 k2
Z Z n + kyq + k, — 1)
n
(1 + x, + x3) e =,
k1+1
f 1
(1 +x; + xz)k1+"2 n
_1

Zz n+k1+k2—1) x1 K1, % nzl
(1 +x; + )" k (1+2x, + xz)"1+"2 n?

k1=0k,=0

Kn2(1;xq,x5) = (1+x; +x)" =

A+x;+x)"

1 _ xq F1x, k2
K2 (%1, %2) = Z Z n+k1+k2 1) vl

(1+x1+x2)" = == k (1+x1+x2) 1tk
1 2=

k1+1kp+1

xf f tdtds

k1 k2
ZZ n+k1+k2—1) ot

(1 + x, + x,)" k (1 + x; + xy)fatke
k1=0 k;=0

k1+1

A k+1k
J

n
_1
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1 n+k +k,—1 X1 1,2
t , 1 2
K2 (631, %2) = (1+x1+x2)nz Z k )(1+x1+x2)k1+kzn

k1=0 ky=0
ky+1\2 Ky
ey oy
2
zz n+k1+k2—1) x,¥126,"
(1+x1+x2)” - k (1 + x1 + xp)featke
=0 iz

n

Z Z n + Iy + ky — 1) x ok
(1 + X+ x)™ Lo Lo (14 x; + xy)katke n

1 Z Z n + ky + k, — 1) X, 1,2
2n (142 +x)™ Lo £ (1+ x; + xy)katke

1 1

Ko (tx1,x2) = Bpo(t 0, %) + %Bn,z(li X1,X2) = X1 + m
1 n+k1+k2_1 xklxk 2
nZ(S xl’xZ) (1 + X1 + x2)n Z Z k ) (1 + X1 + XZ)k1+k2 n

k1=0k>=0

k1+1k2+1

J J sdtds
ki k2
ky

ZZ n+k1+k2—1) X n?
(1 + x; + x,)" k (1+x; + xy)katke

k1=0k,=0

kp+1

f ki+1 ky
X S( ——>ds
n n
ka
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(50, %,) = 1 Zz n+k1+k2—1) it
Kna(8:20,%2) = Ty k (1 +x; + xp)katka

k1=0k,=0
ky+1)\2 ko
[y -y
2
— 1 Z Z (n + kl + kz - 1) xlklxzkz
(1 +x; +x)" = k (1 + xq + xp)katke
1= 2=

n

Z Z n + ky + ky — 1) x M1 kg
(1 +x1 +x)" Lo Lo (1+ x; + x,)F1tka

Lt 1 ZZ n+k1+k2—1) x, 12,
2n (1+x; +x)" - k (14 xq + xy)katke
1 2=
1
= By ,(s;x1, %) + %Bn,z(li X1,X2)
Kn,z(si X1, X3) = X3 + %
(t% 20, %,) = ! ZZ (rHhatka =1y x, 12,2
Kn.2 DE22T (1 4 2y + x)" - k (1 4+ x; + xy)katke
1 2=
k1+1 k2+1

k1

an j t?dtds
_2

n

Z Z n+k1+k2—1) X, 1"
(1 + x; + x,)" k 14+x + xz)"1+"2

k1=0 ky=0
ka+1 3 3
F ) -G
anJ n n ds
3
k2
n
(%20, %) = ! ZZ (= 1y x, 120,
K2 b2 (1+x; +x)" - k (1 4+ x; + xp)katke
1 2=
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y 2(k2+1 kz) 3k,% + 3k, + 1
n n n 3n3

ZZ n+k1+k2—1) X112,
(1+x1+x2)n k a1+

x1 + xp)katks
k1=0 k7=0 1 2)

13(31(12 + 3k, +1)

Zz n+k1+k2—1) o ky?
(1+x1+x2)”k L k (1 + x1 + xp)fatka n2
1= 2=

L1 z z n+k1+k2—1) Mk
n n(1+x, +x,)" - k (14 x; +xy)katka n
1 2=
1 1 Z Z n+k1+k2—1) X, 10,2
T 302 (1 +x; +x)" - k (1 + x; + xp)fatke
1 2=

1 1
= B (t% %1, %) + = Bn 2(t; x1,x3) + > Bn,2(1; x4, x3)

X X X 1
—nt D, L

X% + 2x
(x1 1)+

K, ,(t% %, %) = %1% +
n,2( 1,%2) 1 o 392

(5% %1, %3) = ! z Z (rthathk-1) & K"
Kn.2 b2 (14 x; +x)" - k (1+x1+x2)"1+"2
1 2=

k1+1 k2+1

xnjj s?dtds
ki k2

Z z n+k1+k2—1) x, ¥
(1+x1 + x,)" k 1+

X1 + xy)katke
k1=0k2=0

ko+1

nzf 52<k1+1—ﬁ)ds
n n
k2
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1 s n+k;+k,—1
2. — 1 2
Kna (5720, 2) = (14 x; + x,)" Z Z ( k )
k1=0k2=0

ky+1)\3 ky\3
n X, 1, ( n ) B (7)
(14 xq + xy)fatke 3
_ 1 z Z (n +ky +ky— 1) Xy, 2
(1 +x; +x)" = k (1 + x; + x5)katke
1= 2=

%(3@2 + 3k, +1)

Z Z (nt + ke = 1) ok k?
T+ x Fx)n — (14 x1 + xy)katkz n2

=0k,=0

_|_1 Z Z n+k1+k2 —1) xq My ky
n(l+x; +x,)" — (1 + x; + xy)katka

+ 1 1 z Z Tl + k1 + k2 - 1) x1k1x2k2
3n2 (1 +x; +x)" - (14 xq + xy)fatke
1= =

1 1
= Bn,z(szi X1, %) + ;Bn,z (s;x1,%5) + WBn,z(li X1,X3)

1 n+k1+k2—1
K2 (% + 5% x1,%2) = (1+x1+x2)nz Z k )

k1=0k2=0

k1+1 k2+1

a t? 4 s?dtd
(1 +x; + xz)kﬁkz Saras
1

n

k1+1 k2+1
— Z Z Tl+k1+k2_1) X1 klx J J ZdtdS
(14 x; +x)" - k (14+x + xz)"1+"2
k1=0kz= k1
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k1+1k2+1

n+k1+k2—1 X1 f f )
dtd
(1+x1+x2)nz Z k )(1+x1+x2)"1+k2 S
1—0k2—0 k_l _Z
ko+1
n k1+1 3_(ﬁ)3
:E: :E: nA+'k1 +'k2 _'1 J! n dS
n
(1+x1+x2) =hie=h A
ZZ n+k1+k2—1) X, 1,2
(1+x1+x2)" - k (1+ x; + xy)katke
1 2=
k2+1
[k +1 k
xnzf sz( ! ——l)ds
n n
K2
k2+1
ZZ n+k1+k2—1) x 1,k _1
T +x )" k 1+x + xz)k1+k2 3n3

k1=0k>=0

+k +k —1
3k, % + 3k, + 1)d ZZ " 1+ ke
X (3ky” + 3k, + )S+(1+x1+x2)" )

k=0 ky=0
ky+1)\3 ko
xqF1x, ke n (T) _(7)
(14 x; + xy)fatkz 3
1 z Z n+k1+k2—1) x5 1
(1+x1+xz)n k (1 + x; + x,)k1tk2 3n2
k1=0 k3=0
+k +k ~1
x (3ky2 + 3k, + 1 Z Z (PHhathke
(3Fa” + 3k, + )+(1+x1+x2)” )
Kk1=0 k3=0
x1k1x2k2

XA rm T ) 3 (3k2 + 3k, + 1)

1 Z Z n + ki, +k,— 1) X, 1, ky?
T 4+x )" - k (1 +x; + xp)katkz n2
1 2=
L1 ZZ n+k1+k2—1) xRy
n(l + x4 +x2)” - k (1 4+ x; + xy)katkz n
1 2=
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1 1 ZZ n+k1+k2—1) X1, 2
3n2 (14 x; +x,)" k (1+ x; + xy)katke

k1=0k;=0
zz n+k1+k2—1) %1, " ky*
(1+x1 + x,)" - = k (1+x1+x2)k1+k2 n?
=0 kym
1 ZZ n+k1+k2—1) x, 1" ka
T n(1+ x; + x,)" - k (1+x;+ xz)k1+"2 n
=0 kym
1 1 ZZ n+k1+k2—1) X, 1,2
T3 (14 x1 +x)" - k (1 + x; + xp)katke
1 2=

1 1
= B, (t% %1, %) + = Bn 2(t; x1,x3) + > B2 (1;x1,%5) + B2 (s%; x4, x7)

1 1
+— an(s xl,x2)+3 > B2 (1 %4, x3)

(x,2 + 2x;) 1 (x,% + 2x3)
2+ to xR+ +
n 3n? 2 n 3n?

I
=
[y

(1% + x,%2 + 2%, + 2x,)
n 3n2

Kn2 (8% + 5% %1, %5) = %12 + %% +

olarak elde edilir ki n — oo i¢in Korovkin teoreminin sartlar1 gergeklenir.

Buraya kadar iki degiskenli halde de Baskakov-Kantorovich operatoriiniin Korovkin
teoreminin kosullarini sagladigini goérmiis olduk. Bundan sonra ise operatorler igin
yakinsama hizini belirleyecegiz. Bunun i¢in Ditzian Totik siireklilik modiilii olarak
bilinen

wa(f, )y = Os<1}1£t||f(. +2hp () = 2f(.+hep(.)) +f(.)||p, P(x):=x(1+x)

ifadesinden faydalanacagiz.

Daha onceki calismalarda L,[0,00); 1 < p < oo uzayinda tanimli herhangi bir

fonksiyon i¢in
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1\ 1
|Kaf = 11| < const. <w5 (f,ﬁ) += ||f||,,> (2.58)

P
esitsizligi saglanacak sekilde bir sabit oldugu gosterilmistir [10].
Ayrica 0< a < 1 oldugu i¢in

W3 (f, 0, = 0(t%) & [[Knaf = f]| =0

oldugu gosterilmistir. Biz bir sonraki kisimda elde edilen bu esitsizliklerden

yararlanarak d-boyutlu uzay i¢in genel bir teorem verecegiz.
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3. COK DEGISKENLi BASKAKOV-KANTOROVICH OPERATORU

x €[0,0),neEN, Tc R4 (d € N) olmak iizere bu kisimda kolaylik olmasi

bakimindan

T:=Ty={x=(x1,%x3.,%3):0<x; <00,1<i<d}

X 1= (xllle '",xd) , k = (kll kz, ey kd) € Ng
xK = x1k1x2k2 ...Xdkd , k! = kylk,! ... kg!

d d
x| = le- : k| = Zkl

i=1 i=1
(RTINS
K/~ Kkl(n— k]!’ o

k=0 k1=0 k2=0 kd=0

Pk 1= (1T 1) k(1 4

B0 = S Puor (9
=0

gosterimlerini kullanacagiz. Buna gore d-boyutlu uzayda Baskakov-Kantorovich

operatoru

Knaf = Kna (£ = ) Pos0Ppif) (3D
k=0

seklinde tanimlanmaktadir.
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k1+1 kop+1

Burada @, (f) = ndf f
Ky Ky

&
U

+

=

fluq,uy, ..., ug)duydu, ...duy

R%:

k

ol

ki kg
k+1

= nd f f(w)du
k

dir.

Bu kisimda 1 < p < o olmak tizere L, (T) deki bir fonksiyon i¢in yakinsamay1 bir

teorem ile verecegiz. Daha sonra [7] de verilen K-fonksiyonelini ve diizgiin

stirekliligi kullanarak bu ifadeleri yiiksek boyutlu uzaylara genisletecegiz.

IFIIE = f £1P 32)
T

sonlu normu T iizerinde Lebesgue 6l¢iilebilir f fonksiyonlar uzaymi gostersin. x € T

icin agirlik fonksiyonlari
@i(x):=x(1+[x]), 1<i<d

olarak tanimlansin. Ayrica

D¥ = pfiplz . pke, Kk enNg

diferansiyel operatorleri gostersin. 1 < p < oo i¢in agirlikli Sobolev uzay:

|k| <7,k € N¢ ve T, T nin icini gostermek iizere

W, P(T) = {f € L,(T): D* € Lyp. T ve 9] D] f € L,(T)} (3.3)
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seklinde tanimlanir. 1 <p <o olmak iizere L,(T) iizerinde Peetre K-

fonksiyonelleri, biitiin g € W(pr P(T) iizerinde infimum alinmak kaydiyla

d
Ko(fit")p = inf{llf =gl + trZII%rDirgllp}. t>0 (3.4)
i=1

olarak tanimlanmaktadir.

R? deki herhangi bir e vektérii igin, bir £ fonksiyonunun e yéniinde r-inci ileri fark

asagidaki gibi yazilir:

r

hef (x) = Z (:) (=D (x + ihe), x,x+rhe €T
he -

i=0
0 , diger yerlerde

Yine f € L, (T) nin diizgiinliik modiilii 1 < p < o igin

d
W0y = 30 ) Ikl 1P <o

seklinde tanimlanmaktadir [7]. Simdi 1-boyutlu uzayda ispatlanan ve d-boyutlu

uzayda da gecerli olan asagidaki lemmay1 ispatsiz verelim.

Lemma 3.1. f € L,(T); 1 < p < o olmak lizere sadece p ve r ye bagh 6yle bir

C sabiti vardir ki, bu C sabiti i¢in

1
90y S Kp(FitD), < Cal(fit), (35)

esitsizligi saglanir [2-6].
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Teorem 3.1. Eger f € L,(T); 1 < p < o ise 0 taktirde n ve f ten bagimsiz pozitif

bir sabit vardir dyle ki;

o1y 1
|Knaf — £l < const. <w¢, (f,ﬁ) += ||f||,,> (3.6)
p

esitsizligi saglanir.
Ispat 3.1.

Bu teoremin d-boyutlu uzaydaki ispat1 K, 4 nin 6zelliklerine bagli olarak timevarim
ile yapilabilmektedir. Ancak biz burada ispatin daha kolay anlasilabilmesi i¢in iki
boyutlu uzayda ispat yapacagiz. Yiiksek boyutlardan ispat da benzer yolla yapilabilir.

Ispatta temel olarak kullanacagimiz esitsizlik Lemma 3.1 de verilen esitsizlik ile

Il f € Ly(T)
(Slototrl, +1, ). e

| Kn2f — f||p < const. (3.7)

esitsizligine dayanacaktir. Bu esitsizligin ilki K, 4, L,(T) de pozitif ve lineer bir
operatdr oldugundan agiktir. Ikincisi ise [3] ve [5] nolu referanslarda verilen

esitsizlik bir boyutlu hale indirgenerek yapilabilmektedir.

Simdi
kq1+1 ka+1
(o] n (o] n
Kn,2 (f’ x) = Z Pn,k1 (xl) j z n+kq,ko (1 + X J (ul' uz)dulduz
k1=0 kr ko= Yok
n n

ifadesini géz oniine alalim.

Bu esitlikte u, = (1 + u,)u; degisken degistirmesi yapilirsa,
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— ko k,
du2=(1+u1)du2, u2=? :>u2:n(1+u1)
B S L
v = T C R

olur. Bu ifadeler yerlerine yazilir ve islemlerde kolaylik olmasi agisindan #Z; yerine

u, kullanilirsa

k1+1
Kno(f,x) = Z Py g, (x1)n Z Pk, k, (m)n
k1=0 k_l k2=0 L
n
ko+1
n(i+uq)
X j fluy, (1 +u)uy) (1 + uy)duydu,y
k2
n(i+uq)

elde edilir. Simdi bir g,, (t) fonksiyonunu

X
Gu, () = fluy, (L +u)),  0<t<oo, zi=——2 (38)
1+ x;

seklinde tanimlayalim. Bu durumda yukaridaki esitsizlik

kp+1

0 k1n+1 0 n(1+uq)
Kn,Z (fl x) = z Pn,k1 (xl) f Z n+k1 kz 1 + f gu1 (t)
k1=0 _l =
n n(1+u1)

X (1 4+ uyp)dtduy + f(x1,x3) — f(xq,x5) + Z (n + il B 1) x, 1
1

ki=0

X (14 x;)-1 f f (ul, (1+u) 7 )du1 i (n +hey — 1)

k1 ki=o
n

kq1+1

=
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kq+1

X 1, 51(1 + x,) "

\:

X2
f (ul, (1 +u) = x1> du,

=

1
n

sekline dondisiir. Dolayisiyla

kq+1 kp+1
) n ) n(1+uq)
KnaFi ) = £ = Y P, GOn [ Prere@n | (00090, @)
k1=0 k_1 k2=0 kz
n n(1+ug)

x (1 +up)dtdu; + (K1 (h(),20) = h(xy) )

=J+1L

seklinde yazilabilir. Burada,

X
hu) = Ay, ) = f (wr, (14 ) 7 +2x1)' 0<u <o

olarak tanimlanmaktadir. Simdi J ve L yi hesaplayalim. J yi hesaplamak icin Jensen

esitsizligini kullanalim.

kq1+1
< [ D PaeCn [ |3 Prsrasa@n1 +20)
T k1=0 k1 |k2=0
ko+1 14
n(1+uq)
X f (gul(t)—gul(z))dt du,dx
k2
n(1+uq)

(3.8) den dolay1
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kq+1
n

(0]

||]| Sf z Pnkl(x1)(1+x1)dx1 f JO? 2 Pn+k1k2(z)(n(1+u1))

k1=0 k1 2=0
n
ko+1 14
n(1+uq)

X .f (gu1 (t) — Ju, (Z)) dt dZdul

k2
n(1+uq)

k

1+1
_ - nn+k;—1) f

JO? i Pk k, (Z)(n(l + u1))

~ n—1D(n- _1 =
ko+1

i) . , )

2 ,
X f {gul <n+ k1> —9,,(2) + f gul(s)ds} dtdzdu,

ko key

e\ i J

yazilabilir.

[ 65 = 00,0 - g0, (-55)

oldugundan,
s

||/||”sk1=0(’ff’:)'§;__1 l ] ZOPn+k1k2(z)<gul( —2)- gul(z>)
' Ko 41 p

n(1+uq) t

+ Z Ptk kz(z)(n(l +u1)) f f Ju, (s)ds dt | dzdu,

kp=0

n(1+u1) n+k1

seklinde yazilabilir. Ayrica (2.21) geregince
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lla + bl < 2P~ (llally + 116115)

oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla

kq+1
Lotk —1) [
iy <27 0(n—1)(; > f (1Busin1(9u-) = 9, Ol
1= k1
ko+1 D
© o nuﬂu)/ t \ l
+| Z P @@ +w) [ | [le©lds | duas fau,
0 kz=0 iy \ / |
ETIIZIS n+kq )

=L+

seklinde yazilabilir. Simdi V. Totik tarafindan ispatlanmis olan

const.

1Basf = £, < 19> "llp,  f € W, [0,00)

esitsizligini g6z 6niine alalim [5].

||Bn+k1,1(gu1(-)’ ) - gul(-) + gu1 () - gul(-)llz

< ”Bn+k1,1(gu1(-)’-) - gul(-)”Z + 2||gu1 ()”5

const.
f;._________
(n+ kP

(o215 + [l OI)
yazilabilir.

% > 1 oldugundan esitsizligi bliylitmek i¢in % yerine 1 alabiliriz. Boylece

ki+1
n

n+k;—1
n—1DMm+ k)P
=0 k_1

n

J1 < const. (||g02g{[1|| + ||gu1||z) du,
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seklinde yazilabilir. Ayrica

P2 g, () = t;(1 + )1 +u)®D f (uy, (1 + uy)t) = (@305 ) (g, (1 + uyt)

oldugundan,

o)

ki—1
n f f (@2D2F) (g, (1 + u)O)P
ki o0

Lo =D+ k)P

ki1+1
J1 < const.
1
+|f (uq, (1 + uyt|P)dtdu,

seklinde yazabiliriz. Bu ifadede u, = (1 + uy)t degisken degistirmesi yapilirsa

1
1+u,

duZ = dt

olup, bu ifade yerine yazilirsa

k1+1

(0]

S otk -1 [ 1
k1=0 1 El 10

+1f (uq, uz)IP)duyduy

elde edilir. Ayrica

< 1 dir.

0 < u; < © oldugundan ”
1

Dolayisiyla J; i ﬁ ifadesinin yerine 1 alarak daha biiyiitebiliriz. Boylece
1
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k1+1

oo
COTI,S z

1

f (102 (s, un) D2F (i 1) 1P + | utg, 1) IP) duip sy

:|E\=

const.

J1 < ——(l03D3 15 + 1I£11})

yazilabilir. Simdi J, yi hesaplayalim.

k1+1
0 n O o
n+ky—1
J2 < const. Z =1 Priiy ke, (2)(n(1 +uy))
k1=0 El 0 k2=0
n
kp+1 kp+1 p
n(1+uq) n(1+uq)
X f dt | f |91, ()| | dzdu,
ko k2
n(1+uq) n+kq
yazabiliriz. Burada,
ko+1
n(1+u1)
dt
k2
n(1+uq)
. .. . 1 . ..
integralini aldigimiz zaman elde ederiz. Boylece
n(1+uq)

1
) OPn+k1,k2 @)(n(1+ u1))n(1—+u1) =Bp1(Lx) =1
2=

oldugundan ifadedeki degerine 1 yazilirsa
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kq+1 ka+1
oo n(1+uq)

n+ky—1 ¢

J, < const Z — ff f |g1’1 (s)| dsdzdu,

1=0 ki 0 _k2

n n+kq

elde ederiz. Yine
n+k1>n+k1—1
n—-1" n-1
oldugundan ve
k1< <k1+1 I < <k +1
n—ul— e 1=SNU =R

1 1

n+k,<n+nuy<n+ki+1, > >
! ! ! n+ky, n(l+w) n+k +1

k2+1> k, +1
n+ky, n(l+u)

esitsizlikleri saglandigindan

kq+1 kp+1
o0 n oo n+kq
const. n+ky p
< Z ' (s)| dsdzdu
J2 P n—1 f f f |gu1( )l 1
kq1=0 ki o0 _k2
n n+kq

degerini yerine yazarsak,
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kq+1

cons - -
z — f f gul(s)| dsdu,
k1=0 k_1 0
elde ederiz.

[3] nolu referansta ispatlanmis olan

lg'll, < const.(llglly + l9?g" 1), g € W, P[0, ) (3.9)

esitsizligini géz Oniine alalim. Burada

fmwawm
0

oldugunu hatirlayalim. Bu durumda

k1+1

(Ilgulllz +llo*gi I} duy

COTlSt Z

=|%

k1+1

1

cons i
—~n—1

+|f (ug, up) [P)duyduy

1
| ok ur e up
0

:|E\=

yazilabilir.

1
—7 < 1 oldugundan — yerine

< 1 oldugundan da 1 yerine 1 alarak esitsizligi buytitelim.

1+uy +uy
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k1+1

oo
COTlS z

1

:|E\=

COTlSt

— (I£1I5 + llo3D3 £ 11})

olur. Boylece

+ lp3D3f1l)

const
Wi, <

elde edilir. L icin ise (2.55) esitsizligini gdz Oniine alirsak

LI, < o

olur. Simdi

02

P12(x) = @a1(x) = \ X1%X2, D122 =

seklinde tanimlayalim. Boylece

lp?(Wh" (W) = DL f +

u(1+u)<D12f+1+
X1

(u (1+”)1+ )

_|< 1+ x;
- 1+X1+x2

u X
+ .
1+u 1+4+x;+x,

olur.
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0x,0x,"

f (102 (g, un) D2f i, )P + | (i, 1) IP) duip sy

02

- 0x,0x,

2

0303 ) (1, (1 4+

)
1+x

2 2
D? D?
1 Zlf (1 + xl)z 22f

PiDIf + @3, DL f + 03.D5, f

*

)



o) = AT T, g = £ (50 (14 2)u)

n

( ) ( X1 X5 X3 Xq )
z=1(21,22, . Zg-1) = , , ) e
12 a-1 1+x; 1+x, 1+x3 1+ x4
_oxt (g, x3, 0, %g)

1+ x, 1+ x,

*

X
h(u) = h(u,x) = f (u (1 +w)— xl)

olarak alirsak,

21,17 —
lo“h" || = max

d d
X; X;
1 D2 2—102- 2—lD-2
u( +u)< 1f+_21+x1 1lf+.21+x1 iaf
i= i=

*

d
P o ()

yazilabilir. Bu ifade igin f (w (1 + ) ——) ifadesinde birinci bilesen u olup yerine
1

x, alinirsa

;W) = Jx; (14 [x]) den @F = x;,(1 + |x]) i¢in

1+x, , 14x
=L (14 xD) =% (1 + %) =u(l +
1 + |x| P1 1 + |x| xl( |X|) xl( xl) u( u)

olur. Dolayisiyla

— 2 __ 2 _ 2
Pij =\ XiXj = Qi = XiXj, P1j = X1%j, Pi1 = XiXq
olup,

X

x1(1+x1)1 e
1

x' 3 ) .
=x1% = @7, x(1+x) 1+ 1. +lx = x1%; = @;(i = j igin)
1
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i,j = 2 icin bilesenler

(1+wx; - (1 + u)?x;?
1+ x; (14 x,)?

oldugundan, i = j oldugunda 2 < i < d i¢in i-yinci bilesenin karesi

, (A +uwix? x?(1+x)%

. - 7 = o 2
T T T x)? A+wz

.2
olur. Bu ifade % icin yazilirsa,
1
u(l+u) x%2(1+x)2 U u X; 1+ x)
: = x;%2 = ;
(1+x)? (A+w?  1+u’ “T+u@+ ™"

_ u X P
“1ru(i+ D7

olur.i # j i¢in ise

xi(1+ x1) x;(1+ xq)
Xj> ———, X
1+uw 1+uw)

XiXj u(l+u) (1+x)x (14 x)x;
Wt T S T Tra)? At At
u u

2
1+u" " 1+u¢”

olarak elde edilir.

Hatirlayalim ki ¢4,(x) ,¢1(x) ve ¢,(x) ten daha biiyiik degildir. Ve
IDE2f ()| < sup(IDFf (), IDZF ()

oldugu gosterilmistir [8]. Buradan,
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2
lp?h"|l, < const. Z”(pizDizf”p
i=1

oldugunu elde ederiz. Bundan dolay1 ise

2

const.

ILll, < === [l923f]|,
i=1

esitsizligi elde edilir. Bu ifadeler yerlerine yazilirsa teoremde verilen esitsizlik elde
edilir. Bu da gostermek istedigimizdir. Yani teoremde verilen esitsizlik d-boyutlu

uzayda tanimli Baskakov-Kantorovich operatorii i¢in bir yakinsama hizidir.
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4. TARTISMA VE SONUC

Yaklasimlar teorisinde ¢esitli operatdrlerin yaklasim hizlart siireklilik modiilleri ve
K-fonksiyonelleri yardimiyla verilmektedir. Stireklilik modiili ve K-fonksiyoneli
arasinda da tezde verdigimiz esitsizlikler gecerlidir. 1-boyutlu uzaylarda bu tiir
yakinsama hizlar1 bir ¢ok calismada incelenmistir. Ozellikle Ditzian ve Totik
tarafindan yapilmis cesitli calismalar vardir. Cok boyutlu uzaylarda benzer sonuglar
aktarilabilmektedir. Biz de bu tezde c¢ok bilinen Baskakov-Kantorovich operatorii
icin d-boyutlu uzayda benzer sonuglari inceledik. Dolayisiyla diger operatorler igin

benzer ¢aligmalara bir kaynak olusturmaya ¢alistik.
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