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OZET

KISMI METRIK UZAYDA CARISTI TiP SABIT NOKTA TEOREMLERI

ACAR, Ozlem
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Dog. Dr. ishak ALTUN
Haziran 2012, 68 sayfa

Bu tez ¢aligmasi dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris i¢in ayrilmistir.
Ikinci béliimde bazi temel tanimlar, kavramlar ve teoremler verilmistir.

Uciincii boliimiin ilk alt bashgmda kismi metrik konusuna giris yapilmis, kismi
metrik uzayda Caristi teoremi verilmistir. Tkinci alt baslikta ise quasi metrik uzayda

Caristi teoremi verilmistir.

Dordiincii boliimde kismi metrik uzayda Caristi doniisiimiiniin bazi genellestirmeleri

incelenmistir.

Anahtar kelimeler: Sabit Nokta, Kismi Metrik Uzay, Caristi Doniistimii.



ABSTRACT

CARISTI TYPE FIXED POINT THEOREMS ON PARTIAL METRIC SPACE

ACAR, Ozlem
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematic, M. Sc. Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ishak ALTUN
June 2012, 68 pages

This thesis consist of four chapters. The first chapter is reserved for introduction.

In the second chapter, some fundemental definitions, concepts and theorems are

given.
In the first subsection of section three, we introduce to partial metric space, and
Caristi theorem is given in there. In the second subsection, Caristi theorem is given

in quasi metric space.

In the fourth chapter, we give some generalizations of Caristi theorem in partial

metric space.

Key Words: Fixed Point, Partial Metric Space, Caristi Mapping.
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1.GIRIS

X bos olmayan bir kiime ve T: X — X bir fonksiyon olsun. Eger Tx, = x,
oluyorsa, x, noktasina T nin bir sabit noktasi denir. Yani, T doniisimii altinda

degismeyen bir noktaya T nin bir sabit noktas: denir. Ornegin;
X = [0,00),Tx=§,fx=x+1

olarak tanimlanirsa x, = 0 noktas1 T nin sabit noktasi olurken f nin sabit noktasi
yoktur. Yine X = (0,) alinirsa T nin de sabit noktasinin olmadigi agiktir. O halde
bir doniisiimiin sabit noktasmnm varligi, o doniisiimiin tanimina bagh oldugu gibi
tanimlandig1 kiimenin yapisma da baghdir. Bu nedenle sabit nokta teori ¢aligmalari
bir doniisiimiin sabit noktasinin hangi kosullar altinda var oldugu, varsa tek olup

olmadigi, tek ise nasil bulunabilecegi sorularia cevap aramaktadir.

Analiz ve Fonksiyonel Analizde, Sx = 0 ve Tx = x tipindeki denklemlerle
sik¢a karsilasiriz. Bu tiir denklemleri ¢6zmek baslh basina bir problemdir. Kimi tam
sonucu kimi de yaklasik sonucu veren bazi metotlar vardir. Sabit nokta teoride bu

metotlardan biridir. Ornegin, x? — 7x + 12 = 0 seklinde bir denklemi gdz Oniine

2412
7

olarak

alahm. x = 3 ve x = 4 bu denklemin birer kokiidiir. Bu denklem x = =

x2+12

yazilabilir. O halde Tx = olmak iizere, bu denklem x = Tx olarak yazilabilir.

Su halde x =3 ve x =4 noktalar1 T nin iki sabit noktasidir. Bu yiizden,
Sx = 0 seklindeki bir denklemin ¢éziimiiniin bulunmasi1 problemi Sx = Tx — x ile

verilen T fonksiyonunun sabit noktasinin bulunmasi problemi ile aynidir.

Genel olarak sabit nokta teori ¢aligmalar1 iki yonde gelismektedir. Birincisi
tam metrik uzaylar tizerinde tanimli biiziilme ve biiziilme tipi doniisiimler i¢in sabit
nokta teori, digeri ise normlu lineer uzaylarin kompakt konveks alt kiimeleri iizerinde

taniml1 siirekli doniisiimler i¢in sabit nokta teoridir.



Normlu lineer uzaylarda sabit nokta teori ¢alismalar1 Brouwer ile baglamistir.

Brouwer 1912 de asagidaki 6nemli sonucu ispatlamistir.

“C, R™in kapalt birim yuvar: ve T:C — C siirekli bir doniisim olsun. Bu

durumda T, C de bir sabit noktaya sahiptir”.

Reel eksende bu teoremin 6zel bir durumu su sekildedir:
“T:[0,1] = [0,1] siirekli bir doniisiim ise T nin bir sabit noktas1 vardir”. Bu sonucun
ispati Ara Deger Teoremi yardimiyla kolayca yapilabilir. Yukarida bahsedilen
problemlerin ¢ogu fonksiyon uzaylarinda ortaya ¢ikmaktadir. Bu nedenle Brouwer’
n teoreminin fonksiyon uzaylarmma genisletilmesi distiniilmistiir. Ancak, Kakutani
sonsuz boyutlu uzaylara teoremin bu hali ile genisletilemeyecegini gosteren

asagidaki 0rnegi vermistir.

C ={x €l?|x|| <1}, [* Hilbert uzaymm kapali birim yuvar1 olsun.

T:C — C doniisimii, x = {x;,x5, ... ,Xp, ...} € C i¢in
Tx = { 1 —|lxll?, x1.%5, ..., Xp, }

olarak tanimlansin. Bu durumda T siirekli ve |[Tx|| =1 dir. Simdi T nin sabit
noktaya sahip oldugunu kabul edelim ve bu sabit nokta x, = {x; x, ..., X, ..} € C

olsun. O halde ||Tx,|| = |lx,ll = 1 dir. Fakat

Tx, = { 1 = llxoll?, x1. %5, ..., X, }

= {O' X1,X2) ey Xy }

oldugundan bu x; =0, x, =0, ..., x, =0, ... veya x, = {0,0, ...,0, ...} oldugunu

gosterir. Bu ise ||xo]| = 1 olmasi ile geligir. O halde T nin sabit noktas1 yoktur.

Brouwer’in teoremi 1930 yilinda Schauder tarafindan sonsuz boyutlu

uzaylara asagidaki sekilde genisletilmistir.



“X bir Banach uzayi, C,X in kompakt konveks bir alt kiimesi ve T:C — C

stirekli bir doniisiim olsun. O zaman T nin C de en az bir sabit noktas1 vardir”.

Burada C tizerindeki kompaktlik sart1 ¢ok kuvvetlidir. Bu nedenle kompaktlik
sartinin hafifletilerek bu teoremin yenilenmesi diigiiniilmiistiir. Boylece kompakt
dontisiim kavrami kullanilarak Schauder bu teoremi yenilenmistir. Bu teoremi ifade

etmeden Once kompakt doniisiim kavramini hatirlayalim.

“T:X — X bir doniisiim olsun. Eger T smirh kiimeleri prekompakt (kapanisi
kompakt olan) kiimelere doniistiiren siirekli bir doniisiim ise T ye tamamen siirekli

kompakt doniisiim denir.

Bir kompakt doniistim daima siireklidir fakat bir siirekli doniisiim kompakt

olmayabilir.

Asagidaki teorem Schauder Sabit Nokta Teoremi (ikinci versiyon) olarak

bilinir.

“X bir Banach uzayi, C, X in kapali, sinirli ve konveks bir alt kiimesi olsun.

T:C — C kompakt bir doniisiim ise, T nin C de en az bir sabit noktas1 vardir”.

Bu teorem, analizde denklemlerin niimerik islemlerinde biiyiikk Gneme

sahiptir.

Tam metrik uzaylar iizerinde sabit nokta teori ¢alismalar1 ise Banach ile
baslamistir. Banach, biiziilme doniisiim prensibi olarak da bilinen asagidaki teoremi

vermistir

“(X,d) bir tam metrik uzay ve f : X — X doniisiimii her x,y € X ve bir a € [0,1)
icin d( fx,fy) <ad(x,y) esitsizligini saghyorsa f doniisimii bir tek sabit
z € X noktasima sahiptir, Gistelik her x € X i¢in y,, = f"x seklinde tanimlanan {y,}

dizisi z noktasina yakinsar”.



Banach sabit nokta teoremi, doniisiimiin sabit noktasinin varligini1 garanti
ettigi gibi, Brouwer ve Schauder sabit nokta teoremlerinden farkli olarak bu sabit

noktanin tekligini ve nasil bulunabilecegini de gostermektedir.

Sabit nokta teori ¢alismalar1 sadece yukarida bahsedilen tam metrik ve
normlu uzaylarda sinirli kalmayip, sirali Banach uzaylari, diizgiin uzaylar, fuzzy

metrik uzaylar vb. uzaylarda da yapilmstir.

Sabit nokta teori, diferansiyel denklemlerin, integral denklemlerin, kismi
diferansiyel denklemlerin ve diger ilgili alanlarmn varlik teorisinde ¢ok
kullanilmaktadir. Yine sabit nokta teori, sinir deger problemleri ve yaklagim
problemlerinde oldugu kadar 6zdeger problemlerde de ¢ok verimli uygulamalara
sahiptir.



1.1. Kaynak ozetleri

Metrik uzay, topolojik uzay ve fonksiyonel analiz ile ilgili temel kavramlari i¢in
Kogak’in “Genel Topolojiye Giris ve Coziimlii Alistirmalar” adli kitabi ile Soykan’in
“Fonksiyonel Analiz” adli kitab1 kullanilmistir (1,2). Kismi siralama bagmtisi ve
temel zellikleri ile ilgili kavramlar i¢in Ozer, Coker ve Tas’m “Soyut Matematik”
adli kitab1 temel kaynak olmustur (3). Kismi sirali kiimeler tizerinde verilen Knaster-
Tarski ve Tarski sabit nokta teoremlerinin ispat1 icin Granas ve Dugundji nin “Fixed
Point Theory” adli kitabindan yararlanilmistir (4). Sirali metrik uzaylarda sabit nokta
teorisi igin temel iki kaynak olan Ran ve Reurings’in “A fixed point theorem in
partially ordered sets and some applications to matrix equations” adli makalesi ile
Nieto ve Rodriguez-Lopez’in “Contractive mapping theorems in partially ordered
sets and applications to ordinary differential equations” adli makalesi kullanilmigtir
(5,6). Daha sonra tezin asil amacini olusturan Caristi sabit nokta teoreminin direkt
ispat1 i¢in Caristi’'nin “Fixed point theorems for mappings satisfying inwardness
conditions” adli makalesinin yani sira Singh, Watson ve Srivastava’nin “Fixed Point
Theory and Best Approximation: The KKM-Map Principle” adli kitabi ile Agarwal,
O’Regan ve Sahu’nun “Fixed Point Theory for Lipschitzian-type Mappings with
Applications” adli kitaplar1 temel alinmistir (7,8,9). Ayrica Caristi sabit nokta
teoreminin kismi siralama yardimiyla yapilan ispati i¢in Granas ve Dugundji nin
“Fixed Point Theory” adli kitab1 ile Khamsi’nin “Remarks on Caristi's fixed point
theorem” adli makalesi incelenmistir (4,10). Son olarak Caristi sabit nokta
teoreminin bazi genellestirmeleri i¢in Bae, Cho ve Yeom’un “A generalization of the
Caristi-Kirk fixed point theorem and its applications to mapping theorems”,
Suzuki’nin “Generalized Caristi’s fixed point theorems by Bae and others”, Kirk ve
Caristi’nin “Mappings theorems in metric and Banach spaces”, Kirk’in “Caristi’s
fixed point theorem and metric convexity”, Brezis-Browder’in “A general principle
on ordered sets in nonlinear functional analysis”, Bae’nin “Fixed point theorems for
weakly  contractive  multivalued maps” adli  makaleleri  incelenmistir
(11,12,13,14,15,16). Ayrica bu teze temel teskil eden “Acar,0., Altun, I.,
Romaguera,S., Caristi’s type mappings on complete partial metric spaces, Fixed

Point Theory, accepted.” ile “Acar,O., Altun, I., Some generalizations of Caristi type



fixed point theorem on partial metric space, Filomat 26:4 , 833-837, 2012.” adli

makalelerden de yararlanilmistir (17,18).

1.2. Cahlsmanin Amaci

James Caristi, 1976 yilinda yayimnladig1 bir makalesinde asagidaki teoremi

ispatlamistir:

“(X,d) bir tam metrik uzay ve ¢:X — R ye taniml alttan smirl ve alttan

yari siirekli bir fonksiyon olsun. T: X — X e tanimli, her x € X i¢in

d(x, Tx) < ¢(x) — ¢(Tx)

esitsizligini saglayan bir doniisiim olsun. Bu durumda T bir sabit noktaya sahiptir.”
Daha sonra Caristi nin bu teoremi pek ¢ok yazar tarafindan genellestirilmis,

uygulamalar1 yapilmis, farkli uzaylarda ispatlar1 yapilmistir. Bu tez ¢alismasinda ise

Caristi sabit nokta teoreminin kismi metrik uzay {izerinde ispatlanmasi ve bazi

genellestirmelerinin yapilmasi amacglanmustir.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Metrik ve Topolojik Kavramlar

Tamm 2.1.1. X bos olmayan bir kiime olmak tizere d: X X X — R fonksiyonu her

x,y,z € X igin
i) dx,y) =0 x=y
i) d(x,y) =d(y,x)

i) d(x,y) <d(x,z) +d(zy)

kosullarmi sagliyorsa d ye X tizerinde bir metrik, (X, d) ikilisine de bir metrik uzay

denir.

Tamm 2.1.2. (X, d) herhangi bir metrik uzay olsun. Bir x, € X ve r > 0 reel sayisi

verildiginde

B(xo,7) = {x € X:d(xo,x) <71}

kiimesine x, merkezli r yarigapl a¢ik yuvar,

D(xo,7) = {x € X:d(xy,x) <71}

kiimesine x, merkezli r yarigapli kapali yuvar,

S(xg, 1) ={x € X:d(xy,x) =71}

kiimesine x, merkezli r yarigapl yuvar yiizeyi denir.

Tanim 2.1.3. (X, d) bir metrik uzay ve U da X in bos olmayan bir alt kiimesi olsun.

Eger her x € U igin B(x,r) € U olacak bigimde bir r > 0 sayis1 varsa U kiimesine

d-agiktir denir.



Tanim 2.1.4. Bir (X, d) metrik uzaymda bir A alt kiimesi igin X\A d-a¢ik ise, A ya

d-kapali kiime denir.

Onerme 2.1.1. (X, d) bir metrik uzay olsun. Bu durumda

i) (X,d) igindeki her agik yuvar d-agiktir.
i) (X,d) icindeki her kapali yuvar d-kapalidir.

Tamm 2.1.5. (X,d) bir metrik uzay, A ve B de X in bos olmayan iki alt kiimesi

olsun. Bu durumda

d(A,B) = inf{d(a,b):a € A,b € B}

sayisina A ve B kiimeleri arasindaki uzaklik denir. x € X olmak {izere

d(x,A) = inf{d(x,a): a € A}

sayisina X noktasinin A kiimesine olan uzakligi,

d(A) = sup{d(a,b):a,b € A}

sayisina A kiimesinin ¢ap1 denir.

Eger d(A) < oo ise A kiimesine smirli kiime, eger d(A) = oo ise A kiimesine

siirsiz kiime denir.
Tanim 2.1.6. Bir (X,d) metrik uzayinda {x,} bir dizi olsun. Her € > 0 sayisina
karsilik her n > n, i¢in x, € B(x, ¢) olacak bigimde bir n, dogal sayisi varsa {x,}

dizisi x noktasina yakinsar denir. Kisaca x,, = x ile gosterilir.

Onerme 2.1.2. Metrik uzayda yakinsak bir dizinin limiti tektir.



Ispat. (X, d) bir metrik uzay ve {x,}, X de bir dizi olsun. {x,,} dizisinin x,y € X gibi
iki farkli noktaya yakmsadigini varsayalim. & = @ diyelim. Simdi B(x, &) N

B(y,e) =@ oldugunu gosterelim. z € B(x,e) N B(y,e) olsun. Bu durumda
d(x,z) < e ve d(y,z) < € olur. Buradan

dlx,y) <d(x,z) +d(z,y) <e+e=2¢

olur. Bu ise 2e = d(x, y)olmasiyla gelisir. O halde B(x,&) N B(y, &) = @ olur. {x,,}
dizisi x noktasina yakinsadigindan bir ny € N sayis1 her n > n, i¢in x,, € B(x, €)
olacak bigimde vardir. Benzer sekilde {x,} dizisi y noktasina yakinsadigindan bir
n,; € N sayis1 her n > n, i¢in x,, € B(y, ¢) olacak bi¢imde vardir. Bu durumda her
n = maks{ng,n,} icin x,, € B(x,&) N B(y, &) olur. Bu ise B(x,e) NB(y,e) =0
olmasiyla ¢elisir. O halde {x,} dizisi tek bir noktaya yakinsar.

Tamm 2.1.7. (X, d) bir metrik uzay ve (x,) de X de bir dizi olsun. n, < n;,; olmak

lizere (xy,) dizisine (x,) dizisinin bir alt dizisi denir.

Onerme 2.1.3. (X,d) bir metrik uzay olsun. (x,,) dizisi yakmsak ise her (xp,) alt

dizisi de ayn1 noktaya yakimsar.

Onerme 2.1.4. (X,d) bir metrik uzay ve A € X olsun. A nm d-kapali olmas1 igin
gerekli ve yeterli kosul {x,} S A olacak bi¢cimdeki her {x,} dizisi i¢in x, = x

oldugunda x € A olmasidur.

Tanim 2.1.8. Bir (X,d) metrik uzaymda herhangi bir dizi {x,} olsun. Eger her
€ > 0 sayisina karsilik m,n = n, i¢in d(x,,x,,) < € olacak bi¢gimde bir n, dogal
sayis1 var ise {x,} dizisine bir Cauchy dizisi denir. Eger (X, d) metrik uzayi igindeki
her Cauchy dizisi bu uzayda bir noktaya yakinsiyor ise (X, d) ikilisine tam metrik

uzay denir.

Onerme 2.1.5. Bir (X,d) metrik uzaymnda yakmsak olan bir (x,) dizisi Cauchy

dizisidir.



Onerme 2.1.6. (X, d) metrik uzaymdaki her bir Cauchy dizisi smirhdar.

Onerme 2.1.7. (X, d) bir metrik uzay (x,,), X de bir dizi ve

Z d(xn' xn+1) <
n=1

olsun. Bu durumda (x,,) bir Cauchy dizisidir.
ispat. m,n € N,m > n i¢gin

d(xn»xm) < d(xn'xn+1) + o+ d(Xp—1, Xm)

m—1
= > d i)

i=n

o0
<D dlx i)
i=n

olur.

Z d(x;, Xis1)
i=n

verilen serinin kalan terimi oldugundan

limd(x,,x,) =0

n-oo
elde edilir ki bu (x,,) dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosterir.

Tamm 2.1.9. (X,d) ve (Y,p) metrik uzaylar, T: X — Y herhangi bir fonksiyon ve
x € X olsun. T fonksiyonunun x noktasinda siirekli olmasi igin gerekli ve yeterli
kosul X i¢inde herhangi bir {x,} dizisi x e yakinsak iken, Y igindeki {T'x,,} dizisinin

Tx e yakinsak olmasidir.
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Tanim 2.1.10. Bir (X, d) metrik uzayinda agik kiimelerin bir ailesi {G;: i € I} olsun.
Eger A € X i¢in

selJe

i€l

oluyorsa {G;:i € I} ailesine A kiimesinin bir agik Ortiisii denir. Eger agik ortiiniin

n
sel e,
k=1

olacak bi¢imde bir {Gik: k =1,2,...,n} alt ailesi var ise, bu aileye A kiimesinin sonlu

alt ortusi denir.

Tamm 2.1.11. (X,d) bir metrik uzay ve A € X olsun. Eger A kiimesinin her agik
ortiisiiniin sonlu bir alt Ortlisii varsa A kiimesine kompakt kiime denir. Eger X
kompakt bir kiime ise (X,d) uzayma kompakt metrik uzay denir. Kompakt bir

metrik uzayda her dizinin yakinsak bir alt dizisi vardir.

Tamm 2.1.12. X bos olmayan bir kiime ve 7, X in kuvvet kiimesi olan P(X) in bir alt

smifi olsun. Eger t smifi,

i) 0,Xer
i) T ya ait sonlu sayidaki elemanlarm arakesiti T ya aittir

iii) 7 ya ait keyfi sayidaki elemanlarm birlesimi T ya aittir

kosullarin1 sagliyorsa t ya X lizerinde topoloji, (X, 7) ikilisine de topolojik uzay

denir.
Tamm 2.1.13. (X, 1) bir topolojik uzay ve X in baz1 agik alt kiimelerinin smifi f

olsun. X in her agik alt kiimesi 8 nin elemanlarinin herhangi bir sayidasmnimn birlesimi

olarak yazilabiliyorsa 8 ya t igin bir taban denir.
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Tamim 2.1.14. (X, 7) bir topolojik uzay ve A € X olsun. ¢, = {ANG:G € t} ailesi A
tizerinde bir topolojidir. T tarafindan olusturulan 7, topolojisine T dan indirgenen

topoloji ve (4, t,) topolojik uzayina da (X, t) topolojik uzaynin alt uzayi denir.

Teorem 2.1.1. Bir (X,7) kompakt topolojik uzaymnin her kapali alt kiimesi de
kompakttir.

Tamm 2.1.15. (X, t) bir topolojik uzay olsun. X in farkli her nokta ¢iftini igeren
ayrik komsuluklari1 varsa (X, t) topolojik uzayma Hausdorff Uzay denir.

Teorem 2.1.2. Bir (X, t) Hausdorff uzayinda kompakt alt kiimeler kapalidir.

Teorem 2.1.3. (X, T) bir topolojik uzay olsun. A, X in bos olmayan bir kompakt alt
kiimesi olsun. Eger T: A — R siirekli ise Ta = supT(A) ve Th = infT(A) olacak
bi¢cimde a, b € A vardr.

Tamm 2.1.16. (X, d) bir metrik uzay T: X — X bir doniisiim olsun. Her x, y € X i¢in

d(Tx,Ty) < ad(x,y)

olacak bigimde a > 0 sayisi varsa, T ye Lipschitz doniisiimii denir. Bu esitsizligi
saglayan en kiiciik a sayisina T nin Lipschitz sabiti denir. T Lipschitz doniisiimii i¢in
a <1 ise T doniisiimiine biiziilme doniisiimii, @ = 1 ise T Lipschitz doniisiimiine
genislemeyen doniisim denir. x # y olacak bi¢cimdeki her x,y € X igin

d(Tx,Ty) < d(x,y) oluyorsa T ye biiziilebilir doniisiim denir.

Her Lipschitz fonksiyonu siireklidir. Ciinkii her € > 0 i¢in d(x,y) < § = 2 iken

d(Tx,Ty) < ad(x,y) < a8 = eolup T Lipschitz fonksiyonu siireklidir.

Teorem 2.1.4. (Banach) (X,d) bir tam metrik uzay ve T:X — X bir biiziilme

donisiimii ise T nin X de bir tek sabit noktas1 vardir.
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Ispat. x, € X keyfi bir nokta olsun.
x1=Txg, X, = Txy = T?x¢,, %X = Txp_qy = T"x,
bi¢ciminde tanimli {x,,} dizisini gbz 6niine alalim. Bu durumda her n € N i¢in

d(xp, Xpy1) = d(Txp_q, Txy)

< Ld(xp—1, xp)
< L"d(xg, x1)
olur. O halde m,n € Nve m > nigin
d(Xp, Xpm) < d(xp, Xpg1) + dXppq, Xngz) + o0+ A1, X))

S Lnd(xo, x1)+Ln+1d(x0, xl) + + Lm_ld(xO, xl)

= [L"+L"* + -4+ L™ d(xg, x1)

Ln
= Ed(xo,xl)

bulunur ki bu {x,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. X tam oldugundan

limx,, = z olacak bigimde bir z € X noktas1 vardir. Ayrica T siirekli oldugundan

z = limx,; = limTx,, = Tlimx,, =Tz
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elde edilir ki bu T nin sabit noktasinin var oldugunu gosterir. Simdi w € X noktas1 T

nin bir baska sabit noktasi ise

0<d(z,w)=d(Tz,Tw) < Ld(z,w) < d(z,w)

olur ki bu L < 1 oldugundan bir geliskidir. Yani T nin sabit noktas1 tekdir.

Teorem 2.1.5. (Cantor) (X,d) bir tam metrik uzay ve {4,} de X in bos olmayan
kapali alt kiimelerinin bir dizisi olsun. Her n€N i¢in A,,; €4, Ve

lim,,_,,d(A,) = 0 ise bu durumda

kiimesi tek noktadan ibarettir.

Ispat. Once NI_, 4,, # @ oldugunu gosterelim. Her n € N i¢in x,, € 4,, secelim. Bu
durumda m,n € N ve m > n i¢in x,, € A, olacagindan d(x,,,x,) < d(4,) olur.
Yani {x,} dizisi X de bir Cauchy dizisidir. X tam oldugundan lim,,_,,, x, = z olacak

bi¢imde bir z € X vardir. Yine m,n€ N ve m >n i¢in x,, € A, oldugundan

lim,, 0 X = 2z € A, = A,, Olur. Bu durum Her n € N i¢gin gegerli oldugundan

dir. Simdi x,y € N;-, 4, ise, hern € N i¢in x,y € A,, olacagindan
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d(x,y) < d(4y)

olur. Buise d(x,y) = 0 yani x = y oldugunu gosterir ki sonug olarak

ﬁAn = ()

bulunur.

Tanmm 2.1.17. X bos olmayan bir kiime olsun. X iizerinde asagidaki 6zelliklere sahip
bir B bagmtisina kismi siralama bagintis1 ve (X, ) ikilisine de kismi sirali kiime

denir.

) B yansimalidir, yani her x € X i¢in xfx dir,
i) B ters simetriktir, yani her x,y € X i¢in xSy ve ySx ise x = y dir,

i) B gecislidir, yani her x,y,z € X i¢in xBy ve yBz ise xfz dir.

Bir kismi siralama bagintisini gostermek igin f simgesi yerine < gdsterimini
kullanacagiz. Boylece xfy yerine x < y yazip bunu “X, y den once gelir” ya da “X
kiigiik esit y” bigiminde okuyacagiz. x < y ile y > x ayn1 anlama gelecektir. Ayrica

x < yVvex # yise budurumu x < y bigiminde gosterecegiz.

Ornek 2.1.1. R reel sayilar kiimesi iizerinde bilinen < bagmntis1 bir kismi siralama

bagmtisidir.

Tamim 2.1.18. (X, <) kismi sirali bir kiime olsun. x,y € X igin x <y veya y < x

oluyorsa x ile y elemanlarina karsilastirilabilir elemanlar denir.
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Tamm 2.1.19. (X, <) kismi sirali bir kiime olsun. X in biitlin elemanlar1 birbirleri ile
karsilastirilabiliyorsa < bagintisina bir tam siralama bagintisi, (X, <) ikilisine de tam

sirali kiime denir.

Tamm 2.1.20. (X, <) kismi sirali bir kiime ve a € X olsun. Eger X kiimesinin higbir
eleman1 a dan daha biiyiik degilse a ya X in maksimal elemani denir. Buna gore a, X
in bir maksimal elemanidir ancak ve ancak x € X ve a < x ise a = x dir. Benzer
sekilde bir b € X i¢in, X kiimesinin hi¢bir eleman1 b den daha kiigiik degilse b ye X
in minimal eleman1 denir. Buna gore b, X in bir minimal elemanidir ancak ve ancak

x€EXvex <biseb=xdir.

Tamim 2.1.21. (X, <) kismi siralt bir kiime olsun. X in biitiin elemanlarindan daha
biiyiik esit olan a € X elemanina X in en biiyiik (maksimum) elemani denir. Yani her
x € X i¢in x < a olacak bi¢imdeki a € X elemanma X in en biiyiik eleman1 denir.
Yine X in biitiin elemanlarindan daha kiigiik esit olan b € X elemanina X in en kii¢iik
(minimum) elemani1 denir. Yani her x € X i¢in b < x olacak sekildeki b € X

elemanma X in en kii¢iik eleman1 denir.

Tamm 2.1.22. (X, <) kismi sirali bir kiime ve A € X olsun. Her x € A i¢in x < a
olacak bi¢imde bir a € X varsa a elemanina A kiimesinin bir tist siir1 denir. Yine her
x € A i¢in b < x olacak bigimde bir b € X varsa b elemanina A kiimesinin bir alt

sinir1 denir.

Tamm 2.1.23. (X, <) kismi sirali bir kiime ve A € X olsun. Asagidaki sartlari
saglayan a € X elemanina A kiimesinin en kiigiik iist sinir1 veya supremumu denir ve

a = supA ile gosterilir.

) a, A nin bir tist siniridir, yani her x € A4 i¢in x < a dur.
i) a, A nim st sinirlart kiimesinin en kiiciik elemanidir, yani ¢, A nin bir st

simir1 ise a < c dir.

Benzer sekilde asagidaki sartlar1 saglayan b € X elemanina A kiimesinin en

biiyiik alt sinir1 veya infimumu denir ve b = infA ile gosterilir:
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) b, A nin bir alt siniridir, yani her x € A i¢in b < x dur.
i) b, A nin alt sinirlar1 kiimesinin en biiylik elemanidir, yani d, A nin bir alt smnir1

ise d < b dir.

Tamm 2.1.24. (X,<) kismi swrali bir kiime olsun. X in bos olmayan her alt
kiimesinin en kii¢iik eleman1 varsa X e iyi sirali kiime ve bagintiya da iyi siralama

bagintis1 denir.

Teorem 2.1.6. (Zorn Lemmasi) Bos olmayan ve her zinciri bir {ist sinira sahip olan

kismi sirali bir kiimenin maksimal elemani1 vardir.

Tamm 2.1.25. (X, <) kismi sirali bir kiime olsun. Eger her x,y € X i¢in {x,y}
kiimesinin supremumu ve infimumu varsa (X, <) ikilisine bir latis (6rgii) denir.
Genellikle bir latiste sup{x,y} = xVy ve inf{x,y} = xAy gosterimleri kullanilir.
Eger X in bos olmayan her A alt kiimesinin supremumu ve infimumu varsa (X, <)

ikilisine bir tam latis denir.

Tam sayilar kiimesi bilinen siralamaya gore bir latistir fakat tam latis degildir.
Tamim 2.1.26. (X, <) kismi sirali bir kiime ve T: X — X bir fonksiyon olsun. Eger
x <y olacak bi¢cimdeki her x,y € X i¢in Tx < Ty oluyorsa T fonksiyonuna
azalmayan (artan, izoton, sira korur) fonksiyon denir.

Teorem 2.1.7. (Knaster-Tarski) (X,<) kismi sirali bir kime ve T:X — X bir
azalmayan bir doniisiim olsun. Asagidaki iki sart1 saglayan bir x, € X noktasmin var
oldugunu kabul edelim:

i) {x € X:xy < x} kiimesi i¢indeki her zincir bir {ist sinira sahip.

Bu durumda T bir maksimal sabit noktaya sahiptir.
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Ispat. X icinde

Q={xeX:ix<Tx}n{x € X:xy, < x}

kiimesini goz Oniine alalim. x, € Q oldugundan Q kiimesi bos degildir. Ayrica Q
icindeki her zincir bir supremuma sahiptir. C, Q da bir zincir olmak iizere u = supC
denirse her ¢ € C igin ¢ < u olup T azalmayan oldugundan Tc < Tu olur. Yine
¢ € C oldugundan ¢ < Tc < Tu olur. Bu ise Tu nun da C nin bir {ist smir1 oldugunu
gosterir. Fakat u = supC oldugundan u < Tu olmalidir. Bu ise u € Q oldugunu
gosterir ki buradan Q nun her zincirinin Q da bir iist sinirinin var olmasi demektir. O
halde Zorn Lemmast geregi @ nun z gibi bir maksimal elemam: vardir. z € Q
oldugundan z < Tz ve T azalmayan oldugundan Tz < TTz olur ki bu x, < z ve
Xo < Txy < Tz oldugundan Tz € Q olmasmi gerektirir. Fakat z, @ nun maximal

elemani oldugundan z = Tz olmalidr.

Teorem 2.1.8. (Tarski) (X, <) bir tam latis ve T: X — X bir azalmayan bir doniigiim

olsun. Bu durumda T bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. X bir tam latis oldugundan X in kendisi bir supremuma ve infimuma sahiptir.

Bu nedenle x, < Tx, olacak bi¢imde x, € X vardir. Boylece

Q={x€eX:x<Tx}

kiimesi bos degildir. Yine X tam latis oldugundan Q nun supremumu vardir. u =
supQ diyelim. O halde her x € Q i¢in x < u olup T azalmayan oldugundan Tx < Tu
ve istelik x < Tu olur. Bu durumda u = supQ oldugundan u < Tu dur. Diger
taraftan Tu < TTu oldugundan Tu € Q dur. Boylece Tu < u olup u = Tu elde

edilir.

Tamm 2.1.27. X bos olmayan bir kiime olmak tizere X iizerinde hem bir < kismi
siralama bagintist hem de bir d metrigi varsa X e sirali metrik uzay diyecegiz ve
bunu (X, <, d) tgliisti ile gosterecegiz. Eger X kiimesi d metrigine gore tam ise bu

uzaya sirali tam metrik uzay adini1 verecegiz.
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Ran ve Reurings 2007 yilinda, Banach sabit nokta teoremi ile Tarski sabit
nokta teoremlerinden yaralanarak sirali metrik uzaylarda ilk sabit nokta teoremini

vermiglerdir. Daha sonra bu sabit nokta teoremi de ¢esitli yollarla genellestirilmistir.

Uygunlugu saglamak agisindan “{x,}, X i¢inde azalmayan ve x, — z € X olacak

sekilde bir dizi ise, her n € N i¢in x,, < z” sartin1 Nieto sart1 olarak isimlendirecegiz.

Teorem 2.1.9. (X,<,d) bir swrali tam metrik uzay ve T:X — X azalmayan bir
donlisgim  olsun. Ayrica x <y olacak Dbicimdeki her x,y€X i¢in
d(Tx,Ty) < Ld(x,y) sartin1 saglayan L < 1 sayis1 ve x, < Tx, olacak bigimde bir
Xo € X noktasmin var oldugunu kabul edelim. Bu durumda T siirekli veya X kiimesi

Nieto sartini saglarsa T doniisiimii X de bir sabit noktaya sahiptir.

Tamm 2.1.28. X bir topolojik uzay ve f:X — R bir fonksiyon olsun. Eger x, € X

i¢in

fxo) < liminﬁc_)xof(x) = Squeinnferf(x)

oluyorsa f fonksiyonuna x, noktasinda alttan yar1 siirekli fonksiyon denir. Benzer

sekilde x, € X i¢in

f(xo) = limsup, . f(x) = infyen, Supyey f ()

oluyorsa f fonksiyonuna x, noktasinda tistten yar1 siirekli fonksiyon denir. Eger f
fonksiyonu X in her noktasinda alttan (listten) yari siirekli ise f fonksiyonuna X de
alttan (iistten) yar1 siirekli fonksiyon denir.

Onerme 2.1.8 X bir topolojik uzay ve f:X — R bir fonksiyon olsun. Bu durumda f

fonksiyonunun alttan yar1 siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her @ € R i¢in

{x € X: f(x) < a} kiimesinin kapali olmasidir.
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Ispat. f alttan yar1 siirekli bir fonksiyon olsun. a € R i¢in {x € X: f(x) < a}
kiimesinin kapali oldugunu gostermek i¢in {x € X: f(x) > a} kiimesinin agik
oldugunu gostermek yeterlidir. x, € {x € X: f(x) > a} olsun. Bu durumda x, € X

ve f(xq) > a dir. f alttan yari siirekli oldugundan

a < f(xp) < SUpyen,, infrevf(X)

olur. O halde inf,ey, f(x) > a olacak bigimde bir V, € N, vardir. Boylece

Vo S {x€X:f(x)> a}

olur. Yani {x € X: f(x) > a} kiimesi agik, dolayisiyla {x € X: f(x) < a} kiimesi

kapalidir. Tersine {x € X: f(x) < a} kiimesi kapali olsun. x, € X ve € > 0 olmak

uzere

Ve={x € X:f(x) > f(xo) — €}

diyelim. Bu durumda V; kiimesi agik, yani V; € N, dir. Boylece
infrevf(x) = f(xo) — €

oldugundan

liminf, o, f(x) = f(xo) — €

elde edilir. € keyfi oldugundan

liminf, ... f(x) = f(xo)

bulunur. Yani f alttan yar1 siirekli bir fonksiyondur.
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Teorem 2.1.10. X bir kompakt topolojik uzay ve f:X — R alttan yar1 siirekli bir

fonksiyon olsun. Bu durumda

f(xo) = inf{f (x):x € X}
olacak bi¢cimde x, € X vardir.

Ispat. @ € R i¢in G, = {x € X: f(x) > a} olmak iizere x, € G, olsun. f alttan yari
stirekli bir fonksiyon oldugundan infyey, f(x) > a olacak bicimde bir V, € N,
vardir. O halde her x € V, i¢in f(x) > a oldugundan x € G, olur. Yani V, € G,
olup x, noktast G, kiimesinin bir i¢ noktasi olur. x, noktasi keyfi oldugundan G,

kiimesi agiktir. Ayrica

v=|J.

a€ER

oldugundan {G,: @ € R} smifit X in bir ac¢ik ortiisiidiir. X kompakt oldugundan bu
aclk  Ortiiniin {Gai:i =1,2,..n} gibi bir sonlu alt oOrtiisi vardr.
@y = min{a,, @y, ..., @, } olsun. Bu durumda her x € X i¢in f(x) > a, dir. Bu ise
inf{f (x):x € X} in varligmi garanti eder. m = inf{f(x):x € X} diyelimve g >m

olsun. Bu durumda
Fg={x€eX:f(x) <p}

kiimesi X in bos olmayan kapali bir alt kiimesi olur. {Fz: > m } ailesinin sonlu

arakesit 0zelligine sahip oldugu agiktir. X kompakt oldugundan

ﬂFﬁ;t@

L>m
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olur. Boylece her f > m i¢in x, € Fg olacak bi¢cimde bir x, € X vardir. Yani her
n €N i¢in f(x,) <m +% olup f(x,) < m bulunur. Bu ise infimum tanimi geregi

f(xy) = m demektir.

(X,d) bir metrik uzay, K € X kompakt, ¢: K — R alttan yar1 siirekli bir
fonksiyonve T: K — K, her x € K i¢in

d(x,Tx) < @(x) — @(Tx)

ozelligine sahip bir fonksiyon olsun. Bu durumda ¢(x,) = inf{p(x): x € K} olacak
bi¢imde bir x, € K noktasinin var oldugunu biliyoruz. T:K — K bir doniisim
oldugundan ¢ (Tx,) € K olup infimum tanimi geregi ¢ (x,) < @ (Tx,) olur. Boylece
0 < d(xg, Txg) < @(xg) — p(Txy) <0

oldugundan x, = Tx, bulunur. Yani T bir sabit noktaya sahiptir.

Lemma 2.1.1. (X,d) bir tam metrik uzay ve ¢:X — R alttan smirh ve alttan yar1

stirekli bir fonksiyon olsun. {x,}, X i¢cinde her n € N i¢in
d(Xn, Xns1) < () — @(xpi1)

sartin1 saglayan bir dizi olsun. Bu durumda {x,,} dizisi bir z € X noktasma yakinsar

ve n € N i¢cin

d(xn,z) < ¢ () — @(2)
esitsizligi saglanir.

Ispat. Her n € N i¢in

d(xn, Xn41) = () — 9 (xp11)
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esitsizligi saglandigindan {¢(x,)} dizisi azalandir. Ayrica ¢ fonksiyonu alttan smirl

oldugundan {@(x,,)} yakmsaktir. Diger taraftan her m € N igin

m-—1
Z d(xn' xn+1) = d(XOJ xl) + et d(xm—lem)
n=0

= (P(xo) - (p(xl) + -t (p(xm—l) - ¢(xm)
= (P(xo) - (p(xm)
=< (P(xo) - infneN(p(xn)

oldugundan m — o i¢in limit alinirsa

> At Tan) < 90x0) = infuenp ()
n=0

bulunur ki bu, serinin yakinsak oldugunu gosterir. Ayrica m > n i¢in

d(xy, %) < d(x,, Xpeq) + o+ dp—1, Xm)

m-1

= z d(xg, Xy41)
k=n

= Z d(Xp, Xpe1)
k=n

olur ki yakinsak bir seride kalan terimin limiti sifir oldugundan
lim,,_, d(x,, X;n) = 0 elde edilir. Yani {x,}, X i¢inde bir Cauchy dizisidir. X tam

oldugundan bu dizi bir z € X noktasina yakinsar. Ayrica m > n i¢in

m-—1
d(xn; xm) < z d(xk'xk+1)
k=n

= (p(xn) - (p(xm)
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oldugundan m — o i¢in limit alinir ve ¢ fonksiyonunun alttan yar1 siirekli oldugu

dustiniiliirse her n € N igin d(x,,z) < ¢(x,) — @(z) bulunur.
Teorem 2.1.11. (X, d) bir tam metrik uzay ve ¢:X — R alttan simirh ve alttan yar1

stirekli bir fonksiyon olsun. Kabul edelim ki inf,cx@(x) < ¢(u) olacak bigimdeki

her u € X igin u # v ve

dw,v) < o) — o)

sartlarin1 saglayan bir v € X var olsun. Bu durumda ¢(x,) = inf,ex@(x) olacak

bigimde bir x, € X vardur.

Ispat. Her y € X i¢in inf,.ex@(x) < @(y) oldugunu kabul edelim. u, € X keyfi bir

nokta olsun.

infeexp(x) < (u)

oldugundan u, # u; ve d(ug,uq) < @(uy) — @ (u,) olacak bigimde u,; € X vardir.

Yine

infrexp(x) < o(uy)

oldugundan u; # u, ve d(uy,uy) < @(u,) — @(u,) olacak bigimde u, € X vardir.

Bu bigimde devam ederek u,,_; € X noktasimni segelim. Simdi

Sp={w € Xid(up_1,w) < @(up_y) — p(w)}

olsun. Yukaridaki diisiince ile S, # @ oldugu gosterilebilir. Infimum tanmmi goz
oniine almirsa her € >0 i¢cin ¢@(z) < inf,,ecs, (W) + ¢ olacak bigimde z € S,

vardrr. O halde

@ (Un-1) = infiyes,@(w) >0
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oldugundan

1
(p(un) < infwegn(,D(W) + E{(p(un—l) - infwegnQU(W)}
olacak bigimde u,, € S,, vardir. Boylece her n € N i¢in

d(un—l'un) = (P(un—l) - (P(un)

oldugundan Lemma 2.1.1 geregi {u,} dizisi bir u € X noktasmna yakinsar. Ayrica her

n € N i¢in
d(Up—1,u) < P(Up_1) — @(u)

esitsizligi  saglanir.  Yine  infiex@(x) < @(u) oldugundan u#v Ve

d(u,v) < @(u) — ¢(v) olacak bi¢imde v € X vardir. Boylece

() < o) —d(u,v)
<o) —dw,v) + ¢us_1) — o) — d(up_q,u)
= @(Up_1) = [d(w,v) + d(up_q,u)]
< ¢(up_1) — d(up_y,v)

oldugundan v € S,, olur. O halde

2¢(up) — 9(Up-1) < infyes, W) < (V)
olup

(W) <o) < lim o(u,) < @)

bulunur ki bu bir geliskidir. Boylece ¢(x,) = infyex@(x) olacak bi¢imde bir x, € X
vardir.

Simdi Caristi sabit nokta teoremini ifade ve ispat edebiliriz.

25



2. 2. Metrik Uzayda Caristi Tip Sabit Nokta Teoremi Ve Baz1 Genellestirmeleri

Teorem 2.2.1. (Caristi) (X, d) bir tam metrik uzay, ¢: X — R alttan smirl ve alttan

yar1 siirekli bir fonksiyon ve T: X — X, her x € X i¢in

d(x,Tx) < p(x) — ¢(Tx)

Ozelligine sahip bir fonksiyon olsun. Bu durumda T doniisiimii X de bir sabit noktaya
sahiptir.

Ispat. Eger T doniisiimii siirekli ise teoremin ispat1 basittir. Gergekten x, € X keyfi
bir nokta olmak iizere her n € N i¢in x,, = T"x, bigiminde taniml {x,} dizisini géz

Oniine alalim. Bu durumda her n € N i¢in

d(Xp, Xn+1) < () — @(Xp41)

olacagindan Lemma 2.1.1 geregi {x,} dizisi bir Cauchy dizisidir. Dolayisiyla bu dizi

bir z € X i¢in noktasina yakmsar. T doniisiimii siirekli oldugundan Tz = z bulunur.

Simdi T doniisiimiiniin siirekli olmamas1 durumunda ispat1 yapalim. Bunun

icin u € X keyfi bir nokta olmak iizere

C={xeX:dux) <o) — o)}

kiimesini goz Oniine alalim. Tu € C oldugundan C bos degildir. Ayrica C bir kapali
yuvar oldugundan bir kapali kiimedir. Simdi TC € C oldugunu gosterelim. x € C
olsun. O halde d(u, x) < ¢(u) — @(x) olup

o(Tx) < ¢p(x) — d(x,Tx)
< @(x) —d(x Tx) + p(w) — o(x) — d(u,x)
= @) — [d(x,Tx) + d(w,x)]
< o) —d(u,Tx)
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oldugundan Tx € C dir.

Simdi kabul edelim ki her x € C i¢in Tx # x olsun. O halde her x € C i¢in

x #wved(x,w) < ¢(x) — @(w) olacak bi¢iminde w € C vardir. Dolayisiyla
@ (x0) = infrecp(x)
olacak bigiminde x, € C vardir. Boylece
0 < d(x0, Txp) < @(x0) — 9(Txo) =0
olup bu bir geligkidir. O halde Tz = z olacak bigimde bir z € C € X vardur.
Caristi nin teoremi sabit noktanin tekligini garanti etmez.
Ornek 2.2.1. X = [0,) alisilmis metrik ile birlikte géz 6niine almsmn. T:X — X
doniisimii Tx =x ve @:X - R fonksiyonu ¢(x) =1 olarak tanimlansin. Bu
durumda her x € X i¢in

d(x,Tx) =0 < @(x) — @(Tx)

oldugundan Caristi sabit nokta teoreminin tiim sartlar1 saglanir. Ancak T

doniistimiiniin sabit noktas1 tek degildir.

Simdi Caristi sabit nokta teoremi yardimiyla Banach sabit nokta teoreminin

ispatin1 verelim.

Teorem 2.2.2. (Banach) (X,d) bir tam metrik uzay ve T:X — X bir biiziilme

donisiimii ise T nin X de bir tek sabit noktas1 vardir.

Ispat. ¢: X — R fonksiyonunu ¢(x) = (1 — L) *d(x, Tx) biciminde tanimlayalim.
¢ fonksiyonunun alttan sinirli oldugu agiktir. Ayrica T bir biiziilme doniisimii

oldugundan siirekli ve dolayisiyla ¢ de siireklidir. O halde ¢ alttan yar1 siireklidir.
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Yine T bir biiziilme doniisiimii oldugundan her x € X i¢in d(Tx, T?x) < Ld(x, Tx)

esitsizligi saglanir. Boylece

d(x,Tx) — Ld(x,Tx) < d(x,Tx) — d(Tx, T?x)

olup buradan

d(x,Tx) < (1 —-L)d(x,Tx) — d(Tx,T?x)]
= @(x) — o(Tx)

elde edilir. x, € X keyfi bir nokta olmak tizere her n € N i¢in x,, = T"x, bigiminde

tanimli {x,,} dizisini g6z Oniine alalim. Bu durumda her n € N i¢in

d(Xp, Xn+1) < () — @(Xn41)

olacagindan Lemma 2.1.1 geregi {x,} dizisi bir Cauchy dizisidir. Dolayisiyla bu dizi

bir z € X i¢in noktasina yakmsar. T doniisiimii siirekli oldugundan Tz = z bulunur.

Simdi Caristi sabit nokta teoreminin kismi siralama bagmtis1 yardimiyla yapilan

ispatin1 vermek i¢in asagidaki lemmay1 gz oniine alalim.

Lemma 2.2.1. (X, d) bir metrik uzay ve ¢: X — R bir fonksiyon olsun. Bu durumda
X,y € X igin

x<yedxy <o) — o)

bi¢giminde tanimlanan < bagmtis1 X {izerinde bir kismi siralama bagintisidir.

Ispat. Her x€X i¢in d(x,x)=0<¢(x)—¢@(x) oldugundan x < x dir.

Yani < yansimalidir. x < y ve y < x ise

d(x,y) < (x) —p)ved(y,x) < o(y) —o(x)
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olacagindan 2d(x,y) < 0 veya x = y olur. Yani < ters simetriktir. Son olarak x < y

vey < zise

d(x,y) <) —p)vedy,z) < 9y) — ¢(2)

olacagindan

d(x,z) <d(x,y) +d(y,2z) < px) — (2)

olur. O halde x < z olup < gegismelidir.

Ornek 2.2.2. X = R ve d alisilmis metrik olsun. ¢:X — R fonksiyonu ¢(x) = —x
olarak tanimlanirsa ¢ ve d yardimiyla elde edilen siralama R {iizerinde bilinen

siralama olur.

Teorem 2.2.3. (Bishop-Phelps) (X, d) bir tam metrik uzay, ¢: X — R alttan sinirli
ve alttan yari siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda her bir x, € X i¢in x, < z

sartini saglayan bir z € X vardir. Yani her bir x, € X i¢cin

@(2) +d(x,2) < @(x0)

ve x # z olacak bigimdeki her x € X i¢in

o(z) <d(x,z) + ¢(x)

olacak bi¢cimde bir z € X vardur.

Simdi Caristi nin sabit nokta teoreminin bu siralama yardimiyla yapilan

ispatina yer verelim.

Ispat. X iizerinde ¢ ve d yardimiyla elde edilen siralamay1 géz Oniine alirsak
Bishop-Phelps teoreminin tiim sartlari saglanir. Bu durumda X in z gibi bir maksimal

eleman1 vardir. Boylece
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d(z,Tz) < ¢(z) — ¢(Tz)

esitsizligi saglandigindan z < Tz elde edilir. z maksimal oldugundan Tz =z

olmalidir.

Teorem 2.2.4. X bos olmayan bir kiime olmak iizere <, X {izerinde yansimali bir

baginti ve ¢: X — R alttan sinirli bir fonksiyon olsun. Ayrica

i) xyvex #yise p(y) < o(x),
i) Her n € N i¢in x, < x,,, Olacak bicimdeki her {x,} dizisi i¢in, dyle bir

z € X vardr ki her bir k € N i¢in x,,, < z olacak bigcimde m > k vardur.
sartlarinin saglandigini kabul edelim. Bu durumda

a) 2<i<n igin x;_; <x; Ve x, <z olacak bicimde X in sonlu sayida
X1, X3, .., Xy €leman vardir.

b) z < x olmasi z = x olmasini gerektirir.

Bu teoremde < bagmtisinin sadece yansimali oldugu kabul edilmistir. Ancak (i)
sartindan bu bagintinin ters simetrik oldugu elde edilebilir. Yine de gegisme 6zelligi
var olmadigimdan < bagntis1 bir sralama bagmtis1 olmayabilir. Burada <«
bagintisiin bir siralama bagintis1 oldugu kabul edilirse yukaridaki teoremden Brezis-
Browder 1 siralama prensibi olarak bilinen asagidaki teoremi bir 6zel hal olarak elde

edebiliriz.

Teorem 2.2.5. (Brezis-Browder) (X, <) kismi sirali bir kiime ¢: X — R alttan sinirlt

bir fonksiyon olsun. Ayrica

i) x<yvex #yise py) < o(x),
i) X de azalmayan her dizi, X de bir {ist sinira sahip olsun.

sartlarmin saglandigmi kabul edelim. Bu durumda verilen her x4 € X i¢in xy < z

olacak bigimde maksimal bir z € X noktasi vardir.
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Simdi Caristi teoreminin bazi genellestirmelerine yer verelim.

Teorem 2.2.6. (X, d) bir tam metrik uzay, ¢: X - R* = [0, o) alttan yar1 siirekli bir
fonksiyon ve c:R* — R* listten yar1 stirekli bir fonksiyon olsun. T:X — X, her

x € X i¢in

d(x,Tx) < maks{c(go (x)), c(go(Tx))}{(p(x) —(Tx)}

Ozelligine sahip bir fonksiyon olsun. Bu durumda T doniisiimii X de bir sabit noktaya
sahiptir.

Ispat. X iizerinde

x <y & dx,y) < maks{c(p(x)), c(e()Ho ) — p(1)}

ile tanimli < bagmtisini goz Oniine alalim. Bu bagintinin yansimali oldugu agiktir.
Ayrica x <y ve x # y ise d(x,y) > 0 oldugundan ¢(y) < ¢(x) olur. Simdi {x,,}
dizisi X de her n € N igin x, « x,,; sartin1 saglayan bir dizi olsun. Boylece
{o(x,)} dizisi reel sayilarin artmayan ve alttan smirli bir dizisi olur. O halde
lim,,_,., ¢(x;,) = r olacak bi¢imde bir > 0 vardir. ¢ fonksiyonu {istten yari siirekli
oldugundan  limsupc(@(x,)) < c(r) olur. Boylece her n=n, i¢in
c(p(x,)) < c(r) + 1 olacak bigimde bir ny € N bulabiliriz. Simdi her n > n, igin

Xp < Xp41 oldugundan

d(Xp, Xn41) < maks{c(q)(xn)), C(‘P(xn+1))}{(/’(xn) — @ (Xn+1)}
< {c() + 1Ho(xn) — (xn+1)}

olupm >n = ny igin
d(xn:xm) < d(xn:xn+1) + d(xn+1'xn+2) +et d(xm—l'xm)

< {c(m) + 1Ho(x,) — 9(xn)}
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bulunur. Bu ise {x,,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gdsterir. X tam oldugundan
lim,,_,., x,, = z olacak bi¢imde z € X vardir. Simdi her k € N i¢in x,, < z olacak
sekilde m > k sayisinin var oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in asagidaki ii¢ durumu

inceleyelim.

Durum 1. Kabul edelim Ki

¢(p(xm)) = sup{c(p(xn ) )in = m)

olacak bigimde bir m > k var olsun. Bu durumda her n > m i¢in
d(%n, Xns1) < (9o M@ () — @ (xns1)}

olur. Boylece n = m i¢in

d(xn»xm) < d(xm'xm+1) + d(xm+1:xm+2) + -t d(xn—llxn)

< (9 Cem) oo () = 9 ()}
elde edilir ki n — oo i¢in limit alinirsa
d(tm, 2) < c(em) o (o) — (2}
bulunur. Bu ise x,, < z oldugunu gosterir.
Durum 2. Kabul edelim ki m > k igin c(¢(x,)) > c(¢(x,,)) olacak bigimde bir

n > m var fakat lim,,_,., ¢ (x,,) = r = @(2) olsun. Bu durumda c iistten yar1 siirekli

oldugundan

sup{c((p(xn)):n > k} = limsupc(go(xn)) < c(<p(z))

oldugunu biliyoruz. Béylece n > k icin
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d(tn, Xn+1) < maks{c(@(xn)), c(9 Cene1) ) o (n) — 0 Genin)}
< c((p(z)){(P(xn) — @(xXp41)}

olacagindan yukaridaki diisilince ile
d(xn 1) < (@) () — p(xn)}
elde edilebilir. n — oo igin limit alinirsa
d(x,2) < c(p(D){p (i) — 9 ()}
bulunur ki bu x,, < z oldugunu gosterir.

Durum 3. Kabul edelim ki m > k igin ¢(¢p(x,)) > c(¢(x,,)) olacak bicimde bir

n > m var fakat lim,,_,., ¢(x,) = r > ¢@(z) olsun. Bu durumda
sup{c((p(xn)):n > k} = limsupc(<p(xn)) =p

olacak bigimde 8 > 0 sayismm var oldugunu biliyoruz. Béylece c(¢(x,,)) = g ve

n=m igin @(x,) <2r —@(z) olacak bicimde m > k tam sayis1 bulabiliriz.

Buradan n > m i¢in

d(xn)xn+1) < maks{c(w(xn)), C((p(xn+1))}{(p(xn) - (p(xn+1)}
< Blo () — @(xne1)}
< 2¢(@(xm)) {0 (xn) — @(xp11)}

bulunur. O halde n = m i¢in

d(xn:xm) < ZC((p(xm)){(p(xm) - (p(xn)}

elde edilir ki n — oo i¢in limit alinirsa
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d(xm, 2) < 2¢(0 (X))@ () — 7}

bulunur. Diger taraftan ¢ (x,,) < 2r — ¢(2z) oldugundan
2{p(x) =1} = @) — 21 + () < () — 0 (2)
olur. O halde son olarak

d (. 2) < (@) o Ctm) — 9(2)}

bulunur ki bu x,, < z oldugunu gosterir.

O halde Teorem 2.2.4 uygulanirsa z < y olmasi z = y olmasimi gerektirir.

Bununla birlikte

d(z,Tz) < maks{c(go (Z)), c((p(Tz))}{go(z) — @(Tz)}
oldugundan z < Tz olur ki buradan z = Tz bulunur.

Teorem 2.2.7. (X,d) bir tam metrik uzay, ¢:X —» R* alttan yar1 siirekli bir

fonksiyon ve c: Rt — R* artmayan bir fonksiyon olsun. T: X — X, her x € X i¢in

d(x, Tx) < c(o()){p(x) — o(Tx)}

esitsizligini saglarsa T doniisiimii bir z € X sabit noktasma sahiptir. Ustelik her

Xy € X igin
@ (x0)
d(xg,2z) < f c(t)dt

0

olur.
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Ispat. u: X - R*, u(x) =

(p(x)c t)dt bigiminde tanimli fonksiyonu goz Oniine
0 y g

alalim. ¢ alttan yari siirekli oldugundan x,, = x igin @(x) < liminf¢(x,) olup

@ (xn) @(x)
liminfu(x,) = liminf f c(t)dt = liminf f c(t)dt = u(x)
0 0

bulunur. Yani u fonksiyonu da alttan yari siireklidir. Simdi X tizerinde

x<yedxy) <ulx)—u®y)

biciminde tanimli < swralama bagintisin1 g6z oOniine alalim. Bu durumda Brezis-
Browder siralama prensibinin tiim sartlarinin saglandigin1 gérmek kolaydir. O halde

her x, € X i¢in x, < z olacak bicimde maksimal bir z € X noktasi vardir. Buradan

@(2)

AT = c(p@)o@ - oY < | c@dt =) - u(r2)
¢(Tz)

elde edilir ki bu z < Tz oldugunu gosterir. z maksimal oldugundan z = Tz olmalidir.

Diger taraftan

@ (x0) Pp(x)
d(xg,z) < u(xy) —u(z) = f c(t)dt < f c(t)dt
@(2) 0

elde edilir.

Teorem 2.2.8. (X,d) bir tam metrik uzay, ¢:X — R* alttan yar1 siirekli bir

fonksiyon ve c: Rt — R* azalmayan bir fonksiyon olsun. T: X — X, her x € X i¢in

d(x, Tx) < c(o(Tx)){px) — o(Tx)}

35



esitsizligini saglarsa T doniisiimii bir z € X sabit noktasina sahiptir. Ustelik her

Xy € X igin

@(xo0)

d(xo, 7) < j c(t)dt

0

olur.

Ispat. u: X - R*, u(x) = c(t)dt bigiminde tamimli fonksiyonu goz Oniine

(x)
Iy
alalim. ¢ alttan yar1 siirekli oldugundan p fonksiyonu da alttan yar1 siireklidir. Simdi

X lizerinde

x<yedxy) <ulx)—u®y)

biciminde tanimli < swralama bagintisin1 g6z Oniine alallm. Bu durumda Brezis-
Browder siralama prensibinin tiim sartlarmin saglanir. O halde her x, € X i¢in

Xo =< z olacak bigcimde maksimal bir z € X noktasi vardir. Buradan

@(z)

A1) = c(pTD)p@ - o) < | @it =) - u(r2)
@(Tz)

elde edilir ki bu z < Tz oldugunu gosterir. z maksimal oldugundan z = Tz olmalidir.

Diger taraftan

®(x0) ¢ (%)
d(xg,z) < ulxy) —u(z) = f c(t)dt < f c(t)dt
@(2) 0

elde edilir.
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Teorem 2.2.9. (X,d) bir tam metrik uzay, ¢:X — R* alttan yari siirekli bir

fonksiyon ve c: R* —» R* azalmayan bir fonksiyon olsun. T: X — X, her x € X i¢in

d(x,Tx) < c(<p(x)){<p(x) —(Tx)}
esitsizligini saglarsa T doniisiimii X de bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. X iizerinde

x<Syoedxy) < C((p(X)){(p(x) — (N}

biciminde tanimli < bagintis1 bir kismi siralama bagintisidir. Buna gore x < y ve
x #y ise ¢(x) > @(y) oldugu agiktir. Simdi {x,} dizisi X de azalmayan bir dizi

olsun. Bu durumda m > n i¢in x,, < x,,, oldugundan

d (o, xm) < ¢(9 () ) () — 9 (xn)}

olur. {¢(x,,)} dizisi artmayan oldugundan her n € N igin c(¢(x,,)) < c(@(x,)) dir.
Boylece

d(xp, %) < (0 (x) ){@(xn) — @ (xn)}

olur ki bu {@(x,)} dizisi yakinsak oldugundan {x,} dizisinin bir Cauchy dizisi
oldugunu gosterir. X tam oldugundan lim,,_,, x,, = z olacak bi¢cimde z € X vardir. ¢

alttan yar1 stirekli oldugundan ¢(z) < lim ¢(x,) olur ki yukaridaki esitsizlikten
n—-oo

m — oo i¢in limit alinirsa

d(xn,z) < C((p(xn)){(p(xn) - ¢(Z)}

bulunur. Yani her n € N i¢in x,, < z olur ki bu {x,} dizisinin z gibi bir st sinira
sahip oldugunu gosterir. Boylece Brezis-Browder siralama prensibi geregi X in u

gibi bir maksimal elemani vardir. Bu u elemani i¢in
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d(u, Tw) < c(p@){p@) — ¢(Tu)}
oldugundan u < Tu olur ki u maksimal oldugundan u = Tu elde edilir.

Teorem 2.2.10. (X,d) bir tam metrik uzay, ¢:X — R* alttan yar1 siirekli bir
fonksiyon ve y: R* — R* lstten yar1 stirekli bir fonksiyon olsun. T:X — X, her

x € X i¢in
d(x,Tx) < p(x) ve d(x,Tx) < P(d(x, Tx)){p(x) — @(Tx)}
esitsizliklerini saglarsa, T doniisimii X de bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. c(t) = sup{y(s):0 < s <t} ifadesini g6z Oniine alalim. Bu durumda
fonksiyonu tstten yar1 siirekli oldugundan c: R* — R* iyi tanimli ve azalmayandir.
Boylece her x € X i¢in d(x, Tx) < ¢(x) oldugundan c(d(x, Tx)) < c(¢(x)) olur ki

hipotezdeki esitsizlikten her x € X i¢in
d(x, Tx) < c(p(x)){p(x) — o(Tx)}
elde edilir. Boylece Teorem 2.2.9 dan ispat tamamlanur.

Sonu¢ 2.2.1. (X,d) bir tam metrik uzay, ¢:X - R* ve y: Rt - R* alttan yari

stirekli fonksiyonlar olmak iizere her t > 0 i¢in

, t
y(t) > 0 ve limsup,_,+ S5 <

olsun. T: X - X, her x € X i¢in

d(x, Tx) < p(x) ve y(d(x,Tx)) < p(x) — @(Tx)

esitsizliklerini saglarsa T doniisiimii X de bir sabit noktaya sahiptir.
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Teorem 2.2.11. (X,d) bir tam metrik uzay, ¢:X — R* alttan yar1 siirekli bir
fonksiyon ve ¥: X - R* en az bir § > 0 i¢in

sup{p(x): p(x) < 6 + inflp(w):w € X}} < 0

olacak bigimde bir fonksiyon olsun. T: X — X, her x € X i¢in

d(x,Tx) < Pp(x){p(x) — @(Tx)}

esitsizligini saglarsa, T doniisiimii X de bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. ¥(x) >0 olmast durumunda @(Tx) < @(x) dir. Yine ¥P(x) =0 ise
d(x,Tx) = 0 olacagindan ¢(Tx) = ¢@(x) olur. O halde her x € X igin ¢(Tx) <
@ (x) olur. Simdi

Y ={x € X:px) <6 +inflo(w):w € X}}

ve p = sup{y(x):x € Y} olsun. p < o oldugu hipotezde verilmistir. ¢ alttan yar1
stirekli oldugundan Y kiimesi kapalidir. Dolayisiyla X tam oldugundan Y de tamdir.

Ayrica infimum tanimi g6z Oniine alinirsa Y kiimesi bos degildir. Yine her x € X i¢in

@(Tx) < @(x) oldugundan TY € Y olur. Diger taraftan her x € Y i¢in

d(x, Tx) < p{e(x) — o(Tx)}

esitsizligi de saglanir. Simdi ¢@,:Y - R* fonksiyonu ¢,(x) = pp(x) olarak
tanimlanirsa ¢, fonksiyonu da alttan yar1 siirekli olur. Sonu¢ olarak Y iizerinde
Caristi teoreminin tiim sartlar1 saglandigindan T doniisimii Y de ve dolayisiyla X de

bir sabit noktaya sahiptir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI
3.1.Kismi Metrik Uzay
Kismi metrik kavrami bos olmayan bir X kiimesi ilizerinde Matthews
tarafindan tanimlanmistir. Kismi metrik uzaym en Onemli &zelliklerinden biri
noktanin kendine olan uzakligiin sifir olmayabilecegidir. Simdi kismi metrik uzaymn

tanimini ve bu uzayn 6zelliklerini verelim.

Tanmim 3.1.1. X bos olmayan bir kiime ve p: X X X = [0,0) bir fonksiyon olsun.
Her x,y € X i¢in

px=y e plx)=pkxy) =p®y)
p2) p(x,x) < p(x,y)
ps) r(x,y) =p(y,x)
pa) P(x,y) <p(x,2) +p(z,y) —p(22)

sartlar1 saglanirsa (X, p) ikilisine kismi metrik uzay denir.

Eger p(x,y) = 0 ise (p,) ve (p,) Ozeliklerinden x = y oldugu goriiliir. Fakat
x = vy ise p(x,y) sifir olmayabilir.

Ornek 3.1.1. Her metrik uzay bir kismi metrik uzaydir.

Ornek 3.1.2. p:[0,00) X [0,00) = [0,0), p(x,y) = maks{x,y} ile tammh

fonksiyon bir kismi metriktir. Gergekten; x = y ise

p(x,x)=x=y=p,y) =py)

dir.

p(x,x) =p(,y) =px,y)
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ise x = y bulunur. Boylece (p,) saglanir.

p(x,x) = x < maks{x,y} = p(x,y)

olup (p,) saglanr.

p(x,y) = maks{x,y} = maks{y,x} = p(y,x)

yani simetri 6zelligi (p3) de saglanir. Son olarak

p(x,y) < p(x,2) +p(z,y) —p(z2)

oldugunu gosterelim. Eger z < x < y ise
plx,V)=y<y+x—z=pxz)+p(z,y) —p(z2)

olup (p,) saglanir. Eger x < z < y ise

p(x,y)=y<z+y—z=px2) +p(zy) —pzz2)

olup (p,) saglanir. Eger x <y < z ise
p(x,y)=y<y+z—z=pz2)+p(zy) —p(z2)

olup (p,) saglanir. Boylece p, X tizerinde bir kismi metriktir.

Ornek 3.1.3. a < b olmak iizere I tiim [a,b] araliklarnin bir kiimesi olsun.
p:I xXI - [0,0), p([ab],][c, d]) =maks{b,d} —min{a,c} ile tamimlanan

fonksiyon I tizerinde bir kismi metriktir.

Ornek 3.1.4. X = R ve p(x,y) = e™akstx¥} biciminde tanimlanirsa (X, p) ikilisi bir

kismi metrik uzaydir.
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Tanmm 3.1.2. (X,p) herhangi bir kismi metrik uzay olsun. Bir x € X ve her

& > Oreel sayis1 verildiginde

B,(x,e) ={y € X:p(x,y) < p(x,x) + &}

kiimesine x merkezli € yarigaph agik yuvar,

B,(x,&) = {y € X:p(x,y) < p(x,x) + ¢}

kiimesine ise x merkezli € yarigaph kapal1 yuvar denir.

NOT: (X,p) bir kismi metrik uzay olsun. Her x € X icin {B,(x,&):x € X,e > 0}
acik yuvarlar ailesini taban kabul ederek X iizerinde bir 7,, topolojisi olustururuz. Bu

topoloji T, topolojisidir.
Ornek 3.1.4. X = [0,) ve p(x,y) = maks{x,y} olarak almirsa biliyoruz ki (X,p)

bir kismi metrik uzaydir. Simdi p metrigine gére X in elemanlarmnin herhangi bir

€ > 0 i¢in a¢ik komsuluklarini bulalim.

B,(x,e) ={y € X:p(x,y) < p(x,x) + &}
={y € Ximaks{x,y} <x + ¢}
=[0,x + ¢)
olarak bulunur. Boylece bu a¢ik yuvarlardan elde edilen taban
p ={[0,a):a € (0,»)}
bicimindedir. O halde
7, ={0,X} U{[0,a):a € (0,)}

olarak elde edilir.
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Onerme 3.1.1. p, X iizerinde bir kismi metrik ise p%: X x X — [0, o)

p°(x,y) = 2p(x,y) —p(x,x) —p(y,y)

bigiminde tanimli fonksiyon X de bir metriktir.

Ispat. Her x,y € X i¢in

p*(x,y) = 2p(x,y) —p(x,x) —p(y,y) =0

dir. Ciinkii p(x,y) = p(x,x) ve p(x,y) = p(y,y) dir.

x=y=p°(x,y) =2p(x,y) —px,x) —p(y,y)
=2p(x,x) —2p(x,x) =0

ve ps(x,y) = 2p(x,y) — p(x,x) —p(y,y) = 0ise x = y oldugunu gosterelim.

2p(x,y) =p(x,x) +p(y,y)
<p(xy)+p®.y)

ve

2p(x,y) =p(x,x) +p(y,y)
<pl,x)+p(y)

olup bu p(x, x) = p(y,y) = p(x,y) oldugunu gosterir ki buradan x = y elde edilir.

p°(x,y) =2p(x,y) —p(x,x) —p(y,y)
=2p(y,x) —p(y,y) —p(x,x) =p*(y, x)

yani simetri 6zelligi de saglanir. Son olarak p*(x,y) < p*(x, z) + p*(z, y) oldugunu

gosterelim.
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p°(x,y) < 2p(x,y) —p(x,x) —p(y,y)
<2[p(x,2) + p(z,y) —p(z,2)] — p(x,x) —p(y,y)
=2p(x,z) —p(x,x) —p(z,2) + 2p(z,y) — p(z,2) —p(y,y)
=p°(x,2) +p°(z,y)

olup ps, X tizerinde bir metriktir.

Ayrica p, X tizerinde bir kismi metrik ise p%¥: X X X - R*,

p"(x,y) = p(x,y) — min{p(x,x),p(y,y)}

ile taniml1 fonksiyon da X {izerinde bir metriktir.

Onerme 3.1.2. (X, p) bir kismi metrik uzay olsun. Bu takdirde p* ile p* metrikleri

denk metriklerdir.

Ispat. p® metriginin tanim1 geregi

p*(x,y) =2p(x,y) —p(x,x) —p(y,y)
=p(e,y) —pl,x) +px,y) —pl,y)

<2p"(xy) (3.1

yazilir. Ayrica p% nin tanimidan

p¥ (x,y) = p(x,y) —min{p(x,x),p(y,y)}
< p(x,y) — min{p(x, x),p(y,y)}
+p(x,y) — maks{p(x,x),p(y, )}
=2p(x,y) —p(x,x) —p(y,y)
=p°(x, ) (3.2)

yazilir. Boylece (3.1) ve (3.2) esitsizliklerinden
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—p*(6y) < p¥(x,y) <p°(x,)
elde edilir.

Onerme 3.1.3. (X,p) bir kismi metrik uzay ve {x,}, X de bir dizi olsun. {x,}

dizisinin bir x € X noktasina yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
p(x,x) = lim p(x, x;,)

n—->oo
olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki x,, — x olsun. O halde her & > 0 igin en az bir N > 1 sayis1

vardir 0yle ki her n > N i¢in x,, € B(x, €) dur.

0 <plx,,x)—pl,x)<e

bulunur. Her € > 0 i¢in bu esitsizlik dogru oldugu igin

lim p (e, %) = px, x)

dir. Tersine;

lim p (e, %) = plx, x)

ise her € > 0 i¢in en az bir N > 1 sayis1 vardir dyle ki her n > N i¢in

plxn, x) <plx,x) +¢

olur. Boylece her € > Oicin en az bir N > 1 sayis1 vardir dyle ki her n > N i¢in

X, € B(x,¢) olur. Bu da x,, = x demektir.
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Tamm 3.1.3. (X, p) bir kismi metrik uzay olsun.

i) {x,}, X de bir dizi olmak iizere, eger limy, 00 P(Xn, X,) limiti var ve sonlu
ise {x,,} dizisi X de bir Cauchy dizisidir.
i) X deki her Cauchy dizisi X de yakinsak ise yani x € X ig¢in

p(x, x) = lim, 00 P (Xy, X)) Oluyorsa X e tamdir denir.

Not: Kismi metrik uzaylarda yakinsak bir dizinin Cauchy dizisi olmas1 gerekmez.
Ornek 3.1.5. X = R~ kiimesi iizerinde p(x,y) = —min{x,y} kismi metrigini
alalim.  Biliyoruz ki  (X,p) ikilisi  bir kismi metrik  uzaydur.
x, = {0,—1,0,—1,0,—1, ... } bu uzayda bir dizi olmak iizere

lim p(x,,—1) = lim (—min{x,,—1}) =1 =p(-1,-1)
n—oo n—oo

olup {x,} dizisi —1 e yakmsar. Fakat lim,, o, p(x,, x}) limiti yoktur. Buradan {x,,}

dizisinin Cauchy dizisi olmadig1 goriiliir.

Asagidaki lemma pSile p arasindaki iliskiyi vermekte olup sabit nokta

calismalari i¢in sonug elde etmekte 6nemli bir rol oynar.

Lemma 3.1.1. (X, p) kismi metrik uzay olsun.

i) {x,} dizisinin (X,p) de bir Cauchy dizisi olmasi igin gerek ve yeter kosul
{x,} nin (X, p®) de bir Cauchy dizisi olmasidir.

i) (X, p) nin tam olmasi igin gerek ve yeter kosul (X, p*¥) nin tam olmasidir.

Ispat. p® ile p* metrikleri birbirine denk oldugundan ispat1 p¥ icin verelim.

i) {x,.} dizisi (X,p) de bir Cauchy dizisi olsun. Boylece her € > Oigin ny € N vardir
oyleki n,m > n, iken |p(x,, xy) —al < g olacak bi¢gimde a € R vardir. Buradan

her n,m = n, igin
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Y (Xp, X)) = Py, xm) — min{p (xy, x3), 0, X)) 3
= p(xp, xm) —a+ a—min{p ey, x,), p(Xm, X))}
< Ip(xp, xm) — al + la — min{p(xp, x,.), 0 O, X ) 3

<Z4+i=¢
2 2

elde edilir ki buradan {x,} nin (X,p") de bir Cauchy dizisi oldugu goriiliir. Simdi
{x,}, (X,p") da bir Cauchy dizisi ve € = % olsun. Her m = ny i¢in p"¥ (x,,, x,) < %

olacak bigimde n, € N vardir. Boylece

P(Xn; xn) < |p(xn' xn) - p(xno’ xn())l + p(xno’ xno)
< pr(xn'xno) + p(XnO,Xn())

<1+ p(xno,xno)

elde edilir ki bu {p(x,, x,)} dizisinin R de smirli oldugunu gosterir. Boylece a € R
vardir oyle ki {p(xnk,xnk)} alt dizisi a ya yakinsar. Diger taraftan {x,}, (X,p") da
bir Cauchy dizisi oldugundan & > 0 i¢in n, € N vardir dyleki n,m = n, iken

¥ (X, X)) < golur. Buradan

1P, %) — DG, )| < 207 (o, X)) < €

elde edilir ki bu {p(x,,x,)} dizisinin R de bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir.

Boylece lim,,_, o p(xy, X,) = a olur. Ayrica

|p(xn:xn) —al < p(xn:xm) - min{p(xn: xn): p(xm:xm)}
+Imin{p (xp, %), 0 (X, X))} — al

= pw(xn'xm) + |min{p(xn:xn): p(xm:xm)} —al

oldugu kullanilirsa 1imy, 1,0 P (Xn, X)) = a bulunur ki bu {x,} nin (X,p) de bir

Cauchy dizisi oldugu gosterir.
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i) (X,p") tam metrik uzay olsun. {x,}, (X, p) de bir Cauchy dizisi ise (X,p") da bir
Cauchy dizisidir.  (X,p%) tam oldugundan x € X vardr Oyle ki
lim, e p¥ (X, x) =0 dir. {x,}, (X,p) de bir Cauchy dizisi oldugundan
lim,, e p(Xn, X)) = p(x,x) oldugunu gdstermek ispat icin yeterli olacaktir. € > 0

olsun. Bu durumda ny € N vardir dyle ki n > n, iken p% (x,,, x) < Eolur. Boylece

lp (e, xn) — p(x, x)| = maks{p(xp, x,), p(x, x)} — min{p (x,, x,),p(x, X)}
=2 {% {maks{p (x,, %), p(x, )} + min{p (x,, x,), p (x, x)}}}

—2min{p(x,, x,),p(x, x)}

— 2 [p(xn'xn;*'p (x,x)

- mm{p (Xn, xn): p(x: X)}]

< 2[p(xp, x) — min{p(x,, x,), p(x, x)}]
= 2p%"(xp,x) < €

elde edilir ki bu (X, p)nin tam oldugunu gosterir.
Tersine (X, p) tam iken (X,p") tam metrik uzay oldugunu gosterelim. {x,,},
(X,p%) da bir Cauchy dizisi ise (X,p) de bir Cauchy dizisidir. (X,p) tam

oldugundan lim, ;0 P(Xp, X)) = im0 p(xp, x,) = p(x,x) olacak bigimde

x € X vardir. Boylece € > 0 ve her n > n, igin
maks{|p(xn,x) — p(xn, x|, [p(xn, x) — p(x,2)[} < €
olacak bigimde n, € N vardir. Sonug olarak her n > n, i¢in
p” (xn, x) = p(xy, x) — min{p (xp, x,), p(x, %)}

= |p(xn, x) — min{p (xy, ), p(x, )}

<g

olur ki bu (X, p*) nin tam metrik uzay oldugunu gosterir.
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Lemma 3.1.2. (X,p) kismi metrik uzay olsun. Her x € X i¢in p,:X — [0, 00),
px(y) = p(x,y) ile tanimli fonksiyon (X, p®) metrik uzayimnda alttan yarisiireklidir.

Ispat: Kabul edelim ki, lim,,_,. p*(y,¥,,) = 0 olsun. Bu durumda

Px(Y) < 0x(n) + P, y) — D Vi)
=) +0° O y) — O y) + (1Y)

yazilir. p(y,y) < p(y, ¥,) oldugundan liminf,p, (v,) = p,(y) elde edilir.

Bilindigi gibi metrik uzay iizerinde Caristi sabit nokta teoreminin literatiirde
bircok genellestirmesi vardir. Bunlardan biri Kirk tarafindan ispatlanmis ve bu
teoremle metrik uzayin tamlig1 karakterize edilmistir. Daha sonra Romaguera bu
teoremi kismi metrik uzaya tasimak istemistir. Bunun i¢in Caristi donlisimiini

asagidaki gibi iki farkl bicimde tanimlamistir.

Tanmm 3.1.4. (X,p) kismi metrik uzay ve T:X — X bir donlisim olsun. Eger
¢: X - [0,00), (X,p) de alttan yarisiirekli ve her x € X i¢in

p(x,Tx) < ¢p(x) — ¢(Tx)

sart1 saglaniyorsa T ye p-Caristi doniisiimii denir.

Tanmm 3.1.5. (X,p) kismi metrik uzay ve T:X — X bir doniisim olsun. Eger
¢: X - [0,0), (X, p*) de alttan yarisiirekli ve her x € X i¢in

p(x, Tx) < ¢p(x) — p(Tx)

sart1 saglaniyorsa T ye p*-Caristi doniislimii denir.

Aciktir ki, her p-Caristi donilisimii p®-Caristi doniistimiidiir, fakat tersi

genelde dogru degildir.
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Ayrica; Romaguera, Kirk” in Caristi tip sabit nokta teoreminden yola ¢ikarak
kismi metrik uzayda Caristi teoremini “(X, p) kismi metrik uzaymin tam olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul X de tanimli her p-Caristi doniisiimiiniin sabit noktaya sahip
olmasidir.” bi¢iminde olabilecegini diisiinmiistiir. Fakat bunun yanlis oldugunu

asagidaki ornekle gérmiistiir.

Ornek 3.1.6. N dogal sayilar kiimesi iizerinde p kismi metrigi p(n,m) =

maks{ } bi¢iminde verilsin. (N, p) kismi metrik uzay1 tam degildir. Ciinkii p ile

11
n’m
elde edilen metrik p*, N iizerinde ayrik topolojiyi olusturur ve (n),ecy dizisi (N, p*)
de bir Cauchy dizisidir. Fakat N iizerinde tanimli bir p-Caristi doniisimii yoktur.
Gergekten f:N — N tanimh ve ¢: (N, Tp) — [0, ) alttan yarisiirekli ve her n € N
icin p(n, fn) < ¢p(n) — d¢(fn) olsun. Eger 1 < f1 ise p(1,f1) =1 =p(1,1) olur
ki bu € > 0 i¢in f1 € B,(1,&) demektir. Boylece ¢ alttan yarisiirekli oldugundan
¢(1) < dp(f1) olur ki bu p(1,f1) < (1) — p(f1) olmasiyla ¢elisir. O halde
1 =1 olur ki bu da p(1,f1) < ¢p(1) — ¢(f1) ile gelisir. Yani N dogal sayilar

kiimesi iizerinde taniml1 bir p-Caristi doniisiimii yoktur.

Yine ayni makalede Romaguera 0- tam kismi metrik uzay kavramini

asagidaki gibi tanimlamistir.

Tamm 3.1.6. (X,p) bir kismi metrik uzay ve {x,}, X de bir dizi olsun. Eger
limy, oo P(Xn, X)) = 0 ise {x,,} dizisine X de bir 0- Cauchy dizisidir denir. X deki
her 0- Cauchy dizisi yine X de yakinsak ise (X,p) ye 0- tamdir denir. Béylece her

tam kismi metrik uzay 0- tamdir. Fakat tersi genelde dogru degildir.

Ornegin; X = Q N [0,0) ve p(x,y) = maks{x, y} olarak alnirsa (X, p) bir 0- tam

kismi metrik uzaydir fakat tam degildir.

Simdi Romaguera tarafindan kismi metrik uzayda ispatlanan Caristi sabit nokta

teoremini ve ispatini verelim.
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Teorem 3.1.1. (X, p) kismi metrik uzayinm 0- tam olmasi i¢in gerek ve yeter sart her

p*-Caristi doniisiimiiniin bir sabit noktaya sahip olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki (X,p) kismi metrik uzay1 0- tam ve T, X de p°-Caristi
dontisiimii olsun. Boylece ¢:X — [0, 00) alttan yarisiirekli fonksiyonu var ve her

x € X igin
p(x,Tx) < ¢(x) — p(Tx)

sart1 saglanir. Simdi her x € X i¢in

A, ={yeX:p(x,y) < o(x) — (N}

kiimesini tanimlayalim. Tx € A, oldugundan A, # @ ve A, kapalidir. x, € X alalim.

X1 € Ay, elemanmi ¢(x;) < infye Ax()(p(y) + 271 olacak bigimde secelim. Agiktir ki

Ay, € Ay, dir. Boylece her x € 4, igin

p(x1,x) < 0(x1) — 9(x) < infyea, (V) + 271 — @(x)

< p(x)+ 27— px)
<271

olur. Bu isleme devam edilerek X de bir {x,,} dizisi olustururuz 6yle ki

i) Hern € N* ve x,,; € A, icin A c Ay,

Xn+1

i) Hern € N ve x € A, icin p(xp,,x) < 27"

sartlar1 saglanir. p(x,,x,) < p(x,, x,4+1) ve yukaridaki i. ve ii. sartlartyla birlikte

limy, ;o0 P(Xn, X) = 0 0lup {x,} bir 0-Cauchy dizisidir. Hipotezimiz geregi
lim p(z,x,,) =p(z,z) =0
n-oo

olacak bi¢imde bir z € X vardir ve lim,,_, o, p°(z, x,,) = 0 dir. O halde
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Z € ﬂAxn

nenN

dir. Son olarak z = Tz oldugunu gosterelim. Her n € N i¢in

p(x,,Tz) < p(x,,2z) +p(z,Tz)
< 0(x,) —9(2) + ¢(2) — p(Tz)

olur ki bu

Tz € ﬂAxn

neN

oldugunu gosterir. Béylece ii. den p(x,,, Tz) < 27" elde edilir.
p(z,Tz) < p(z,x,) + p(x,,T2z) ve lim,_, p(z,x,) =0
oldugu goz 6niine alinirsa p(z, Tz) = 0 bulunur. Béylece z = Tz elde edilir.

Tersine, kabul edelim ki {x,} 0-Cauchy dizisi (X,p5) de yakinsak

olmasn. {x,} nin {y, } altdizisini

Py Y1) < 27HD

olacak bigimde olusturalim. A = {y,:n € N} kiimesini alalm. T: X — X doniisiimii
x € X\A i¢in Tx =y, ve her n € N i¢in Ty, = y,4, olsun. A kiimesinin kapalilig
kolayca  goriilebilir.  Simdi  ¢: X = [0,00) dOnisimini x € X\A i¢in
¢(x) = p(x,y,) + 1 bigiminde tanimlayalim ve her n € N igin ¢(y,) = 27" olsun.
Boylece

¢(yn+1) =2 < p7n = (p(:)’n)

ve her x € X\A4 i¢in
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(o) =1 <px,y0) +1=p(x)

olur. Bu durumda ¢ alttan yarisiireklidir. Ayrica her x € X\A4 i¢in

p(x, Tx) = p(x,y0) = ¢p(x) — p(yy) = Pp(x) — $(Tx)

ve her y, € A i¢in

PV TYn) = P(Vns Yns1)
< 2—(n+1)
= ¢(yn) - ¢(:Vn+1)
= d)(yn) - ¢(TYn)

olur. Boylece T, X ilizerinde sabit noktaya sahip olamayan bir p® Caristi doniigiimii

olur ki bu bir ¢eliskidir. Boylece ispat tamamlanur.

3.2.Kismi Metrik Uzayda Caristi Doniisiimii

Bilindigi gibi Romaguera Caristi sabit nokta teoremini kismi metrik uzaya
tasimak i¢in Caristi dOniisiim tanimini iki farkli bigimde vermisti. Fakat dikkat
edilmelidir Ki, X tizerinde aldigimiz birim doniisiim metrik uzayda Caristi doniistimii
oldugu halde kismi metrik uzayda ne p-Caristi doniisiimiidiir ne de pS-Caristi
dontistimiidiir. Biz bu boliimde Caristi doniisiimiinii farkli bir bi¢imde tanimlayacak

ve bu dezavantaji ortadan kaldiracagiz.

Tamm 3.2.1. (X, p) kismi metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Eger (X, p*)

de ¢p: X — [0, o) alttan yarisiirekli fonksiyonu var ve her x € X i¢in

p(x, Tx) < p(x,x) + ¢p(x) — $(Tx)

saglanirsa T ye Caristi doniislimii denir.
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Aciktir ki, (X, p) deki her birim doniigiim bir Caristi doniistimiidiir. Dahas1
(X, p) deki her p*-Caristi doniisiimii bir Caristi doniisiimiidiir, fakat tersi genelde

dogru degildir. Bunu bir 6rnekle agiklayalim.

Ornek 3.2.1. X = [1,0) ve her x,y € X i¢in p(x,y) = maks{x, y} olsun. Boylece
(X, p) tam kismi metrik uzay olup 0-tamdir. Kabul edelim ki T, p*-Caristi dontisiimii
olsun. Bu durumda Teorem 3.1.1 geregince T, z gibi bir sabit noktaya sahiptir. T, p*-
Caristi doniistimii oldugundan (X,p°%) de ¢:X — [0,00) alttan yarisiirekli bir

fonksiyon vardir ve her x € X icin

p(x,Tx) < p(x) — ¢(Tx)

saglanir. z, T nin bir sabit noktasi oldugundan

p(z,2z) =p(z,Tz) < ¢(2) —p(Tz) = p(2) —p(2) =0

olur. p nin tanim1 geregi z = 0 olmalidir. Fakat 0 € X dir. Boylece X {izerinde higbir
pS-Caristi doniisimii yoktur. Fakat T:X — X, Tx = % ve her x € X igin

@: X > [0,00), @(x) =1 olarak alinirsa ¢, (X,p®) de alttan yarisiirekli olup, her
x € X i¢in

x+1
2

p(x,Tx) = maks {x, } =x =pl,x)+ o) —@(Tx)

olur. Boylece T, X tizerinde bir Caristi doniisiimii olup z = 1 sabit noktasina sahiptir.

Simdi kismi metrik uzayda Caristi doniisimii yardimiyla sabit nokta

teoremini verelim.

Teorem 3.2.1. (X, p) kismi metrik uzaymim tam olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul X

iizerinde taniml1 her Caristi doniigiimiiniin bir sabit noktaya sahip olmasidir.
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Ispat: Kabul edelim ki (X, p) tam ve T, X iizerinde bir Caristi doniisiimii olsun. Bu
durumda, (X,p°®) de ¢:X — [0,0) alttan yarisiirekli bir fonksiyon vardir ve her
x € X i¢in

p(x, Tx) < p(x, x) + ¢ (x) — ¢(Tx)

saglanir. Boylece

2p(x, Tx) — p(Tx,Tx) < 2p(x,x) + 2¢p(x) — 2¢p(Tx) — p(Tx, Tx) (3.3)
esitsizligi elde edilir. Simdi her x € X igin B:X - [0,00), B(x) =p(x, x)

fonksiyonunu tanimlayalim. Boylece S, (X,p°) de alttan yarisiirekli olup
@ = B + 2¢ fonksiyonu da (X, p®) de alttan yarisiireklidir. Boylece (3.3) esitsizligi

2p(x, Tx) — p(x,x) — p(Tx, Tx) < p(x) — @(Tx)
bigiminde yazilir. 2p(x, Tx) — p(x, x) — p(Tx,Tx) = p5(x, Tx) oldugu kullanilirsa
p°(x,Tx) < ¢(x) — ¢(Tx)

elde edilir. Boylece Lemma 3.1.1 den (X, p¥) tam metrik uzay ve ¢ alttan yarisiirekli

oldugundan Caristi sabit nokta teoreminden T bir sabit noktaya sahiptir.

Simdi T, Caristi doniisiimii bir sabit noktaya sahip ise X in tam oldugunu
gosterelim. Kabul edelim ki, X tam kismi metrik uzaymnda T bir sabit noktaya sahip
olmasin ve {x,}, (X,p) nin aykir1 noktalarinin olusturdugu bir Cauchy dizisi olup

(X, p®) de yakinsak olmasin. {y,}, {x,,} dizisinin

PV Yni1) = DOy V) < 27D

sartin1 saglayan bir alt dizisi olsun. A = {y,;: n € N} kapal kiimesini ele alalim. T ve

¢ doniisiimlerini x € X\Aveherne Nigin T:X - X, Tx =y, ve Ty, = Y41 V€
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$:X - [0,0), ¢p(x)=pye,x)+1 ve ¢(y,) =27" bigiminde tanimlayalim.
Boylece her n € N i¢in ¢ (y,41) < ¢ (v,) Ve her x € X\A i¢in ¢p(y,) < ¢(x) olur.
Lemma 3.1.2 g6z Oniine alinirsa ¢ nin (X, p®) de alttan yarisiirekli oldugu goriiliir.

Ayrica, her x € X\A i¢in

p(x,Tx) = p(x, y,)
= ¢(x) — d(yo)
= ¢(x) — ¢(Tx)
< p(x,x) + p(x) — ¢(Tx)

ve her y, € A i¢in

P TYn) = DVns Yns1)
< POy, yn) +271FD
=W Yn) + () — ¢ (Tyn)

olur. Bu ise T nin sabit noktasmin olmamas: ile bir ¢eligskidir. O halde kabuliimiiz

yanlis olup X tam kismi metrik uzayinda T bir sabit noktaya sahiptir.

Ornek 3.2.2. X = [0,1] ve her x,y € X icin p(x,y) = maks{x,y} olsun. Boylece
(X,p) tam kismi metrik uzaydir ve dolayisiyla 0- tamdir. T:X — X, Tx = /x ve
¢: X - [0,0), ¢(x) = 1 — x bigimde tamimlanirsa ¢, (X,p®) de siirekli olup alttan

yaristireklidir. Ayrica her x € X igin

p(x, Tx) = Vx < p(x, x) + ¢p(x) — $(Tx)

olup, T, X de bir Caristi doniisiimiidiir. Boylece Teorem 3.2.1 den T bir sabit noktaya
sahiptir. Ancak dikkat edilmelidir ki Teorem 3.1.1 bu 6rnek i¢in saglanmaz. Ciinkii;

p(LT) =1%0=¢(1)—¢(T1)

olacak bi¢imde bir ¢p: X — [0, o) fonksiyonu bulunamaz.

56



3.3. Quasi Metrik Uzay Uzerinde Caristi Tip Sabit Nokta Teoremi

Tanim 3.3.1. X bos olmayan bir kiime ve d: X X X - R™ bir fonksiyon olsun. Eger

her x,y,z € X igin

i) x=yodkxy) =dlyx)=0
ii) d(x,y) <d(x,z) + d(y,z)

sartlar1 saglaniyorsa d ye X iizerinde bir quasi metrik, (X, d) ikilisine de bir quasi

metrik uzay denir.

Ornek 3.3.1. X = R* kiimesi iizerinde d:X X X - X, d(x,y) = maks{0,x — y}

bi¢iminde taniml1 fonksiyon bir quasi metriktir.

Onerme 3.3.1. d, X iizerinde bir quasi metrik ise

d’: X X X - [0,0), d*(x,y) = maks{d(x,y),d(y,x)}

bi¢iminde tanimli d° fonksiyonu X iizerinde bir metriktir.

Ispat.
x =y e d’(x,y) = maks{d(x,y),d(y,x)} =d(x,y) =0

ve dS(x,y) = maks{d(x,y),d(y,x)} =0 dir. Boylece metrigin birinci sarti
saglanir. Ayrica

d*(x,y) = maks{d(x,y),d(y,x)} = maks{d(y,x),d(x,y)} = d*(y, x)

olup simetri 6zelligi saglanir. Son olarak her x,y,z € X i¢in

d*(x,y) = maks{d(x,y),d(y,x)}
< maks{d(x,z) + d(z,y),d(y,z) + d(z,x)}
< maks{d(x,z),d(z,x)} + maks{d(z,y),d(y, z)}
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ve buradan

d’(x,y) <d*(x,z) +d*(z,y)

olup metrigin son sart1 da saglanir. Béylece (X, d¥) bir metrik uzaydir.
Tamm 3.3.2. (X, d) bir quasi metrik uzay olsun. Eger her x, y, € X igin
w:X = [0,0),d(x,y) + w(x) = d(y,x) + w(y)

olacak bigimde bir w fonksiyonu varsa (X, d) ye agirlikli quasi metrik uzayi denir.

Burada w fonksiyonuna agirlik fonksiyonu denir.

Teorem 3.3.1. (X, p) bir kismi metrik uzay olsun.
(a) Herx,y € X i¢in

dp: X X X = [0,0), dp(x,y) = p(x,¥) — p(x, x)

fonksiyonu her x € X i¢in w(x) = p(x,x) biciminde tanimli agirhk fonksiyonu ile

X tlizerinde bir agirlikli quasi metriktir.

(b) Tersine, eger (X,d) agirhik fonksiyonu w ile agirlikli quasi metrik uzay ise, her

X,y € X igin
dp:X XX - [0,00),d,(x,y) =d(x,y) + w(x)
fonksiyonu X {izerinde bir kismi metriktir.

Ispat. (a) Her x,y€X i¢in d,(x,y) +wkx) =d,(y,x) + w(y) oldugunu
gosterelim. d,(x,y) = p(x,y) — p(x, x) oldugu kullanilirsa
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d,(x,y) + w(x) = p(x,y) — p(x,x) + w(x)
=p(x,y) —p(x,x) + p(x, x)
=p(x,y) =p,x)
=p(y,x)—p(.y) +tr®y)
=d,(,x) + w(y)

olup d,, agirliklr quasi metriktir.

(b) Her x,y € X igin d,,: X X X — [0,00), d,,(x,y) = p(x,y) + w(x) fonksiyonunun

X lizerinde bir kismi metrik oldugunu gosterelim.

x=y=>d,(xy)=dkxy) + wlk)
=d(x,x) + w(x) = d,(x,x)
=dy,y) +w(y) =d,(y,y)

ve d,(x,y) = dp(x,x) = dp(y,y) ise

d(x,y) + wlx) =d(x,x) + w(x)

olup d(x,x) = 0 oldugundan d(x,y) = 0 olur. Ayrica

dy,x)+w@y) =dy,y) + 0o(y)

olup d(y,y) = 0 oldugundan d(y,x) = 0 olur. Buradan

diy,x)=0=d(x,y) =>x=y

elde edilir. Yani (p,) saglanur.

dy(x,x) =d(x,x) + w(x) = w(x) < d(x,y) + w(x)

olup (p,) saglanwr. X agirlikli quasi metrik uzay oldugundan
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dy(x,y) =d(x,y) + w(x) =d(y,x) + w(y) = dp(y,x)

olup (p3) saglanir. Son olarak

d,(x,y) = d(x,y) + w(x)
<d(x,z)+d(zy) + wlk)
<d(x,z)+wkx)+d(zy) +wiz) - w(2)
<d(,z)+wkx)+d(zy)+wz) —w(z)—d(zz)
=d,(x,2)+d,(z,y) — d,(z,2)

olup (p,)saglanir. O halde d,:X xX —[0,0), d,(x,y)=p(xy)+wlx)

fonksiyonu X tizerinde bir kismi metriktir.

Tamim 3.3.3. (X, d) agirhikli quasi metrik uzay olsun. (X, d®) metrik uzayi tam ise
(X, d) agirlikli quasi metrik uzay1 bitamdir denir.

Lemma 3.3.1. (X, d) agirhikli quasi metrik uzaymin bitam olmasi igin gerek ve yeter

kosul (X, d,,) kismi metrik uzaymin tam olmasidir.

Tammm 3.3.4. (X,d) quasi metrik uzay ve T:X — X bir doniisim olsun. Eger

¢: X — [0, 00) alttan yarisiirekli fonksiyonu var ve her x € X i¢in

d(x,Tx) < ¢p(x) — p(Tx)

saglanirsa, T ye Caristi doniisiimii denir.

Teorem 3.3.2. (X, d) agirlikli quasi metrik uzayinin bitam olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul X deki her Caristi doniisiimiiniin bir sabit noktaya sahip olmasidir.

Son olarak yukaridaki teoremde agirliklanabilirligin kaldirilamaz oldugunu

asagida bir 6rnekle gosterelim.
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Ornek 3.3.2. X = (0,00) olsun. d: X X X — [0, o0) fonksiyonunu

X—=y;x=2y
dCx,y) ={1 x <y

bi¢ciminde tanimlayalim. Boylece (X, d) ikilisi bir quasi metrik uzaydir. Ayrica

maks{l, |x —y|}hx #
ds(x’y)={0 {1,1 Y|}.x=§7/

olur. Bu takdirde (X,d®) tam metrik uzay ve (X,d) bitamdwr. Simdi T:X — X,

Tx = % ve ¢: X - [0,0), ¢(x) = x olarak tanmimlayalim. ¢ alttan yarisiirekli ve her

x € X i¢in

d(x,Tx) =d (x,g) = g = ¢(x) — dp(Tx)

olur. Sonug olarak T, X tizerinde bir Caristi doniistimii olur. Fakat T nin sabit noktasi

yoktur.

3.4. Kismi Metrik Uzayda Caristi Tip Sabit Nokta Teoreminin Bazi

Genellestirmeleri

Bu boliimde kismi metrik uzay iizerinde verdigimiz Caristi tip sabit nokta teoreminin

baz1 genellestirmelerini verecegiz.

Teorem 3.4.1. (X, p) tam kismi metrik uzay olsun. ¢p: X — [0, 00),

p(x,x) =p(x,y) iken p(y) < ¢(x) (3.4)

sartin1 saglayan alttan yarisiirekli bir fonksiyon ve ¢: X — [0, ), u > 0 olmak {izere

sup{e(x):x € X, p(x) < infexdp(W) + u} (3-5)
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olacak bigimde bir fonksiyon olsun. Eger T: X — X doniisiimii her x € X igin

p(x, Tx) < p(x,x) + e(){p(x) — ¢(Tx)} (3.6)
sartin1 saglarsa, T, X de bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. @(x) >0 olmasi durumunda (3.6) esitsizliginden ¢(Tx) < ¢(x) olur.

@(x) =0 ise p(x,Tx) =p(x,x) olup (3.4) esitsizliginden ¢(Tx) < ¢p(x) elde
edilir. Yani her x € X i¢in ¢p(Tx) < ¢p(x) dir. Simdi

Y ={x € X:p(x) < infexdp(W) + u}

Ve ¥ = sup,ey@(w) < o olarak alalm. (X,p) tam oldugundan, (X, p®) de tamdir
ve ¢, (X,p®) de alttan yarisiirekli oldugundan Y kiimesi kapalidir. Boylece (Y, p*)
tam olup (Y,p) tamdir. Y bostan farkli olup her x € X i¢in ¢(Tx) < ¢p(x)
oldugundan TY C Y dir. Ayrica her x € Y i¢in

p(x, Tx) < p(x,x) + y{p(x) — $(Tx)}

elde edilir. ¢:Y — [0, ), ¢(x) = y¢(x) olarak tanimlanirsa, ¢ fonksiyonu (Y, p®)
de alttan yarisiirekli olur. Boylece Teorem 3.2.1 geregince T bir sabit noktaya
sahiptir.

Teorem 3.4.2. (X, p) tam kismi metrik uzay, ¢: X = [0, ), (3.4) kosulunu saglayan

alttan yarisiirekli ve c:[0,00) — [0, 0) lstten yarisiirekli bir fonksiyon olsun. Eger

her x € X i¢in T: X — X doniisimii

p(x, Tx) < p(x,x) + maks{c(d)(x)), c(d)(Tx))}{d)(x) —¢(Tx)} (3.7)

esitsizligini saglarsa, T, X de bir sabit noktaya sahiptir.
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Ispat. y > c(inf,,exp(wW)) olsun. c iistten yarisiirekli oldugundan,

t e [infwqub(W)' infweXd)(W) + u iken C(t) S infw€X¢(W) + u
olacak bigimde p > 0 vardir. ¢: X — [0, 00) fonksiyonunu her x € X icin
@ (x) = maks{c(p(x)), c((Tx))}

bigiminde tanimlayalim. Teorem 3.4.1 de oldugu gibi her x € X i¢in ¢(Tx) < ¢p(x)

oldugunu gosterebiliriz. O halde x € X i¢in

P(x) < infyexp(W) + 1

oldugu kullanilarak

¢(Tx) < infexp(w) +p

bulunur. Boylece ¢ (x) < y elde edilir. Buradan

sup{p(x):x € X,p(x) < infyexdp(W) +pu} <y <o

olup Teorem 3.4.1 den istenen sonug elde edilir.

Teorem 3.4.3. (X, p) tam kismi metrik uzay, ¢: X = [0, ), (3.4) kosulunu saglayan

alttan yarisiirekli ve c:[0,00) — [0,00) azalmayan bir fonksiyon olsun. Eger her

x € X i¢cin T: X — X doniistimii

p(x,Tx) < p(x,x) + c(¢(0)){p(x) — $(Tx)} (3.8)
veya
p(x,Tx) < p(x,x) + c(¢(Tx) J{Pp(x) — $(Tx)} (3.9)

63



sartlarindan birini saglarsa, T, X de bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. Teorem 3.4.1 de oldugu gibi her x € X icin ¢(Tx) < ¢(x) oldugunu

gosterebiliriz. Boylece, ¢ azalmayan oldugundan

c(¢(Tx)) < c(¢p(x))

elde edilir. O halde (3.9) sart1 (3.8) i gerektirip ispat1 sadece (3.8) igin yapmamiz
yeterlidir. ¢@:X — [0,00) fonksiyonunu x € X i¢in ¢(x) = c(¢(x)) bigiminde

tanimlarsak

suplo(x):x € X, p(x) < infyexp(w) + 1}
< c(infyexdpw) + 1) < oo

olup, Teorem 3.4.1 den istenen sonug elde edilir.
Teorem 3.4.4. (X, p) tam kismi metrik uzay, ¢: X = [0, ), (3.4) kosulunu saglayan

alttan yarisiirekli ve c:[0,00) — [0, 00) lstten yarisiirekli bir fonksiyon olsun. Eger

her x € X i¢in T: X — X dOniisimii

p(x, Tx) < ¢(x) (3.10)
ve
p(x, Tx) < p(x,x) + c(p(x, Tx)){p(x) — $(Tx)} (3.11)

sartlarini saglarsa,T, X de bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. ¢: X - [0,2), ¢(x) = c(p(x, Tx)) bigiminde tanimlayalim. x € X igin

d(x) < infyexpw) +1

oldugu kullanilarak,
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@ (x) < sup{c(t):0 <t < p(x,Tx)}
< supf{c(t):0 <t < px)}
< sup{c(t):0 <t < inf,exp(w) +1 }

ve boylece c iistten yarisiirekli oldugundan

sup{p(x):x € X, p(x) < inf,exp(W) +1}
< maks{c(t):0 <t < inf,exp(w) +1} < o0

elde edilir. Boylece Teorem 3.4.1 den istenen sonug elde edilir.
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4. TARTISMA VE SONUC

Son yillarda sabit nokta teori ¢alismalar1 metrik uzaylardan daha genis olan kismi
metrik uzay lizerine taginmis ve metrik uzayda elde edilen sonuglardan daha giizel

sonuglar elde edilmistir.

Bu teze temel teskil eden “Acar, O., Altun, 1., Romaguera, S., Caristi’s type
mappings on complete partial metric spaces, Fixed Point Theory, accepted.”adli
makalede de Caristi tip sabit nokta teoremi elde edilmis ve metrik uzaydaki Caristi
teoreminden farkli olarak bu teoremle kismi metrik uzaym tamlig1 da karakterize

edilmistir.

Ayrica tezin son bolimiine temel teskil eden ‘“Acar, O., Altun, 1., Some
generalizations of Caristi type fixed point theorem on partial metric space, Filomat
26:4 , 833-837, 2012.” adli makalede de Caristi tip sabit nokta teoreminin bazi

genellestirmeleri elde edilmistir.
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