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OZET

INTEGRAL DONUSUMLERI ve ISTATISTIKSEL UYGULAMALARI

YILMAZ, Abdullah
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danigman : Prof. Dr. Kerim Koca

Ocak 2008, 77 sayfa

Bu tez ii¢ temel bolimden olugmaktadir. Birinci bolimde tezin amact ve
kaynaklar hakkinda genel bilgiler verilmistir. Ikinci béliimde bazi istatistiksel
kavramlar ele alinmistir. Tezin esas kismini1 olusturan {igiincii bolimde Laplace,
Fourier, Mellin, Hankel ve Z doniisiimlerinin temel Ozellikleri ve istatistiksel
uygulamalari incelenmistir. Ayrica tezin sonunda ortaya konulan sonuglarin bir 6zeti

ve daha ileri diizeyde neler yapilabilecegi hakkinda agiklamalar yapilmistir.

Anahtar Kelimeler : Integral Déniisiimleri, Laplace, Fourier, Mellin, Hankel, Z
Doniisiimii, Beklenen Deger, Karakteristik Fonksiyon,

Moment Cikaran Fonksiyon.



ABSTRACT

INTEGRAL TRANSFORMATIONS and APPLICATIONS TO STATISTICS

YILMAZ, Abdullah
Kirikkale University
Graduate School Of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, M.Sc. Thesis
Supervisor : Prof. Dr. Kerim Koca

January 2008, 77 pages

This thesis consists three basic chapters. Aims of thesis and general
informations about references are given in first chapter. Some statistical notations are
introduced in second chapter. Laplace, Fourier, Mellin, Hankel and Z
transformations and their statistical applications are investigated in in chapter three
which is the main section. Furthermore, some statements about summary of results
and advanced future studies are put forward at the conclusion section.

Key Words : Integral Transformations, Laplace, Fourier, Mellin, Hankel, Z
Transformation, Expected Value, Characteristic Functions ,Moment

Generating Function.
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1. GIRIS

Genel olarak integral doniisiimlerinin temel bilimler ve miihendislikte
oldukca ¢ok uygulamalart vardir. Bu uygulamalarda temel diisiince, problemi
coziilebilecek bir uzaya tasiyip orada problemi ¢ozdiikten sonra ters doniisiimle ilk

uzaya geri donmektir.

Integral doniisiimlerinin en yaygin kullanildiklar: alan Baslangic ve Sinir
deger problemlerinin ¢oziimii ile istatistikteki dagilim teorisidir. Bunlarin yaninda
mithendislik ve fizikte bir c¢ok problemlerin ¢oziimleri integral doniigiimleri

yardimuiyla ortaya konulabilmektedir.

Bir boyutlu uzayda bir integral doniisiimiiniin en genel sekli

H{f(0)} = F(y) = [ K(x, ) f(x)dx (1.1.1)

formundadir. Burada K(x,y) integral doniisiimiiniin ¢ekirdegi adim alir. (1.1.1) deki
f(x) fonksiyonu [a,b] araliginda tanimlanmis ve sagdaki integral mevcut olacak
sekilde belirli 6zelliklere sahip bir fonksiyon sinifina aittir. K(x,y) genelde 6zel
olarak belirtilmedigi siirece uygun bir [a,b]x[c,d] = R* seklinde bir kiime {izerinde

tanimhidir.

K(x,y) cekirdek fonksiyonunun ve a,b nin 6zel se¢imlerine gore (1.1.1)
integral denklemi cesitli isimler alir. Ornegin

a=0, b=+, K(x,y)=e " olarak alinirsa



0

£{y} = Ie_"yf(x)dx

0

1 .
Laplace doniistimii; a = —o0, b=+, K(x,y) =———¢ " olarak alinirsa

2z

F{y} :ﬁje”‘yf(x)dx

Fourier doniisiimii; a =0, b=+, K(x,y)=x"" olursa
M{y}= .[xy’lf(x)dx

0

Mellin dontistimii vs. gibi isimler alir. Eger ¢ekirdek fonksiyonu K(x,y) =k(x—y)

formunda alimirsa uygulamalarda biiyiik kolayliklar ortaya ¢ikar. Ornegin
konvolusyon tipindeki integral denklemlerinin ¢oziilmesi olduk¢a basitlesir. Ayrica
bu tipteki integral doniisiimlerinin her biri i¢in ayr1 ayr1 konvolusyon teoremleri
verilebilmektedir ve bu 6zellik ters integral doniisiimlerin hesaplanmasinda biiyiik

kolaylik saglamaktadir.

Integral déniisiimlerinin Istatistiksel uygulamalar1 da ilging ozelliklere
sahiptir. Ornegin bir olasilk yogunluk fonksiyonunun Fourier doniisiimii
karakteristik fonksiyonu vermektedir. Ozellikle Mellin doniisiimiiniin ileri diizeyde

istatistiksel kullanim alanlar1 vardir.

Integral doniisiimlerinin tiimii

af(x)+Bg(x)]=al[ f(x)]+ Bl[g(x)]
lineerlik 6zelligini saglar. Lineer integral doniisiim kavrami, modern analizde ¢ok

onemli diisiincelerin temel kaynagi, hareket noktas1 olmustur.



Eger K(x,y) c¢ekirdek fonksiyonunun tanim kiimesinde singiilerligi varsa

integral donilisim de singiiler tiptendir denir ve bunlarin ayr1 bir inceleme teknigi

vardir.

Bu tezde bazi 6zel tipten integral doniisiimler ele alinip 6zellikleri ortaya

konulmaktadir.

1.1. Tezin Amaci

Giris kisminda da belirtildigi gibi bu tezin esas amaci integral doniistimler
hakkinda temel bilgileri ortaya koymak ve bazi integral dontisiimlerinin istatistiksel
uygulamalarin1 vermektir. Bu amagla Laplace integral doniisiimiin moment ¢ikaran
fonksiyonlar ile Fourier integral doniisiimiin karakteristik fonksiyonlar ile Mellin
integral dontigiimiin beklenen deger,basiklik ve carpiklik katsayilart ile olan iligkileri

ortaya konulmustur.

1.2.  Kaynak Ozetleri

Tezin hazirlanmasinda [1] kaynagi temel olarak alinmis, [13] ve [4]

kaynaklar1 yardimiyla kavramlar genisletilmistir.

Istatistik  uygulamalarinda  kullanilacak  temel  kavramlar  ve
tanimlamalarda [2], [7] ve [3] kaynaklar1 esas alinmistir. integral doniisiimlerinin
istatistiksel uygulamalarinda ise Laplace doniisiimii i¢in [11], Fourier doniisiimii i¢in

[5] ve [14], Mellin doniisiimii i¢inse [6] kaynaklarindan faydalanilmistir.



2. MATERYAL VE YONTEM

Bu kesimde, integral doniisiimlerin istatistiksel uygulamalarini vermek

icin ihtiya¢ duyacagimiz bazi istatistiksel kavramlar verilecektir.

2.1. Olasilik Teorisi Temel Kavramlart

Kiime kavrami matematigin temel kavramlarindan birisidir. Asagida
olasilik teorisinin temel kavramlarinin tanimlarmi verirken {izerinde c¢alistigimiz
kiimeyi Q ile gosterecegiz. Q kiimesi ¢cogu zaman evrensel kiime ya da érnek uzay

olarak adlandirilmaktadir.

Tanimm 2.1.1 : (o —cebir) Q= olmak iizere, Q ’nin alt kiimelerinden olusan U
sinifi

. QeU
ii. VAeU i¢in AeU
iii. 4 eU, n=123..=U4ecU
n=1
ozelliklerini tagtyorsa, U smifina Q’da bir o —cebir dir denir. Ayrica (Q,U)

ikilisine ol¢iilebilir uzay ve U *nun her bir elemanina da olay denir.

Tamm 2.1.2: (Olasihk Olgiisii) Q bos olmayan bir kiime ve U, Q’da bir
o —cebir olmak lizere

P:U—->R
A— P(A)



ile verilen P kiime fonksiyonu
i. VAeU igin P(4)>0

ii. P(Q)=1

8

iii. U ’da ayrik kiimelerin her {4,}” dizisi i¢in P( 4) = Zn:P(/L)
B ! i=1

i

ozelliklerine sahipse P’ye U iizerinde bir olasilik él¢iisii denir. P(A4) degerine ise

A olaymin olasiligi denir.

Tamm 2.1.3 : (Olasihik Uzay1) U, bos olmayan Q kiimesi iizerinde bir o — cebir
ve P, U izerinde tanimli bir olasilik Olglisii olmak iizere, (Q,U ,P) ticliisiine

olasilik uzay: ya da olasilik modeli denir.

Tamm 2.1.4 : (Rasgele Degisken) (Q,U,P) bir olasilik uzay1 olmak iizere

X: Q>R
w— X (w)

fonksiyonu

VaeRigin{weQ:X(w)Sa}eU

kosulunu sagliyor ise X fonksiyonuna bir rasgele degisken (r.d.) denir.

Bir fonksiyonun ters goriintiisii kavrami kullanilarak yukarida tanimlanan

X fonksiyonunun bir rasgele degisken olabilmesi i¢in gerekli kosulun
VaeRiginX ' (—o,a]eU

oldugu soylenebilir.

Rasgele degiskenler X,Y,Z,... gibi bliyiik harflerle gosterilirler. Yukarida

tanim1 verilen rasgele degiskenin aynmi zamanda bir Olgiilebilir fonksiyon oldugu

aciktir. Bilindigi gibi yukaridaki tammda (Q,U,P) yerine (Q,U) almirsa X’e



U — o6lgiilebilir fonksiyon denir. Bu bakimdan X U — 6lgiilebilir fonksiyonunun bir
rasgele degisken olabilmesi i¢in, U o —cebiri {izerinde bir P 0l¢iisiiniin var olmasi

gereklidir.

Tammm 2.1.5 : Q’nm bos olmayan bir 4 smifin1 kapsayan o —cebirlerden en

kiiciigiine 4 nin dogurdugu o — cebir denir ve o (A4) ile gdsterilir.

Tamm 2.1.6 : (Borel o —cebir) Q=R ve 4= {(a,b) ca<b, abe ]R} sinifini
kapsayan en kiigiik o —cebire Borel o —cebir ya da kisaca Borel cebiri denir ve B
veya B(R) ile gosterilir. Borel cebirinin her elemanina Borel kiimesi denir.
Yukaridaki tanima gore Borel cebiri R ’deki agik araliklar tarafindan
tiretilen o — cebirdir. Bundan dolay1 agik araliklar @ ’nin elemanidir. Bunun yaninda

R ’deki kapali araliklar, yar1 acik araliklar, {a} gibi tek nokta kiimeleri ve

dolayistyla {a,b,c} gibi kiimeler de Borel cebirinin elemanlaridir. (bkz. [2])

(Q,U, P) bir olasilik uzay1 ve X bir rasgele degisken olmak iizere

P, :B—>R
B P,(B)=P({w: X (w) e B})

fonksiyonu bir olasilik 6lgiisiidiir (bkz. [2]). Ozel olarak P, olasilik &lgiisiine X
rasgele degiskeninin dogurdugu olasilik olgiisii (dagilimi) denir. Bir X rasgele
degiskeni ile ilgili olasilik hesaplarinda P, olasilik dagiliminin bilinmesi yeterlidir.
Ayrica VB e® igin P,(B)=P,(B) ise X ve Y aym dagilimli olur. Yukaridaki

tanimlamadan hareketle her rasgele degiskenin bir olasilik dagilimi belirledigi

sOylenebilir.



Tamm 2.1.6 : (Dagihm Fonksiyonu) (Q,U,P) bir olasilik uzay1 ve X bir rasgele
degisken olmak {izere

F,:R—[0,1]
X —>FX(x)=P({w:X(w)£x})

ile tammlanan F, fonksiyonuna X rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu denir.

Teorem 2.1.1 : (Q,U,P) bir olasilik uzay1, X bir rasgele degisken ve F, X’in

dagilim fonksiyonu olmak {izere

i. F, azalmayan bir fonksiyondur
ii. £, sagdan siireklidir
iii. lim (F, (x))=1

iv. lim (£, (x))=0

dir.

Ispat : i. x, < x, olsun. Bu durumda
{w:X(w)le} c{w:X(w)sz}

dir. Buradan
P({w X (w) < xl}) < P({w X (w) < xz})
Fy(x)<Fy(x,)
elde edilir. Fy (x,)< Fy(x,) oldugundan F, azalmayan bir fonksiyondur.
ii. 7, ’in sagdan siirekli oldugunu gostermek i¢in n € N olmak iizere Vx e R

igin

n—o0

limF, (x+lj =F,(x)
n



oldugunu gostermek yeterlidir. Buradan

lim F, (x +ij = limP[{w (X (w)<x +1}J
n—o0 n n—ow n
= P(ﬁ{w X (w)< x+l}]

n=1 n

= P({w X (w) < x})
=F, (x)

dir. Dolayisiyla F, sagdan siireklidir.

iii. 4 = {w X (w) < n} olarak segilsin.

limA4, = OA,, =0
n—»o et

oldugundan

limF, (n) =limP(4,)=P(Q) =1
dir. Benzer sekilde B, = {w (X (w) < —n} secelim

limB, = ﬁBn =
noe n=1

oldugundan
lim Fy (—n) = lim P(B,) = P(&) =0

elde edilir.

Teorem 2.1.2 : X bir rasgele degisken ve F, , X’in dagilim fonksiyonu olmak iizere
i. Pla<X<b)=F,(b)-F,(a)
ii. P(X=c)=F,(c)-F,(c)

dir.

Ispat : i. (—o0,b] = (—o0,a]U(a,b] yazilabilecegi agiktir. Buradan



Py (~0,b] = Py (~on.a] + Py (a.b]
P(X<b)=P(X<a)+Pla< X <bh)
Pla<X<b)=P(X<b)-P(X <a)
Pla< X <b)=F,(b)-F,(a)

elde edilir.

S |~

,c} = lim(c — l,c} seklinde yazilabilir. Buradan
n

n—»0

P(X =c)=P{c}=P, (lim(c —1,cD

n—>0 n

=1limP, (c —l,c}
n—o n

:limP(c—l<XSc}

n—»0 n
= lim[FX(c)—FX (c—lﬂ
n—»0 n
=F,(c)-F, (c)

elde edilir.

Tanmmm 2.1.6 : Bir X rasgele degiskeninin aldig1 degerlerin kiimesi D, sayilabilir

sonlu veya sayilabilir sonsuz ¢oklukta elemana sahipse X’e kesikli rasgele degisken

denir. Bu durumda X’in dagilimina da kesikli dagilim adi verilir.

Tamm 2.1.7 : X kesikli bir rasgele degisken olsun.

fr:R>R"
x > fi (x)=P(X =x)

seklinde tanimlanan f, fonksiyonuna X’in olasilik fonksiyonu denir. Burada

P(X=x) ,xeD,

fx(X):{ 0 xeD,



olmak lzere

i f,(x)>0,vxeD,

i. Y (=1

xeDy
ozelliklerini saglar. Ayrica kesikli bir rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu

F,(x)=P(X<x)=) P(X=a) ,xe(-o) (2.1.1)

asx
aeDy

seklinde tanimlanir.

Tanm 2.1.8 : (Q,U,P) bir olasilik uzayi, X Q iizerinde tanimli bir rasgele

degisken olsun. X’in dagilim fonksiyonu £, bir

fy:R>R"
fonksiyonu yardimiyla Vx € R igin
Fy(x) = [ fy(at (2.1.2)

biciminde yazilabiliyorsa X’e siirekli rasgele degisken ve X’in dagilimina siirekli
dagilim denir. f, fonksiyonu ise olasilik yogunluk fonksiyonu olarak adlandirilir. Bu

durumda

i. VxeR igin f,(x)>0

ii. T fo(dt=1

dir. Ayrica

4 F,(x) ,F,'insiireklilik noktalarinda

S (x) =1 dx (2.1.3)

0 ,d.y.

oldugu agiktir.

10



Gorildiigii gibi olasilik fonksiyonu (o.f.) kavrami kesikli rasgele
degiskenler i¢in kullanilirken, olasilik yogunluk fonksiyonu (o.y.f) kavrami siirekli

rasgele degiskenler i¢in kullanilmaktadir.

Tamm 2.1.9 : (Beklenen Deger) X bir rasgele degisken ve g:R — R fonksiyonu

VB e B i¢in g”' (B) e B 6zelligine sahip bir fonksiyon olmak iizere

z g(x) f, (x) X kesiklir.d. ve z |g(x)|fX (x)<oo

xeDy xeDy

E(g(X))=1. . 2.1.4)
Ig(x)fX (x)dx ,X siireklir.d. ve j|g(x)|fX (x)dx<oo

—00

ifadesine g(X) rasgele degiskeninin beklenen degeri denir.

Tanim 2.1.10 : (Rasgele Degiskenin Momenti) X bir rasgele degisken olmak {izere
uw=E(X") n=12,... (2.1.5)
ifadesine X’in n .momenti, ¢ € R olmak lizere
El(x-¢)] n=12,.. (2.1.6)

ifadesine ise X'in ¢ 've gore n .momenti denir.

Tanim 2.1.11 : (Varyans) X bir rasgele degisken olmak iizere

Var(X) = E[X —E(X)T

; (2.1.7)
=E(X?)-[E(X)]

ile verilen Var(X) degerine X’in ya da X’in dagiliminin varyans: denir.

JVar(X) (2.1.8)

degerine ise X’in ya da X’in dagiliminin standart sapmasi adi verilir.

Bir rasgele degiskenin varyansi, kendi dagiliminin beklenen degeri

(ortalamasi) etrafindaki yayilimmin ya da sagilimmmin bir Olgiisiidiir. Rasgele

11



degiskenin Ol¢iim birimi ne ise varyansin Ol¢iim birimi onun karesi olacaktir.
Standart sapmanin Ol¢lim birimi rasgele degiskenin Ol¢iim birimi ile ayni

oldugundan, kullanim1 uygulamada daha yaygindir.

Tanim 2.1.12 : (Moment Cikaran Fonksiyon) X rasgele degiskeninin £ ()

beklenen degeri var olmak iizere
M, ()=E(*) teR (2.1.9)

ifadesine X’in Moment Cikaran Fonksiyonu denir.(2.1.4) ile verilen beklenen deger

ifadesi kullanilirsa moment ¢ikaran fonksiyon

D e fi(x) X kesiklird.
xeDy

M,(t)=1. (2.1.10)
je’XfX (x)dx X siirekli r.d.

biciminde yazilir.

X rasgele degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonu var olsun. Eger

M, (1), t'ye gore tiirevlenebilir ise X’in (2.1.5) ile verilen momentleri M , (¢)

yardimiyla
., " d'M, (t)
p, =E(X") =MP(0) = —2— n=12,.. (2.1.11)
dt =0
ile bulunabilir. Kolayca goriilebilecegi iizere
d M, () = d E(e”) =E d e
dt" =0 dt” =0 dt" (=0

=E(x"e™)|,, = E(x")
dir.
Teorem 2.1.3 : X, X,,...,X birbirinden bagimsiz n tane rasgele degisken olmak

lizere ¥ = X, + X, +...+ X, rasgele degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonu
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M, (D) =TM, () (2.1.12)
i=1
dir.
Ispat: (2.1.9) dan hareketle

MX1+X2+...+X” (t) = E(et(Xl+X2+"'+Xfr))

— E(er1+zX2+...+zX,,)

= E(e™e™...e"™) (X,,X,,..., X, birbirinden bagimsiz oldugundan )

=E(e™)E(e™)...E(e™)
M, (OM, (..M, (D= M, )

elde edilir.

Tamm 2.1.12 : (Karakteristik Fonksiyon) X rasgele degiskeninin

0, (1)=E(e™) teR (2.1.13)
ile verilen @, (¢) ifadesine X’in Karakteristik Fonksiyonu denir. (2.1.4) ile verilen
beklenen deger ifadesi dikkate alinirsa, X rasgele degiskeninin karakteristik
fonksiyonu

> e fi(x) X kesiklir.d.
xeDy

Q,(t)=1 (2.1.14)
Iei‘XfX (x)dx ,X siirekli r.d.

bi¢iminde yazilir. (2.1.13) esitligi Euler formiilii kullanilarak

0, (1) = E(e™) = E(cos(£X) +isin(1X))

(2.1.15)
= E(cos(tX))+iE(sin(zX)) ,teR

bi¢ciminde yazilabilir. Ayrica

le™| =|cos (X ) +isin(£X)]| = 1

13



oldugundan F£ (e™) beklenen degeri her X icin mevcuttur. Yani bir rasgele

degiskenin karakteristik fonksiyonu her zaman vardir.

Teorem 2.1.4 : X bir rasgele degiskeninin karakteristik fonksiyonu ¢, (¢) olmak

uzere

i @ (0)=1

i. o, (<1 ,teR,

ii. @,(-0=¢,() ,ieR,

iv. @,.,)=e"p,(at) ;ta,beR a,bsabit
dir.

Ispat: i ¢@,(0)=E(1)=1 dir.
i. o, (0] =lE() < E(le*])= E(1) =1 dir.

iii. @, (=1)=E(e™)=E(cos(tX)—isin(£X))
= E(cos(tX)) —iE(sin(2X))
=@, (1).

iv. ¢ax+b (t) _ E(eit(aX+b)) _ E(eitbeitaX)
— eith(eitaX) — ei’bqa(at)

olup boylece ispat tamamlanmis olur.
Bir rasgele degiskenin karakteristik fonksiyonu ile dagilim fonksiyonu
arasinda Onemli bir baginti s6z konusudur. Karakteristik fonksiyonlar dagilim

fonksiyonlarmi tek olarak belirleyebilmektedir. Dolayisiyla bunlardan birisi

bilindiginde digeri bulunabilmektedir.
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Teorem 2.1.5 : Bir X rasgele degiskeninin olasilik (yogunluk) fonksiyonu f, (x),

dagilim fonksiyonu F, (x) ve karakteristik fonksiyonu ¢, (¢) olmak iizere

i. F,(x) fonksiyonu x,,x, € R, (x, < x,) noktalarinda siirekli ise

T —im

| e’ —e
Fx(xz)_FX(xl):;T}OEITgox(t)dt
-T

—itx,

dir.
ii. Eger X siirekli rasgele degisken ise

T —ith

fX(x)zlimlimL.[ il e, (1) dt

h—0T—o0 272- o lth

ve T |(pX (t)|dt <ooise

[
fX(X):E[Oe @, (t)dt

dir.
iii. Eger X kesikli rasgele degisken ise
T

: 1 —itx
fr(x)= ;IL?OE j e, (¢)dt

-T
dir.
Ispat : Teoremin ispati i¢in [13] nolu kaynaga bakilabilir.

Not : X rasgele degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonu varsa

M, (i) =@, (1)

(2.1.16)

(2.1.17)

(2.1.18)

(2.1.19)

(2.1.20)

dir. Dolayisiyla, mevcut olmasi halinde, moment ¢ikaran fonksiyonlar da olasilik

dagilimlarini tek bicimde belirleyebilmektedir.
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Teorem 2.1.6 : X,X,,..,X,  karakteristik fonksiyonlar1  sirasiyla

19V 0seee

@y, (t),(sz (t),...,(DX” (#) olan birbirinden bagimsiz n tane rasgele degisken olmak

lizere ¥ = X, + X, +...+ X rasgele degiskeninin karakteristik fonksiyonu

o, (t) = f[gox[ () (2.1.21)
dir. :

Ispat : (2.1.13) dan hareketle

0, (t) _ E(e”z) _ E(eit(X+Y))
_ E(e”X‘ eitX2 meitX,,)

[X,.X,,....X, birbirinden bagimsiz oldugu i¢in]

=@, Do, ()...p, ()= ﬁq’x,» (1)

elde edilir.

Teorem 2.1.7 : X rasgele degiskeninin &. momenti m, olmak tizere;

i‘m, =i"E(X") =

M (2.1.22)
dt* o

t=0

bagintist gecerlidir.

Ispat : Beklenen deger ve moment kavramlarinin tanimlarindan kolayca teoremin

dogrulugu goriilebilir.

Rasgele degiskenlerin olasilik (yogunluk) fonksiyonlarinin grafiksel
bicimleri, modellemede kullanildiklar1 olgular hakkinda fikirler verebilmektedir.
Basiklik ve carpiklik katsayilar1 rasgele degiskenlerin momentleri cinsinden ifade

edilebilen ve dagilimin bi¢imi hakkinda bilgiler veren olgiilerdir. Bir X rasgele
degiskenin olasilik (yogunluk) fonksiyonu f,(x) olsun. g =FE (X*) k=12,.

olmak lzere
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y=—=n (2.1.23)

ifadesine f, (x) in Fisher ¢arpiklik katsayisi denir. Carpiklik katsayis1 dagilimin
simetriden ayrilisginin bir Ol¢iisiidiir. Simetrik dagilimlar i¢in y =0, saga (pozitif)

carpik dagilimlar i¢in y >0, sola (negatif) ¢arpik dagilimlar icin y <0 elde

edilmektedir.
M i M
Saga(+) Carpik y >0 Simetriky =0 Sola(-) Carpik y <0

Sekil 2.1.1 Carpiklik katsayist

Momentlere dayali olasilik (yogunluk) fonksiyonlarinin grafiksel

bicimleri hakkinda bilgi veren bir diger 6l¢iit ise basiklik katsayisidir. Bir X rasgele
degiskenin olasilik (yogunluk) fonksiyonu f,(x) olsun. g =FE (X*) k=12,.

olmak lizere

E[(X_ﬂ1)4J

[ﬂz _Mz] ’

ifadesine f, (x)’ in basiklik katsayisi denir. a <0 i¢in merkeze yakin yerlerde

-3 (2.1.24)

fy(x) standart normal dagilimindan daha basik, a >0 i¢in ise daha sivri

olmaktadir. o = 0olmasi durumunda f, (x) standart normal dagilimla ayn1 basikliga

sahiptir. Buradan anlasilabilecegi tiizere standart normal dagilim ig¢in basiklik

katsayis1 3 tiir.
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N

v

A\

a=0

Sekil 2.1.2 Basiklik katsayist

L 4

Asagidaki tabloda, tezin ilerleyen kisimlarinda kullanilacak olan bazi

olasilik yogunluk fonksiyonlari ve bunlara iligkin dagilim, moment ¢ikaran ve

karakteristik fonksiyonlar1 verilmistir.

Olasilik Moment Karakteristik
Dagilimin Adi (Yogunluk) Dagilim Fonksiyonu Cikaran Fonksivonu
Fonksiyonu Fonksiyonu 4
Normal TG0 o ( ] [ ]
Dagilim e ) w+ﬁ ;m-"z’z
o2 eyl I u 2 2
X~N(,u,0'2) eR o 27[2[0 € ¢
Std.Normal 1 _"_22 s ( j [ ]
Dagilim \/_e - J‘ e 2du - 2
27 e ? e ?
X~-N@O1) | ‘g Vlr
Ustel 1 -

- —e x _ _
Dagilim 0 l—e © (1-60)" (1-i61)"
X ~Exp(@) | x>0,0eR
Gamma 1 w1 5 L u (1-pt)"

Dagilimi () B° ————[u"e Pdu | (1-ipt) ™"

X~F(a,ﬂ) x>0, a,fpeR Fa)p ’°° <%

Std.Cauchy 1 1 1

Dagilim z(1+x%) —arctan (x) +E - el
xeR "

Duzgun 1 X—da th ta ith ita

Dagilim h—a b—a e +e ? +e

X ~U(a,b) a<x<b a<x<b t(b-a) it(b-a)

Tablo 2.1.1 Baz1 olasilik yogunluk fonksiyonlar
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1. LAPLACE DONUSUMU

Laplace doniisiimii belirli tipten genellestirilmis integrallerin hesabinda,
konvolusyon tipi integral denklemlerinin ¢éziimiinde, ¢esitli baslangic ve sinir deger

problemlerinin ¢oziimiinde sik¢a kullanilan doniisiimlerden birisidir.

3.1.1. Laplace Déniisiimii ve Bazi Ozellikleri

Bir f(x) fonksiyonu ig¢in (1.1.1) 1ile wverilen esitlikte integral

dontistimiiniin ¢ekirdegi K(s,x) =e ™ olarak alindiginda ortaya ¢ikan
L)) = j e f(x)dx = F(s) 3.1.1)
0
ifadesine f'(x) in Laplace Déniigiimii denildigini daha once belirtmistik.

Acikca goriildiigii gibi (3.1.1) de verilen integral bir genellestirilmis

integraldir ve

®© b
[ flxyax = lim [e fx)dx (3.1.2)
0 0
seklinde hesaplanir. Eger esitligin sag tarafindaki limit mevcut ise integral

yakinsaktir. Bu durumda (3.1.2) de sol tarafta verilen integralin belirli bir degeri

vardir. Aksi takdirde f(x) fonksiyonunun Laplace doniistimii mevcut degildir.

Ornek 3.1.1: f(x)=e™ ,n>0 fonksiyonunun Laplace doniisiimiinii bulalim.
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(3.1.1) den

L)} =F(s)=L{e™}

o0 o0

— je—sxe—nxdx — je—x(‘wn)dx
0 0

b

P ) — (0-1)
S +nboe =0 s+n

1

s+n

elde edilir.

3.1.2. Laplace Doniisiimiiniin Varlhig

Hangi kosullar altinda (3.1.2) esitligindeki limitin var oldugunu, yani

f(x) fonksiyonunun hangi sartlarda Laplace doniisiimiiniin bulunabilecegini

gosteren teoremi vermeden Once “ « -iistel basamaktan fonksiyon” tanimini verelim:

Tanim 3.1.1 : Her x> x, i¢in e **|f (x)| <M olacak sekilde a,M ve x, sabitleri
varsa, f(x) fonksiyonuna o -iistel basamaktan fonksiyon denir ve feFE, ile

gosterilir.

Ornegin ; f(x)=e* olsun. Buna gore

i e i 1
=1m ax 1m (a-4)x

x—0 0% X0 o

0 o >4

e4x

lime **

dir. Goriildiigii gibi « >4 igin limit belirli bir degere sahip oldugundan f(x)=e*
fonksiyonu « >4 igin « -listel basamaktandir.
Ornegin ; f(x)=e" olsun. Buna gore

time™ ) _pime Y

X—>00 X—>00

. _ 3
lime *|e*

X—>00
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olup limit mevcut olmadigindan f(x) = " « -iistel basamaktan degildir.

Teorem 3.1.1 : f(x) fonksiyonu her kapali ve sonlu a<x<b ,b>0 arahi@

tizerinde parcali siirekli ve « -listel basamaktan bir fonksiyon ise, s>a igin

f(x)’in Laplace doniisiimii vardir.

Ispat : Herhangi bir pozitif n sayisi igin

0

Ie_”f(x)dt =jf e ™ f(x)dt +T e ™ f(x)dt

yazilabilir. Her sonlu 0 < x <n araliginda f(x) parcal siirekli oldugundan esitligin
sag tarafindaki ilk integral mevcuttur. X>n i¢in, f(x) o -iistel basamaktan

oldugundan dolay1

< Jn-‘e_”‘f(x)dt’ ST e f(x)| dx

0 n

Te_” f(x)dx

0
< ferMaras
0

M
s—a

dir. Dolayisiyla s > « i¢in ikinci integral de mevcuttur. Sonug olarak J-e” f(x)dt
0

integralinin var olmasi i¢in yeter sart f(x) parcali siirekli fonksiyonunun « -iistel

basamaktan olmasidir.

Not : Teorem 3.1.1 de verilen kosul f(x) fonksiyonunun Laplace doniisiimiiniin var

olmasi i¢in yeterli kosuldur fakat gerekli kosul degildir.

Not: £{f (x)} Laplace doniisiimii, x — 0 i¢in f(x) ’in sinirli olmadigt durumlarda

asagidaki kosullarin saglanmasi halinde de vardir:
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i. N, >0 olmak iizere herhangi bir N, <x< N araliginda f(x) parcali
siirekli ise,

ii. 0 <n <1 araligindaki herhangi bir n degeri i¢in limx” f(x) =0 ise,

iii. t> N i¢in f(x) o -iistel basamaktan ise. (bkz. [4])

3.1.3. Laplace Déniigiimiiniin Bazi Ozellikleri

Teorem 3.1.2: £ { f (x)} = F(s) olmak iizere agagidaki ozellikler gecerlidir:
i. (Lineerlik Ozelligi) a, ve a, iki sabit, F,(s) ve F,(s) sirastyla f;(x) ve
/,(x) fonksiyonlarmin Laplace doniisiimleri olmak tizere
Ll fi(x)+a, f,(x)} = a,F (s)+a,F,(s) (3.1.3)
dir.
ii. (Birinci Oteleme Ozelligi) £{ f(x)} = F(s) olmak iizere;
Ll f()}=F(s—a) (3.1.4)
dir.
iii.  (Ikinci Oteleme Ozelligi) L£{f(x)}=F(s) ve g(x) fonksiyonu

g(x):{f(x—a) Jgt>a

0 Jt<a

sekinde tanimlanmak iizere

£{g(x)} =e “F(s) (3.1.5)
dir.

iv. (Skala Degistirme Ozelligi) £{ f(x)} = F(s) olmak iizere;
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f{f(ax)} = iF(ij (3.1.6)
o [04
dir.

Ispat : Tanimdan hareket edilerek bu 6zellikler kolayca ispatlanabilir.
Teorem 3.1.3 : (Tiirevin Laplace Doniisiimii) £{f(x)} = F(s) olmak iizere,

(), £'(x), £"(x),..., f" " (x) fonksiyonlar1 0 < x < N arahiginda siirekli ve x > N

i¢in « -iistel basamaktan, £’ (x) 0<x< N araliginda parcal: siirekli ise

L)) =5"F(s)=s"" f(0) =52 f1(0) ...

AR ORVARI o

dir. Ozel olarak n =1 ve n =2 ise sirastyla
4@} =5F(5) = £(0) (3.18)
4@} = F () =5 /0~ 11(0) (3.1.9)

olur.

Ispat : Teoremin hipotezleri altinda kismi integrasyon ve tiimevarim metodlar:

kullanilarak ispat kolayca yapilabilir.
Teorem 3.1.4 : (Integralin Laplace Doniisiimii) £{/(x)} = F(s) olmak iizere;

£{j£f(u)du}:M (3.1.10)
0 s

dir.

Ispat: g(x) = j f(t)dt olsun. Bu durumda

g'(x)=fF(x)

olacagi acgiktir. Bu esitligin her iki tarafinin Laplace doniisiimii alinirsa
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Llg' 0} =L{f(x)}
olur. (3.1.8) den

s£{g(x)} -g(0)=F(s) ,[2(0)=0 oldugundan]

= sL{g)} =F(s)
= £{g(x)] :ém)
dolayisiyla
53{]5 f(z)dt}zlm)
t=0 S
elde edilir.

Teorem 3.1.5: £ { f (x)} = F(s) olmak iizere asagidaki esitlikler gecerlidir:

i. L")} = (=1)" F"(s)
x=0"  x

ii. f(x)eE, ve lim /() limiti mevcut ise S{&} = T F(s)ds
x X=s

iii. limF(s)=0

§—>0

Ispat : Ispat i¢in [8] nolu kaynaga bakilabilir.

3.1.4. Laplace Déniisiimii Icin Konvolusyon Teoremleri

f(x) ve g(x) fonksiyonlar: [0,00] araliginda tanimli integrallenebilen

fonksiyonlar olmak tizere Laplace doniisiimii i¢in konvolusyon integrali
f(x)*g(x)= I ft-)g(r)dr (3.1.11)
7=0

seklinde verilir.
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Teorem 3.1.6 : £{f(x)}=F(s) ve S{g(x)} =G(s) olmak iizere

dir.

£{f(x)*g(x)} = £{f(x)}£{g(x)} =F(s)G(s) (3.1.12)

Ispat: (3.1.1) ve (3.1.11)’den

S{f(x)*g(x)}

~

Il
Le—3

e‘”{ j f(t—r)g(r)dr}dt

e dt j- f(t-7)g(r)dr

~

Il
Le—3

= Tg(r)drff f(t—1)e™dt

t=7

yazilabilir. 1 —7 = x degisken degistirmesi yapilirsa

bulunur.

f=1

Teorem 3.1.7 : (3.1.11) de verilen konvolusyon islemi asagidaki 6zellikleri saglar:

i.

il

iii.

iv.

(Birlesme) £ (x)*[g(x)*h(x)] =[f(x)*g(x)]*h(x)

(Yer Degistirme) f(x)*g(x) = g(x)* £ (x)

(Dagilma) f(x)*[g(x)+h(x)]= f(x)*g(x)+ £ (x)*h(x)
f(D)*[ag()]=[af()]*g(x)=a[f(x)*g(x)] ,[asabit]
(nkonvolusyon)  £{f,(x)* £,(x)*... £, ()} = F(s)F, (s)...F, (s)

Burada £{ﬁ(x)} =F(s) ,i=12,..,n dir.

25



Ispat : Tanimdan hareketle ve integral 6zelliklerinin de kullanilmasiyla ispat kolayca

yapilabilir.

3.1.5. Ters Laplace Doniisiimii

Tanim 3.1.2 : Bir / fonksiyonunun Laplace doniisiimii (3.1.1)’de

L)} = [e™ f(x)dx = F(s)

0

seklinde verilmisti. Diger taraftan

SHF()} =f(x)= i CTw e“F(s)ds ,c>0 (3.1.13)

ifadesine F'(s) nin Ters Laplace Doniisiimii denir.

Sifir fonksiyonlarinin s6z konusu olmadigi durumlarda Ters Laplace

dontistimiiniin var oldugunu asagidaki teorem yardimiyla goriilebilir.

Teorem 3.1.8 : (Learch Teoremi)
Her sonlu 0<x < N araliginda pargali siirekli ve #> N i¢in « -iistel

basamaktan olan f(x) fonksiyonlari icin F(s) tek tiirlii olarak belirlenebilir. Yani

£ {F(S)} = f(x) tekdir.

Ispat : Ispat i¢in [8] nolu kaynaga bakilabilir.

Ters Laplace Déniisiimiiniin Baz1 Ozellikleri

L£{} ve £7'{} operatorleri sirasiyla (3.1.1) ve (3.1.13) deki gibi

tanimlanmak tizere asagidaki esitlikler gegerlidir:
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i £YHaF()+a,F )} =aL{F)}+a,L{F ()}, (a,a, sabit)
ii. £ {F(s — a)} =e “f(x),

jii. £ {efmF(s)} _ {f(x—a) > a

0 J<a ’

iv. £{F(ks)} = % f(%)

v. $FY9)=8 {fl F(s)} (1) " £ ().

vi. { [ Fadu } EACIN

vii. £ {SF(S)} = f'(x),

viii. £ {F(S)} If(u)du

3.1.6. Laplace Doniisiimiiniin Istatistikte Uygulamalari

Pozitif tanimli bir X rasgele degiskeninin (2.1.9) ile verilen moment

cikaran fonksiyonu varsa, f,(x) olasilik (yogunluk) fonksiyonunun Laplace

doniisiimiiyle elde edilir. Buna gore

M, (-)=2{f(x)} = Te”‘ fr (x)dx (3.1.14)

0

dir.

Ornek 3.1.2 : X rasgele degiskeni o ve B parametreli Gamma dagilimina sahip

olsun. X in beklenen deger ve varyansini, moment ¢ikaran fonksiyon yardimiyla

bulalim.
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X ~T'(a,p) olmak iizere X in olasilik yogunluk fonksiyonu Tablo 2.1.1°den

fr(xo,B)=1T(a)p* g
0 ,d.y.

dir. X rasgele degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonu, (3.1.14) den

0

My (=) = {f(x)} = [e* f (x)dx

(=}

1 - J-e “x* e Py = 1 —|x""e 7 dx
I'(a) B I'(a) B
dir. Burada x(1+ f3¢) = y degisken degistirmesi yapilirsa, x = Y= Ll
1+ pt (1+ Br)

ve y €[0,0) olacagindan, y < 7' olmak iizere

1 1 i a-1 _iy -a
(14 Br)” mw{y e " dy=(1+p1)

elde edilir. Buradan
M, (0)=(1-pt)"
olur.

X rasgele degiskeninin beklenen degeri birinci momenti oldugundan (2.1.11)

geregince

s = E(X) =M, (0) =%MX(t)

t=0

_ %(1—&)“ —ap(1-pty"|_ =ap

t=0

olarak hesaplanir. Benzer sekilde ikinci moment
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d2
w=E(Xx?)= —M (¢)

t=0

—a-2

d —a-1
—Cfﬂz(l—ﬂl)
—ala+) B =a’p>+ B’

=ala+1)B*(1-pr)

t=0

t=0

bulunur. Burada (2.1.7) den faydalanarak

var(X) = E(xX*) - [E(X)T
=t~ (w) =’ f*+f o’
=B’

elde edilir.

X rasgele degiskenin moment ¢ikaran fonksiyonu M, (#) var olmak iizere, X in

olasilik (yogunluk) fonksiyonu, (3.1.13)’den ve Teorem 3.1.8’den hareketle

[ eM (-Ddt  ,c>0 (3.1.15)

—io0

fr() =2 {M, (-0)} =

1
27,
ile tek bi¢imde belirlenir.

Ornek 3.1.3 : M, (¢1)=(1 —£)” moment cikaran fonksiyonu ile belirlenen olasilik

yogunluk fonksiyonunu ters Laplace doniisiimii ile bulalim. (3.1.15) geregince

) 1 c+io N
fr()=E£ I{MX(—”}I%C[: M, (~t)dt
1 c+io N 5
— | " (+¢t) " dt
27,

—ioo

—X

=Xxe

dir.

Ornek 3.1.4 : M, (1)=(1- 6t)" moment cikaran fonksiyonuna karsilik gelen
olasilik yogunluk fonksiyonunu ters Laplace doniisiimii ile bulalim.

M, () =(1+61)"
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dir. (3.1.15) geregince

1 t+ioo x

dt
27i I (1+6¢)

t=c—i©

fr() =2 {M, (-1)} =

1 -

x
=—¢e ¥

elde edilir.Tablo 2.1.1°den X’in € parametreli iistel dagilima sahip oldugu sdylenir.

3.2. FOURIER INTEGRAL DONUSUMU

Fourier integral doniisiimleri matematigin ve fizigin klasik denklemleri
icin verilen baslangi¢ ve sinir deger problemlerinin ¢ézlimiinde ve istatistikte dagilim

fonksiyonlariin karakterizasyonunda siklikla kullanilmaktadir.

3.2.1. Fourier Déniisiimii ve Bazi Ozellikleri
Bir f(x) fonksiyonu i¢in (1.1.1) denkleminde integral doniisiimiiniin

ioax

e ve smirlar @ =—o0, b=0o olarak alinirsa Fourier

cekirdegi K(a,x) =
27i

integral doniisiimii asagidaki tanimla verilir:

Tamm 3.2.1: /', R de taniml bir fonksiyon olmak iizere

F{f(x)=F(a)= ﬁ [ e f(x)dx (3.2.1)

ifadesine f(x)’in Fourier Déniigiim denir ve §{ f(x)} = F () ile gdsterilir.
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3.2.2. Fourier Doniigiimiiniin Varligi

Laplace ve diger integral doniistimlerinde oldugu gibi her fonksiyonun
Fourier doniisiimii bulunamayabilir. Simdi (3.2.1) ifadesindeki integralin yakinsak

olmasi icin yeterli kosullari saglayan f(x) fonksiyonunun 6zelliklerini inceleyelim:

Tamm 3.2.2 : (Fourier Integral Gésterimi I¢in Dirichlet Kosullart) f(x) fonksiyonu

—o < x <oo araliginda tanimli reel degerli bir fonksiyon olmak iizere asagidaki

Ozellikleri saglayan bir f'(x) fonksiyonu icin Dirichlet kosullar1 saglanir denir:

i. f(x)’in —o<x<oo araliginda sonlu sayida siireksizlik noktalar
bulunabilir.
ii. f(x)’in herhangi bir x, siireksizlik noktasindaki degeri

1
f(x))= E[f(xo +0)+ f(x, —O)] dir.
iii. I | f (x)|dx < M olacak sekilde bir M sayis1 vardir.

Tamm 3.2.3 : (Fourier Integral Gosterimi) f(x) Dirichlet kosullarii saglayan bir

fonksiyon olmak tizere

1 %% ) )
f=o | { | f(f)e’“gdf}e"”da (3.2.2)

—00 | —00

ifadesine f(x) in Fourier Integral Gésterimi denir.

3.2.3. Fourier Doniisiimiiniin Bazi Ozellikleri

Teorem 3.2.1: & { f (x)} =F (a) olmak iizere asagida verilen 6zellikler gecerlidir:
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i (Lineerlik Ozelligi) k, ve k, iki sabit olmak iizere;

Gk f(X) +ho fo (1)) = kG { £} + b, { £,(x)) dir.

iii. (Oteleme Ozelligi) k bir sabit olmak iizere;

F{f(x—k))=e™F{f(x)} dir.

iii. (Skala Degistirme Ozelligi) & bir sabit olmak {izere;

{1 (ko)) = ﬁg{ £} dir.

iv.  (Eslenik Alma) § {m} =§{f(x)} dir.
V. (Oteleme Ozelligi) k bir sabit olmak iizere;
3{6”“]‘()0} =F(k-a) dur.

vi. (Dualite) éf{F(x)} =—f(a) du.

Teorem 3.2.3 : f(x) n.dereceden tiireve sahip bir fonksiyon ve |x|—>oo icin

f(x) > 0 oluyorsa bu takdirde

F{f ()} = (i)' F (a) (3.2.3)

dir. Ozel olarak n=1 alinirsa

§{f'(x)} = iaF (a) (3.2.4)

yazilabilir.

Ispat: n=1 i¢in Fourier déniisiimii tanimimdan

0

F{f'(x)}= ﬁ I e f'(x)dx (kismi integrasyon uygulanarak)

1 b i

- N Lgrgo[f(x)e"iax l__b + on [Oe_i“xf(x)dx
=(ia)F(«)

elde edilir. #» > 2 i¢in ispat timevarim metodu ile yapilabilir.
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3.2.4. Fourier Déniisiimii I¢in Konvolusyon Carpim

Tamm 3.2.5 : (Konvolusyon) f(x) ve g(x) integrallenebilen iki fonksiyon olmak

luzere

S () *g(x) = ﬁ [ re-og©as (3.2.5)

ifadesine f 1ile g’nin (Fourier doniisiimii i¢in) konvolusyon c¢arpimi denir ve

h(x) = f(x)*g(x) biciminde gosterilir.

Teorem 3.2.4 : (Konvolusyon Teoremi)
f(x) ve g(x), Fourier déniisiimleri sirastyla F (o) ve G(a) olan iki fonksiyon
olmak tizere

F{f()*gx)} =F(a)G(a) (3.2.6)
dir.

Ispat : Tanim 3.2.1°den

o0

F{f(x)*g(x)} = j T S () g(x) fdx

—00

. ije { [ fex- é)g(ﬁ)dﬁ}dx

_ 2L [ e g(&)de [ et f(x—&)dx
T —0

—00

{ N j g (£) dé}{%ie‘f“”ﬂmdn}

Gla)F(a)

olup boylece ispat tamamlanmis olur.
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Teorem 3.2.5 : Fourier Doniligiimii i¢cin f*g konvolusyon ¢arpimin asagidaki
ozellikleri vardir:
i frg=g*f,
i fe(gh)=(f*g)*h,
iii. fx(g+h)=f*g+[f*h.

Ispat : Ispat icin [1] nolu kaynaga bakilabilir.

3.2.5. Ters Fourier Doniisiimii

Tamm 3.2.6 : Bir f(x) fonksiyonunun Fourier doniistimii

510} = Flo) == [ /()i

olmak lzere
-1 1 T iax
§ {F(a)}:f(x):ﬁje F(a)da (3.2.7)

ifadesine F(a) nin Ters Fourier Déniisiimii denir ve &' {F (a)} ile gosterilir.

3.2.6. Fourier Doniisiimiiniin Istatistikte Uygulamalart

Bir X rasgele degiskeninin (2.1.13) ile verilen karakteristik fonksiyonu,

[y (x) olasilik (yogunluk) fonksiyonunun Fourier dontisiimiiyle elde edilebilir. Buna

gore X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu f, (x) olmak iizere, X’in
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karakteristik fonksiyonu, f,(x)’in Fourier doniisiimiiniin kompleks eslenigine

esittir. Yani

0

QD=8 {f, (0} = [ " fr(x)dx

X=—00

ya da

o0

P (D=0, (D=8{f, ()} = [ e™f(x)dx

X=—00

dir.

(3.2.8)

Ornek 3.2.1 : X rasgele degiskeni standart Cauchy dagilimina sahip olsun. X’in

karakteristik fonksiyonunu bulalim. Tablo 2.1.1°den

1
77(1+x2)

£ (x) = ,xeR

olur. (3.2.8)’den hareketle

0

P (-0 =8{f, ()} = [ ™ fr(x)dx

x=—00

:l J> o 1 dx:l j cos(tx)—zsm(tx)dx
.2, (1+x?) T2, (1+x?)
_l I COS(DZC)dx—L sm(t)z) e
ﬂx:_w(l+x ) ﬂX:_w(l+x )
dir. sin (£x) tek fonksiyon oldugundan .[ de 0 dir. M ise c¢ift
(1+x2) . ( +x2) (1+x?)
fonksiyon oldugundan
17 cos(tx) cos(#x)
(—1)=— = (¢)
¥ T 'f_w(l+x2) I(1+x2) ~ O

xX=

olarak bulunur (bkz [14]).
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Ornek 3.2.2 : X rasgele degiskeni [—1,1] araliginda diizgiin dagilima sahip olsun.
X’in karakteristik fonksiyonunu bulalim.

X ~U(-1,1) oldugundan Tablo 2.1.1°den

1
f (x): E ,xe[—l,l]

(e}

,d.y.

dir. Buradan

0

@, (=) =F{f,(x)} = x;[we”"fx (x)dx = %lee”"dx
l. 1

—itx i (e—it _eit)

x=-1 2t

2t

= é(cos(—t) +isin(—t) — cost —isint)
I .. . .
=—(cost—isint—cost—isint)
i sint
=—(-2isint) =—— ,0,.(0)=1
2t ¢ Pr
elde edilir. Buradan

sint
o, (1) ==

olarak bulunur. Asagida f,(x) ve (DX(t):Lnt fonksiyonlariin grafikleri
t

verilmistir.

fix)

-1 0 1 .

Sekil 3.2.1: £, (x) :% ‘nin grafigi x e[-1,1]

36



12

sin(t)t

08
06
04F

02F

o) LN

\/\\//\ f\v/\uz_
AT

0.4 L . .
-20 -10 0 10 20

Sekil 3.2.2: @, (1) = %nt grafigi

Ornek 3.2.3 : X rasgele degiskeni % parametreli iistel dagilima sahip olsun. Tablo

2.1.1’den

Ae ™ x>0

Sx ()= { 0 ,d.y.

dir. X’in karakteristik fonksiyonu (3.2.8) kullanilarak

0

@, (=) =F{f(x)} = I e fo(X)dx =2 T e e M dx

X=—00 X=—00

T en AT T
=1 .[ e gy = L [l ]x:o

2 it+A
A ; A il
- _ li ( —x(it+2) ) —1|= —
it+/1[x£rolo ¢ J it+ A —t+ild

elde edilir. Buradan

il

(pX(t): t+il

olarak bulunur.

A =1 durumu igin f, (x) ve @, (1) = % fonksiyonlarinin grafikleri agagidadar:
+1
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e ™ x>0’ grafigi.

Sekil 3.2.4: @, (¢) = % grafigi.
+i

(3.2.8)’de verilen @, (-t)=F{f,(x)} ifadesinde, esitligin her iki

tarafinin ters Fourier doniistimii alinirsa

fe@) =8, (-} = i j @, (-t)dt (3.2.9)
yazilabilir. Buradan
L i eitx¢ t)dt — 1 T ettx ¢ (l)
2r 7, * 27r k *
1 T itx 1 T —itx
_2—{.[6 ¢X(f)dt}_2—Ie ¢X(t)dt
T, T
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olup, elde edilen sonu¢ Teorem 2.1.5°te verilen (2.1.18) esitligi ile uyusmaktadir.

Ornek 3.2.4 : X rasgele degiskenin karakteristik fonksiyonu @, (¢) = ef% olsun.

X’in dagilimini belirleyelim.

-1 _LOO itx _ _Lw —itx
fo(x)=8§ {(pX(—t)}—zﬂ:[oe @, ( t)dt_Zﬂ_J;e @, (1) dt

2 . 2
1 0 y s 1 o —2xit—t
=—Ie”xe 2dz‘:—J'e 2 dt
27

—00 —00

[integral i¢indeki iistel ifadenin payina x* eklenip ¢ikarilirsa]

1 o 2xit—t? +x*—x2 1 0 7(t2 +2xit-x" )ﬂcz
=— I e 2 dt=—-/1e 2 dt
2w ¥, 2r 2,
1 = C(+xi)” x _(t+xi)2

2

elde edilir. Tablo 2.1.1°den f, (x) = Le_7 (—o0 < x <) igin X ~ N(0,1) olur.

2z

Ornek 3.2.5: X ~ Exp(%) ve ¥ ~ Exp(%) olsun. Z=X+Y rasgele degiskeninin

dagilimini karakteristik fonksiyon yardimiyla bulalim.

. 1 N\
Tablo 2.1.1°den @, (¢) = (1 —%) ve benzer sekilde @, (¢) = (1 —%) dir. Buradan

(2.1.21) geregince

(DZ(t) :¢X+Y(t) =(Px(f)(ﬂy(f)

it (i) it 1
(5 05 =05 e

=(1-itp)”
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olur. Boylece Tablo 2.1.1 kullanilarak Z ~ F(a =2, = %) oldugu anlagilir.

Ornek 3.2.6 : X rasgele degiskeni % parametreli iistel dagilima sahip olsun. Tablo

2.1.1°den @, (1) =(1—it/2)" dir. Buna gore X in birinci momentini

(e, ) d(a-ia)’)
B dt |t=o dt |t=0

im,

i i
N\ vl 7
[(l—zt/ﬂ) AL A
bulunur. Dolayisiyla
m =E(X)=2"

dir. Benzer sekilde ikinci moment

. e, & ((-ig2)")

rm, =—-—- =
? dr’ =0 dr’ |t=0

e B N
- {dt((l—it/l)z xﬂ - {(1—#/1)3 22 } A

olarak bulunur. Buradan

m, =E(X?)=1"

oldugu gortiliir.
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3.3. MELLIN INTEGRAL DONUSUMU

[lk olarak Riemann tarafindan 1876 yilinda tanimlanan Mellin déniisiimii,
Cahen tarafindan 1894 yilinda formiiliize edilmistir. Mellin ise 1896 yilinda bu
doniisiim ve ters doniisiimii hakkindaki genis igerikli ¢aligmalar yapmustir.
Fourier ve Laplace doniistimleri ile yakindan iligkili olan Mellin doniisiimii, bazi
sinir deger problemlerinin ¢dziimiinde ve sonsuz serilerin yakinsadigi sayilarin
bulunmasinda giiglii bir metottur. Doniisiimiin istatistiksel uygulamalarina iligkin

bilgiler ise boliimiin sonunda ele alinmustir.

3.3.1. Mellin Déniisiimiiniin Tamimlanmast ve Bazi Ozellikleri

Mellin doniigiimiiniin tanimlanmasia Fourier doniisiimiinii kullanarak

baslayalim. Bir g(&) fonksiyonunun Fourier doniisiimii (3.2.1) den

_ R
F{g(&)}=Gla)= N j e g(&E)dE

olarak verilmisti. Burada e*=x ve iax=c-p degisken degistirmeleri

yapilirsa (c sbt.)

1

G(ip—ic)= on

.[x”’c’lg(lnx)dx
0

elde edilir. f(x)= \/;_ x“g(lnx) ve F(p)=G(ic—ip)almirsa ;
V4

F(p)=[x""f(x)dx

0

yazilabilir.
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Tamm 3.3.1 : (Mellin Déniisiimii) (0,00) araliginda tanimli reel degerli bir f'(x)

fonksiyonu verilsin.

0

M{f(x)}=F(p)=[x""f(x)dx (3.3.1)

0
ifadesine f(x) in Mellin Doniistimii denir ve M { f (x)} ile gosterilir.
Bazi  durumlarda  f(x) fonksiyonunun ~ Mellin  doniisiimi

F(p)=M { f(x), p} seklinde de gdsterilebilmektedir.

Ornek 3.3.1 : f(x)=e™ fonksiyonunun Mellin doniisiimiinii bulalim (# > 0).

(3.3.1) den
M{f(x)} =M {e’”"} = Tx”le”"dx

yazilabilir. Buradan nx =¢ alimirsa (x =¢/n ,dx = dt/n)

-1 ©
e dt 1T
(—j e ’—:—jtp e dt
n n n’y

bulunur.

Ornek 3.3.2 : f(x) :1L fonksiyonunun Mellin doniistimiinii bulalim. Yine
+x

(3.3.1) den hareketle

Ml ()] :m{—} :Ix’”—dx

[x = o alinirsa {dx = ! 5 dt}
1-¢ (1-1¢)
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oY dt
jo(ftj (l_t)(l—z)z

(1= gt

I
I

=B(p,1-p)=T(p)T(1-p)

elde edilir.

3.3.2. Mellin Déniisiimiiniin Bazi Ozellikleri

Teorem 3.3.1 : M { f (x)} = F(p) olmak lizere asagidaki 6zellikler gecerlidir:

i. (Lineerlik Ozelligi) &, ve k, iki sabit olmak iizere
Wl{klfl(x)—kszz(x)} =kF(p)+kF,(p). (3.3.2)
ii. k bir sabit olmak tizere
M{f(lcx)} =k"F(p). (3.3.3)

iii.  (Oteleme Ozelligi) k bir sabit olmak iizere
M{x' f(x)}=F(p+k). (3.3.4)

iv. k bir sabit olmak tizere

M{f(xM) = %F(%) (3.3.5)

Ispat : Tanim kullanilarak ispatlar kolayca yapilabilir.

Teorem 3.3.2 : (Tiirevin Mellin Déniisiimii) 9 { /' (x)} = F(p) olmak iizere;

M f"(x)} =(—1)"%F(p—n) (3.3.6)

dir. Ozel olarak n =1 igin
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M{ S ()} =~(p-DM{f(x),p -1}

3.3.7
=(1-p)F(p-1) 37

ve n =2 igin

M)} =(p-1)(p-2)F(p-2) (3.3.8)

olur.

Ispat : Tanim ve tiimevarim metodu ile ispat kolayca yapilabilir.

Teorem 3.3.3 : (Integralin Mellin Déniisiimii) ¢ { f(x)} = F(p) olmak iizere

M{J{f(t)dt}:—%F(pH) (3.3.9)
dir.

Ispat : F(x) :.[f(t)dt fonksiyonunu ele alahm. F'(x)= f(x) ve F(0)=0
0

oldugu agiktir. (3.3.7) den hareketle

:(l_p)m{;[f(l‘)dt,p—l}

elde edilir. Burada p yerine p+1 alinirsa
M{f(x),p+1f = (—p)m{jf(z)dt,p}
0
olup buradan
1 X
——F(p+1) :m{jf(t)dz,p}
p 0

elde edilir ve bdylece ispat tamamlanir.
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Teorem 3.3.4 : f(x) ve g(x) fonksiyonlarinin Mellin d6niisiimleri sirasiyla F ( p)

ve G(p) olmak iizere

c+ioo

m{f(x)g(x)} :2%1' j F(s)G(p—s)ds (3.3.10)

dir.

Ispat : (3.3.1) den hareketle

o0

M{f(x)g(x)}z J-x”"lf(x)g(x)dx

0

1 o0
=—|x""g(x)dx
27i '[

2# F(s)G(p—s)ds
2mi 7,

=1

c+io c+io )

j xF(s)ds = ﬁ I F(S)dSJ- x" " g(x)dx

0

C—10

bulunur.

Tamm 3.3.2 : (Mellin Doniisiimii i¢cin Parseval Ozdesligi) M{/(x)}=F(p) ve

M{g(x)} =G(p) olmak iizere (3.3.10) esitliginde p=1 alinmasiyla elde edilen;

c+ioo

Tf () g()ds == [ F()G(1-s5)ds (3.3.11)
0 27i 7,

ifadesine, Mellin Déniigiimii Icin Parseval Ozdesligi denir.

3.3.3. Mellin Déniisiimii I¢cin Konvolusyon Teoremleri

f(x) ve g(x) fonksiyonlar1 (0,00) araliginda tamml, reel degerli iki
fonksiyon ve M{f(x)}=F(p),M{g(x)}=G(p) olmak iizere, Mellin ddniisiimii

icin konvolusyon ¢arpimlari
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f(x)*g(x)= I f(t)g(%j%

F(og(0)= [ £lng(nds
seklinde tanimlanir.

Teorem 3.3.5 : M{f(x)} =F(p) ve M{g(x)} =G(p) olmak iizere

et} =] | r6( X2 r()6()

M{f(x)og(x)} = {jf(xt)g(t)dt} F(p)G(1-p)
dir.

Ispat : Tanim 3.3.1°den hareketle
M { £ (g ()= {jfm & jt}
[ {jf() (2] }d -[rw e o)

[burada f = & dersek (zsabit tutularak, dx = tdS )}

0

:.[f(t)% T(&)‘”g(a) tds

0

[ e[ 5715 (8)d
=F(p)G(p)

elde edilir. Benzer sekilde

M{f(x)og(x)}= {jf(xt)g(t)dt}

46

(3.3.12)

(3.3.13)

(3.3.14)

(3.3.15)



_far {j f(xt)g(t)dt}dx = [xtax [ £ G (s

[burada xt =0 dersek (tsabit tutularak, dx = d—fﬂ

g(t)dtTé"”t”’f(é‘)d—f

Ot 8 O 8

tl"‘g(t)dt]gé"‘f(é)d&

G(1-p)F(p)
elde edilir.

3.3.4. Ters Mellin Doéniisiimii

Ters Mellin doniisiimii, Mellin doniisiimiiniin tanimlanmasinda oldugu

gibi, Fourier doniisimi yardimiyla verilir. Bir g(&) fonksiyonunun Fourier

déniisimii §{g(¢)} = G(a) olmak iizere, (3.2.7) den

éﬁ"l{G(a)} “G(a)da

1 0
= = — e
g(¢) ’_277_{0
seklinde yazilabilir. Burada e°=x ve ia=c—p degisken degistirmeleri

yapilirsa (c sbt.)

g(lnx)=—— I x“?G(ip—ic)idp

\ 27[ c—io©

elde edilir. f(x)=

1
B N2

x“g(lnx) ve F(p)=G(ip—ic)almirsa

c+ioo

V27 f(x)x = \/;Lﬂx" .[ x"F(p)dp

olup buradan
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f(x)zsz. _j xPF(p)dp

c—ioo

bulunur.

Tamm 3.3.3 : (Ters Mellin Doniisiimii)
(0,00) araliginda tanimli reel degerli bir f(x) fonksiyonunun Mellin doniisiimii

M{f(x)}=F(p) olmak iizere

c+ioo

| 1 )
M {F(p)}zf(x)=2—m€_[mx F(p)dp (3.3.16)

ifadesine F(p) nin Ters Mellin Doniisiimii denir. Burada %~ {.} operatorii Ters

Mellin Déniisiim Operatorii ya da kisaca Ters Mellin Doniistimii olarak adlandirilir.

3.3.5. Mellin Déniisiimiiniin Istatistiksel Uygulamalart

Pozitif taniml ve siirekli bir X rasgele degiskeninin, (2.1.5) ile verilen

k.momenti, f, (x) olasilik (yogunluk) fonksiyonunun Mellin déniisiimii yardimi ile

elde edilebilmektedir. Buna gore pozitif tanimli ve siirekli bir X rasgele degiskeni
igin
H = E(X")= J-xkfx(x)dx

0

seklindedir. Mellin doniistimii yardimiyla

e = M{ [ (x),k+1} (3.3.17)
yada

My = —{M{fx (x)}
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olur. Yani bir X rasgele degiskeninin f, (x) olasilik (yogunluk) fonksiyonunun &

bagimsiz degiskenine gore Mellin doniisiimii £ (X*)°i vermektedir.

Ornek 3.3.2 : Bir X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

4

fe@)=1z(1+x7)
0 ,d.y.

,0<x<l1

seklinde olsun. X rasgele degiskeninin beklenen degeri yani birinci momenti

p=EX)=M{f (x),k=2}= Tx“fx(x)dx

0

1
4 4| In(x?
:_I xzdx:—{ n(x +1)}
Ty l+x T 2 420

_i[ln(2) ~ ln(l)} _2In(2)
=== |-

=0.4413
T

olarak hesaplanir. Benzer sekilde X’in ikinci momenti

=E(X?)=m{fy(x),k=3 :Txk L (x)dx

0
_4px 4}(1 j
T 1+x Ty, 1+x°

0

—[x —arctan x]x 0= [1 arctan1— 0+ arctan 0]
o T

- i[l —1} ~0.2732
T 4

olarak elde edilir. Buradan X’in varyansi

Var(X) = E(x?)-[E(xX)]
=, — 1 =0.2732-0.4413" =0.0785

dir.
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Teorem 3.3.6 : X pozitif tanimli ve siirekli bir rasgele degisken, f, (x) X rasgele

degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu ve a €R olsun. Y =aX bi¢iminde

tanimlanan Y rasgele degiskeninin £ ninct momenti

E(Y")=a"M{f,(x),k+1}
dir.

Ispat : Beklenen deger ve Mellin doniisiimii tanimimdan

E(r") = E[(ax)" ]= T(ax)k £, (x)dx

['e]

= [x" £ (x)dx = d M{ £, (), +1)

0

elde edilir.

Teorem 3.3.7 : Birbirinden bagimsiz ve pozitif tanimh X, X,,...,X

n

rasgele

degiskenlerinin olasilik yogunluk fonksiyonlari swrasiyla fy (x), fy (x),..., [y (x)

olsun. ¥ = X X, ... X, bigiminde tanimlanan Y rasgele degiskenin & ninct momenti
E(Y")= ﬁm{fxi (x).k +1}

dir. "

Ispat : Y rasgele degiskenin k ninct momenti

E(r")=E[(X,X,...X,)"]
=E[X{Xx}.. . xF]

yazilabilir. X, X,,..., X, birbirinden bagimsiz oldugundan

E(r")=E(x})E(X})...E(xF)

n

seklinde yazilabilir. (3.3.17) den

E(Y")zf[m{fxi (x).k +1§
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elde edilir.

Ornek 3.3.3 : X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

lsin(x) ,xe(0,7)

Sr(x) =
0 ,d.y.

olsun. X’in carpiklik katsayisin1 Mellin doniisiimii yardimiyla hesaplayalim

(3.3.17)’den hareketle birinci moment
1t .
M{ f(x),2) = = j xsin(x)dx
0

1 « T
- —{[—x cosx]io + .([cos(x)dx} =7

olarak hesaplanir.
Y| 17 zY
E[(X-u) = EKX—EJ }ZEHX_EJ sin xdx = 0

bulunur. Dolayisiyla (2.1.23)’den carpiklik katsayisi

N S
[ﬂz_Mz]z

olarak hesaplanir. Carpiklik katsayisi sifir olarak hesaplandigindan £, (x) in

dagiliminin simetrik oldugu sdylenebilir. Bu durum sekil 3.3.2 de goriilebilir

ka | 5k

Sekil 3.3.1: f,(x)= %sinx x €(0,7) in grafigi.
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Ornek 3.3.4 : X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

3 2
100 = Z(1+x ) ,x<(0,1)
0 ,d.y.

olsun. Bu durumda

fX(x) 2 éj)c(lerz)dx —%

.Jk

olarak hesaplanir. Benzer sekilde

fx(x) 3 %{x2(1+x2)dx=§

E[(X—Mf}EKX—%ﬂ=§I(x_%f<1+xz)dx:_1062_1()

elde edilir. Buradan ¢arpiklik katsayisi

67

10240 __
o

olarak bulunur. Boylece f,(x) in dagiliminin sola ¢arpik oldugu sdylenebilir. Bu

7/:

durum sekli 3.3.3 de goriilebilir.

Sekil 3.3.2 : f,(x) =%(1+x2) x €(0,1)’in grafigi.
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Ornek 3.3.5 : Ornek 3.3.3’te verilen olasilik yogunluk fonksiyonu igin
V4
= M [ (x),2} == 1.5708

elde edilmisti. Benzer olarak

Va

= M{ f(x),3} = %sz sin xdx = %nz —2=2.9348
0

E[(X-m)' = EHX —%ﬂ - %!(X —%j sinxdx = 0.4793

elde edilir. (2.1.24)’den basiklik katsayisi

E((r-m)'] 04793

3= _=2.1938
[ =] (2.9348-1.5708)

olarak bulunur. Buna gore f,(x) in dagilimimin standart normal dagilimdan daha

sivri oldugu sdylenebilir. Bu durum sekli 3.3.5 de goriilebilir.

as- £,(0) = Ssinx

-
“

0 ¥
-4 -3 2 -1 0 1 2 3 4
1

Sekil 3.3.3 f,(x)= 5 sinx , x €(0,7) ile

N(0,1) dagilimlariin basikliklarinin karsilastirilmast
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3.4. HANKEL INTEGRAL DONUSUMU

3.4.1 Hankel Doniisiimiiniin Tanimlanmast ve Bazi Ozellikleri

Hankel doniislimiiniin tanimlanmasina Mellin doniisiimiinde oldugu gibi
yine Fourier doniisiimiinden baslayalim. iki degiskenli f (x,y) fonksiyonunun

Fourier dontisiimii

00 o0

éf{f(x,y)} =F (k) :i_f I exp{—i(Kr)}f(x,y)dxdy (3.4.1)

seklinde tammlamir (bkz. [1]). Diger taraftan K =(k,/) ve r=(x,y) olmak iizere,
kutupsal koordinatlarda K ve r vektorleri
r=(x,y)=lrl(cos8,sin0)
K =(k,/)=IKl(cosg,sing)
olarak yazilabilir. [r| = 7 ve |[K|= K olmak iizere
K r=Krcos(6-9¢) (3.4.2)
dir. Boylece (3.4.1) esitligi

F(k,l)=F(Kcosg,Ksing)=F(K,p)

f(x,y)=f(rcosO,rsin0)= f(r,0)

ve
cosd -—rsinf ) .
=" =rcos @+rsin"O=r (3.4.3)
sinf rcosé
oldugu g6z oniine alinirsa daha basit olarak
1 27 ©
F(K.g)=5- [ | exp{-ikrcos(0-¢)} £ (r.0)rdrdo
0=0r=0
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2z

:ilordrj exp{—iKrcos(H—¢)}f(r,9)d9 (3.4.4)

6=0

seklinde yazilabilir. f(r,0)=¢"’ f(r) ve 0-¢ =« —% alinirsa (3.4.4) esitligi

0 27+d
F(K.,p)= i rdr I exp{—iKrcos(a —%)}exp{in@}f(r)da
r=0 a=0

) 27+®
:ilorf(r)dr j exp{—iKrsina}exp{in(a+%+¢)}d0¢

a=0

sekline gelir. (® = 7/2—¢). Son esitlik diizenlenirse

F(K’¢):iwrf(r)drzﬂfq’exp{in(‘/j—%j+i(na—Krsina)}da (3.4.5)

elde edilir. n.dereceden Bessel fonksiyonunun integral gésterimi olan

27+®

J, (Kr) 1 .[ exp{i(na - Krsina)}da (3.4.6)
27 o
kullanilirsa, (3.4.5) integrali daha kisa olarak

F(K,p)= exp{in(qb—%j}?ﬂn (Kr) f(r)dr

- exp{in(g])—%)}ﬂ (K) (3.4.7)

seklinde yazilabilir. Burada

0

F,(K) = [r1,(Kr) f (r)dr
0
dir.
Tamim 3.4.1 : (Hankel Déniisiimii) 7 (r) (0,+o0) arahginda integrallenebilen bir

fonksiyon olmak tizere

0

H,{f ()} =F,(K) =ern(Kr)f(r)dr (3.4.8)

0
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ifadesine f(r) nin n. Dereceden Hankel Doniigiimii denir. Burada #, {.} operatorii

Hankel Doniisiim Operatérii ya da n’inci Dereceden Hankel Doéniistimii olarak

adlandirlir.

Ornek 3.4.1: f(r) = e fonksiyonunun sifir dereceden Hankel déniisiimii

o0

Ho{ f ()} = F(K) = [r1,(Kr) £ (r)dr

0
= jr]o (Kr)e “dr
0

1

:S{rJO(Kr),a}zﬁ
a +

olur.

Ornek 3.4.2: f(r) =e ™ fonksiyonunun birinci dereceden Hankel doniisiimii

0

}[l{f(r)}:E(K)=IFJ1(Kr)f(r)dr

0
= erl (Kr)e “dr
0

K
a’ +K?

= S{r]l(Kr),a} =

seklinde elde edilir.

Buradaki Laplace doniisiimleri i¢in Laplace Doniisiim Tablolarina

bakilabilir.
3.4.2 Hankel Déniisiimiiniin Baz Ozellikleri

Teorem 3.4.1: H, { f (r)} = F,(K) olmak iizere asagidaki 6zellikler gecerlidir:
i. (Lineerlik Ozelligi) .k, iki sabit, 9, { £, ()} = F, (K) ve

H, {fz (r)} =F,, (K) olmak iizere
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H, Ak f, () +k, f, ()} =k F,, (K) + k,F,, (K) (3.4.9)

dir.
ii. a > 0 bir sabit olmak iizere;
H,{ far)} -1k (Ej (3.4.10)
a a
dir.

Ispat : i. (3.4.8) den hareketle

o0

H, {klfl (r) +k, f, (r)} = J-rJn (Kr) (ko f, (r) + Ky f, (7)) dr

0

— k3, (KR (Vb [ 13, (Kr) £, ()

=kF (K)+kF,, (K).

ii. Yine Hankel doniisiimiiniin tanimindan hareketle

0

H, {f(ar)}:ern (Kr) f(ar)dr JLar =]

0

< d 1 K
[ (k)% —Ln ()

bulunur.

Teorem 3.4.2 : (Tiirevin Hankel Déniisiimii) 7, { f ()} = F, (K) olmak iizere;

H A =3 {n=DF,, (K) =D (K)] nz1 (4D
dir.

Ispat : (3.4.8) den hareketle

0

H, { f '(r)} = er (Kr) f'(r)dr [kismi integrasyon uygulanarak]

0
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[ 3, (K0T = [ 12 L, (k)
0 r
[Bessel fonksiyonunun tiirev 6zelliklerinden faydalanarak]
- —.[f(r)[Jn (Kr)+rK 3, (Kr) dr
0

= —T FI, (&) +rK T, (Kr)—n, (Kr) ldr

[ =3, (KK T, (K Jar
= (oD [ ()3, (Krdr— K[ r3, (KR £ ()dr

—=D[ £G)3, (Kr)dr K F, ,(K)

[Jn (Kr) = ﬁ[]ﬂ_l (Kr)+17,,, (Kr) Jozelligini kullanlrsak}

2n

=(n- 1)T f(r){%[Jn_l (Kr)+17,,, (Kr)]} dr-KF, _ (K)

n

= K(;_1)[]gf(r)J,,_l(Kr)rdr+:ff(’”)Jn+1(K’”)rdrj_KFn‘l(K)

_ K(n—l)Fn_l(K)+ K(n-1)
2n n

- %[(n ~-DF, (K)-(n+DF, (K)]

F. . (K)-KF,  (K)

elde edilir.

Teorem 3.4.3 : (Hankel Déniisiimii i¢in Parseval Ozdesligi) 7, { ()} =F, (K)

ve H, {g(r)} =G, (K) olmak iizere;

Trf(r)g(r)dr:TKE(K)Gn(K)dK (3.4.12)
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dir.

Ispat : Tanimdan hareketle
[k F,(K)G,(K)dK = [K F,(K)dK [r], (Kr)g(r)dr
0 0 0

~[re()dr [ K3, (K)F,(K)dK

['e]

= Irg(r)f(r)dr

elde edilir.

3.4.3 Ters Hankel Doniisiimii

Hankel doniisiimiiniin tersinin tanimlanmasina, ilk boliimdekine benzer

olarak Fourier doniisiimiinden baglanir. ki degiskenli f (x,y) fonksiyonunun

Fourier doniisimii F(k,/) olmak iizere, F(k,/) fonksiyonunun Ters Fourier

Dontisiimi
(kD))= f(x.y) ij jexp i(Ke)} F(k,l)dkdl (3.4.13)
dir (bkz. [1]). (3.4.3) dikkate alindiginda

27

£(r.6) ——j [ exp{ikrcos(0-¢)} F(K,$)rdrd0  (34.14)

00r0

yazilabilir. (3.4.14) diizenlenir ve f(r,0)=e" f(r) ve 0-¢p=a —% almirsa

e f ()= | KK | explikrcos(6-9)} F(K.6)d0

- lTKFn (K)dKTexp{in(¢—£j +iKrcos(0—¢)}d¢
2y 0 2

59



bulunur. Béylece 0 —¢ =« —% degisken degistirmesi yapilarak

0 27 +6,
el'"ef(r)zin}«;(K)dK [ exp{in(0+a)-ikrsina}da  (3.4.15)
27,

0
elde edilir. Burada 6, =—(6+7/2) dir. (3.4.6) da verilen n.dereceden Bessel

integral gosterimi kullanilarak
" f(r)= ef”"TKJn (Kr)F, (K)dK
0
elde edilir. Sonug olarak
f(r)zTKJn(Kr)Fn(K)dK (3.4.16)
0

ortaya cikar.

Tamim 3.4.2 : (Ters Hankel Doniisiimii)

Bir f(r) fonksiyonunun Hankel dontisimi #, { f (r)} = F, (K) olmak iizere
IHE (K = £() = [K3,(KDE,(K)dK  (34.17)

ifadesine F,(K) nin Ters Hankel Déniisiimii denir. Burada #,'{.} operatorii Ters

Hankel Doniisiim Operatérii ya da kisaca Ters Hankel — Doniistimii olarak

adlandirlir.
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3.5. ZDONUSUMU

Fizik ve miihendislik alanlarindaki bir sistem, matematiksel olarak giris
sinyali f (t) den ¢ikis sinyali g(¢) ye bir doniisiim olarak diisiiniilebilir. Burada ¢
bagimsiz, slirekli zaman degiskenidir. Bir sistemin en 6nemli 6zelligi ¢ikis sinyali
g(t) nin tamamiyla f (t) ve sistem karakteristikleri ile belirlenebilmesidir. Genel
olarak sistem matematiksel sembollerle

() = L{p(1)} (3.5.1)
seklinde ifade edilir. Burada L operatdrii ¢(¢) fonksiyonunu g(z) fonksiyonuna

doniistiiren bir doniigiimdiir. Eger L lineer ise sistem de lineerdir denir. Agikca

goriilebilecegi iizere lineer operatorlere drnek olarak integral doniisiimleri verilebilir.

3.5.1. Z Doéniisiimiiniin Tanimlanmasi

Z donlistimii kavramimi vermeden once gerekli bazi tanimlamalar
verelim:
Tanim 3.5.1 : (Delta Fonksiyonu) j 0(x)dx =1 olmak lizere

,x=0

5(x) = {: (3.5.2)

,x#0

fonksiyonuna Delta Fonksiyonu denir.

Bu oOzellikler tam anlamiyla alisilmis fonksiyon ozelliklerini
saglamamaktadir. Yani Delta fonksiyonu klasik anlamda bir fonksiyon degildir, cogu

zaman genellestirilmis fonksiyon olarak adlandirilir.
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Delta fonksiyonu i¢in bir diger tanim

J F@3(x-aydx = f(a)

(3.5.3)

seklinde verilir. Burada f(x), x=a noktasini igeren her aralikta siirekli bir

fonksiyondur (bkz. [1])

Teorem 3.5.1 : f(x) x=a noktasini igeren her aralikta siirekli bir fonksiyon olmak

tizere; 0(x) fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir:

o _[f@ xe(ab)
i. !f(a)5(x—a)da‘{o ,x & (a,b),

ii. Tf(a)é'(x—a)dx:f(a)Té'(x—a)dx:f(a),

iii. f(x)o(x—a)= f(a)d(x—a),
iv. x0(x)=0,

v. 0(x—a)=0(a—x),

. [ 1 x>0
vi. H(x)= j S(xydv=1 0

olmak lizere

d
ZH(X)_&X)’

vii. 0(x) in Fourier doniisiimii ve Ters Fourier Doniigiimii

1
5}’{5()6)} :T E

! J- e ™ 5(x)dx =
27 %,
1

1 1 5
g—l - — - —ikx
{\/E} o(x) \/E:[Oe dx

dir.
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Ispat : (3.5.2) ve (3.5.3) deki fonksiyonlar kullanilarak ispat kolayca yapilabilir.

f (t) t =t, noktasin igeren her noktada siirekli bir fonksiyon olsun. (3.5.6)

kullanilarak
FS(t~1,)= £(1,)5(t~1,) (3.5.12)

yazilabilir. (3.5.12) esitliginin her iki tarafinda » lizerinden toplam alinirsa
1) S(t—t)=> f(t)5(t—1t,) (3.5.13)

olur. Burada f~ () fonksiyonuna Orneklenmis Fonksiyon adi verilir. (3.5.13) de

t, =nT alinirsa

£ ()= f(t) D 8(t—nT)= Z f(nT)5(t — nT) (3.5.14)

elde edilir. (3.5.14) deki z S(t — nT) serisine Impuls Katar: (impulse train) ad

n=-wo

verilir. Burada 7' ye 6rnekleme periyodu denir.

Impuls katar1 asagidaki gibi sekillendirilebilir:

A A AN N A A A

%t
.37 2T -T 0 T 2T 3T

Sekil 3.5.1 Impuls katar

(3.5.14) denkleminden £ (¢) gekilirse
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z f(nT)o(t —nT)
f(t)=2=— (3.5.15)
z o(t—nT)

elde edilir. 7 6rnekleme periyodunun d¢& gibi kiiglik bir deger oldugunu varsayarsak

(3.5.15) denklemi

S f(ndE)S(t — ndé)
f(t)=2=— (3.5.16)
> S(t—ndé)

n=—00

seklinde yazilabilir. dz =nd& olmak iizere son esitligin pay ve paydasini dr ile

carparsak

0

If(r)é‘(t—r)dr .
f(1) ==~ = [ S (D) 6(-7)dr (3.5.17)
Ié(t—r)dr ’°°

—00

elde edilir. Son elde edilen esitlikte 6(¢) yi A(t) ile gostererek
g(t) = jf(r)h(t—r)dr = f(6)*n(t) (3.5.18)

yazilabilir. g(¢) = L{(o(t)} sistem gdsterimi gdz oniinde bulundurulursa, (3.5.18) de
verilen esitlik g(z) c¢iktisinin, (3.2.5) ile tanimlanan Fourier konvolusyonu
bi¢imindeki gosterimidir.

Giris fonksiyonu 1 (¢) ve impuls katarinin Fourier konvolusyonu

0

g0)= (1) X 5 -n1)=3 [ f(5(t-nT -z

n n=—0 _op

_ i f(t=nT) (3.5.19)

olur. Buna gore (3.5.5) bagintisinin kullanilmasiyla
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g(?) = T h(t—7)o(r —7,)dt = h(t —1,) (3.5.20)

yazilabilir. Eger impuls 7, = 0 a yerlestirilmigse g(¢) = /(¢) olacaktir. Buradan elde
edilen bu sonuca gore f(¢) giris sinyali ile sistemin cevap impulslart A(f) nin
Fourier konvolusyonu, g(z) ¢ikis sinyalini vermektedir.

Genel olarak giris sinyali >0 ve {h(t) =0 ,t< O} icin ele alinir. Buna gore ¢ikti

denklemi olan (3.5.18)’1

g(®) = f@)h(t —7)dr = f(¢)* h(?) (3.5.21)

S ey 8

seklinde degistirebiliriz. Benzer sekilde f~ (¢)6rneklenmis fonksiyonun (3.5.13)’de

verilen gosterimini degistirirsek

f(1)= f(t)i S(t—nT) = i f(nT)o(t —nT) (3.5.22)

n=0 n=0

olacaktir. (3.5.22) de her iki tarafinin Fourier doniisiimii alinirsa
LU () =F ()= f(nl)e ™" (3.5.23)
n=0
elde edilir. Burada z = e’ degisken degistirmesi yapilirsa

L{f () =F(z)= i f(nT)z™" (3.5.24)

elde edilir.

Tanim 3.5.2 : (Z Déniisiimii) Bir f(r) fonksiyonu i¢in

Z{f(n)} =F(z)= i f(n)z™" (3.5.25)

n=0
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ifadesine f(n) fonksiyonunun Z Ddniisiimii denir. Burada Z{. operatori Z

Doniisiim Operatorii ya da kisaca Z Doéniistimii (Tek Tarafli Z Doéniistimii) olarak

adlandirlir.

(3.5.25) de verilen toplam —oo’dan +co a kadar alinirsa, Z{.} Cift Tarafli

Z-Doniisiimii olarak adlandirilir. Bu durumda

Z{f}=F@)=Y fln)z"

olur.
Ornek 3.5.1: f(n) = i' olsun. Bu durumda
n!
1
0 1 1
= Z—z_" =e’ = F(2)
n=0 n !
elde edilir.
3
25 ]
? L -
L5
1 - -
05
Z P :
©o 1 2 3 4 5 6 7 8 8 10 11

1

Sekil 3.5.2 f(n) = i' ve F(z) = e nin grafikleri.
n!

66

(3.5.26)



Ornek 3.5.2 : f(n) = n fonksiyonunun Z déniisiimiinii bulalim.

elde edilir.

Ornek 3.5.3 : f(n) = a" olsun. Bu durumda

olur.

3.5.2. Z Déniisiimiiniin Baz Ozellikleri

Teorem 3.5.2 : f(n) fonksiyonunun Z doniisimii F(z) =Z{f(n)} olmak iizere

asagidaki 6zellikler gecerlidir:

i. (Lineerlik Ozelligi) k, ve k, iki sabit olmak iizere

Z{k f, () +k, f, ()} =k, F, (2) + k, F, (2).

ii. (Oteleme Ozelligi) m >0 olmak iizere

Z{f(n—m)}=z" |:F(Z)+ _z f(rz"

r=—m
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Z{f(n+m)} =z" {F(z) - mzl f(r)zr} . (3.5.29)

iii. |z| >|a| olmak iizere
Z{a"f(n)} = F(ij . (3.5.30)
a
iv. Bir f(n) fonksiyonu i¢in
Z{nf(n)}——ziF(z) (3.5.31)
=-z— . 5.

Ispat :
i. Tanimdan hareketle

o0

Z{k f, () +k, f, ()} =D [k f, () + by f, () |27

n=0

=S Tk (W)= ko fy ()2 ]

WA RV S WA I
=k F(z)+k,F,(z)

elde edilir.

ii. Yine tanimdan hareketle

Z{f(n—m)}:if(n—m)z’” J—M=F

="y f

o0 -1
=z"Y [Nz + D, f(r)z”
r=0 r=—m
bulunur. Eger » <0 icin f(»)=0 ise buradan

Z{f(-m} =23 f()z

olur. Benzer sekilde
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Z{f(n+m)}=§f(n+m)z"”

=z" if(r)zr

M+m=r

=z" if(r)zr -z" me(l")Zr

o {Z fr)z - mif(r)z'r}

=z" {F(z) — if(r)z_r}

elde edilir.

Sonuc :

Ozel olarak m =1 ve m =2 ic¢in

Z{f(n-1)}=z"F(2)

Z{f(n - 2)} =zF(2)+ f(Q)z7 + f(1)z

Benzer sekilde m =—-1ve m =-2 i¢in

Z{f(n+1)} =z[F(2)- f(0)]

Z{f(n+2)} =2’ [F(2) = f(O)] -z f(D

ortaya cikar.

iii. Tanimdan hareketle ve |z| > |a| olmak tizere

z{a"f(n)} = ia” f(n)z™"

= (a) 2 (z\" z
-32) rm=3(2) ron=r(Z)

elde edilir.

Sonug :

Ozel olarak a = ¢’ alirsak
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(3.5.33)

(3.5.34)

(3.5.35)



Z{e" f(n)}=F(ze") |z>|e”| (3.5.36)

yazilabilir.

iv. Tanimdan hareketle

Z{nf(n)} = inf(n)z”
= zi f(mynz" " = zzoj: f(n)(—%z”j
= —Z%{if(n)z_"} = —Z%F(Z)

elde edilir.

3.5.3. Z Déniisiimii Icin Konvolusyon Carpim

Teorem 3.54 : f(n) ve g(n) fonksiyonlarmin Z doniisiimleri sirasiyla

Z{f(n)}=F(z) ve Z{g(n)} = G(z) olsun. Buna gore

Fyrgn) =Y f(n-mg(m) (3.5.38)
olmak uzere
ZLf(n)*g(n)) = ZLf ()} ZL g () (3.5.39)

dir.
Ispat: Z doniisiimiiniin tanimindan hareketle

Z{f () g(n))= iﬂn—m)g(m)

g(m)z f(n—m)z"  (n—m=r dersek)
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bulunur. » <0 i¢in f(r)=0 olmak iizere buradan

Z{f(n) *g(n)}z ig(m)z’"if(r)z’

=Z{f(n)} Z{g(n)}

elde edilir.

3.5.4. Ters Z Doniisiimii

(3.5.24) de verilen toplam ifadesinde 7=1 alinirsa

F(z) = if(n)z"”

= f 0)+f(1)Z_1 +f(2)Z_2 +...+f(n)z_” +f(l/l +1)Z—(n+l) +..

(=}

n-1

elde edilir. Burada denklemin her iki tarafim1 z"~ ile ¢arpip C kapali egrisi boyunca

integralini alirsak

1
—® F(2)z"'dz=
2ri ¢ @)

= ﬁ[ﬁﬁc SO dz g f)dz 4+ [z Az f(n+D)z Rzt ]

olur. Buradan Cauchy Teoremine gore

1 g L g S,
S b F )z dz_zmcﬁc =)

elde edilir.
Tamm 3.5.3 : (Ters Z Doniisiimii)
f (n) fonksiyonunun Z déniisiimii Z { f(n)} = F(z) olsun. Bu durumda

ZHF(2)} = f(n) 1§ F)a (3.5.40)

2ri Y€

71



ifadesine F(z) nin Ters Z Doniisiimii denir. Burada C orijini igeren ve |z|:R

cemberinin diginda kalan basit kapali bir egridir.
Pratikte, F(z) nin ters Z déniisiimiinii bulmak i¢in verilecek yontemin

izlenmesi kolaylik saglar. (3.5.25) ifadesinde yer alan toplam agilirsa

F2) =Y f(n)z"
=)+ Wz'+fQz2+...+f)z" +...

n

elde edilir. Burada z ™" teriminin katsayis1 olan f(n) ifadesi F(z)’nin ters Z

doniigiimii olur. Simdi bunu bir 6rnekle agiklayalim:

z

Ornek 3.5.4: F(z) = olmak iizere F (z) nin ters Z doniisiimiinii bulalim.

zZ—a

F(z)=—2 :(1—3j_1

zZ—da z

=l+az'+a’z2 +...+ad"z" +...

yazilabilir. z™" teriminin katsayis1 a” oldugundan

Z*{Z }=ﬂm=a"

zZ—d

olur.

1
Ornek 3.5.5: F(z)=e? olmak iizere F(z) nin ters Z doniisiimiinii bulalim.

1

F()=er mlaz' 4tz + Lty
2 n!

e . 1 <
yazilabilir. z™" teriminin katsayisi - oldugundan
n!

olur.
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Teorem 3.5.5: f(n) ve g(n) fonksiyonlarinin Z doniisiimleri Z { f (n)} =F(z) ve

Z{g(n)} = G(z) olsun. Bu takdirde

Z! {F(z)G(z)} = i f(n—m)g(m) (3.5.41)
dir.

Ispat : Teorem 3.5.4 goz 6niine alinirsa (3.5.41) in dogru oldugu dogrudan goriiliir.

Ornek 3.5.6 : F(z)= olmak iizere F(z)’nin ters Z déniisiimiinii

ZZ
(z—a)(z-b)
bulalim. Eger

z z

F(z)= ,G(z) =

zZ—da z—

olarak aliirsa, Ornek 3.5.4 gz 6niinde tutularak
Z! {F(z)} =f(n)=a" , Z {G(z)} =g(n)=>b"
yazilabilir. Buna gore (3.5.41) geregince
ZZ
ZHF(2)G(2)} =2\ ———————
(F(:6() {(Z_a)(z_b)}

=Y fn-mglm = X" "B = a" (ﬁj

m=0\ a4

1_(1))’”1 n+l
:an a _ a"+1 (1_(éj j
l_é (a_b) a
a

bulunur.

Ornek 3.5.7: £(0) =0 olmak iizere

fn+D)-f(n)=1
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fark denkleminin ¢o6ziimiinii bulalim. Denklemin her iki tarafina Z doniistimii

uygulanirsa
Z{f(n+1)} —Z{f(n)} = Z{1}
olur. (3.5.34) ve Ornek 3.5.3 goz oniine alinirsa

z

z[F(2)- f(0)]-F(2)=

z —
z

zZ[F(2)-0]-F(z) =

Z _—
olup buradan

z

F(z)=
(z-1)

elde edilir. Son esitligin ters Z doniisiimii, Ornek 3.5.2 gbz oniine alinarak fark

denkleminin ¢oziimii

-z Z 1.
f(n) {(2_1)2} n

seklinde elde edilir.

Ornek 3.5.8: f(0) =1 olmak iizere

fr+D+2f(n)=n
fark denkleminin ¢6ziimiinii bulalim. Denklemin her iki tarafina Z doniisiimi

uygulanirsa
Z{f i+ Dy +2Z{ f ()} = Z{n}

olur. (3.5.34) ve Ornek 3.5.2 goz 6niine alinirsa

Z[F(2)- f(0)]+2F(z) =——

(z-1)°
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AF(2)-1]+2F(z2)=—2
[ ]+ (z—l)2

zF(z)—z+2F(z):;2
(z=1)

elde edilir. Buradan

F(Dlz+2]=—2_+;

(z-1)°

z z
2-I-
(z+2)(z=1)" z+2

z 1| =z 3z z
= -|-_ _|_ 2_
z+2 9|z+2 (z-1) =z-1

yazilabilir. Béylece her iki tarafin ters Z déniisiimii alimirsa Ornek 3.5.7 ve Ornek

F(z)=

3.5.4’lin de goz Oniine alinmasiyla verilen fark denkleminin ¢oziimii
n 1 n
F )= (2" [ (2) 4301

olarak bulunur.
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4. TARTISMA ve SONUC

Bu tezin temel amaci belirli tipten birka¢ integral doniislimii verip bunlarin
baz1 6zelliklerini incelemektir. Bilindigi gibi bu 6zellikler ¢6ziimii oldukg¢a zor olan

belirli tiirden integral denklemlerin ¢oziimiinde biiyilik kolayliklar saglamaktadir.

Tezde integral doniisiimlerin genellikle ortak Ozellikleri {izerinde
durulmustur. Bu 0Ozelliklerin en O©nemlileri konvolusyon c¢arpim ve Parseval
Ozdesligidir. Ayrica Laplace, Fourier ve Mellin doniisiimlerinin bazi istatistiksel

uygulamalari verilmistir.

Z-Doniisiimii ve Ters Z-Doniisiimii kompleks integraller ile yakindan ilgili
olup bu doniisiimiin rezidii yardimiyla bir ¢ok Ozelliginin ve uygulamalarinin
incelenmesi heniiz yapilmamistir. ileri diizeyde bir arastirma konusu olarak buradan
dikkate deger orijinal sonuclar elde edilebilir. Z-déniisiimiiniin bir uygulama alan1 da
belirli tiirden fark denklemlerinin ¢o6ziimiine yardimci olmasidir. Fark denklemleri
bir ¢ok alanda ortaya ¢ikmaktadir. Yine istatistikte karsilasilan fark denklemlerinin
Z-doniistimii yardimiyla ¢oziiliip ¢oziilemeyecegi bir bagka tartisma ve inceleme

konusudur.
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