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 Bu yüksek lisans tezinin amacı operatör, lineer operatör ve sınırlı lineer 

operatör kavramları göz önüne alınarak bilinen bazı sonuçlar verilmi tir. Aynı

zamanda iki de i kenli Shepard operatörleri ve iki de i kenli Hermite-Fejer 

polinomları ile kısmı ekil koruyan yakla ımlar incelenmi tir.

Anahtar Kelimeler: Shepard operatörü, Hermite-Fejer polinomları, konveks

   fonksiyon, kesin konveks fonksiyon. 
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ABSTRACT 

LINEAR POSITIVE OPERATORS AND CONVEXITY PROPERTIES 

HANÇER, Ali an

Kırıkkale University  

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics, M. Sc. Thesis 

Supervisor : Asst. Prof. Dr. Ali ARAL 

November 2006, 42 pages 

 The purpose of this thesis, considering the concept of the operator, linear

operator and limited operator some known results are given. Also the partial shape

preserving approximation by bivariate Shepard operators and bivariate Hermite-

Fejer polynomials have been studied.   

Key Words: Shepard operator, Hermite-Fejer polynomials, convex function, strictly 

  convex function. 
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1.G R

1960 lı yıllarda Popoviciu yaptı ı çalı malarda Jakobi noktalarına dayanan tek 

de i kenli Hermite-Fejer polinomları sınıfı için, bir f fonksiyonunun monoton 

oldu u nokta civarındaki bazı noktaların varlı ının korundu unu göstermi tir. Daha 

sonra bunlara ek olarak f nin konveksli i göz önüne alınarak problemler, Shepard 

operatörler, Grunwald interpolation polinomları ve Kryloff-Stayermann 

interpolation polinomları için ara tırılmı tır. Bu çalı mamızda 2 , :D f D

olmak üzere f ye ba lı iki de i kenli Shepard interpolation operatörle kısmi ekil

koruyan yakla ımları verilmi tir. Ayrıca f  fonksiyonunun kesin konveksli i

gösterilerek, alınan kom uluklara göre f ye ba lı iki de i kenli lineer operatörlerin 

ekil koruyan yakla ımları  incelenmi tir.Bunlara ba lı olarak bazı sonuç teoremleri 

ve bunların ispatları yer almı tır. Bununla birlikte iki de i kenli Hermite-Fejer 

polinomları tanımlanarak bu polinomlar ile kısmi ekil koruyan yakla ımlar 

sunulmu tur. Çalı mada : , ,f a b c d  tanımlı fonksiyonun iki boyutsal 

(veya hiperbolik üstten monoton) ve iki boyutsal (hiperbolik alttan monoton) olma 

artları verilmi tir. Son olarak f fonksiyonun kesin double konvekslik tanımı

verilerek Hermite-Fejer polinomları bu ba lık altında incelenmi tir.
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1.1. Kaynak Özetleri 

 G. A. Anastassiou ve S. G. Gal ın 2000 yılında yapmı  oldukları çalı mada

iki de i kenli Shepard operatörle kısmi ekil koruyan yakla ımları incelemi lerdir.

1960 -61 yıllarında Popoviciu (1), Jakobi noktalarına dayanan tek de i kenli

Hermite-Fejer polinomlarının sınıfı için bir f fonksiyonunun monoton oldu u

noktanın civarındaki bazı noktaların varlı ını korudu unu göstermi tir. S. G. Gal ve

J. Szabados (2) 1999 yılında interpolasyon operatörler ile kısmı ekli koruyan

yakla ımları göstermi tir. 1965 yılında O. Shisha ve B. Mond (3) bir veya çok

de i kenli fonksiyonlar için Hermite-Fejer yakla ımlarının yakınsaklık hızını

vermi lerdir. S. G. Gal (4) Kryloff-Stayermann interpolasyon polinomlarıyla kısmi

ekil koruyan yakla ımları göstermi tir. D. Shepard (5) 1968 yılında düzenli uzay

nıktaları için iki boyutsal interpolasyon fonksiyonu üzerine çalı ma yapmı tır. R. E.

Barnhill, R. P. Dube ve F. F. Little (6) 1983 yılındaki çalı malarında Shepard

yüzeyinin özelliklerini incelemi lerdir. Bununla birlikte operatörler için yakla ım

teorisi ile ilgili di er ayrıntılara (7), (8), (9), (10), (11), (12), (13), (14), (15) ve (16)

ıncı referanslara bakılabilir.
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1.2. Çalı manın Amacı

 Bu yüksek lisans tezinde 1.1. Kaynak Özetlerinde adı geçen çalı maların bir

derlemesi ve burada verilen teoremler ili kilendirilerek yeni çalı maların

olu turulması amaçlanmı tır.
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2. MATERYAL VE YÖNTEM 

 Bu bölümde lineer uzay, normlu konveks uzay ve bunlarla ili kili ve ileriki 

kısımlarda kullanılacak bazı tanım, lemma ve önermeler verilmi tir.

2. 1. Bazı Temel Tanım ve Teoremler 

Tanım 2.1.1: L bo  olmayan bir cümle ve , reel veya kompleks sayılar cismi olsun. 

A a ıdaki artlar sa lanıyorsa L’ ye  üzerinde lineer uzay (veya vektör uzayı)

denir:

A) L, + i lemine göre de i meli gruptur. Yani 

L1) Her ,x y L  için x y L  dir (kapalılık özelli i). 

L2) Her , ,x y z L  için ( ) ( )x y z x y z   dir (birle me        

  özelli i).

L3) Her x L  için x x x  olacak ekilde L  vardır

  (özde  eleman özelli i).

  L4) Her x L  için ( ) ( )x x x x  olacak ekilde x L

  vardır(ters eleman özelli i).

  L5) Her ,x y L  için x y y x  dir(de i me özelli i). 

 B) ,x y L  ve ,  olmak üzere a a ıdaki artlar sa lanır:

L1) x L  dir (skalerle çarpmaya göre kapalılık ) 

  L2) ( )x y x y  dir. 

L3) ( )x x x  dir. 

L4) ( ) ( )x x  dir. 
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L5) 1 x x  dir(Burada 1, ’ nin birim elemanıdır).

 olması halinde L ye reel;  olması halinde ise L’ ye kompleks lineer 

uzay denir. 

Tanım 2.1.2: N bir lineer uzay olsun. 

: N

fonksiyonunun x ’ deki de erini x ile gösterelim. Bu fonksiyon a a ıdaki artları

sa lıyorsa ’ ye N’ de (veya N üzerinde) norm denir. 

N1) 0x x  dır.

N2) x x  dır ( ).

N3) x y x y  dır (üçgen e itsizli i).

lineer uzay üzerinde bir norm tarif edilmi se bu uzaya normlu lineer uzay denir.  

 Normlu lineer uzayları ( , )N  veya N ile gösterece iz. Lineer uzay olarak 

N, reel ise normlu uzaya normlu reel uzay; kompleks ise N’ ye normlu kompleks 

uzay denir. 

Tanım 2.1.3: ,X Y lineer normlu uzaylar olmak üzere :T X Y  dönü ümüne 

operatör denir. 

X  ve Y  lineer (vektör) uzay ve cisim  olmak üzere e er

1L ) 1 2,x x X  için 1 2 1 2( ) ( ) ( )T x x T x T x

1)L  (  veya  cismi) ve x X  için ( ) ( )T x T x

ise T ’ ye lineerdir denir. 

Önerme 2.1.1: T  lineer operatör ise 
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( )X YT

dir.

Tanım 2.1.4: :T X Y bir lineer operatör olsun. ( )D T , T ’ nin tanım kümesini 

göstersin. E er ( )x D T  için 

( )
Y X

T x M x

olacak biçimde bir 0M  sayısı varsa T  operatörüne sınırlıdır denir. 

Lemma 2.1.1: : ( )T D T X Y  sınırlı lineer operatör ,
X

X  ve ,
Y

Y

normlu lineer uzaylar olsun. 

10)
( )

sup
X

Y

x
X

T x
T

x

eklinde tanımlanan dönü üm norm aksiyomlarını sa lar. Burada 

( , ) :  sınırlı lineer operatörB X Y T T X Y

olmak üzere ( , )T B X Y ’ dir. 

20)
1

sup ( )
X

Y
x

T T x

yazılabilir.

 Bir operatörün sınırlı olmadı ını göstermek için ( )x D T  için 

( )
Y X

T x M x

olacak ekilde bir M  bulundu unu göstermek yeterlidir. 

Tanım 2.1.5: X ve Y  normlu lineer uzaylar :T X Y  bir operatör olsun. 

10) X’ in sınırlı bir M alt kümesi için ( )T M ,Y ’ de relatif kompakt ise T

operatörüne kompakttır denir. 
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20) ( )nx , X ’ de sınırlı bir dizi olsun. ( ( ))nT x ’ nin Y ’ de yakınsak bir alt 

dizisi varsa T operatörüne kompakttır denir. 

Tanım 2.1.6: X  bir normlu uzay, veya =  olmak üzere :F X

dönü ümüne bir fonksiyonel denir. 

Tanım 2.1.7: :f A  fonksiyonu x A  için ( ) 0f x  ise ve 

fonksiyoneli için ( ) 0f  oluyorsa ’ ye pozitif fonksiyonel denir. 

 Bir lineer pozitif fonksiyonel monoton artandır.

Önerme 2.1.2: ( ),[ , ]x a b ’ de sürekli bir fonksiyon olmak üzere 

( ) ( ) ( )
b

a

f f x x dx

fonksiyonelinin pozitif olması için gerekli ve yeterli ko ul ( ) 0x  olmasıdır.

Tanım 2.1.8: 0 1, ,..., nx x x ’ ler ( , )a b  aralı ının keyfi noktaları olmak üzere 

( ) [ ]kf x x  0,1,2,...,k n  diyelim. 

0 1
0 1

0 1

,
x x

x x
x x

olmak üzere f’ nin 1. bölünmü  farkı

0 1
0 1

0 1

( ) ( )
; ,

f x f x
f x x

x x

için Ortalama De er Teoremi’ nden 

'
0 1; , ( ), ( , )f x x f a b

dir. f’ nin 2. bölünmü  farkı

0 1 1 2
0 1 2

0 2

, ,
; , ,

x x x x
f x x x

x x
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ise

0 1 2
0 1 2

0 1 0 2 1 0 1 2 2 0 2 1

( ) ( ) ( )
; , ,

( )( ) ( )( ) ( )( )

f x f x f x
f x x x

x x x x x x x x x x x x

dir ve 

0 1 2

''( )
; , , , ( , )

2!

f
f x x x a b

dir.  f’ nin n .bölünmü  farkı

0 1
0 1

0 1 0 1 0 1 0 1

( ) ( )( )
; , ,..., ...

( )...( ) ( )...( ) ( )...( )
n

n

n n n n n

f x f xf x
f x x x

x x x x x x x x x x x x

ise

( )

0 1

( )
; , ,..., , ( , )

!

n

n

f
f x x x a b

n
                                    (2.1.1)

e itli i sa lanır. Burada  noktası 0 1, ,..., nx x x  noktaları ile aynı aralıktadır. Di er

taraftan biliyoruz ki birinci mertebeden türevlenebilir bir ( )f x  fonksiyonunun türevi 

sonlu bir aralıkta pozitif ise artan, negatif ise ( )f x  azalan, sıfır ise basit 

fonksiyondur. Türevi pozitif olan fonksiyonlara birinci basamaktan konveks, negatif 

olanlara birinci basamaktan konkav, sıfır olanlara ise birinci basamaktan sabit 

fonksiyon dersek (1) formülüne göre bu tanımları türevlenemeyen fonksiyonlar için 

de verebiliriz. 

( , )a b  aralı ında tanımlanmı ( )f x  fonksiyonunun bu aralıkta olan keyfi 

(n+1) noktadaki n. bölünmü  farkları pozitif ise ( )f x  fonksiyonuna n. basamaktan 

konveks, negatif ise  ( )f x  fonksiyonuna n. basamaktan konkav, sıfır ise ( )f x

fonksiyonuna n. basamaktan sabit fonksiyon denir.  
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3. ARA TIRMA BULGULARI 

3. 1. ki De i kenli Shepard Operatörle kısmi ekil Koruyan Yakla ımlar

 Interpolation ( iç de erlendirme) ko ullarından dolayı, interpolating 

operatörlerin bir tek de i kenli f fonksiyonunun eklini korumadı ı ve interpolation 

noktalarının aralı ın tamamı tarafından içerildi i açıktır. Çok yıllar önce Popoviciu 

[1, 2] niteleyici tipte olan a a ıdaki sonucu ispatladı. Jakobi knots ( noktalarına)

dayanan tek de i kenli Hermite-Fejer polinomlarının sınıfı için f ’ nin monoton 

oldu u noktanın civarındaki bazı noktaların varlı ı ( f fonksiyonundan ba ımsız)

korunur.

 Bu ekildeki fikirler sürerken son [3,4] çalı mada öncelikle Popoviciu ’ nun 

sonuçları için niteleyici versiyonlar elde edildi. Daha sonra buna ilaveten f ’ nin 

konvekslik durumu göz önüne alındı ve son olarak, bütün problemler Shepard 

operatörler, Grünwald interpolation polinomları ve Kryloff-Stayermann 

interpolation polinomları için incelendi. Aynı zamanda son [5] çalı mada sonuçlar 

iki de i kenli Hermite-Fejer polinomları için geni letildi. 

 Nitel tipteki sonuçların ispatı için yukarıda bahsedilen çalı malarda 

kullanılan sonuç, a a ıdaki temel lemmada verilmi tir.

Lemma 3.1.1: :[ , ]f a b , bxxa n...1  ve ],[1 baChi  ve ],[ bax

için

n

i
i xh

1

1)(

olmak üzere 
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n

i
iin xfxhxfF

1

)()())((

olsun.

(i)

1

1
1

1

'' )]()([)())((
n

i
ii

i

j
jn xfxfxhxfF

dir.

 (ii) 0)(,0)( 0

'

0

'

1 xhxh n  olacak ekilde ),(0 bax  var ve 

)(),...,(),( 0

'

0

'

20

'

1 xhxhxh n  dizisi bir tek i aret de i imine sahip ise o zaman tüm 

1,...,2,1 ni  için 

i

j
j xh

0
0

' 0)(

dır ve sonuç olarak (i) ’ den f ’ nin monoton oldu u 0x ’ ın bir )( 0xV  kom ulu u

vardır ki; bu kom ulukta monotonluk korunur. 

 Bu çalı mada Shepard operatörler için monotonluk ve konvekslikle ilgili 

nitel sonuçlar elde edildi. 

3. 2. ki De i kenli Shepard Operatörler 

nxxx ...21  ve nyyy ...21 , ni ,...,2,1 , 2D , Dyx ii ),( , 

:f D  olsun. ni ,...,2,1  için ),( ii yx  noktaları üzerinde f ’ ye ba lı iki 

de i kenli Shepard interpolation operatörünün 0  sabit ve 

),(

])()[(
),(

)(

2/22
)(

,
yx

yyxx
yxs

n

ii
in
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( ) 2 2 / 2

1

( , ) [( ) ( ) ] 0
n

n i i
i

x y x x y y

olmak üzere ),(),( ii yxyx  iken  

n

i
iiinn yxfyxsyxfS

1

)(
,, ),(),(),)((

ve ni ,...,2,1  iken 

),(),)((, iiiin yxfyxfS

eklinde verildi i bilinir. Bundan sonraki kısımlarda 2 ,p p  durumunu göz 

önüne alaca ız. Bu sebeple 

n

i
iin

k

p
kk

p
ii

pn yxf

yyxx

yyxx
yxfS

1

1

22

22

2, ),(

])()[(

])()[(
),)((

olur.

1

])()[(

])()[(

1

])()[(

])()[(
),(

1

22

1

22

1 1

1

22

22
)2(

,

n

i

p
iin

k

p
kk

n

i

n

i
n

k

p
kk

p
iip

in

yyxx

yyxx

yyxx

yyxx
yxs

ve ),()2(
, yxs p
in ’ nin C  sınıfından oldu u açıktır.

 Öncelikle monotonluk durumunda nitel tipin bir sonucunu verelim. 

Teorem 3.2.1: [ , ] [ , ]D a b c d , :f D ,  ),( yxf , ( her bir sabit y  için ) x ’ in 

bir fonksiyonu olarak azalmayan ve ),( yxf , (her bir sabit x  için ) y ’ nin bir 

fonksiyonu olarak azalmayan ise o zaman 
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0
),(

0
),(

)2(

)2(

y

yx

x

yx

p
n

p
n

                                                      (3.2.1)                          

sisteminin bir çözümü olan herhangi bir ),(),(),( dcba  için ),)((2, yxfS pn ,

x  ve y ’ nin bir fonksiyonu olarak azalmayan ),(  noktasının bir ),(V ( n ve p’

ye ba lı, fakat f’ den ba ımsız ) kom ulu u vardır.

spat: Lemma 3. 1. 1 (i) kullanılırsa 

)],,(),([
),(),)((

11

1

1 1

)2(
,2,

iiii

n

i

i

j

p
jnpn

yxfyxf
x

yxs

x

yxfS

)],(),([
),(),)((

11

1

1 1

)2(
,2,

iiii

n

i

i

j

p
jnpn

yxfyxf
y

yxs

y

yxfS

elde edilir. Hipotezden tüm 1,...,2,1 ni  için 

0),(),(),(),(),(),( 111111 iiiiiiiiiiii yxfyxfyxfyxfyxfyxf

dir. ),(),(),( dcba , (1) sisteminin bir çözümü olsun. 

(2 ) 2 2 1
,

(2 )

(2 )
2 2

(2 ) 2

( , ) 2 ( )[( ) ( )]

( , )

( , )
[( ) ( ) ]

[ ( , )]

p p
n j j j j

p
n

p
pn

j j

p
n

s x y p x x x x y y

x x y

x y
x x y y

x
x y

ve

(2 ) 2 2 1
,

(2 )

(2 )
2 2

(2 ) 2

( , ) 2 ( )[( ) ( )]

( , )

( , )
[( ) ( ) ]

[ ( , )]

p p
n j j j j

p
n

p
pn

j j

p
n

s x y p y y x x y y

y x y

x y
x x y y

y

x y

oldu undan
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)sgn(
),(

sgn,0
),(

,0
),( )2(

,
)2(

,
)2(

1,

j

p
jn

p
nn

p
n

x
x

s

x

s

x

s

ve

)sgn(
),(

sgn,0
),(

,0
),( )2(

,
)2(

,
)2(

1,

j

p
jn

p
nn

p
n

y
y

s

y

s

y

s

elde edilir. Lemma 3. 1. 1 (ii)’ den 1,...,2,1 ni  için 

0
),(

,0
),(

1

)2(
,

1

)2(
,

i

j

p
jn

i

j

p
jn

y

s

x

s

oldu u kolaylıkla bulunur. Sonuç olarak ),( ’ nün bir ),(V  kom ulu undaki

),(),( Vyx  için 

0
),(

,0
),( 2,2,

y

yxfS

x

yxfS pnpn

elde edilir. 

 Böylelikle ispat tamamlanmı  olur. 

Uyarılar 3.2.1:

a) (1) sisteminin ),(),( dcba  içine çözüme sahip olup olmadı ı sorusu 

do al bir sorudur. ni ,...,2,1  için ii yx ,  noktalarının bazı özel seçimleri için pozitif 

bir cevap türetilebilir. 

 Öncelikle ],[],[ dcba  ve ni ,...,2,1  için ii yx  durumunu göz önüne 

alalım. 

n

i

p
ii

p
n yyxxyx

1

22)2( ])()[(),(

olmak üzere 
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(2 )
2 2

1

12 2

1

2 2 1
1

( , )
( ) ( )

                        ( ) ( ) 2( )

                        2
[( ) ( ) ]

p n p
n

i i
i

n p

i i i
i

n
i

p
i i i

x y
x x y y

x x

p x x y y x x

x x
p

x x y y

için

0
),()2(

x

yxp
n

alınırsa

n

i
p

ii

i
p

n

yyxx

xx

x

yx

1
122

)2(

])()[(

),(

elde edilir. O halde (1) denklem sisteminin 

0
])()[(

0
])()[(

1
122

1
122

n

i
p

ii

i

n

i
p

ii

i

yyxx

yy

yyxx

xx

                        (3.2.2)                                

denklem sistemine e de er oldu u görülür. ni ,...,2,1  için ii yx  alarak ve 

denklemleri birbirinden çıkararak yx  oldu u da görülür. 

 (2) sisteminin ilk denkleminde ii yx  alınırsa

0
)(

1

0
)(

1

0
)(2

0
])()[(

12

1
12

1
)1(21

1
122

n

ni
p

i

n

i
p

i

n

i
p

i
p

i

n

i
p

ii

i

xx

xx

xx

yy

yyxx

xx

elde edilir, yani bu denklem [4]’ deki Teorem 3. 2’ nin ispatındaki (12) denklemidir 

Uyarı 3. 2. 1’ e göre [4]’ deki Teorem 3. 2’ nin ispatında n2  durumunda ancak (12) 
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denklemi çözümlere sahiptir. Böylece (1) sistemi n2  durumunda ),(  formundaki 

çözümlere sahiptir. 

imdi de ]1,1[],[],[ dcba  ve ni ,...,2,1  için ii yx seçimini göz 

önüne alalım. Bu durumda iki denklem birbiriyle toplanırsa yx  elde edilir. 

Yani, bunlar (2)’ nin ilk denkleminde yerine konursa 

0
)][(

0
)](2[

0
]22[

0
])()[(

1
122

1
122

1
12222

1
122

n

i
p

i

i

n

i
p

i

i

n

i
p

iiii

i

n

i
p

ii

i

xx

xx

xx

xx

xxxxxxxx

xx

xxxx

xx

elde edilir. 

n

i
p

i

i

xx

xx
xF

1
122 )][(

)(

ile gösterilirse 0)( 1xF  ve 0)( nxF  bulunur. Yani, 0)(F  olacak ekilde 

),( nxx  vardır ve bunun sonucu olarak ),(  hem (1) hem de (2) sisteminin bir 

çözümü olur. 

 Son olarak 2n , p ni ,...,2,1  için ],[],[),( dcbayx ii  ise o zaman 

2/)(  ve2/)( 2121 yyxx

olacak ekildeki ),( , (2) ve de aynı zamanda (1) sisteminin bir çözümüdür. 

b) E er Teorem I. 1. 1’ de ]1,1[],[],[ dcba  ve nni ,...,0,...,  için 

n

i
yx ii  alınırsa o zaman yukarıdaki uyarı (a)’ ya göre (1) sisteminin herhangi 
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bir çözümü ( , ) eklindedir. Bu durumda Teorem I. 1. 1’ de ),(V

kom ulu unu 0c , f  ve n’ den ba ımsız olmak üzere 

)1,1()1,1(/,//,/ 4444 ncncncnc

formunda alabiliriz. 

 Bu niteleyici tipteki sonuç, [4]’ ün tek de i kenli durumunda Teorem 3. 4’ 

ün iki de i kenlisine benzer olur. 

 Konvekslikle ili kili ),)((2, yxfS pn ’ nin bazı özelliklerini tartı aca ız. Bu 

manada :[ 1,1] [ 1,1]f  fonksiyonunu ni ,...,2,1  için i ix x , i iy y ,

0 0 0x y  e  uzaklık interpolasyon noktalarını göz önüne alaca ız.

n

j
nj

p
jj

p

p
ii

p
p

in

yyxxyx

yyxxyx
yxs

0

2222

2222
)2(

,

])()[()(1

])()[()(
),(           (3.2.3) 

formunda olmak üzere Shepard operatörü 

n

ni
ii

p
inpn yxfyxsyxfS ),(),(),)(( )2(

,2,                   (3.2.4)

e itli i ile verilir. 

 A a ıdaki tanımı verelim. 

Tanım 3.2.1:

:[ 1,1] [ 1,1]f  fonksiyonu herhangi bir 1 1 1( , )P x y 2 2 2( , )P x y

[ 1,1] [ 1,1]  kümesine ait olmak üzere ve herhangi bir )1,0(  için 

)1,1()1,1())1(,)1(()1( 212121 yyxxPP

olmak üzere 

)()1()())1(( 2121 PfPfPPf
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özelli ini sa larsa f fonksiyonuna kesin konveks adı verilir. 

Uyarı 3.2.2: ]1,1[]1,1[2Cf  ve ]1,1[]1,1[),( yx  için 

22

2

2

2

2

2

2

2

2 ),(),(),(
,0

),(
,0

),(

yx

yxf

y

yxf

x

yxf

y

yxf

x

yxf

ise o zaman f , ]1,1[]1,1[  üzerinde kesin konvekstir. Ayrıca yukarıdaki kesin iki 

e itsizlik )}0,0{(]1,1[]1,1[),( yx  ve 

0
)0,0()0,0(

y

f

x

f

için geçerli ise o zaman f , ]1,1[]1,1[  üzerinde kesin konvekstir ve )0,0( , f ’

nin global minimum noktasıdır.

Teorem 3.2.2: ),)((2, yxfS pn , 1p , (3) ve (4)’ e göre verilsin. 

:[ 1,1] [ 1,1]f  fonksiyonu, ]1,1[]1,1[  üzerinde kesin konveks ise, o 

zaman )0,0( ’ ın bir )0,0(V  ( f ve n’ ye ba lı )kom ulu u vardır ki ),)((2, yxfS pn ,

)0,0(V içinde kesin konvekstir. 

spat: (4) ifadesinden kolaylıkla tüm 0i ’ lar için 

ise2,
)(

)!2(
ise,12,...,2,1,0

)0,0()0,0(

22

)2(
,

)2(
,

pi
yx

p
pi

y

s

x

s

p
ii

i

p
in

i

i

p
in

i

  (5) 

elde edilir. f’ nin kesin konveksli i

)0,0(2),()( , fyxfyxf iiii

olmasını ve 

1),()2(
,

n

ni

p
in yxs

olması da 
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0
)0,0(

2

)2(
,

2n

ni

p
in

x

s

olmasını gerektirece inden  

2 2 (2)
,2 ,

2 2

2 2 2

2 2 2
1

( )(0,0) (0,0)
( , )

2!
                             ( , )

( )

2
                             [ ( , ) ( , )]

( )

n
n n k

i i
i n

n

i i
i n i i

n

i i i i
i i i

S f s
f x y

x x

f x y
x y

f x y f x y
x y

2 (2) 2 (2)
,0 ,

2 2

(0,0) (0,0)
 (0,0) (0,0) 0

n
n n i

i n

s s
f f

x x

elde edilir. Benzer ekilde 

0
)0,0)((

2

2,
2

y

fSn

oldu u da gösterilebilir. Di er bir deyi le basit hesaplamalarla ,...,0,...,i n n

için

0
)0,0()2(

2,
2

yx

sn

elde edilir ki bu da 

0
)0,0)((2,

2

yx

fSn

olmasını gerektirir. Böylece 

0
)0,0)(()0,0)(()0,0)(( 2,

2

2

2,
2

2

2,
2

yx

fS

y

fS

x

fS nnn

oldu u da kolayca görülür. 

 Bir sonuç olarak )0,0( ’ ın )0,0(V ( f ve n’ ye ba lı) ile gösterilen bir 

kom ulu u vardır, öyle ki tüm )0,0(),( Vyx ’ ler için 
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0
),)((

2

2,
2

x

yxfSn

ve

2

2,
2

2

2,
2

2

2,
2 ),)((),)((),)((

yx

yxfS

y

yxfS

x

yxfS nnn

elde edilir, yani; ),)((2, yxfS pn , )0,0(V  içinde kesin konvekstir. 

Uyarı 3.2.3: 2p  olsun. Tanım 1.3’ den sonraki uyarıya göre  

)}0,0{()0,0(),( Vyx  için 

yx

yxfS

y

yxfS

x

yxfS

y

yxfS

x

yxfS

pnpnpn

pn

pn

),)((),)((),)((

,0
),)((

,0
),)((

2,
2

2

2,
2

2

2,
2

2

2,
2

2

2,
2

                    (3.2.6) 

olacak ekilde )0,0( ’ ın bir )0,0(V  kom ulu unun varlı ını ispatlamak yetecektir. 

Çünkü (5) ba ıntılarından açıkca görülür ki 

0
)0,0)(()0,0)(( 2,2,

y

fS

x

fS pnpn

dir. (5)’ teki ba ıntılar aynı oldu undan

0
)0,0)(()0,0)((

2

2,
2

2

2,
2

y

fS

x

fS pnpn

elde edilir. 

 Bu dü ünce
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2

2,
2

2

2,
2 ),)((

),(,
),)((

),(
y

yxfS
yxG

x

yxfS
yxF

pnpn

2

2,
2 ),)((

),(),(),(
yx

yxfS
yxGyxFyxH

pn

fonksiyonlarının )0,0(  ‘ ın bir kom ulu u üzerinde kesin konveks oldu unu ispat 

etmek içindir. )0,0(  global minimum noktadır ve bu da (6) ba ıntılarını gerektirir. 

 Tüm , 2p p  için Teorem 1. 4’ ü ispatlamada a a ıdaki üç lemma 

gerekli olacaktır.

Lemma 3.2.1: , 2p p  ve :[ 1,1] [ 1,1]f  fonksiyonu ]1,1[]1,1[

üzerinde kesin konveks ise o zaman ),)((2, yxfS pn , (3) ve (4) ile verilmek üzere 

)}0,0{()0,0(),( Vyx  için 

0
),)((

,0
),)((

2

2,
2

2

2,
2

y

yxfS

x

yxfS pnpn

olacak ekilde )0,0( ’ ın bir )0,0(V  kom ulu u vardır.

spat: 0k  için 

2 2

2 2 2 2

0

[( ) ( ) ]
( , )

1 ( ) [( ) ( ) ]

p
i i

n
p p

j j
j n
j

x x y y
E x y

x y x x y y

eklinde gösterilirse 

ppp

pppp

p

i

ipip

xyx
p

p
yx

p

p

yx
p

yx
p

yx
p

y

yx
i

p
yxyxP

2222442

6264242222

0

22222

12

...
321

)(),(
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ve ),( yxE , )0,0( ’ da herhangi mertebeden kısmi türevlere sahip olmak üzere 

(2 )
, ( , ) ( , ) ( , )p

n is x y P x y E x y

eklinde elde edilir. 0k  için 

2 2 (2 )
,

2 2

( , )
( , )

p p
n i

i p

s x y
R x y

x

biçiminde gösterilsin. 

 Öncelikle (5)’ e göre 

2 (2 )2
,

2 2 2 2

(0,0)(0,0) (2 )!
0

( )

p p
n ii

p p
i i

sR p

x x x y

bulunur. Bu durumda 

2 2 2 22 2

2 2 2 2
0

1 2 22 2

2 2
0

2 12 2

0

2 2(0,0) ( , ) ( , )

2 2 ( , ) ( , )

2 2 ( , ) (

i p ip
i

i p i
i

i p ip

i p i
i

i p ip

i
i

pR P x y E x y

iy y x x

p P x y E x y

iy x y x

p P x y E

i x 2 2

2 2 22 2

2 2 2
0

2 12 2

2 2
0

, )

2 2 ( , ) ( , )

2 2 ( , ) ( , )
2

2 2

p i

i p ip

i p i
i

i p ip

i p i
i

x y

x y

p P x y E x y

i y x x

p P x y E x y

i y x x y

p

i

22 2

2 2 2
0

( , ) ( , )i p ip

i p i
i

P x y E x y

x x y

olur.

             Bu toplamda 0yx  alınırsa o zaman x veya(ve) y ’ yi içeren bütün 

terimler sıfır olur, böylece ),( yxP  polinom formu hesaba katılırsa

2

2 2 2 2 2

2 2(0,0) 1 2 (2 2)!
2 (2 2)! 0

2 2 ( ) ( )
i

p p
i i i i

pR p p
p p

py x y x y
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elde edilir. 1p  durumunda ),)((2, yxfS pn  için de yukarıdaki ifade sa lanır ve 

kolaylıkla

0
)0,0)(()0,0)((

2

2,
2

22

2,
22

2

2

p

pn
p

p

pn
p

x

fS

x

fS

x
,

0
)0,0)(()0,0)((

222

2,
2

22

2,
22

2

2

yx

fS

x

fS

y p

pn
p

p

pn
p

oldu u elde edilir. Böylece )0,0( ’ ın bir )0,0(1V  kom ulu u vardır, öyle ki tüm 

)0,0(),( 1Vyx  için 

0
),)((

,0
),)((

22

2,
22

2

2

22

2,
22

2

2

p

pn
p

p

pn
p

x

yxfS

yx

yxfS

x

elde edilir. Di er bir deyi le yukarıdaki sebepten dolayı

0
)0,0()0,0(

12

)2(
,

2

22

)2(
,

222

yx

s

x

s

yx p

p
kn

p

p

p
kn

p

bulunur.

 Birinci sonuç olarak, 

22

2,
22 ),)((

p

pn
p

x

yxfS

)0,0( ’ ın bir )0,0(1V  kom ulu unda kesin konvekstir ve 

0
)0,0)(()0,0)(()0,0)((

22

2,
12

12

2,
12

22

2,
22

yx

fS

x

fS

x

fS
p

pn
p

p

pn
p

p

pn
p

oldu undan )}0,0{()0,0(),( 1Vyx  için 

0
),)((

22

2,
22

p

pn
p

x

yxfS

olur. Simetriklikten dolayı )0,0(),( 2Vyx  için 
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0
),)((

22

2,
22

p

pn
p

y

yxfS

elde edilir. imdi 2p  ise o zaman lemmadan istenilen görülür. 

 2p  ise o zaman yukarıdakilere benzer sebeplerden ötürü 

42

2,
42 ),)((

p

pn
p

x

yxfS
      ve

42

2,
42 ),)((

p

pn
p

y

yxfS

nın )0,0(  noktasının bir )0,0(U kom ulu u üzerinde kesin konveks oldu u elde 

edilir ve bir sonuç olarak; )}0,0{()0,0(),( Uyx  için 

0
),)((

42

2,
42

p

pn
p

x

yxfS
   ve 0

),)((
42

2,
42

p

pn
p

y

yxfS

bulunur.

 )}0,0{()0,0(),( Vyx  için 

0
),)((

,0
),)((

2

2,
2

2

2,
2

y

yxfS

x

yxfS pnpn

ifadelerine varıncaya kadar bu yol sürdürülebilir. 

Lemma 3.2.2: , 2p p  olsun. Bu durumda 

iseçiftikisihernin

isetekikisihernin

ise

ji

ji

pr

vepr

vepr

veyapr

yx

fS
ji

pn
r

,

,

2

2,

2,

2,

0

0

0
)0,0)((2,

dir.

spat: pyxyxP )(),( 22 olsun. Kolaylıkla kontrol edilebilir ki;  

iseçiftikisihernin

isetekikisihernin

ise

ji

ji

pr

vepr

vepr

veyapr

yx

P
ji

r

,

,

2

2,

2,

2,

0

0

0
)0,0(
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dır. ),( yxE , Lemma 1. 5’ in ispatında verildi i gibi olmak üzere 0k için 

(2 )
, ( , ) ( , ). ( , )p

n kS x y P x y E x y

dir ve 
ji

r

yx

P )0,0(
 ’ nin yukarıdaki özellikleri ile Lemma 1. 5’ deki ispat metodu 

birle tirildi inde

j

q
qj

pj

i

i

ji

p

kn
r

y

yxE

y

yxP

q

j

xyx

yxS

0
2

2)2(

, ),(),(),(

elde edilir. 

n

nk
kkji

p

kn
r

ji

pn
r

yxf
yx

S

yx

fS
),(

)0,0()0,0)(( )2(

,,

olması  da lemmayı ispatlar. 

Lemma 3.2.3: , 2p p olsun. )0,0(V  , (0,0)’ ın bir kom ulu u ( f, n ve p ye 

ba lı ) olmak üzere bütün )}0,0{()0,0(),( Vyx için

0
),)((),)((

.
),)((

2

2,
2

2

2,
2

2

2,
2

yx

yxfS

y

yxfS

x

yxfS pnpnpn

dir.

spat: ),( yxH ’ yi

0
),)((),)((

.
),)((

),(

2

2,
2

2

2,
2

2

2,
2

yx

yxfS

y

yxfS

x

yxfS
yxH

pnpnpn

eklinde gösterelim. Teorem 2. 3’ ün ispatından sonra ki uyarıya göre  

)0,0()0,0(),( Vyx  için

0
),(

,0
),(

2

2

2

2

y

yxH

x

yxH
0

),(),(
.

),(
22

2

2

2

2

yx

yxH

y

yxH

x

yxH

oldu unu ve 
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0
)0,0()0,0(

y

H

x

H
 (Lemma 1.6 ya göre 0)0,0(H  oldu undan)

oldu unu ispatlamalıyız.

  Lemma 1. 6’ ya göre yalnızca pr 2  ve i,  j ’ nin her ikisinin çift olması

durumunda 

0
)0,0(

ji

r

yx

H

elde edilir ve )0,0( ’ da H ’ nin di er kısmi türevleri 0 (sıfır) olur. Böylece

0
)0,0(

,0
)0,0(

222

2

2

2

yx

H

x

H
p

p

p

p

0
)0,0(

12

2

yx

H
p

p

elde edilir, yani 

22

22 ),(
p

p

x

yxH

sıfırın bir kom ulu unda kesin konvekstir. 

0
)0,0(

22

22

p

p

x

H
 ve 

12

12 )0,0(
p

p

x

H
= 0

)0,0(
22

12

yx

H
p

p

oldu undan )0,0( ’ ın bir global minimum nokta oldu u sonucuna varılır. Böylece 

)}0,0{()0,0(),( 1Vyx  için 

0
),(

22

22

p

p

x

yxH

dır.

 Simetriklikten )0,0(),( 2Vyx  için 

0
),(

22

22

p

p

y

yxH

elde edilir. 
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 Benzer ekilde, Lemma 1. 7’ ye göre  )}0,0{()0,0(),( 3Vyx  için 

0
),(

242

22

yx

yxH
p

p

elde edilir ve sonuç olarak )}0,0{()0,0(),( 3Vyx  için 

0
),(

,0
),(

42

42

2

2

42

42

2

2

p

p

p

p

x

yxH

yx

yxH

x

dır.

),(1 yxH ,

2

32

22

242

22

22

22

1

),(),(
.

),(
),(

yx

yxH

yy

yxH

x

yxH
yxH

p

p

p

p

p

p

eklinde gösterilsin. Lemma 1. 7’ ye göre  

0
)0,0(

,0
)0,0(

2

1
2

2

1
2

y

H

x

H
0

)0,0(
, 1

2

yx

H

elde edilir. Yani ),(1 yxH , (0,0)’ ın bir kom ulu unda kesin konvekstir. Fakat  

0)0,0(1H  ve 0
)0,0()0,0( 11

y

H

x

H

oldu undan bu , )}0,0{()0,0(),( 4Vyx  için 0),(1 yxH  olmasını verir. 

 Bir sonuç olarak, 

42

42 ),(
p

p

x

yxH

sıfırın bir kom ulu unda kesin konvekstir ve yukarıdaki sebepten 

)0,0(),( 5Vyx \{(0,0)} için 

0
),(

42

42

p

p

x

yxH

elde edilir. 
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 Bu i leme devam edilirse sonuçta  )}0,0{()0,0(),( 7Vyx  için 

0
),(

2

2

x

yxH

ifadesine ula ılacak ve )}0,0{()0,0(),( 8Vyx  için

0
),(

2

2

y

yxH

daki simetriklikten )}0,0{()0,0(),( 9Vyx  için 

0
),(),(

.
),(

22

2

2

2

2

yx

yxH

y

yxH

x

yxH

elde edilir ki bu da lemmayı ispatlar. 

Sonuç Teoremi 3.2.1: ,2 ( )( , ), , 2n pS f x y p p için (3) ve (4) teki ekliyle 

verilsin. : 1,1 1,1f  fonksiyonu 1,11,1  üzerinde kesin konveks ise 

o zaman (0,0) ’ ın bir )0,0(V  ( f , n ve p ye ba lı ) kom ulu u vardır öyle ki 

)0,0(),,)((2, VyxfS pn  içinde kesin konvekstir. 

spat: Lemma 1. 5 ve Lemma 1. 7 den hemen görülür. 

Uyarılar 3.2.3:

            1) Sonuç Teoremi 1.5’ in ispatı, aslında tek de i kenli durum ile ( [4]’ de 

Teorem 3.3’ ün ispatına bakınız) aynıdır.

 2) Sonuçlar, 2n  olmak üzere n de i kene geni letilebilir. 
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3. 3. ki De i kenli Hermite-Fejer Polinomları le Kısmi ekil Koruyan 

Yakla ım

 Interpolation ( iç de erlendirme) ko ullarından dolayı, interpolating 

operatörlerin bir tek de i kenli f fonksiyonunun eklini korumadı ı ve interpolation 

noktalarının aralı ın tamamı tarafından içerildi i açıktır. Çok yıllar önce Popoviciu 

[1, 3] niteleyici tipte olan a a ıdaki sonucu ispatladı. Jakobi knots ( noktalarına)

dayanan tek de i kenli Hermite-Fejer polinomlarının sınıfı için f ’ nin monoton 

oldu u noktanın civarındaki bazı noktaların varlı ı ( f fonksiyonundan ba ımsız) 

korunur.

 Bu ekildeki fikirler sürerken son [4, 5] çalı mada öncelikle Popoviciu ’ nun 

sonuçları için niteleyici versiyonlar elde edildi. Daha sonra buna ilaveten f ’ nin 

konvekslik durumu göz önüne alındı ve son olarak, bütün problemler Shepard 

operatörler, Grünwald interpolation polinomları ve Kryloff-Stayermann 

interpolation polinomları için incelendi.  

 Nitel tipteki sonuçların ispatı için yukarıda bahsedilen çalı malarda 

kullanılan sonuç, a a ıdaki temel lemmada verilmi tir.

Lemma 3.3.1: :[ , ]f a b , 1 ... na x x b  ve ],[1 baChi  ve [ , ]x a b  için 

1

( ) 1
n

i
i

h x

olmak üzere 

1

( )( ) ( ) ( )
n

n i i
i

F f x h x f x

olsun.

 (i)
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1
' '

1
1 1

( )( ) ( ) [ ( ) ( )]
n i

n j i i
i j

F f x h x f x f x

dir.

 (ii) ' '
1 0 0( ) 0, ( ) 0nh x h x  olacak ekilde 0 ( , )x a b  var ve 

)(),...,(),( 0
'

0
'

20
'

1 xhxhxh n  dizisi bir tek i aret de i imine sahip ise o zaman tüm 

1,...,2,1 ni  için 

i

j

j xh
0

0
' 0)(

dır ve sonuç olarak (i) ’ den f ’ nin monoton oldu u 0x ’ ın bir )( 0xV  kom ulu u

vardır ki; bu kom ulukta monotonluk korunur. 

 Bu çalı mada iki de i kenli Hermite-Fejer polinomları için qualitative ve 

quantitative sonuçlar elde edildi. 

3. 4. ki De i kenli Hermite-Fejer Polinomları

 E er :[ 1,1]g  ve 1...1 ,1,1, nnnnn xxx , )(),( xJ n  Jakobi 

polinomlarının kökleri ise o zaman bu polinom 

n

i
nin

ninni

n
ni xxx

xxx

x
x

1
,

,
'

,

, )()(,
)]()[(

)(
)(

)(
)(

)(
1)()( ,

,
'

,
''

2
,, ni

nin

nin
nini xx

x

x
xxh

olmak üzere 

n

i
ninin xgxhxgF

1
,, )()())((
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ile verilen yukarıdaki köklere dayanan tek de i kenli Hermite-Fejer polinomları

olarak bilinir. 

 Tüm ]1,1[x  için 

1)(
1

,

n

i
ni xh

elde edilir. 

:[ 1,1] [ 1,1]f  ise o zaman [6]’ ya göre iki de i kenli Hermite-Fejer 

polinomları 1,...,2,1 ni  için )1(
,

)1(
, 11

),( nini xxh  ve 2,...,2,1 nj  için 

2 2

(2) (2)
, , 1 2( ), , ,j n j nh y x n n  yukarıdaki tek de i kenlide oldu u gibi tanımlı olmak üzere 

1 2

1 2 1 2 1 2

(1) (2) (1) (2)
, , , , ,

1 1

( )( , ) ( ) ( ) ( , )
n n

n n i n j n i n j n
i j

F f x y h x h y f x x                        (3.4.1) 

ile tanımlanır.

 Kolaylıkla gösterilebilir ki 1,...,2,1 ni , 2,...,2,1 nj  için 

1 2 1 2 1 2

(1) (2) (1) (2)
, , , , ,( )( , ) ( , )n n i n j n i n j nF f x x f x x

dır. Bu kısmın kullanı lı bir sonucu a a ıda verilmi tir.

Teorem 3.4.1: Yukarıda verilen notasyonlara göre 

1 2
' '

1 2

1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

2 1
, (1) (2)

, ,
1 1 1 1

(1) (2) (1) (2) (1) (2) (1) (2)
, , , 1, 1, , 1, 1,

( )( , )
( ) ( )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

n ni i
n n

p n q n
i p j q

i n j n i n j n i n j n i n j n

F f x y
h x h y

x y

f x x f x x f x x f x x

elde edilir. 

spat:
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),(),(

)()(

)(),(),()(

)(),()(

),()()(
),)((

)2(
,

)1(
,1

)2(
,

)1(
,

1

1 1

)2(
,

1

)1(
,

1

)2(
,

1

)2(
,

)1(
,1

)2(
,

)1(
,

1

)1(
,

1

)2(
,

1
,,

)1(
,

1 1

)2(
,

)1(
,

)2(
,

)1(
,

,

2121

1 2

2

'

1

2

2

1

2121

'

1

2

2

1

21

'

1

1 2

21

'

2

'

1

21

njninjni

n

i

n

j
nj

i

p
np

n

j
nj

n

i
njninjni

i

p
np

n

j
nj

n

i
njnini

n

i

n

j
njninjni

nn

xxfxxf

yhxh

yhxxfxxfxh

yhxxfxh

xxfyhxh
x

yxfF

ifadesini göz önüne alalım. Buradan hemen 

1 2
'

1 2

1 2

1 2 1 2

1 2
' '

1 2

2 1
, (1) (2)

, ,
1 1 1

(1) (2) (1) (2)
, , 1, ,

1 1
(1) (2)

, ,
1 1 1 1

( )( , )
( ) ( )

( , ) ( , )

( ) ( )

(

n ni
n n

p n j n
i p j

i n j n i n j n

n n ji

p n q n
i p j q

F f x y
h x h y

x y

f x x f x x

h x h y

f x
1 2 1 2 1 2 1 2

(1) (2) (1) (2) (1) (2) (1) (2)
, , , 1, 1, , 1, 1,, ) ( , ) ( , ) ( , )i n j n i n j n i n j n i n j nx f x x f x x f x x

elde edilir ki bu da ispatı tamamlar. 

leride kullanılacak bir tanım verelim. 

Tanım 3.4.1: E er tüm 0,  ve ],[],[),( dcbayx  olacak ekildeki 

],[],[),( dcbayx  için 

0),(),(),(),(),;,)((2 yxfyxfyxfyxfyxf

ise :[ , ] [ , ]f a b c d  fonksiyonuna ],[],[ dcba  üzerinde iki boyutsal ( veya 

hiperbolik üstten monoton ) denir. 

 E er tüm 0,  ve ],[],[),( dcbayx  olacak ekildeki

],[],[),( dcbayx  için 

0),(),(),(),(),;,)((2 yxfyxfyxfyxfyxf
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ise :[ , ] [ , ]f a b c d  fonksiyonuna ],[],[ dcba  üzerinde iki boyutsal ( veya 

hiperbolik alttan monoton ) denir. 

Uyarı 3.4.1:  E er tüm ],[],[),( dcbayx  için ],[],[2 dcbaCf  ve 

0
),(2

yx

yxf

ise o zaman f , ],[],[ dcba  üzerinde iki boyutsal üstten monotondur. 

Sonuç Teoremi 3.4.2: 2211 2,2 pnpn  çift sayılar olsun ve (1) ile verilen iki 

de i kenli Hermite-Fejer polinomlarını göz önüne alalım. Bu durumda 11  ile 

1n - dereceli 1  ultra küresel polinomlarının 1,...,2,1 ni  için 
1

(1)
,i nx  köklerine ( yani, 

,,1,1 1111 1111  ile 
1

( , )
nJ  Jakobi polinomlarına ) ve 

12  ile 2n - dereceli 2  ultra küresel polinomlarının 21,2,...,j n  için )2(
, 2njx

köklerine ( yani, 1,,1,1 2222222  ile ),( 22

2nJ  Jakobi 

polinomlarına ) dayanır. :[ , ] [ , ]f a b c d , ]1,1[]1,1[  üzerinde iki boyutsal 

monoton iken ),)((
21 , yxfF nn , )/,/()/,/( 4

2
4
2

4
1

4
1 ncncncnc  üzerinde iki boyutsal 

monoton ( aynı monotonluktan) olacak ekilde bir 0c  ( f  ve 21 , nn ’ den 

ba ımsız ) sabiti vardır. 

spat: [5]’ deki Teorem 2.1’ in ispatına göre ( oradaki (2) ba ıntısına ve son 

ba ıntıya bakınız ), 1,...,2,1 1ni , 1,...,2,1 2nj  ve )/,/( 4
1

4
1 ncncx ,

)/,/( 4
2

4
2 ncncy  için 

1

(1) '
,

1

( ) 0,
i

p n
p

h x
2

(2) '
,

1

( ) 0
j

q n
q

h y
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elde edilir. Teorem 2.1.1' deki hesaplamalar göz önüne alındı ında 

)/,/(),( 4
1

4
1 ncncyx  )/,/( 4

2
4
2 ncnc   için 

0
),)((

21 ,
2

yx

yxfF nn

elde edilir. Bu da Tanım 2.1.1’ den sonraki uyarıya göre ispat tamamlanır.

Sonuç Teoremi 3.4.3: 2,1i  için ]0,1(, ii  ile sırasıyla 1n  ve 2n  dereceli 

1 1 2 2

1 2

( , ) ( , ),n nJ J  Jacobi polinomlarının köklerine daylı ve (1) ile verilen 

),)((
21 , yxfF nn  ifadesini göz önüne alalım. E er

1

(1) ', ( )n x  polinomunun herhangi bir 

kökü ve 
2

(2) ', ( )n y  polinomunun herhangi bir kökü ise o zaman  

15/ 22
,

(1 )

c
c

25/ 22
,

(1 )

c
c max{ , }, 1,2i i i i

ve

ise

ise

01,

10,

1

1
1

2
2

2

, 0 1

, 1 0

ise

ise

olmak üzere f , ]1,1[]1,1[  üzerinde iki boyutsal monoton iken ),)((
21 , yxfF nn

)1,1()1,1(,,
2211 27

2
27

2
27

1
27

1 n

c

n

c

n

c

n

c

üzerinde iki boyutsal monoton ( aynı monotonluktan ) olacak ekilde bir 0c  ( 

21 , nn  ve f ’ den ba ımsız ) sabiti vardır ( Burada 

1

11

1

)1(
,

)1( )()(
n

i
nin xxx

2

22

1

)2(
,

)2( )()(
n

j
njn xyy
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dir ). 

spat: Yukarıdaki Teorem 1.1.1 ve Teorem 2.2 ( [5] )’ in sonucu olarak ispat hemen 

görülür.

Uyarılar 3.4.2:

 1)
'

1

(1)
n ve

'

2

(2)
n kesinlikle sırası ile ( 1,1)  içinde 1 1n  ve 2 1n

köklerine sahiptir. Buradan hemen görülür ki sonuç Teoremi 2.4 de  ),(  yi 

noktalayan 1 2( 1)( 1)n n ’ in bir koordinat sistemi vardır.

 2) Uyarı 1 den , [5] deki Teorem 2.2 den hemen görülür ki, e er

ve , ultra küresel durumda uç noktaların yakınındalar ise ( örne in 

( 1,0), 1, 2i i i ) o zaman iki boyutsal monotonlu u koruyan mümkün olan 

en iyi iki boyutsal aralık

2 2 2 2
1 1 2 2/ , / / , /c n c n c n c n

dir.

imdi [5] in tek de i kenli durumundan konvekslik problemini 

geni letece iz.

Tanım 3.4.2:

2

2,
2 2( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )x

h f f h f f h

ve

2,
1 1 1( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )y

h f f h f f h

ve 2 1, [ 1,1]a h b h  olmak üzere tüm 1 2, 0h h , ( , ) [ 1,1] [ 1,1]a b  için

0),(
,2,2

21

baf
x

h

y

h
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 ise :[ 1,1] [ 1,1]f  fonksiyonuna [ 1,1] [ 1,1] üzerinde strictly ( kesin ) 

double konveks denir. 

Uyarı 3.4.3: Ortalama de er teoremine göre e er tüm 2( , ) [ 1,1]x y  için 

0),(
22

4

yx
yx

f

ise f , [-1,1]2 üzerinde strictly ( kesin ) double konvekstir. 

1 2, 3n n  tek olsun ve sırası ile 1 2, [0,1]  için, 1n - dereceli 1

1

( )
nP ,

1  ultra küresel polinomları ve 2n - dereceli 2

2

( )
nP , 2  ultra küresel polinomlarının

11,2,...,i n  için 
1

(1)
,i nx  ve 21,2,...,j n  için 

2

(2)
,j nx  köklerine dayalı ve (1) ile verilen 

),)((
21 , yxfF nn  Hermite- Fejer polinomlarını ve 

'
1 1

1 1 1 1

2
212 ( )(1) (1) 2 (1)1 1 1

, , , 1

1

( )
: 2 ( ) 1 ( ) ( ) , 1,

2 ( 1)i n i n n i n

n
x p x i n

n

'
2 2

2 2 2 2

2
212 ( )(2) (2) 2 (2)2 2 2

, , , 2

2

( )
: 2 ( ) 1 ( ) ( ) , 1,

2 ( 1)j n j n n j n

n
x p x j n

n

Gauss- Jakobi dördününün Cotes-Christoffel sayılarını göz önüne alalım. 

Teorem 3.4.4: E er [ 1,1] [ 1,1]f C  fonksiyonu 

(1)1 2
, 1

( 2)
1 2 , 2

1 2

2,

(1) (2) 2,
, , (1) (2) 2

1 1 , ,

(0,0)
0

( )

i n

j n

x
n n

x
y

i n j n x
i j i n j n

f

x x
                    (3.4.2) 

ko ulunu sa lıyorsa o zaman 

1 2

( 2) (1)
1 2 1 2, ,2 1

1 2 1 2

( 1) / 2 ( 1) / 2
2

(1) (2) 2, 2, (1) (2)
1 2 , , , ,

1 1

, , , 5
1 2

(0,0) /

( )

j n i n

n n
y x

i n j n i n j nx x
i j

n n f

n n f x x

d c
n n

olmak üzere  ),)((
21 , yxfF nn polinomu 
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1 2

2 2 2
,(0,0) ( , ) : n nV x y x y d

kümesi içinde kesin double konvekstir (Burada 
1 2, , 10,fc n  ve 2n ’ den 

ba ımsızdır).

spat:

2 1

1 2

2 1 1 2

4
, (2) ' (1) '' (1) (2)

, , , ,2 2
1 1

( )( , )
( ) ( ) ( , )

n n
n n

j n i n i n j n
j i

F f x y
h y h x f x x

x y

e itli i ve [5]’ deki Teorem 2. 3’ ün ispatındaki sebepler göz önüne alındı ında

2 1

1 2
(1)

2 1 2, 1

4 ( 1) / 2
, (2) ' (1) '' 2, (2)

, , ,2 2
1 1

( )(0,0)
(0) (0) (0, )

i n

n n
n n x

j n i n j nx
j i

F f
h h f x

x y

elde edilir.  

1

(1)
1 , 1

( 1) / 2
(1) '' 2,
,

1

( ) (0) (0, )
i n

n
x

i n x
i

G y h f y

eklinde gösterilirse e itlik

2

1 2

2 2

2

( 2)
2 , 2

1

( 2)
2 1 , ,2

4
, (2) '' (2)

, ,2 2
1

( 1) / 2
(2) '' 2,
,

1

( 1) / 2
(2) '' (1) '' 2,
, ,

1

( )(0,0)
(0) ( )

                         (0) (0)

                         (0) (0)

j n

j n i

n
n n

j n j n
j

n
y

j n x
j

n
y

j n i n x x
i

F f
h G x

x y

h G

h h
2

(1)

1

( 1) / 2
2,

1

(0,0)
n

n
x

j

f

halini alır. Bu sebeple [5]’ deki (7) ba ıntısı ve hipotezlerden dolayı

(1)1 2
, 11 2

( 2)
1 2 , 2

1 2

2,
4

, (1) (2) 2,
3 1 2 1 2 , , 22 2 (1) (2)

1 1
, ,

(0,0)(0,0)
0

i n

j n

x
n n

xn n y
i n j n x

i j
i n j n

fF f
c n n

x y x x
            (3.4.3) 

bulunur. Böylece ),)((
21 , yxfF nn , (0,0) ’ ın bir kom ulu u içinde kesin double 

konveks olur.
1 2 1 2, ,( , )n n n n
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1 2

4
,

2 2

( )n nF f

x y

nin tüm kökleri için minimum olan 

1 2 1 2 1 2

2 2
, , ,n n n n n nd

uzaklı ı anlamında (0,0)  için 

1 2

4
,

2 2

( )n nF f

x y

nın en yakın kökü olsun. Bu durumda tüm 

1 2

2 2 2
,( , ) (0,0) ( , ) : n nx y V x y x y d

için

1 2

4
,

2 2

( )( , )
0n nF f x y

x y

elde edilir. ki de i kenli fonksiyonlar için ortalama de er teoremine göre 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

4 4 4
, , , , ,

2 2 2 2 2 2

5 5
, ,

, ,3 2 2 3

,

( )(0,0) ( )(0,0) ( )( , )

( )( , ) ( )( , )

n n n n n n n n n n

n n n n

n n n n

n n

F f F f F f

x y x y x y

F f F f

x y x y

d 1 2 1 2

5 5
, ,

3 2 2 3

( )( , ) ( )( , )n n n nF f F f

x y x y

bulunur.

1 2, 1 2 1 2( ( )) 2 1 2 1 2 2 2n nderece F f n n n n

oldu undan

1 2 1 2

5 5
, ,

1 2 1 23 2 2 3

( ) ( )
2 7, 2 7

n n n nF f F f
derece n n derece n n

x y x y

dir. [5]’ deki Teorem 2. 3.’ ün ispatında oldu u gibi 
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1 1 2 2

1 1 2 2

, ,
c c c c

n n n n

den daha büyük olmayan bir konvekslik aralı ı seçilebilir. Sonuç olarak 

1 2,

1 2min{ , }n n

c
d

n n

oldu unu kabul edebiliriz. 

 [10]’ daki Bernstein Teoremi’ ne göre 

1 2

1 2

1 2

5
,

1 2 1 2 1 23 2

1 2 1 2 , [ 1,1] [ 1,1]

5
1 2 , [ 1,1] [ 1,1]

( )( , )
(2 2 7)(2 2 6)(2 2 5)

                           (2 2 4)(2 2 3)

                          ( )

n n

n n C

n n C

F f
c n n n n n n

x y

n n n n F

c n n F

elde edilir. Fakat [11]’ den dolayı 1 21, , 1,i n j n , ( , ) [ 1,1] [ 1,1]x y  için 

1

(1)
, ( )i nh x  ve 

2

(2)
, ( )j nh y  asal interpolasyon polinomları pozitif tanımlı ve

[ 1,1] [ 1,1]f C
M f

eklinde gösterilirse 

1 2 1 2

5 5
, ,5 5

1 2 1 23 2 2 3

( )( , ) ( )( , )
( ) , ( )n n n n

f f

F f F f
c n n M c n n M

x y x y

oldu u kolaylıkla görülür, ve sonuç olarak; 10,fc n  ve 2n ’ den ba ımsız ( fakat 

f ’ye ba lı ) olmak üzere 

1 2

1 2

5
, 5

1 2 ,3 2

( )( , )
( )

n n

f n n

F f
c n n d

x y

bulunur.

Uyarılar 3.4.4:
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 a) Tek de i kenli durumda oldu u gibi (0,0)V  kom ulu u da f ’ ye 

ba lı kesin konveksli i korur. 

 b) ki de i kenli durumda 
1 2,n nd ’ nin tahmini, tek de i kenli

durumdakinden daha zayıf gibi gözükebilir. Çünkü; henüz iki de i kenli polinomlar 

için bir Stechkin tipli e itsizlik ispatlanmadı. Bu daha iyi bir tahmin için faydalı

olabilir.

 c) E er :[ 1,1] [ 1,1]f , [ 1,1] [ 1,1] üzerinde kesin double 

konveks ise o zaman (2) ko ulu açık bir eklide sa lanır ve sonuç olarak 

),)((
21 , yxfF nn , (0,0)  merkezli bir disk içinde kesin double konveksli i korur. Onun 

ı ını Teorem II. 1. 4’ nın en dü ük
1 2,n nd  tahminine sahiptir. 

 d) 1 2, [0,1]  olmak üzere sırası ile 1n - dereceli 1

1

( )
nP , 1  ultra 

küresel polinomları ve 2n - dereceli 2

2

( )
nP , 2  ultra küresel polinomlarının

11,2,...,i n  için 
1

(1)
,i nx  ve 21, 2,...,j n  için 

2

(2)
,j nx  köklerine dayalı ve (1) ile verilen 

),)((
21 , yxfF nn  polinomları verilsin. [11]’ deki 1 21, , 1,i n j n ,

( , ) [ 1,1] [ 1,1]x y  için 
1

(1)
, ( )i nh x  ve 

2

(2)
, ( ) 0j nh y  polinomları ve [5]’ deki tek 

de i kenli durumdan 1,2p  için 

1 2

1 2 2

1 1 2

(2)
, ,(1) (1) (2)

, , ,
1 1

( )( , ) ( )
( ) ( , )

p pn n
n n j n

i n i n j np p
i j

F f x y h y
h x f x x

y y

formüllerinden a a ıdaki sonuçlar hemen elde edilir. 

 E er ( , )f x y , [ 1,1]y ’ e göre ( tüm sabit [ 1,1]x  için ) 

azalmayan ise o zaman 1 2,n n  ve 2

2

( ) ' ( )nP y ’ nin  kökü için ),)((
21 , yxfF nn  tüm 

sabit [ 1,1]x  için 
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2 27 2 7 2
2 2

,
c c

y
n n

ye göre azalmayan ( burada c  ve 2 , Sonuç Teoremi II. 1. 3’ de verilmi  idi)’ dır.

 E er ( , )f x y , [ 1,1]y ’ e göre ( tüm sabit [ 1,1]x  için ) kesin 

konveks ise o zaman tüm keyfi 1n  ve 2 3n  olacak ekildeki her tek 2n

sayısı ve tüm [ 1,1]x  sabitleri için ),)((
21 , yxfF nn , (0)y V ’ a göre kesin 

konveks olacak ekilde sıfırın bir (0)V  kom ulu u vardır.

 E er 1, 2p  için  

1 2, ( )( , )p
n n

p

F f x y

x

göz önüne alınırsa benzer sonuçlar bu ifade için de geçerlidir. 

 e) Yukarıdaki sonuçların hepsi 2n  olacak ekildeki n  de i kenleri

için kolaylıkla geni letilebilir. 
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4. TARTI MA VE SONUÇ 

 Bu çalı mada öncelikle Shepard operatörü ve Hermite-Fejer polinomları

incelenmi tir. Bu operatör ve polinomların kısmi ekil koruyan yakla ımları ve  aynı

zamanda konvekslik tanımları yardımıyla konvekslik özellikleri verilmi tir. 
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