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OZET

LINEER OLMAYAN DIFUZYON DENKLEMLERININ cOZI"JM YONTEMLERI

ERASLAN, Selim
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiis
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Damgman: Prof. Dr. Binali MUSAYEV

Subat 2005, 96 sayfa

Bu ¢aligma dort béliimden olugmaktadir. Birinci boliim girig i¢in ayrilmugtir.
Ikinci boliimde bir sonraki boliimde kullanilacak temel kavramlar ele alinmigtir.
Ugiincii boliimde oncelikle bir boyutlu difiizyon (yayilim) denklem teorisi incelendi.
Baglangig ve sinir kogullarina bagli ¢oziimler elde edildi. Ayrica bir elemanin (1st
veya nem gibi) difiizyonda bulundugu ve difiizyon katsayisinin da sabit olmayip bu
elemana bagli oldugu lineer olmayan 6zel bir difiizyon ele alinarak bir yaklagim
serisi elde edildi. Buna bagl olarak, lineer olmayan difiizyon denklemi i¢in periyodik
ti¢ farkli sinir kosulu ele alindi ve bu simur kosullan i¢in sicakhik ortalamalarindaki
degisimler agik olarak hesaplandi. Ayrica, lineer olmayan difiizyon igin sicaklik
ortalamasindaki degisim, basamak ve impuls fonksiyonlan kullamilarak da incelendi.

Yontem, dogrudan Dirac-8§ fonksiyonunun kullanimim igermekte olup, yaklagimin
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dogrulugu, basamak fonksiyonlar dizisinin ortalamalariyla da kargilagtirildi. Daha-
sonra, iki elemanin difiizyonda bulundugu (aym anda 1s1 ve nemin topraga akmasi
gibi) ve katsayisimn da sabit olarak alindig1 lineer ¢ift difiizyon olan ikinci ek
caligma yapildi. Bu denklem, her bir ¢ift degisken igin A matrisinin spektral analizi
yardimiyla ¢6ziildii ve bu ¢6ziim, matris ve vektor metotlarimin kullanimiyla daha da

basitlegtirildi.

Anahtar Kelimeler: Is1 veya difiizyon denklemi, lineer diftizyon, lineer olmayan

difiizyon, ¢ift diftizyon



ABSTRACT

- THE SOLUTION METHODS IN NON LINEAR DIFFUSION EQUATIONS

ERASLAN, Selim
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, M. Sc. Thesis
Supervis‘or: Prof. Dr. Binali MUSAYEV

February 2005, 96 Pages

This thesis consist of four sections. The first section is reserved for
introduction. In the second section, we give basic concepts that we use in the
fol‘lowing sections. In the third section, initially we outline the theory of the one-
dimensional diffusion equation. The solutions are derived under initial and boundary
conditions. We deal with non-linear individual diffusion, in which only one agent
diffuses but the diffusion coefficient is no longer constant but depends on the
diffusing agent and find a series approximation solution for non-linear individual
'diﬂ-‘usion. It is taken three different boundary conditions for the non-linear diffusion
equation and then we calculate explicitly the increase in means for these different
forms of periodic boundary conditions. It is investigated the increase in means under
a step function and an impulse function for non-linear diffusion. The approach is to

use Dirac-§ function directly and also to confirm this approach by means of a
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sequence of step functions. It is discussed the second extension which is linear
coupled diffusion, that is, the diffusion coefficients are now taken as constant. The
main application of this type of equation is in the simultaneous flow of heat and
moisture in soil. It is solved for each of the two coupled variables with the aid of
spectral decomposition of the matrix A and simplified by the use of matrix and

vector methods.

Key Words: Heat or diffusion equation, linear diffusion, non-linear diffusion,

coupled diffusion.
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1. GIRIS

1.1. Kaynak Ozetleri

Temel Kavramlar i¢in Arpaci, V. S., “Conduction of Heat Transfer”, Bayley,
F. J. ve digerleri, “Heat Transfer”, Carslaw”, H. S. ve Jaeger, J. C., “Conduction of
Heat in Solids”, Cary, JW. ve Taylor, “The Simultaneous Diffusions of Heat and
Water Vapor”, Crank, J., “Mathematics of Diffusion”, De Varies, D. A,
“Simultaneous Transfer of Heat and Moisture in Porous Media”, Eckert, E.R. G. ve
Drake, R. M., “dnalysis of Heat and Mass Transfer’, Ozisik, M. N., “Basic Heat
Tmnsfe{"’, Ozisik, M. N., “Heat Conduction, Williams”, W.E., “Partial Differential
Equations”, Wardbrown, J. ve Churchill, R.V., “Fourier Series and Boundary Value
Problems”, Kovach, L.D., “Boundary-Value Problems”, Kato, T., “Perturbation
Theory for Linear Operators” kitaplarindan faydalamilmigtir. Ayrica temel olarak
Shepherd, R. ve Wiltshire, R. 1., “4 Periodic Solution to a Non-linear Diffusion
Equation” ve “Spectral Decompositions in Non-linear Diffusion”, Wiltshire, R. J.,
“An Example of Coupled Diffusion” adli makaleleriden ve Shepherd, R., “Coupled
Non-linear Diffusion under Periodic Boundary Conditions” adli doktora tezinden

yararlanilmugtir.



1.2. Cahsmanin Amaci

Is1 transferi genis kapsamli bir konu oldugundan g¢aligmamizda Oncelikli
olarak bir boyutlu temel 1s1 difuzyon denklemini farkli baglangig ve sinir kosullarinda
¢bzmeyi, bu temel teori yardimiyla difiizyon katsayisinin diftizyonda bulunan
elemana bagli oldugu lineer olmayan difizyonu incelemeyi; lineer olmayan diftizyon
i¢in periyodik farkli sinir kogullan altinda sicaklik ortalamalarindaki degisimi ve son
olarak da iki elemanin ey zamanh olarak difiizyonda bulundugu difiizyon giftini

incelemeyi amagladik.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1, Temel Teori

Bu boliimde bir boyutlu difiizyon denklem teorisi ele alindi. Boliim, temel
teori ve onun ekleri olmak tizere iki kisimdan olugmaktadir. Bu tezde, temel teori ile
cozilemeyen iki yeni ek calisma olan lineer olmayan difiizyon katsayist ve gift
yayilim altmdoki difiizyon problemlerinin ¢oziimii izerinde odaklamlmaktadir. Bu
bolimiin amaci, ek ¢aligmalarin temel teori ile ilgisini agiklamak ve kullamilacak

yontemleri belirlemektir.

2.1.1. Difiizyon Denkleminin Fiziksel Olusumu

Isi veya difuzyon denklemi uygulamali fizik ve matematikte kismi

diferensiyel denklemlerin ¢ok 6nemli konularindan biri olup, st iletimi, nem

yayilimi, genetik problemleri ve transistdr teorisinde kullanimaktadir*>®) Bu

tezde 1s1 ve nem yayilimi ayri ayr1 ve e zamanl: olarak ele alinmugtir.

2.1.1a Is1 Transferi

Is1 transferi sicaklik degisimi yoluyla gergeklesir. Is1 transferinin fiziksel ve

matematiksel teorisi ilk defa bir Fransiz matematik ve fizik¢isi olan Joseph Fourier
tarafindan 1803 yilinda ortaya konmustur(w). Bu teori daha sonra detayli olarak

Ozisik®), Schneider® Carslaw ve Jaeger®, Arpaci®, ve Eckert ve Drake®™

tarafindan galigildi. Ozellikle Carslaw ve Jaeger konuyu soyut olarak incelerken,



Arpaci gibi diger yazarlar ise, 1s1 yayilimmmn daha c¢ok miihendislikte fiziksel
sonuglar veren alanlan {izerinde yogunlagtilar. Asagida 1s1 iletim denkleminin iig
boyuttaki elde edilisi verilmektedir. Ist iletimindeki Fourier kuralna® gore 1s1 akist

ve sicaklik arasindaki iligki
q(r,1) = —kVT(r,1) @1

denklemiyle ifade edilmektedir. Burada, 3(1’, 1) st akis vektorudir. Bu vektor,
azalan 1s1 yoniinde izotermal yiizeyin birim alanindaki birim zamanda gegen 1s1
akigin1 ve £ maddenin 1siyla ilgili 6z iletkenligini ifade etmektedir. (2.1) denklemi
dik koordinat sisteminde

- > oar > dr -».r
3/ ,t =_ik__ k'_—_kk'_ 2.2
q(x, y,2,1) z %% % (22)

-

bigiminde ifade edilir. Burada, i, j ve k swasiyla x, y ve z yonlerindeki birim

dogrultu vektorleridir. Asagida, Sekil 2.1°de goriildigi gibi dogrultuya bagli 1s1 akig

vektoriniin Gi¢ bilegeni
or or or
q. = —k—a, q,= —kg ve ¢, = —k—g - 23)
bigiminde ifade edilir.
: \
?q z
g

X
y

Sekil 2.1. Ist akig vektoriinun dogrultuya bagli olarak bilesenleri g, , g, ve g,.



Bu ¢aligmada sadece bir boyutlu 151 akigt incelenmektedir. Isimn ii¢ boyutlu
uygulama -yontemleri literatiirde higbir yerde gorilmedi. Yapilan ¢aligmamin bu
yonde genigletilmesi faydali olacaktir. x dogrultusunda bir boyutlu 1s1 difiizyon
denklemi

or
=k 2.4
9. 5 (2.4)

bigimindedir. (2.4) denklemi Sekil 2.2’de gorildigi gibi dogrudan dogruya 1s1 akis

ar
vektoriintin  birinci bileseni ¢, sicaklik dusimi = ile dogru orantilidir.

Denklemdeki eksi igareti, 1smin daha yitksek sicaklik bolgesinden daha algak sicaklik

bdlgesine tagmdiZin gostermektedir.

9 4
A A
T y T | Ist alus:
st akist )
QZ % 6_T_ > 0
ox ox
> >

0 X 0 X

Sekil 2.2. Bir boyutlu 1s1 iletimi

Yiizeydeki bir x noktasindan gegip hacimli bir ortama dogru 1s1 akig miktar
9. Ay Az =0y, (2.52)

bir hacim elemanindan yiizeyi gegip (x + Ax) noktasindan disan 1s1 akig miktar ise

JQx
O +—X Ax (2.5b)

ile ifade edilmektedir. Bir hacim elemanina giris yapan net 1s1 miktari ise



Qx oq
——=Ax=——"EAx Ay Az 2.6
3 2 \y (2.6)

ile ifade edilmistir. Burada AxAy Az, son derece kiigiik hacimli bir ortamdir. Eger
ortamda enerji yayan kaynaklar varsa ortamdaki enerji tiretiminin miktari

g(x,0)Ax Ay Az (2.7)
dir. Burada g(x,?), birim zaman ve birim hacimdeki 1s1 rretim miktarim ifade
etmektedir. Kat1 ve sivilarda, sabit basing ve sabit hacim altindaki 6zel 1silar,
¢, =c,=c ile verilmigtir®. Eger p ve ¢, zamanla degismiyorsa i¢ enerji

miktanindaki artig, hacim elemaninda depolanmig enerji miktarinda yansitilmigtir ve
pcp%AxAyAz 2.8)

seklinde ifade ediliyor. Burada p 1smun yayildigi ortamin yogunlugunu

gostermektedir. Simdi ¢aligilan hacim eleman: igin enerji denge denklemi
pcpﬁAxAyAz=~%AxAyAz +g(x,H)Ax Ay Az 2.9)

dir. Egitligin biitlin terimleri Ax Ay Az e boliiniirse,

ar «
pcp5[—=—igc +g (2.10)

elde edilir. (2.4) ifadesi, (2.10) da yerine yazilirsa,

pc £=—01(k%) +g (2.11)

bir boyutlu 181 denklemi bulunur. Burada T=T(x,?) ve g=g(x,7) seklindedir.
(2.11) ifadesi diizenlenirse

1dr _8°*T g
9T g 2.1
ad &* k (2.12)




k
elde edilir. Burada o = —— termal yayilim katsayisidir. Eger 1s1 kaynaklar: yoksa
’ :

g = 0 olarak alinir ve (2.12) ifadesi

AT 1ér

sekline gelir ki bu denklem, Fourier is1 yayilimi veya difiizyon denklemi olarak

isimlendirilir.

2.1.1b Nem Transferi

Philip®; Philip ve De Vries®; De Vries ve Afgan; Jury ve Miller®/;
Smith®); Jones ve Kohnke®); Gurr ve digerleri"®; Hadley ve Eisenstadt!® gibi
birgok aragtirmaci, fizikte sicaklik degisimi altinda gozenekli (siingerimsi) ortamda
nem transferiyle ilgilendiler. Philip ve De Vries, birlestirilmis 1s1 ve su igeren
degisimlerin etkisi altinda buhar ve stvimn singerimsi ortamdaki hareketi icin

genellestirilmig iletim denklemlerini elde ettiler.

Sagirticidir ki, nem transferi iki agamada gergeklesmektedir. Gozenekli bir
ortamdaki basing, siviy1 buhara ¢evirmek igin yeterli biiyukliikte olabilir ve b(’iylece‘

nem, sivi ve buhar gibi tutularak transfer edilir. Bu alanda en eski bildiriler yiizyilin

sonunda Buckingham (7 tarafindan sunulmustur. Stv1 akus teorisi ilk olarak Darcy “"

tarafindan formiillestirildi. S1v1 akig denklemi Philip tarafindan

ﬂq_?pe VO-D

lig

VT -Ki (2.14)

I
lig &

denklemi ile verilmistir. Burada,

gy, © Stviakuigt, miktarinm birimi ise gemsn”,



Py, - Stviakis yogunlugu, g/cm’,

d
. Siv1 nem yayilim, cm? / sn (D% =K E% , ¥ , nem potansiyeli, cm),

¢ . Toplam hacimsel nem muhtevasi,

Dy, : Termal swvi yaythmi, cm’sn™ °C™ (D =Kyy,y, vyizey

g
geriliminin sicaklik katsayis1 °C™),
T : Sicaklik, °C,
K . Doymamus hidrolik 6z iletkenlik ( @ mn fonksiyonu ), cm/sn,
i : Pozitif digey dogrultuda birim vektor.

Benzer olarak buhar akig denklemi de

qvap

=-D, V§-Dj VT (2.15)

lig
olarak ifade edilmigtir. Burada,

4., Buhar akisi, miktarimn birimi ise gemsn”',
D, : Buhar nem yayilimi, cm® [sn,
D, : Termal buhar yayilim, cm’sn™ °C™

(2.14) ve (2.15) birlestirilirse

q

2 =-D,VO-D_VT-Ki (2.16)
P

e T

elde edilir. Burada,

qm=qliq+qvap;( DG:DGM-I_DHW > DTZDTM+DTW ) (217)

dir. (2.16) ifadesinden birlestirilmis nem ve sicaklik degisimleri altinda, gozenekli

ortamdaki nem hareketinin



- v{%’:—’J = %f- = V.(DBV6)+ V.(DTVT)+ V(i) (2.18)

bigimindeki genel denklemine ve sicaklik degigimleri ¢ok kiigiik ve ihmal edilebilir

oldugu zaman ise (2.18) ifadesi

_@:E(Deﬁ}r_ﬁﬁ (2.19)
a a2\ ‘az) &

sekﬁnde basit bir forma indirgenir. Bu denkleme, bir boyutlu kismi diferensiyel nem
difiizyon denklemi denir. Simdi genel bir tekrar olarak sirasiyla, bir boyutlu 1s1
denklemini, bir boyutlu nem denklemini ve de (2.19) daki son terim kiigiik

oldugunda ¢ift elemariin akig denklemini birlikte verebiliriz. Bunlar,

. AT 16T
l) 2 =—_———7
& a
o0 0”( 0”9) K
—=_\D —|+—
C R Ry R
5 T a ) T
iif) 3 = %2— (a,b,r,selR).

2.1.2. Baslangic¢ ve Sinir Kogullar

Simdi, Cauchy, yari-Cauchy ve periyodik yari-Cauchy kosullarim géz 6niinde
bulundurulacaktir. Bu terimler baslangig ve siir gartlarinin birlegimleriyle iligkili
olup asagida tanimlanacaktir. Green fonksiyonlarinin kullanilmasiyla her biri igin
tam bir ¢6zim mevcuttur. Burada konu ile ilgili Green fonksiyonlarindan

yararlamlacaktir. Ayrica, yeterli zaman gegtiginde periyodik baslangic sartimn



‘tesirini yitirmesi sonucu ortaya ¢ikan periyodik durumlar da goz Oniinde

bulundurulacaktir.

2.1.2a Cauchy Kosullar

Matematiksel olarak (2.13) iin ¢6zlimii, hicbir simir sartt olmaksizin tiim
—w<z<+w reel ekseninde sadece baglangic sicaklifinin belirtilmesiyle
miimkiindiir. Cauchy kosullar1, fiziksel uygulamalar agisindan ¢ok biyik Sneme
sahiptir. Kuantum mekanigindeki Schrodinger denklemi, bigimsel olarak difiizyon
denklemine benzer. Dogal olarak Cauchy kosullari bir atomun fiziksel boyutuyla
atomlar arast mesafelerin genig olarak kargilastirilmasina kadar kullanilan bir

konudur.

Bununla birlikte burada genellikle fiziksel problemlerin +oo daki genel
durumlar g6z 6niinde bulunduruldu. Cok basit durumda, f(z) nin baglangig sicaklik
degigimi z — xoo igin sifira yaklagtifi kabul edilecektir. Bu, baglangigta tiim z ler
igin yeterince biiyiik ve sicaklik i¢in yaklagik olarak sifir oluyor demektir. Fiziksel
olarak sicaklik, z — oo igin tiim zamanlarda sifira yaklagir. Bu durumda, #> 0 igin
ortam sicaklifinin belirlenmesi ile ilgileniyoruz. —o<z<+400 ve ¢>0 i¢in 1s1

diflizyon denkleminin matematiksel formiilii

T_o( T

ile veriliyor. Baglangi¢ ve sinir kogullari ise
T(z,0)= f(2), —® <z <+ igin (2.20b)

T(~0,t)=0 ve T(+0,1)=0

10



dir. Sonsuz ortamin f(z) baslangi¢ sicakligi z ye bagh olup sabit degildir. (2.20a)
nm

T(z,t)=F(2)G() (2.21)
formunda ¢oziimiinii arayalim. Burada F(z) degisken uzaklik fonksiyonudur. (2.21),

(2.20a) da yerine yazilir ve her iki taraf x G(t)F(z) ile boliintirse

G) _F'(2)__
xG({t) F(z)

p’ (2.22a)

elde edilir. Burada p ayirma sabitidir. Buradan

dG(p) 4
dt

d’F(z)

szG(t):O, 6122

+p’F(z)=0 (2.22b)

yazilabilir. Bu denklemin ¢éziimleri sirasiyla

G,O=e"? ‘ (2.23a)
ve

F,(z) = A(p) cos(pz) + B(p) sin( pz) (2.23b)
dir. Burada 4 ve B bilinmeyen keyfi parametreler olup ve p ye baglidir. Eger
(2.23a) ve (2.23b) ifadeleri (2.21) de yerine yazilirsa

T,(z,0) = e™”*[A(p)cos(pz) + B(p)sin( pz)| (2.24)
elde edilir ki bu denklem, (2.20a) nin p parametresinin her bir degeri igin bir 6zel

¢oziimidir. O halde (2.24) un sag tarafimn IR reel sayilar Ulizerinden p

parametresine gore integrali alinirsa elde edilen sonug (2.202) nin ¢oziimii olacaktir.

Buradan

T(z,0)= [T,(z.0)dp= [e™""[A(p)cos(pz) + B(p)sin(pz)]dp (2.25)

. ¢oziimi elde edilir. (2.25) esitlifine (2.20b) baslangi¢ kosulu uygulanirsa

11



f@) = [[4(p)cos(pz) + B(p)sin( pz)] dp (2.26)

olur. Eger f(z) nin Fourier ve Ters Fourier Doniisimleri mevcut ise bu durumda

(2.26) daki integralin Fourier integrali ile kargilagtirilmast sonunda

F@=o [ [fO)cospa-v)dv dp

—Q0 —C0

= % j‘ |:COS(pZ) j' S)cos(pv) dv + sin( pz) _f S ()sin(pv) dv} dn  (2.27)

yazilabilir. Bu formil, (2.26) ile karsilagtirilirsa A(p) ve B(p) parametreye bagli

katsayilar1 igin

ARy =5 [fO)osmdy . B == [[@sin(pdy  (229)

esitlikleri bulunur. (2.28) ifadeleri (2.24) de yerine yazildiktan sonra elde edilen ifade

(2.25) de yerine yazilirsa

4+ 400

T(z,f) = 2—1”-[0 L ™7 f(v)cos p(z—v) dv dp
=%T:e-”" F(v)cos p(z ~v) dv dp (2.299)
veya
T(z.1) =%+E f(v)zoe-”’f cos p(z - v) dp dv (2.29b)

elde edilir. Ayrica iyi bilinen

o (z—v}
e P cosp(z—v)dp =] e *
| p-v)dp= |-

0

esitligi (2.29b) de kullanilirsa
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+%0 _(Z—V)z
T(a1) = \/ln;t— [roye = av (2.30)

(zv)

1
ifadesi elde edilir. Burada e “ cekirdegi Cauchy kosullar: icin Green
> \/—ﬂ‘E ¢ 2 y KO§ Y

gekirdegidir yani Green fonksiyonudur.

2.1.2b Yan Cauchy Kosullar:

Bu bolimde 0 <z <+ araliginda yar1 sonsuz bir ortam igin bir boyutlu 1s1
iletimini g6z Oniinde bulundurarak, 7>0 igin ortamin sicaklifini belirlemeye

¢aligtyoruz. Burada baslangi¢ ve simr kosullan belirli olduguna gore u, =x u_, 1si

difizyon denklemi u(z,0)= f(z) ve u(0,£)=g(¢) keyfi basglangic ve smir

sartlartyla veriliyor.
+' & (viizey) L
t (vizey)
;------t’f-T- ------------ : u(z0) /
co(—z'g § 2w %
b.0) 0 €0 z' z
(derinlik) (derinlik)
Sekil 2.3.

Bu problemin ¢oziimiinii Green fonksiyonu yardimiyla elde etmeye calisalim.

Asagida u ¢6zim, v Green fonksiyon olacaktir. $imdi u(z, 1) ¢Ozimiini bulalim.
vpu-upy=(vu, ~uv, ), —@v), (231a)

oldugundan
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2 r [ 2 ! !
vzLz1) 07 u(zz,t ) é'u(z’,t) —u(Z 1) 174 v(z,t;z ,t") N &i(z,t,z',t) _
o' ot 174 a'
o aw &Y 2
— | V=~ |-— 2.31b
Z(v2-2)-Z) e
yazilabilir. Burada
pU=U,, —U,, PV=V, +V,, v(z,t,2',t")=Glz,1,2',1")

dir ve p,, p, ye eslenik operatordir. (2.31b) denkleminin $ekil 2.3’de gosterilen

bélge boyunca integral alinir ve ylizey igin Green teoremi uygulanirsa

H{V iz t,)(é’zu(z',t') B o”u(z',t')j L, (z,,t,)(é’zv(z, t2,0) , Az, t,'z',t')j} -

&12 ﬁt' &!2 d
¢ dl Ofv , t é)/l Oﬂv , ¢ , c ,
![V?&—, - quzlwdt - ‘!(V Py - u-g)zeodt + _(!‘(uv)t’=0 dz' - ‘(!‘(uv)t,ﬂ dz

(2.32)

elde edilir. Williams ® tarafindan verilen

-1 _(z__z:,)z —(2+z:)2
G(z, t,z', t') =— - le A1) e 4(—r)
2ym(t-t)

fonksiyonu agagidaki 6zelliklere sahiptir;

i) G(z2,1,0,t")=0,
ii) im G(z,t,c,t)=0,
c—>+wo

iif) m OELG) g
o0 - a

2

2
O;Z G +,§ = 8(z' — z) 8(t' — ). Bu ozellikte sa taraf

iv)

[ [utz',#)8(z'~2)8( - )z’ @' = u(z,1) bzelligine sahiptir.

14



Simdi, (2.32) denkleminin sol tarafinda v(z,t,z',t") = G(z,t,2’,t") yazilir ve ¢ — +w
i§in limit alinirsa

éG(ztOt)dt

u(z t) = j u(0,1") Tu(z’,O) G(z,t,2,0)dz’  (2.33)

elde edilir. Buradan

¢ 1 4_(;1"[_) ww o (=2} 427)’ 5
u(z,t)= | —————=;ze"" ) dt’ e % —e 4 Llu(Z0)d
&0 '!.2\/;(1‘—1’)/’ 2 2Vt =0
(2.34)
2 _ 1\
elde edilir. (2.34) deki integrallere swrasiyla v° =———z——,—, v? = (z z)
M -1') 4t
N2
v?= (itl:—) doniigiimleri uygulamrsa,
u(z,f)= [ e 'u(0,t- ———)dv+ e u2vVt +2,0) dv
I [
2t 2«/‘
- J. —e u(ZVJ_ z,0) dv
s
2«/"
=1 +I,~1 (2.35)
1 2 3

bulunur. Bu ifade yart-Cauchy kosulu altinda lineer yayilimin ¢éziimiidiir. Bu ¢6ziim
literatiirde bu konu ile ilgili verilen ¢dziimlerin higbirine apagik benzemiyor. Bu
¢oziimde hareketin ¢esitli Ozellikleri agiktir, ozellikle, # >0 igin I, —> I,

oldugunda baglangi¢ durumunun etkisi derece derece azaliyor (soniiyor).

15



2.1.2¢ Periyodik Durum

Bu béliimde lineer difiizyon denklemi igin periyodik sinir koguluna baglh
olarak periyodik sonu¢ bulmak istiyoruz. Burada, baglangig kosulu verilmiyor. Bu
boliim, ¢ yeterince buyiik segildiginde smmirdaki sintizoid igin (2.35) in ¢6ziimii bir

sonraki béliimde elde edilen ¢6ziime yaklagmasi nedeniyle eklenmigtir. Simdi

if_:i”’-(xﬁj (2.36)
a &\ &
denklemini

T(0,t)=T, cos(nt) (2.37)

sinir kosulu altinda ¢ozelim. Bu denklemin
T = RelF(z) e™ ] (2.38)
Phasor formda bir ¢dziimiinii arastiralim. Bu ¢6ziim (2.36) da yerine yazilirsa
inF(z)=xF"(2) |

denklemi elde edilir. Bu denklemde

oy —(1+i)z\[z
F(z)=T,e '* =T, e -

ifadesi yerine yazilirsa

T(z,t)=T, e_z‘[zi" cos(nt - z\/zj (2.39)
2x

¢6zimi elde edilir. Benzer sekilde (2.37) simir kosulu 7°(0,7) = T, sin(nf) olarak

verilse

T(z,)=T, e"‘jzzx sin(m‘ - z\/Z] (2.40)
2K

¢oziimii elde edilirdi. Boylece (2.39) ve (2.40) 1n birlikte kullamlmasiyla (2.36) nin

7(0,¢) = g(t) (2.41)
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sinir kosulu altinda ¢oziimii

T(z,0)=T, +T, ;[a e ‘l;cos[nt z\/%]+b e JZsm[nt z\/%ﬂ

(2.42)

dir. Burada g(¢), 2z periyotlu periyodik keyfi bir fonksiyon olup

g(®)=a, +3"(a, cos(nf)+ b, sin(r) )

seklinde bir Fourier serisi agilimmna sahiptir ve a,, a,, b, bildigimiz Fourier

n?

katsayilaridir yani
a, = 1 I gt)dt; a, = 1 j gh)cos(nt)dt ; b, = 1 fg(t) sin (nz) dit
27 _” 7=, L

bigimindedir.

2.1.2d Periyodik Yar1 Cauchy Kosullar

Genellikle periyodik durum yukaridaki gibi degiskenlerin ayrimi metodu
yardimiyla elde edilir. Bu yaklagim bigimi baglangi¢ durumunun periyodik
davranigla bagdasuglm (uyumlu oldugunu) kabul eder. (2.35) ifadesi keyfi baglangic
durumlan icin degigimi verir. Bununla birlikte (2.35), yeterli zaman ' gegtiginde
periyodik duruma yoénelen davramgi bulmada kullanilabilir. Bu periyodik durum

- (2.42) de verildigi gibi olmahdir. £ — oo igin I, — I, olmast halinde (2.35) ifadesi
Wz, b) = T—Z— e u(0,t —Z) v .43)
o S
sekline gelir. Eger sur kosulu #(0,¢) =sin# gibi periyodik bi¢imde verilirse (2.43)

u(z,t):(smt)T-J%e-" cos(—)dv (costT e sin(%)dv (2.44)
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olarak yazilabilir. Bu ifade asagidaki kisaltmalar kullamlarak hesaplanir,

400 2 440
S= e sinCyd,  C= e oos(y) dv (2.45)
5 Iz 4v N 4y?

oNT

olsun. (2.45) kompleks formda yazilirsa

. i 2 —v? Z2 .m 2 I 22
C+iS= !—ﬁe cos(zl—z)dvﬂl—;e sm(4v2] v (2.46a)
veya
C+iS=T 2 e[“_—] v (2.46b)
o V7
ifadesi elde edilir.
Lemma
Asagidaki esitlik gegerlidir
.f e{v +_J dv—\/—z_—cosh(Za) (2.472)
[}
Ispat
V=+we{ Jdv T ("l) Vo ~v dv (2.47b)
! 1250
. ) y;l.
bulunur. v* = y dersek dv = 2
yaz111fsa
1
yog TED @ s 3 a” F(E—n] (2.47c)
V= 2 g7 = -1)* — 4/C
,z:;-([ nl ¢ dy ;( ) 2 T(@+n)

bulunur. Burada I'(n) literatiirden iyi bilinen Gama fonksiyonudur. Simdi Gamma

fonksiyonunun
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” I’(%—nj 1"(—12—+n)= )z, (2.482)

1, \_ @nWr
1"(2+n)—22n l"(n+1)’ (neZ) (2.48b)

standart 6zellikleri (2.47¢) denkleminde yerine yazilirsa

o \/;; a2n 22n _____Z (2a)Zn

= 2 (2n) = @)

elde edilir. Boylece

®© s

je [ J dv~i2——cosh(2a)
0

oldugu gosterilmig oldu. Ispat bitti. Simdi bu lemmadan yararlanilarak (2.46b) ifadesi
C+iS =T —2—e(f_J dv = cosh(v/—iz) = cosh[—l— (1- i)z)
o V7 V2
s g o - s o 5
. (ﬁ}‘” [J’) (I V2
WENRINENE
seklinde farkli bir bigime déniisiir. Buradan ¢ = cosh[i) cos(i) ve
. V2 V2

S = —sinh(‘/—zi-) sin(—‘/i) oldugu goériliir. Tekrar ifade (2.44) e doner, C ve S degerleri

(2.44) de yerine yazilirsa

. u(z,t)=Csint - S cost = cosh(jz_z_J S\J—J(Smt)-l-smh(ﬁ] (\/_)(cost)

-2z

AN AT z)
e +e COS| —= [sInf +—| e —e sin| — |cos ¢t
[ o o e 5 ) sl

\

% %(cos(‘/—)smt+sm(‘/—)cos¢)+ 1e (cos(J—)smt sm(‘/—)cost)
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1 5. z ) 1 % ( z)
=—eVlgin|t+—=|+=eY? sinj t ——= (2.49)
O s O

sonucu elde edilir. Bu sonucun difiizyon denklemi i¢in #(0,7) =sin¢ siur kogulunu
sagladifi ve denklem (2.35) e yonelen periyodik durumu verdigi goérilir. Bu
metodun lineer olmayan diﬁizyoﬂ katsayis1 x ile bir uygulamasi Shepherd (33)

tarafindan verilmigtir.

2.2. Temel Teorinin Genisletilmesi

Bu béliimde, bu tezin de konusu olan mevcut teorinin genigletilmesi geklinde
iki ek ¢alisma verilecektir. Bunlar lineer olmayan 6zel difiizyon ve lineer ¢ift

difiizyondur. Her iki ¢aligma da bir periyodik durum igin ele alinacaktr.

2.2.1, Lineer Olmayan Ozel Difiizyon

Diflizyon problemleri ile ilgili genel bir ¢aligma, 1960 dan 6nceki difiizyon
bilgilerinin bir 6zeti seklinde Crank ™ tarafindan verilmistir. Bununla birlikte bu
¢aliyma, sadece lineer olmayan diflizyona bir 6rnek olarak verilmektedir. Bu tezde
basit siniizoid veya periyodik fonksiyon olan sinir kosulu altinda lineer olmayan 6zel
“diﬁizyon denklemi g6z Oniinde bulundurulmaktadir. Burada sadece diflizyon
katsayisinin, difiizyonda bulunan elemaninin yogunluguna bagli oldugu durum soéz

konusudur. Lineer olmayan bu difiizyon denklemi

a._ é( éT_)
iy K(T)& O<z<+w, t>0 (2.50a)
seklinde olup 7> 0 i¢in sinir kosulu ise

T(0,t)=T,, +T, sin(wr) (2.50b)
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bigimindedir. Burada

T (z,t): t zamaninda z derinliginde sicaklik,
k(T): "Diﬁizyon katsayisidir ve kendisi de sicakligin bir fonksiyonudur,
®: Agisal frekans ve o = 2nt/t, ¢ devirin periyodu,

Tytean(Thy ) - Stnur salimmunin (titresiminin) ortalamast,

T ypiitaae (L)  Sinur salimiminin genligi.

Difiizyon katsayisinin bir 6zel formu «(7) = cI™ bigimindédir. Burada c sabittir ve
bu o6zel ifade birgok fizik probleminde kullamilmaktadir. Burada difiizyon katsayisy,
difiizyon elemamn yogunlugunun kuvvetine baglidir. Shepherd ve Wiltshire®"
tarafindan verilen ve daha dnceden lineer olmayan diflizyon igin kullanilan érnekler
tekrar burada da asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

(1) Gozenekli ortamda, doymamig zayif bolgelerde akis; » =1 durumu,

c
(2) Gazin gozenekli ortamdan siiziilerek gegmesi, # =2 >1 durumu,
c

(3) Bir plazmada elektronlar yardimmyla isi iletimi, 7 =25 durumu,
(4) Akigkan gekimli akimlar, » =3 durumu,
(5) Iyonlan artn'llnﬁs gazda radyasyon yardimiyla 1s1 iletimi, n=45-55
durumu,
(6) Marshak yollar1 yardimuyla radyoaktif 1s1 transferi, #» = 6.5 durumu.
Diﬁizyon— katsayist x(7") nin bu 6zel durumu igin (2.502) denklemi

‘ 2 2
_”;tl: cT"%ZTT+ch”“1 (%Z-) ' ‘ (2.51)

sekline doniisiir. (2.50a) ve (2.51) denklemlerinin her birinin ¢oziimlerinin serilerle

yaklagimi
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I(z,t)= T, +T,(z,1) (2.52)
‘bigiminde yazilarak ve de T, fonksiyonu igin

T,(z,0)=T,(z,0) + I,(z,0) + T, (z,t) +-+- (2.53)
seklinde bir pertiibasyon serisi olugturularak elde edilebilir. 7,(z,¢) tedirginlik
fonksiyonudur ve V¢ igin T,(0,7) <<T,, dir. Bu seriler derinlikle ﬁétel olarak yok
olan (sonen) fonksiyonlar {iretirr Bu konu ile ilgili aynnti Boélim 3.1°de
verilmektedir. Bundan bagka lineer durumda goriilmeyen kendine 6zgii bazi lineer

olmayan davraniglar goriiliir. Bu tiir davramglar farkli sinir kogullan altinda Béliim

3.3’de incelenerek bu davraniglar igin bazi yeni nicel tahminler ¢gikariimugtir.

2.2.2. Lineer Cift Difiizyon

fkinci | ek c¢aligmamiz, birden fazla elemanin aymi anda yayildigi gift
difiizyondur. Burada diflizyon katsayilar sabit olarak aliniyor. Bu tip denklemin
temel uygulamaéma ornek olarak topraga 1s1 ve nemin ey zamanli akig1 ve e zamanli
iki farkli katkinin verildigi yari-iletken teorisi verilebilir. Is1 ve nemin ey zamanh
t(?praga ¢ift akiginin 6nemi Philip ve De Vries®; De Vries'® ; Jackson®; Jury ve
Miller ®) gibi bircok toprak bilimci tarafindan tartigilmigtir. Bu alanda en eski
¢alisma Cary ve Taylor ®) tarafindan yapilmgstir. Is1 ve nemin birlikte dikey olarak

transferinde kullanilan ¢ift difiizyon denklem sistemi Jury @) ve diger arastirmacilar

tarafindan en sade bigimiyle asagidaki gibi verilmistir;

ar i or V7

7 " a|r O .0 'aﬂ 2.542)
a6 8l or o6
Z-2\D,(T,0)=+D,{T,0)=|. 2.54
a’ | 7 )éz+ g ( )&} (2.54b)
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Burada farkli bigimde ifade edilen terimler Wiltshire ®) tarafindan asagidaki gibi

tammlanmaktadur:
T(z,t) z derinlifi ve ¢ zamaninda toprak sicakligi,
é(z,t) : z derinligi ve ¢ zamaninda nem muhtevasi,

D.(7,0): Isiyla ilgili makroskopik diflizyon katsayist,
D,(T,0): Isiyla ilgili makroskopik nem katsayisi,
k. (7,0): Termal yayilim (difiizyon),
x,(7, é) : Nem yayilimi (difiizyon).
(2.54a) ve (2.54b) ile verilen denklem sistemi Philip ve De Vries®), ve De Vries %

tarafindan matris formunda

KT(T,Q) icg(T,B) P T

. 4 ot (2.55)

Aol & D (T.6) D (T,6) ‘% 0

olarak verilmigtir. 7" ve @ daki kiigiik degisimler i¢in, difiizyon katsayilar: sabit gibi

alinabilir ve boylece (2.55) denklemi

2 T 5 K, K.g 2 T
5 = _5; 5 (2.56)
] DT De 0

bigimindeki en sade seklini alir. Bu sistemin periyodik durumunun bir analizi
Shepherd ve Wiltshire ®*) tarafindan

TOn| (I, |1,
+ sin(wt), (2.57)
60,0 6y | |6,

periyodik yari-Cauchy kosullar: ve
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2 T(z,¢) vV
= sin(wt) , (2.58)
0(z,t) Je0 Vv,

074

periyodik Neumann kosullar1 altinda incelenmistir. Shepherd ve Wiltshire ** )

m
makalesinde kullanilan yontem, bu tezde ana kaynaklar kullanilarak ¢ikarildi ve konu
ile ilgili ifadelerin hesaplanmasinda yeni bir metot verilmis olup bu konu ile ilgili

ayrintili caligma Bolim 3.4°de ele alinmugtir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1. Lineer Olmayan Ozel Difiizyon Denklemi ve Yaklasik Coziimii

Bu bélimde, yalmzca bir‘ elemamin difiizyonda bulundugu ve diftizyon
katsayisinin sabit olmayip diftizyonda bulunan elemana bagli oldugu lineer olmayan
difiizyon inceleniyor. Burada yalnizca periyodik durum ele alinarak bir yaklagim
serisi elde ediliyor. Bulunan seri, lineer olmayan difiizyonda goriilen ancak linegr
difizyonda olmayan bir ¢ok ozelligi igerdi§inden bu bolimde boyle farkli

ozelliklerin bir 6zeti verilerek, genel bir yorum yapilacak.

3.1.1. Pertiibasyon Analizinin Elde Edilmesi

Periyodik yari-Cauchy kosullar1 altinda bir boyutlu lineer olmayan 1s1
~ difizyonu

or o oT
—_—=— —_— 0 0 3.1.1
Py az(x(ﬂaz) <z<w, t> ( )

standart diferensiyel denklemi ile

r,0)=1,,+T,cos(w?), t>0 (3.1.2)
biqimindeki sintizoidal sinir kosuluyla veriliyor. Burada x(7") difiizyon katsayisi
§1cak11ga bagli bir fonksiyondur. Bu bolimde, (3.1.1) ve (3.1.2) problemi
pem’ibas&on agilum kullamilarak incelenecektir. ik 6énce bir ¢ozim elde edilecek
daha sonra da bu ¢oziim iizerinde yorum yapilacak. (3.1.1) denklemi i¢in bir seri
yaklagimi

I'(z,t)=1,, +T,(z,0) (3.1.3a)
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biciminde verilebilir. Burada
T, (z,0) =T, (z,0) + T,(z,) + T, (z,0) + -+ (3.1.3b)
pertiibasyon fonksiyonudur ve V¢ igin 7,,(0,f) << 7,, dir. (3.1.3a), (3.1.1) de yerine

yazilirsa

AT, +T,(z0))_ 8 AT, +T,(z,1))
~ == (K T, +T,(z0) % j (3.1.42)

" esitligi elde edilir. Burada ag;‘ =0, 3;’;,1 =0 oldugundan

or, & T,

—=— xlT,, + T, v 3.1.4b
P &[x( )= j (3.1.4b)
bulunur. Tek degiskenli fonksiyonlarin Taylor A¢ilimindan

x(T) = k(T +T,) = k(T + T, 'y, +%TV2K"(TM)+ v (3.15)

yazllabilir. (3.1.5), (3.1.4b) de yerine yazilirsa,

%:%{ [ (TM)+TVK'(TM)+—21—!T,,2K”(TMA)+--- ) %TZL} (3.1.62)
veya kisaca
7, = ((x @)+ LT, +€)) T ) (3.1.6b)

denklemi elde edilir. Burada & genel olarak z ve ¢ ye bagli bir fonksiyon olup

0<|f<|7| dir. (3.1.3b) pertitbasyon serisi kisaca

T, =T, +T,+T,+ - =T, (3.1.7)
seklinde ifade edilebilir. Eger (3.1.7), (3.1.6a) da yerine yazilirsa
o

E(To +1 + ”')=%{(K(TM)+(T0 +1 + ".)K'(TM)'I'.“)?Z—(TO +T1) + )} (3.1.82)

veya
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I .. 9 @y Y Fo 9N
St &{(K(TM)+(]:,+T{+ ) &' (L) + )(&+&+ )}(3.1.%)

denklemi elde edilir. Burada (3.1.8b) nin sol tarafindaki terimler sag tarafindaki
uygun terimlere esitlenirse elde edilen denklemlerin lineer diftizyonda gériilmeyen

daha kuvvetli harmonikler urettii gérilecektir. Bu harmonikler agagidaki gibi ifade

edilir.

T, = x(T,)T, " (Birinci harmonik),
T =x(T,)T, +5£ (fM) T2y ({kinci harmonik),
T, =x(T)T, +x'(TG)TT)" (Ustincii harmonik),

”
i-1

7 = K(TM)J;"+£—%L)( SIT.T.,, ) , (1> 0) (Yiiksek dereceli harmonik).  (3.1.9)

7
r=0

Burada sinir kosutu 7(0,£) =7,, +T, cos(wt) dir. (3.1.9) harmonikleri i¢in
sinir kogullar1 7,(0,£) =T, cos(w?) ve 7,(0,£)=0, i>0 bigiminde yazilmahdir.
Bu denklemler ¢éziildiiginde gorilecektir ki (3.1.9) da verilen denklemier bu smir
kosullan altinda tistel olarak sénen fonksiyonlara neden olmaktadir. Bu hareketler,
harmonik hareket arasinda, daha kuvvetli olmaktadir. Ayrica, smur kosullar

harmonikler i¢in siurda sifir olacagindan yalmzca 7 lineer ¢oziimler lretecek,
ancak 7; dikkate deger duruma gelecektir. Demek ki, (3.1.3a) agilimui 7 lineer

ifadesinden ve 7] pertiibasyonundan olugmaktadir.
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3.1.2. Soniimlii Denklemlerin Coziimleri

3.1.2a. Birinci Harmonik

Birinci denklemin, her zaman oldugu gibi tistel soniimlii siniizoid bigimde bir

¢Ozimi vardir. Yani

07 &( (1,,) =~ j (3.1.10)

denklemi 7;(0,#) =7, cos(w?) smur kosulu altinda Bolim 3.1.1’de oldugu gibi

¢ozildugiinde

T,(z,0)=T, e V@0 cos(coz‘—z d ] (3.1.11a)

2x(T;,)

¢ozimi elde edilir. Eger a = dersek, (3.1.11a) esitligi kisaca

2K ( )
I,=T, e cos(wt —~ az) (3.1.11b)

sekline gelir.

3.1.2b. ikinci Harmonik

Ikinci denklem
ﬂ J 5’[i oT,
a ﬁz( Bh)g + Tox' Ui &j
veya
aT (T, )ﬁZT K'(By) P 0) (3.1.12)

2 &>

seklinde yazilarak, V¢ igin 7;(0,7) = 0 kosulu altinda ¢ozelim. (3.1.11b) den
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17 =%TA2 e (1+cosRwt—2az) )
olur. T,” degeri (3.1.12) denkleminde yerine yazilirsa

2 2
5&7} )= 20°T? e=(1-2sin2wt —2a z) )
sonucu elde edilir. Ikinci harmonik, (3.1.9) denklem sisteminde

T(z,t)=T'(z,0) + " (z,2) (3.1.13)

seklinde yazlarak goziilecek. Burada T homojen olmayan kisim, 7, homojen

kisim. Homojen olmayan fonksiyonun

T = A e™* cos(2wt — 2az) + B e sin(2wt ~ 20z) + C = (3.1.149)

seklinde yazilabildigi kabul edilir ve (3.1.12) de yerine yazilirsa
—5—2(—]1) = 4a’e™* {2B cos(2wt ~ 2az)— 2 Asin (2wt - 20z)+C}
& ’

&

2 = 2we~>* (— Asin(2mt —20z) + B cos(2wt — 202))

sonuglar: elde edilir. Burada 4, B ve C reel katsayilardir ve degerleri bulunabilir.

Benzer gekilde homojen fonksiyonun

" =D e V"% cos(nawt — noz) + E (3.1.15)

seklinde yazilabildigi kabul edilir ve (3.1.12) denkleminde yerine yazilirsa

52;2’12 ) = —2Dna’e ™= sin(na)t - \/Zaz) ,

[ R sin(not — Vnez)

sonuglar: elde edilir. Burada D ve E agafida hesaplayacagimiz reel katsayilardir.

(3.1.13) denklemi (3.1.12) denkleminde yerine yazlirsa
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P +T) K@) PED
&* 2 - &t

(3.1.16)

bulunur. Béylece yukarida bulunan sonuglar (3.1.16) da yerlerine yazilir ve

katsayilar esitlenirse

-24w = -84x(T,))a” — 2'(T,) )a’T}

T 2 K (Ty) bulunur. Burada @ = —2

esitligi elde edilir. Bu egitlikten 4 =—
— <(T,) 2(5,)

dir. Benzer gekilde

2Bw = 8B« (T,,)a’
esitliginden B=0,

ACk(T,)a® +x'(T,)a’T} =0

Tz x'(Ty)

esitlifinden  ise C=
Sitigs K (Ty)

bulunur. (3.1.2) smir  kosulu

7.(0,¢)=T7(0,£) + ,"(0,¢) danda D=-4, B=0 ve E=—C olarak bulunur. 7’
icin 4, B ve C degerleri (3.1.14) de, I, i¢in D ve E degerleri (3.1.15) de

yerlerine yazilirsa

ﬂ”=(%TjE@)e"/—wcos(2wt—\/§w) ( TZK(T )),

x(T,,) 4 " k@)

I = ( TZK(TM)] = cos(2mt — 2w)+[ TZK(TM)J
x(Zy,) k(Ty)

sonuglari elde edilir. Boylece

L(z,0)=1"(z.0)+ I(z.1)

2 TM 2 TM
( T, ’;((T ))J cos(Za)t \/_oz) ( T, I;((T ))J
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2 K'(Ty) 2 K'(Ty)
( o (TM)j “ cos(2wt — 2az)+( =1 (TM))

olarak bulunur. Béylece (3.1.1) denkleminin yaklagik bir ¢6ziimii
T(z,0)=Ty, +T,(2,0) =T, +(T, + T, +--+)
veya daha agik olarak

T(z,t)=T, +T, e cos(wt — az)

+l 7’ E—ﬁ”—){e"‘ﬁ‘” cos(2wt — ﬁw) —e* cos(2mt — 2az)}
+-1—T2£g“‘—){1—e'2”}+--~ (3.1.172)

bigiminde elde edilir. Burada difiizyon katsayisinin & (7) =c 7" 6zel bigimi
kullamilirsa, ¢ sabit bir say1 olmak tizere, (3.1.17a) mn yaklagik bir ¢éziimii

T(z,t)=T,, + T, e* cos(wt — az)

+—;—7f42 i{e"‘ﬁ” coswt —20z) — e cos(2wt — 2az)}

1 2 R 20z
+=T, };{l—e e (3.1.17b)

seklinde yazilabilir. (3.1.17a) ve (3.1.17b) denklemleri lineer olmayan difiizyonun

temel davramsini ifade eder %)

3.1.3. Lineer Olmayan Ozel Difiizyonun Ozellikleri

3.1.3a Genel Yorumlar

(3.1.17a) ve (3.1.17b) ¢oziimleri lineer olmayan diflizyon hakkinda verilen
genel bilgileri igerir. Bu ¢éziimleri

I'=A+B+C-D+E-F (3.1.18)
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seklinde ifade edelim. Burada

A=T,, =lTjK(TM) 2% cos(2wt - 2az),
2 ° x(1,)
- 1, 2 x'(Ty)
- oz f — E:_TZ M
B=T, e cos(wt — az), 2
1.,k (1) R 1 &' (Ty) 2
== T2 2 M g2 oo oot — F==T,—>= ~
C ZAK‘(TM) cos(a) faz) 4AK'(TM)e

dir. Yukanda verilen alt1 terimden her biri lineer olmayan diflizyondaki terimlerin
davramiglarinda etkili olmaktadir. Asagida konu ile ilgili yorumlar verilecek ve

bunlardan ikisi ayrintili olarak incelenecektir.

(1) Oncelikle, ayni stnir kosulunda ve aym periyotla bitiin derinliklerde hareket

periyodiktir. Yayilimin lineer olmayan bigimi agik degildir ve periyodun korunup

2

korunmayacag kestirilemez. Ornegin, Z; +x —x* = cos(wt) Duffing denkleminde

esitliin sag tarafi periyodik olmasina ragmen, denklem periyodik olmayan hareket

meydana getirir.

(2) Eger ¢oziim

T'=A+B (3.1.19)
olsa idi, o davranig simr hareketinin inig ¢ikis ortalamasinda difiizyon katsayisinin
sabit olarak alindif1 lineer difizyon denkleminin ¢éziimii olurdu. Boylece agagidaki
dort terim

I'-A-B=C-D+E-F (3.1.20)

lineer difiizyonda bahsedilmeyen lineer olmayan difiizyona ait farkli 6zellikleri verir.

() z=0 iken C = D oldugu agiktir. Ayrica z — o igin C— 0 ve D — 0 olur.
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Boylece sinlizoid pertibasyon sadece ortamun orta derecedeki derinliklerindeki z
degerleri igin gergeklesir. z —> 0 yani yiizeye ¢ok yakin olundugunda lineer
diftizyona gore gok kuciik farkin oldugu fark edilir. Aymi davramglar biyik

derinlikler i¢in de dogrudur.

(4) Yizeyde E=F oldufu agiktir. Fakat z buyiidiginde F —0 ve E A0 olur.
Boylece, buyikk z igin pertiibasyon siniizoid olmamasmna ragmen, E, lineer

diftizyonda goriilmeyen bir etki meydana getirir. Gergekte

le->oo = (A + E)'z—)oo (3 1 213)
iken lineer diftizyonda
7, =4, (3.1.21b)
dir.
1, ,x'(T,,)
=l TSy 3.1.

dir. Bu terim, derinlik artarken dalga formiarinin ortalama degerindeki artislan verir.

Bu konu sonraki bélimlerde ayrintili olarak ele alinacaktir.

3.2. Lineer olmayan Difiizyona Ozgii Olan Ozelliklerin incelenmesi

Bir onceki boliimde, lineer olmayan difiizyon katsayis: i¢in bir pertiibasyon
serisi elde edildi. Aragtirmada, sadece lineer olmayan difiizyonda meydana gelen
birkag farkl1 dzellik bulundu. Ozellikle burada simir salimm ortalamasinin derinlikle
artmakta oldugu gosterildi. Bununla birlikte g¢aligma sadece sinir kosulunun siniizoid
oldugu basit durum i¢in uygulandi. Bu bélimde sinir kosullarinin periyodik fakat

artik basit sintizoid olmadig1 durumlar ele aliacaktir.
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Bu boliimde, 6nce simr kosulunun Fourier serisi gibi ifade edilebildiginde
sicaklik ortalamasindaki yiikselis igin bir agilim elde edilecektir. Pertiibasyon
analizinden yararlamlarak elde edilen bu ifade onceki bolimde verilenleri
saglamaktadir. Ayrica Parseval iligkisi kullamlarak bu ifadenin farkli bir bigimi elde
edilecek. Bu ifade bigimi gergekten sasirtict olarak gosteriyor ki, ortalamalardaki
artiglar (istatistiksel anlamda) baglangigta girilen degisimdeki degisiklikle ¢ok
yakindan ilgilidir. Ortalama degerlerdeki yiikselig, derece derece ¢ok diizensiz olan
periyodik simr kosulunun farkli ii¢ durumu igin anlagilir bigimde hesaplanacaktir.

Buradan elde edilen sonug, difizyon katsayisinin agikga belirtilmedigi yani

x(T) = cT" olarak ifade edilen durumu igin genel bigime taginacak.

3.2.1. Derinlik ile Ortalama Degerdeki Yiikselis Arasindaki Baginti

% _ g(K(T)%) 3.2.1)
Lineer olmayan 6zel difiizyon denklemini

10,t)=T1,, +T, cos(wt) ' (322
sintr koguluyla g6z 6niine alalim. (3.2.1) denkleminin yaklagik ¢6ziimii Bolim 3.1°de
bir pertiirbasyon serisi kullanilarak bulunmus ve bu agihim agagidaki gibi ifade

edilmigti:

Tzt)=1,+T, e cos(wt — az)

+% T’ E—((Ti)l{e'ﬁ” cos(2aot — ﬁaz) —e™* cos(2wt — 2az)}
Ky

1 2K'(TM) _ 20z
+2 7T, T {1-e=}+ (3.23)
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Ayni1 agilim diflizyon katsayisinin x(1) = ¢T” seklindeki 6zel durumu igin de

I(z,t)=T,+T, e* cos(wt — oz)

+—;— T} Ti{e'ﬁ"’ cos(2wt — v20z) — e coswt — 202)}
M

T2 2 fl-e= ). (3.2.4)

idi. (3.2.4) denklemi, z =0 oldugunda

Tolo="Ty, (3.2.53)

mean
z — +© oldugunda ise

1 72 R
Y A T P e (3.2.5b)
M4t

bulunur. O halde sinir kogulunun basit sintizoid oldugu durumda derinlige bagh
olarak sicaklik salinim ortalamasindaki artis,

nT?
4T

Ortalama Degerdeki Artis (O.D.A)=T,,...|, 50 = Don| 10 = (3.2.6)

seklinde ifade edilir.

3.2.2. Genel Periyodik Sinir Kosulu Altinda Ortalémalardaki Yiikselis i¢in
Formiil *%)

Bu boliimde Fourier serisinden yararlanilarak sinir kosulunun genel olarak
periyodik fonksiyon oldugu durumlar igin ortalamalardaki yiikselisi hesaplamada
denklem (3.2.6) daki gibi yeni bir ifadenin gikarilig1 verilecek. Simdi

S(p,n)=e™" sin(nat — pz) (3.2.7a)

C(g,m)=e™* cos(mat — qz) (3.2.7b)
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olsun. Burada z derinlik, ¢ zaman, nw frekans ve 1 nem derinligidir. Yine

(3.2.7a) ve (3.2.7b) yardimzyla verilen
S(p,n) S(q,m) = %{ e?* C(p—q,n—-m)—C(p+q,n+m) (3.2.83)

S(p,n) C(q,m) = %{ S(p+q,n+m)+e?** S(p—q,n—m) (3.2.8b)

C(p,n) C(q,m):%{ C(p+q,n+m)+e™® C(p—q,n—-m)}, (3.2.8¢)

C(p,n) S(q,m):%{ S(g+q,n+m)—e'2qz S(p—q,n—m) }, (3.2.8d)

ifadelerini g6z Oniine alalim. Boylece bu gosterimlerin kullammiyla bir f(#)

_fonksiyonunun Fourier serisi

T(0,) = £(£) = i( a,C(0,n)+5,5(0,n) ) (3.2.9)

n=0

bi¢iminde yazilabilir. Burada

2] % 2] % . o %
a, =— I f@ade, a,=— I f () cos(nat) dt, b, =— I f(@) sin(naox) dt
27[_”4’ 7[_% /4 _% .

dir. (3.2.7) denkleminin tammindan
C(O,‘n) =e° cos(nax — 0) = cos(nax)
'8(0,n) = e° sin(nat — 0) = sin(nat)

sonuglar agiktir, Lineer olmayan difiizyon denklemi

a 3 ar
ERr (K(T)gz—) ' (3.2.10a)
7(0,5)=f() ' (3.2.10b)
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simir kosuluyla verilsin. Burada f(f) periyodik bir fonksiyondur. (3.2.10a) denklemi
i¢in bir seri yaklagim

I(z,t)= T, +T,(z,1) (3.2.11a)
bigiminde yazlabilir. 7, ’nin pertiibasyon serisi olarak agilim1

1,0 =T,(zt)+T(z2,) + T,(z,0) +--- (3.2.11b)
seklindedir. Burada T;,(z,7) pertiibasyon fonksiyon ve V¢ i¢in T, (0,¢) << 7,, dir.

(3.2.11a), (3.2.102) denkleminde yerine yazilirsa

o0, +1, (1) =§;(K(TM +1, (5,0 2\ +T"(Z”))] (32.122)

07 174
veya burada Ly =0, Ly = 0 olmasi nedeniyle
ot Oz
a, o ar,
—&V—=—§(K(TM +T,) &Vj (3.2.12b)

esitligi elde edilir. Tek degiskenli fonksiyonlarin Taylor a¢ilimindan
K'(T)EK‘(TM)+TVK'(TM)+%TV2K”(TM)+ (3.2.13)

yazilabilir. (3.2.13), (3.2.12b) de yerine yazilirsa

o, o TN+ 2 T2%T Y 4o | O
7—&{(K(TM)+TVK(TM)+2!TVK )+ j e } (3.2.14)

elde edilir. Pertiibasyon serisi (3.2.11b) kisaca
L=L+L+L+..=>T (3.2.15)
i=0

seklinde ifade edilebilir. Eger (3.2.15), (3.2.14) de yerine yazilirsa

G0+ e)= T+ (T o W) ) 20, 1) 0206
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denklemi elde edilir. Burada (3.2.16) nmin sol tarafindaki terimler sag tarafindaki
uygun terimlere egitlenirse elde edilen denklemlerin lineer difuzyonda goriilmeyen

¢ok yitksek harmonikler iirettigi gorilecektir. Bu harmonikler,

T, =x(T,, )7"0" (Birinci harmonik)
. " T

T, =xT)T, + X (ZM) T (fkinci harmonik)
I, =x(L)T, +x'(Ty XLL)" (Ugiincis harmonik)

"

! i-1
T, = K( )T+ i (;TM)( ZT,Y:._I“, ) , (i >0) (Yiiksek dereceli harmonik) ~ (3.2.17)
r=0

seklindedir. Burada (3.2.17) denklemindeki pertiibasyon ayngmasmmn ilk iki

harmonigi kullamlacak. Cézim igin 7" fonksiyonu, 7' =T + 7, seklinde yazilirsa T}

icin,

birinci harmonik denklemi 7;,(0,7) = f(¥) = Z { a,C(0,n)+b5,5(0,n) smr kosulu

n=0

altinda ve Boliim 3.1°de kullanilan ¢6ziim yontemi uygulanarak

T,(zt)=Y {a,C(D,,n)+b,5(D,,n) (3.2.18)
r=1
olarak bulunur. Burada, D, = on genellestirilmis nem derinligidir. 7, i¢in,
2x(Ty)

or JT  «'(T,,) F(T7)

glmc(TM) &2‘ + 2M &20 (3.2.19)
ikinci harmonik denklemi

7,(0,5)=0 (3.2.20)
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siir kogulu altinda ¢ozilecek. (3.2.18) denkleminden

= (i (a,C(D,,m)+ b,;S(Dn,n) )J (3.2.21)

olur. Bu esitligin sag tarafinda Cauéhy-yeﬁiden diizenlenmesi kullanilirsa

© s=n-]
=ZZ { s+l C(Ds+19s+1)C(Dn s’ )
n=1 s=0
s+1 n—s C(Ds+l > + 1) S(Dn s’ )

+b,, a,, S(D,,,s+1)C(D,_,,n—ys)

s+1
+b,, b, . S(Ds+l,s+1) S'(Dn_s,n—s) } (3.2.22)
elde edilir. (3.2.8a-d) denkleminde verilen bilgilere gére (3.2.22) nin
1 w0 n-1 3
T;)Z=EZZ{ (s+l s+l ns)C(Ds+l+Dns’n+l)

+a an—s +bs+l n— s)e—zzD'hy C(D

s+1 s+ n s 7

2s+1—n)

b + bs+1 an—s) S (D s+ + D

s+l n—-s

n+1)

n-s s

( s+l s+l n -5

)e®~ S(D,,, D, ,2s+1-n) }(3.2.23)

‘'seklinde en sade durumu elde edilir. Simdi ortalamalanin davranisi (3.2.23) deki

(25 +1~ n) terimine bagh olarak iki boliimde incelenecektir.

Eger bu denklem sifira esit degilse, yani 2s+1-n=0 iken, ortalamalarin

degismedigi soylenebilir. (3.2.19) denkleminin sag tarafindaki bu terimlerin her biri

tstel olarak yok olan siniizoid hareketler meydana getiriyor. Eger (3.2.19) daki

terimler sinir kogulunun sifir oldugu durum igin ¢oziliirse sinirda (z = 0) ve biiyitk

derinliklerde (z — o) ¢dziimlerin sifir oldugu ve béylece bunlardan artan sonuglar

olmadi goriiliir.
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Aksine, yani 25 +1—n=0 iken, asagida yapilacak islemlerden de goriilecegi

tizere (3.1.18) denklemindeki bes ve altinci terimlerin davraniglarindakine benzer
ortalamalar degigiyor. (3.2.23) tin 2s +1—7=0 durumuna uygun terimlerini 7;,2 ile
ifade edelim. Burada 7, 7;? nin bir alt kiimesi (Toz c ]},2) olsun. 2s+1-n=0 ise

5= n-1 olur. Bu deger (3.2.23) de yerine yazilirsa

1 ©
T(,)Z = —2— Z { [a’hlﬂ an n-l -bﬁ—_l+1 bn nl J C[Dn__lﬂ +Dﬂ~n_’1 ’ n+ lj
n k 2 2 2 2

veya

]?:% D {(a&—béjC[ZDﬂ,n+lJ
n=1, ntek 2 2 2

~22Dpy
+(ai+l + b3+lJ € B C(an)

2 2

J{z%l .bm] S(ZDM n+ 1) } (3.2.24)
2 2 T2

bulunur. Daha fazla ayrint1 icin, (3.2.24) denkleminin sadece ii¢ terimi g6z Sniinde
bulunduruluyor. Yine burada birinci ve ugiincii terimler ustel olarak yok olan
siniizoidlerdir. Iki defa diferensiyeli alinir ve (3.2.19) un sag tarafinda yerine

yazilirsa, sifir sinir kogulu altinda sinirda ve derinlikle sifir olan terimler iretirler.
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Dolayisiyla, sadece (3.2.24) denkleminin ikinci terimi ortalama degerde bir degigime
sebep olmaktadir. Bu durumda (3.2.19) denklemi bahsi gegen terim igin géziilecek.

Buradan

~ * "‘22Dn+1
IL'=— % (aiﬁbmJ e * C(0,0) (3.2.25)

n=1, ntek 2 2

(SR

esitligi bulunur. Simdi Zg—l =m olsun ve C(0,0) =1 oldugundan

T2 e %i (a2 +82 ) e (3.2.26)

m=1
bigimine doniigiir. Bu esitlik iki defa diferensiyellenirse

5T}
&2

= 2D2(a? +B2) % (3.2.27)
sonucu elde edilir. Boylece, Bolim 3.1°deki yontem yardimiyla denklem (3.2.19) un
¢oziiminde 7, in genel bir ifadesi

Tn)=T"@D)+T"(1) (3.2.28)
bigiminde yazilarak ¢oziilecek. Burada I, homojen olmayan kisim, 7™ ise homojen

kisimdir. Homojen olmayan kismin

"=>.C, e n (3.2.29)

m

i

m=1

seklinde yazilabildigi kabul edilir ve (3.2.19) da yerine yazilirsa,

Tt«
ﬂ;; =4C, D2 2% (3.2.30a)
ar"
=0 2.
P (3.2.30b)

sonuglar1 elde edilir. Burada C,,’ler reel fonksiyonlardir ve hesaplanabilirler (¢iinkii

terimler zamana bagl degil). Benzer gekilde homojen kismin

41



" =Bz+4 (3.231)

seklinde yazilabildigi kabul edilir ve denklem (3.2.19) da yerine yazilirsa

&T”
&; =0 (3.2.32a)
é’g— =0 (3.2.32b)

sonuglan elde edilir. Burada 4 ve B keyfi reel katsayilardir ve degerleri bulunabilir.

Simdi (3.2.28), (3.2.19) da yerine yazilirsa

o

&’ 2 &’

(3.2.33)

bulunur. Boylece yukarida bulunan sonuglar (3.2.30a-b, 3.2.32a-b), denklem (3.2.33)
de yerlerine yazilirsa
4% C, D% e + D% k' (a? +52 )e®» =0

1

esitligi ve katsayilarin esitligindende C, = — :K

(afn +b2 ) bulunur.

T.0,6)= 10,0+ 1°(0,7) (3.2.34)
siur kosulu altinda 4+C, =0 ve buradan 4=-C, bulunur. Tekrar denklem

(3.2.28) e donersek

A~
1l
)
k4
+
..H*Z
I
™M
—
o
+
=
j ———
|
™M
EQN
+
oW
-~
o
5

= % ( i (aj, +bj,) (1—e‘22’%~) J (3.23%)

m=1

elde edilir. z — +o0 iken e >~ sifir olur. Dolayisiyla (3.2.35) den

A

Iilz—)m:

-3 (a2 482) (3.2.360)
K m=1

N

elde edilir. z=0 iken e >*= =1 olacagidan (3.2.35)
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L

0=0 (3.2.36b)

sekline déniigiir. Buradan da ortalamalardaki artigin

T,

mean l z—3+0

Tmean|z=0 = % Z (ayzn +b:z ) (32360)

oldugu goriiliir. Burada a,,, sinir kosulundaki fonksiyonun Fourier serisinin kosiniis

terimlerinin katsayisi, 5, , simr kosulundaki fonksiyonun Fourier serisinin sinis

m?

terimlerinin katsayisi, k(') ise diflizyon katsayisidir. Simdi bu teori bir Ornekle

agiklanacak.

Ornek1
Eger siir kosulu 7(0,£)=1T,, +7, cos(wt) ise sinis terimleri, b,, olmayacak,
sadece kosiniis terimleri, a,,, olacak. Bu durumda

OD.A.= Z"—' 3 (a2 +82) :f’éa; L :i"é((z;)2 +0)= %Tj ’

m=1

olarak elde edilir.

3.2.3. Parseval Ozdesliginin Kullamlmas: ile Bulunacak Alternatif Bicim

Bu boliimde Parseval 6zdegligi kullanilarak formiil (3.2.6) ya alternatif farkls
bir ifade bigimi elde edilecek. Parseval dzdesliginin®* genel bir ifadesi agagidaki
gibidir.

“Eger verilmig bir f fonksiyonunun tiirevi —z < x < z araliginda mevcut ve stirekli

iseve f(—n)= f(x) esitligi saglanirsa
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T [f@dc=x {%ﬁ + il(anz + b,f)} (3.2.37)

esitligi saglanmir.” Simdi (3.2.37) esitliginden
D (a,,2 + bnz) =

1
n=1 V2

I [feT dx—— (3.2.38)

ve Fourier serisine gore 2L = %}E =>L= % periyoduyla da

2(%2 +8,7) =2 j; [f@)] at =2 (3.2.39)

esitligi elde edilir. (3.2.39), (3.2.36¢) esitliginde yerine yazilirsa

Tmeanlz—)—f-co —Tmeanlz=0 4K [ﬂ' —i [.f(t)] dt __J (3240)
» 7
bulunur. Burada, a, = — j f(#) dt degeri denklem (3.2.40) da yerine yazilirsa
A

7,
[74

Moo = Too =54 j [f(t)]zdt——{— | r@ dr} (3.2412)

o
veya
2 % 2
T ;0 — 712_0_2 2 j [f®F at - 2— |- f@ at (3.2.41b)
o o

esitligi elde edilir ki bunun anlami, sicaklik ortalamalarindaki yer degistirmeler
baglangigtaki inip ¢ikmalarin degisikligi ile alakalidir. Elde edilen bu denklem

tamamen denklem (3.2.6) nin aymidir.
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3.2.3a Denklem (3.2.41)’in Orneklendirilmesi

J(#) basit sintizoid oldugunda ve x(7},) = cI,; iken, denklem (3.2.41b) nin

sag tarafi (3.2.6) ya esit yani
2 ’ % % ’
nf, K]0 rar—| 2 *
T 2|2 I/ L@ ar (2” J[/ @ d’J *)
olmalidir.

i) (3.2.41b) esitliginin sol tarafi igin,

! n-1
Sol taraf=T,, +l jM_TM 1TAZZC.TM_ _ 1
4 7 x(Ty,) 4 cT) 4
ii) (3.2.41D) esitliginin sag tarafi igin,

g

2
1 ¢ 17
Sag taraf= 5—]—]‘; { ET;_‘[E(TM +7, cosz)2 dt - (Z_n _J;(TM 1 cost) dtj }

1 n
=—T? —
44T

M
elde edilir. Burada @ =1 alindi. Boylece, f(¢) basit siniizoid ve x(7,,)=cIy;

oldugunda (¥) esitliginin saglandif goriilur.

Ornek 2

Simir kogulunun Fourier serisi oldugu durum igin (3.2.3) deki agilimin sadece

iki terimi igin ortalama degerdeki artig1 bulabiliriz. Burada (3.2.1) denklemi

TON = f@t)=T, +T, cos(wz‘)+%TA cos(2er)

simr kosuluyla birlikte incelenecek. Yine burada @ =1 ve x(7,,) =cT,,” alinacak.

Bu durumda
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] 1 ’
{E— J;(TM + 17, cost +-1—60032t) dt

2
1 ”( 1 )
— |7, +T, cost+—cos2t| dt
27:_[, Mo 10 J

|
N\

+.___
T, 400T,
elde edilir. Bu 6rnek de gosteriyor ki, ortalama degerdeki artigi belirtmesi agisindan

birinci harmonik de ikinci harmonikten ¢ok uzak degildir.

3.2.4. Farkh Ug Simir Kosulu Altinda Ortalama Degerlerdeki Artis

Bu bslumde
T_of )
7 =z KD~ (3.2.42)

lineer olmayan 6zel difiizyon denklemi

10,0)=1,,+T, cos(wt) (3.2.43)

periyodik sinir koguluyla birlikte incelenecek. Burada yapilan caligmanin temel
amaci, sicaklik ortalamalarindaki yer degistirmenin farkli G¢ sinir kosuluna gore

hesaplanmasi ve de simr kosullar1 arasindaki iligkinin arastirlmasidir. Oncelikle bu

farkli sinir kosullar1 genel ifadeleriyle agagidaki gibi 6zetleniyor.
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1) 70,0 = £.() =T, +T, cos(ol)

i, P ~Z<t<0 ise,
®
@ 10.0=1f0=
L, +7, ,; 0<t<Z ise
@
A
z
YR Y S—
i
;
]
i
1
! :
a a
! !
: >
- 0 x t
@ o

Sekil 3.2. Diferensiyellenemez, siirekli olmayan ancak integrallenebilir fonksiyon.
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(2
wTAt+TM+2TA ; Lt se,
4 [} 20
20T
NTON=f(6)=1 -Z241+T, ; -Z<t<X ise,
pia 2w 2w
20T
w"‘t+TM—2TA o i< se
. 7 20 @
A
zZ
--------- T,+T,
!
!
! TR 1 f>)
. ! i
| !
Y e/ ! !
' | |
a -
_r 5, 0 i i t»
@ 20 20 @

Sekil 3.3. Surekli, integrallenebilir ve diferensiyellenemez bir fonksiyon

Sicaklik ortalamalarindaki degisimlerin formuli (3.2.41b),
N % A ’
K [4)) 2 «w
T =T, ,=—< — D dt—| — ndt
e =0 =51 3 j/ lrofa-| — _”I/f( )
seklinde ifade edilmigti. Simdi bu formiili kullanarak yukarida 6zetlenen farkl g
sinir kosulunun her biri i¢in ortalama degerdeki artis, @ =1 ve x(7,,) =cT,, iken

hesaplanacak.
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3.2.4a i1k Durum

Bu boliimde, suur kosulu Sekil 3.1°den de goérilecegi tizere Fourier serisi yani
7(0,)= £,()=T,, + T, cos(at)
gibi basit bir siniizoid oldugu durum igin ortalama degerdeki artis hesaplanacak.

Burada Fourier serisinin sadece bir terimi var. Bu kosul (3.2.41b) de yerine yazilirsa

2
n 1 gy 2 1 o
O'D'A':E{ E;[,(TM +7T, cost) dt—(g_'l;(TM +7, cost)dt) }

T? .
TM

N

sonucu elde edilir.

3.2.4b ikinci Durum

Bu boliimde ise simir kogulu Sekil 3.2°den de goriilecegi tizere

7T .
I,-T, ; ——<t<0 ise,

@
f@)=
,+T, ; 0<t<Z ise
o

gibi oldugu durum igin ortalama degerdeki artig hesaplanacak. Bu kosul (3.2.41b) de

yerine yazilirsa

M

1 0 L4
ODA. =5;——{5; (I(TM —TA)zdt+£(TM +TA)2dtJ

—7

_[ i @(TM _TA)dHI(TM +TA)dt} ]2} =%Tf%

sonucu elde edilir.
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3.2.4¢ Ugiincii Durum

Bu boliimde de sinir kogulu Sekil 3.3’den de goériilecegi lizere

(20T Vs s
Li+T, +2T, ;, —-—<t<—— ise,
T 0 20
20T s T
[i(O=3 ——2¢t+T, ;. ——<I<-— ise,
T 20 20
20T .
A44T, 2T, ; —<i<Z ise
. 7z 2w [1]

seklinde oldugu durum igin ortalama degerdeki artig hesaplanacak ve iglem kolaylig

acisindan da 6zel nimerik degerler kullamlacak. 7,, =5 ve I,=3 olsun. Bu .

durumda
-"/2 2 % 2 z 2
oDA=-"" J' (Etﬂlj dt + j' (—£t+5j dt+j(gz—1j ar |-
O| <. \7 Sy T %\
2
4 A %
L J'(£1+11]dt+ | (-—6—t+5]dt+j(gt—ljdt
407" | S \& Y\ o \7
n_ 1, n
1 2 °T,
bulunur.

Simdi ek bir ¢alisma olarak, bu bolimde bulunan sonug¢ bir de Fourier

katsayilarinin  kullanildigs (3.2.36¢) formiili kullamlarak kontrol edilecek. 2L

periyotlu bir f(x) fonksiyonu i¢in Fourier serisi,
1 — nmx . [ nax
f(JC) = an +; ( a, COS(T) + bn sm(Tj )

olarak verilmigti. Burada,
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ao=%jf(x)¢c, a, =——If(x)cos( )dx b, =—If(x)sm( )dx

dr. Simdi, periyot 2L =2z ise L=z, f(x)=f,(t), o=1, T,,=5ve T,=3

durumunda
NE2 %
a,=— I( t+11)cos(nt) dr + _f(——t+5}cos(m) dt + I( t— l)cos(nt) dt|=0
| S \#m o\ 7 A
ve
NG %
bnz-; J‘(ﬂt+lljs1n(nt)dt+ I[—-—t+5jsm(nt)dt+j( t— ljsm(nt)dt
d 7 vz

_—24 . (nr¢
w2
bulunur. Bulunan bu ifadeler (3.2.36¢) de yerine yaz111rsa>

K’ o] @ 576
Tmeanlz—w:o _Tmeanlz=0 ::1; ~ ( b:) QI:)Z n* 7Z' 2(—)

n=1

n 576 1 1 n 576 z* 3m
75 dd

~20 7* 20 7% 9 10

elde edilir ki bu tamamen —l—T ) 2 demektir.
2 T,

3.2.4d Boliim (3.2.4)’iin Sonucunun Kisa Bir Ozeti

Is1 difiizyon denkleminin farkli ii¢ sinir kogulu, (3.2.41b) formuli kullamilarak
kargilagtirildi. Bu swmnir kosullarina bagli olarak ortalama degerlerde ne olgiide bir
artigin oldugu hesaplands. Ilk iki smir kosulu arasinda iyi bir iliskinin oldugu
gbﬁildﬁ. Ayrica ilk duruma gore ikinci durumda ortalama degerdeki artis iki kat daha

fazla elde edildi.
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3.3. Sinir Kosulunun Basamak ve Impuls Fonksiyonlar Olmasi Durumunda
Difiizyon

Boliim 3.2’de lineer olmayan (¢ farkli sinir kogulu verilerek bu sinir kogullari
icin ortalama degerdeki artiglar hesaplandi. Bu béliim ise, simir kosulunun g¢ok
duzensiz davrandigi durumlan icerecek. Bu sekildeki davramglar en iyi gekilde
impuls fonksiyonuyla ifade edilir. Dolayisiyla yontem olarak dogrudan Dirac-8
fonksiyonu kullanilacak ve ayrica bu yontem basamak fonksiyonun bir serisinin

ortalamasi yardimiyla da dogrulatilacaktir.

Bu bolimde, Sekil 3.4’deki gibi simirda meydana gelen ani degigimler
incelenecek. Bu tiir degisimler 1s1 difiizyonundan g¢ok nemde ortaya gikiyor. Ornegin,
¢ok kurak bir ortama ani nem akiginda oldugu gibi. Bu olayin incelenmesinde su
yontem izlenecek: ilk olarak, Fourier serisi kullamlarak sinir kosullarinin basamak
ve impuls fonksiyonlar oldugu durumlar i¢in simirdaki inig ¢ikiglar igin formiiller elde
edilecek. Sonra, bu sinir kogullart altinda lineer difiizyon formiilleri ¢ziilecek.
Uciincii adimda ise, bir grafik programi yardimiyla sonuglar grafik olarak sunulacak
(Bak s.71, Sekil 3.7-11). Bu yolla lineer difiizyon i¢in tam bir ¢oziim elde
edilmektedir. Benzer gekilde lineer olmayan difiizyon i¢in basamak vé impuls sir

kosullar: altinda ortalama degerdeki artis i¢in ifadeler elde edilecek.

3.3.1. Basamak ve Impuls Fonksiyonlar Altinda Lineer Difiizyon

Sekil 3.4’den de goriildiigi gibi bu bolimde smnir kosulunun ani (keskin)

degisimler yaptig1 lineer difiizyon incelenecek. Burada Impuls (Dirac- &) fonksiyonu
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gz 6ninde bulunduruluyor. Cinki p — 0 iken basamak fonksiyonu igin elde

edilen en kiigiik hareket (davramg) impuls fonksiyonunda goriilenin aynidir.

S -

Sekil 3.4

3.3.2. Basamak ve Impuls Fonksiyonlarmm Fourier Serisi ile Gisterimi

3.3.2a. Basamak Fonksiyonu

z
N
1
p
Ll | 0
i : } ; >
ht/3 p 0 p w
<> !
p
Sekil 3.5
Periyodik bir f(¢) fonksiyonu igin Fourier serisi
1 o .
F®=3a, +Z(an cos(ﬁL’f’-)+b,, sm(”—f-)) 3.3.1)
n=1

seklinde verilmisti. Burada
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ve periyot 2L =2z ise L=x dir. Agik¢a gorilecegi Uzere f(¢) bir ¢ift

fonksiyondur. Verilen bir ¢ift fonksiyon i¢in bu formiiller kullanihirsa

a0=% ?(T +pjdt+£(]’ ) dit —2(2—+T J

( + jcos(m‘)dt+ J. cos(nt)dt :—E—sm(np j
p 5 npr 2

ve

bulunur. Bulunan bu ifadeler (3.3.1) de yerine yazilirsa

T(0,)) = f(t) = —(ZT + n) + Z _&B sm(—) cos(nt) (3.3.2)

n=1 np

basamak fonksiyonun Fourier serisi ile ifadesi elde edilir.

3.3.2b. Impuls (Dirac- 5 ) Fonksiyonu

ZA
S(t)
T 0
o r
Sekil 3.6

Benzer sekilde f(f) fonksiyonu igin formiil (3.3.1) ve Dirac-é fonksiyonunun temel

ozellikleri kullanilirsa
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1% 1
a, =§;j(TM +5(7) )dt:TM+—2;

a, =2 j(TM +8(f)) cos(nt) dt = 1
e P
ve
b,=0

n

bulunur. Bulunan bu ifadeler (3.3.1) de yerine yazilirsa

o

1 1
f(f) = (TM +—2‘;j + Z ; cos(nt) (333)

n=1

impuls fonksiyonun Fourier serisi ile ifadesi elde edilir p—>0 iken ve

. sin
lim
P70

= ¢ i¢in basamak fonksiyonun Fourier serisi ile ifadesi olan (3.3.2) nin

formiil (3.3.3) e donustiigt gorilecektir. Yani (3.3.3) ifadesi basamak fonksiyonun

Fourier serisi ile ifadesinin bir limitidir.

3.3.3. ikinci Asama
a o' . o , B
— =K ineer difizyon denklemi yukarida elde edilen iki sinir kogulu

o &’
icin gozilecek. Yine burada p—> 0 iken her iki ¢ézimin de aym oldugu

gorilecektir.
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3.3.3a Basamak Fonksiyonu

TO,0) = f() = %(ZTM +?1£) + i n—;; sin(

n=1

%) cos(nt) smur kosulu altinda

lineer diflizyon denkleminin genel ¢oziimii

T(z,t)=|T, +—1— +~£— Z 1 sin(—pl)e"‘” cos(rat —raz) | (3.3.4)
2r) pr\ = r 2

dir.

3.3.3b. Impuls (Dirac- ) Fonksiyonu
TO,n=f(@)= (T T 2—1—) + z 1 cos(nt) smr kosulu altinda lineer
T n=1
difiizyon denkleminin genel ¢oziimii

T(z,t)= (TM +51—) Zm:—l—e""” cos(rat —raz) (3.3.5)
T

r=1 7T
dir. Basamak fonksiyonun Fourier serisi ile ifadesi olan (3.3.4) limit durumunda,
P — 0 iken (3.3.5) e donigtugnu gorilir. Yani (3.3.5) impuls fonksiyonun sinirdaki

bir ¢oziimii iken basamak fonksiyonu i¢in sinirdaki ¢éziiminin bir limitidir.

3.3.4. Ugiincii Asama

Bu asamada bir grafik programu kullanilarak her iki ¢6ziimiin de grafikle
gosterimleri verilerek (Bak s.71, Sekil 3.7-11), derinligin genis, orta veya kiigiik

oldugu durumlar i¢in grafiklerde meydana gelebilecek degisimler gozlemlenecek.
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3.3.4a Basamak ve Impuls Fonksiyonlar1 Altinda Lineer Is1 Difiizyonu i¢in

Grafik Gosterimleri

Bu béliimde (3.3.4) ¢ozimi bir grafik programi yardimiyla serinin seksen

‘terimi i¢in ve w=1, I,,=5, k=4, p :(Tl(—)j[%—) degerleri alinarak
®

degerlendiriliyor. z degeri igin ortaya ¢ikan dort farkli katmandaki davramg bigimi
Sekil 3.7°de (Bak s.71) ve aynt davramsin daha ayrintili bir gosterimi de Sekil 3.8’de

(Bak 5.72) verilmistir. Burada agagidaki 6zellikler sdylenebilir:

(1) Sinirdaki siireksizlik orta bolgelere ilerlememektedir. Bu durum difiizyonun

stirekli olmayan fonksiyonlar: diizlestirdigi ger¢egini yansitmaktadir.

(2) Siniizoidal difuzyonun bir ¢ok o6zelligi yine de .gézlenebilmektedir: dalganin
ortamda ilerlemesi geciktirilmig, derin tabakalarda, yiizeye daha yakin olan
tabakalara gore daha maksimum deger aliyor.

(3) Dalga genligi ortamu gegis sirasinda azaliyor. |

(4) Lineer olmayan difiizyonun hi¢ bir dzelligi gorilmemektedir. Ornegin ortalama

degerlerde hig bir artig yoktur.

(5) Davramgtaki lineer diftizyona, bu benzerliklere ragmen hareket siniizoidal

o .

degildir. Hareket, s nin degistigi ve z nin biyiimesiyle biyiidigii ¢ formundadir.

Bu elbette Boliim 2.1°deki denklem (2.34) uin ikinci terimini izliyor.
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Benzer sekilde impuls siur kosulu igin, (3.3.5) ¢oziimi bir grafik programi
yardimiyla serinin seksen terimi i¢in ve @ =1, 7, =5, x =4 degerleri alinarak
degerlendiriliyor. Sekil 3.9°da (Bak s.73) derinlik i¢in dort farkli katmandaki sonug
davranist ve Sekil 3.10°da (Bak s.74) ise aymi davramg daha detayli olarak
verilmektedir. Ayrica Bolim 3.3.3b’nin 6nemli bir kesiti (Sekil 3.10) ile Bolim

3.3.32’nin 6nemli bir kesiti (Sekil 3.11) sinur kosulsuz kargilagtirilmaktadir.

3.3.5. Lineer Olmayan Difiizyon

Tekrar lineer olmayan difiizyona donelim. Bohim 3.1’de difiizyonun derin
ortama gecerken ortalama degerde artis oldugu gorilmisti. Bolim 3.2°de ise

periyodik bir simr kosulunda, 7(0,7) = f(¢), ortalama degerlerdeki artig igin

ol T A ’
K jo llw
Tmeanlz—)-l-co —Tmeanlz=0 = _4; ;_J/ [f(t)]zdt - —2— ; _;!. f(t)dZl (336)
ve
Tmeanlz—)-lco _Tmean z=0 — %i (ar2 +br2) (337)
r=1

egdeger ifadeleri verilmisti. Simdi her iki ifade siur kogulunun basamak fonksiyonu

ve impuls (Dirac-0') fonksiyonu oldugu iki durum igin degerlendirilecektir. Limit
durumunda p — 0 iken dort sonucun da aym olacagi, fakat sonugtaki serilerin

wraksak olacagi goriilecektir.
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3.3.5a. Basamak Fonksiyonu icin Ortalama Degerdeki Yiikselisin Hesaplanmasi

Burada basamak fonksiyonun

(1 e )s 2 (0 L P o cosrat
T(z,t)—(TM+2ﬂj+ (Z sm(zje cos(rwt raz)j

pr i\ r
genel ifadesi, (3.3.2) smur kosulu altinda (3.3.6) denklemi kullanilarak

ortalamalardaki art1g hesaplanacak. $imdi (3.3.6) denklemini

n 1 1 g
0 = 2T 27[11—57;[2 (3.3.8)

seklinde ifade edelim. Burada

f 1 (21 2
I, = I(TM +En—+(—l;]§;—sm[p2 )cos(rz‘)}

T

mean

Z—>+w Tmean

-~

ve

= _"( +——+—2— —l—sm(p )cos(rt)} dt
z 2r prar 2

olsun. Once I, i hesaplayalim. I, igin verilen esitligin karesi alinir ve kisaltmalar

kullanilirsa

L=a+| 2 r20p [ 4 N (3.3.9)
1 pr? pn’

elde edilir. Burada

2
T 1 g2 1
A -_‘[(TM +—2;) dt =217 +2T,, +2—7r—

B= I i 1 sin(!;—r) cos(rt) dt =0

[ 3 lsm(—p—jcos(rz‘)j dt
=1 F 2
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dir. Cauchy-yeniden diizenlenmesine gére C

C= j[tg: mzr_;m(r P~ m(pzm) sin(p(r —2m+1)j cos(mt) cos((r —m+1)z)dt

bigiminde yazilabilir. Buradan

— 4 . [ pr
C= —sin? £
bulunur. 4, B, ve C degerleri (3.3.9) denkleminde yerine yazilirsa
1 4 — 47 . [ pr
I =2T n+2T, +—+| —— | Y —-sin’| —
boTM Mo (pzﬂzjé s (2)

sonucu elde edilir. $imdi de 7, yi hesaplayacak olursak

Iz—f 1, +—1—+—— —sm(p Jcos(rt) dt =2T,,7+1
2 priSr 2

-

bulunur. Boylece I, ve I, degerleri de (3.3.8) da yerine yazilirsa

n 1 1 z n o 8 . of pr
T ~T|,eo=—<—1,-1—I = sin?| £
lz-—)+oo Iz—O ZTM {271' 1 [272_ 2) } 2TM (Z p2r2ﬂ_2 ( 2 ) J

veya daha genel ifadesiyle

2

T o Tl = (3.3.10)
: = ; T M P \

bulunur. Elde edilen bu formiil lineer olmayan difiizyon igin ortalama degerdeki

artist vermesi agisindan difiizyon teorisinde 6nemli bir yere sahipdir.

Simdi de  (3.3.7) ifadesinden  yararlanarak  smir  kosulu

r©,0)=1, +—1—+—2-Z —sm(p jcos(ra)z‘) iken sonu¢ (3.3.10) un saglamasi
2 pmiar 2
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yapilacak, Bu smir kosuluna gore siniis terimleri b, olmayacak, sadece kosiniis

terimleri @, kalacak. Bu durumda &, =0 ve a, =( —Z—sm(%rj ] i¢in
P

14 @

O.DA=—§;Z”: (a,2 +bf)= 4” > ( 2 sm(%j jz =2°°: n Sin(%p)

22
=1 I, = \(mpm = Lyr'm p

bulunur. Bu sonugtan (3.3.6) ile (3.3.7) ifadelerinin aym oldugu goriliir.

3.3.5b. Impuls Fonksiyonu i¢in Ortalama Degerdeki Yiikselisin Hesaplanmas:
Burada ise Impuls (Dirac- & ) fonksiyonunun
T(z,H=1,, +—1- +—l—ie"‘”’ cos(rat — raz)
2r 75

genel ifadesi, (3.3.3) smir kosulu altinda (3.3.6) denklemi kullamlarak

ortalamalardaki artig hesaplanacak. Simdi (3.3.6) denklemini

n |1 1 2
T -T w=—"m—1-—1 3.3.11
meanlz—)+oo mean|z—0 2TM {272' 1 (Zﬂ' 2) } ( )

seklinde ifade edelim. Burada

z 2 z
1 1& I 1.&
I = J;(T Iy +; +;§ cos(rt)) d ve I,= :';(T Iy +—2-7; +;§ cos(rt)) dt

olsun. Once I, i hesaplayalim. I, igin verilen esitligin karesi aliur ve gerekli

kisaltmalar yapilirsa

I = A+(%£+—IJB +(——1—)C (33.12)

z? 7t
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elde edilir. Burada

A= I( )dt_ZTf/HZT +$

B= f[ icos(rt) dt=0

g r=l
Z( o 2
C= I(Z cos(rt)j dt
—z\ r=1
dir. Cauchy-yeniden diizenlenmesine gore C
C= I > > cos(mt) cos( (r—m+1)t )dt

—z =1 m=l

bigiminde yazilabilir. Buradan

<«

C:Z /2

r=2

bulunur. 4, B, ve C degerleri (3.3.12) de yerine yazilirsa

I, =2T n+2T, o ( )Zn

sonucu elde edilir. $imdi de 7, yi hesaplayacak olursak

I, = J' (T +—21—+—Zcos(rz‘)J dt =217 +1

- r=1

bulunur. Béylece I, ve I, degerleri de (3.3.11) de yerine yazilirsa

n |1 1. V| n (a1 ° n
Ty =T — I | =1, }=— =
e o= 2T, { : (27: 2)} 2T, (Zz 2n2j Z; AT, 7’

(3.3.13)

elde edilir.
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Simdi de (33.7) ifadesinden  yararlanarak Smir  kosulu

T ©0,0)=T1, +—21—+—1-Z cos(rwt) iken sonug (3.3.13) Un saglamas: yapilacak. Bu
. Y/ 2 (A

sinir koguluna gore siniis terimleri b, olmayacak, sadece kosiniis terimleri a,

kalacak. Bu durumda b, =0 ve a, = 1 i¢in

b2
K'w , , n © 12 w0 n
DA-E S 5) -5 (2) -
OD.A 4K§(ar+r) AT, =\ §4TM752

bulunur. Bu durumda her iki formiilin de aym oldugu gorilmis olur. Limit

durumunda basamak fonksiyonun Dirac-& (Impuls) fonksiyonuna dontstigi

2
$ n

gorilmektedir. Yani bu ifade

. <~ 4n
IP}E}’ T,r’ ZL 4 2
vz Ly r'm P =2 T,

seklinde ifade edilebilir. Ne yazik ki impuls fonksiyon, basamak fonksiyonun limiti
olarak tammlandigindaki gibi iraksak bir seri veriyor. Elde edilen her iki seri de
sonsuza yakinsar. Bulunan bu ifadeler Bolim 3.1°de pertiirbasyon metodu
kullamlarak elde edilmigti. Dolayisiyla burada smir kogulunun yeni bir durumu

ortaya ¢ikmaktadir.

3.3.6. Smir Kosullarinin Degistirilmesi

Ne yazik ki lineer olmayan diftizyon igin smnir kosulu impuls fonksiyonu iken
kullamgh sonuglar elde edilemedi. Dolayisiyla kullanigh sonuglara ulagabilmek igin
yontem degistirilerek lineer olmayan difizyon baglamadan o6nce impuls

“fonksiyonunun degistirildigi, kalinli1 & olan dar bir tabakanin var oldugu varsayilan
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yeni bir sinir kosulu tamimlanacak. Degistirilen serilerin yakinsak oldugu ve

gozenekli ortamlardan beklenen arti§ derecesinde artig verdigi goriilecektir.

Bu yaklagim iki nedenden dolay:r uygundur. Bunlardan ilki higbir fiziksel
davranigin impuls fonksiyonu kullamlarak modellenememesinin agik olmasi; digeri
ise, ¢ogu gozenekli ortamin “tabaka olugumu” uretmesidir. Bu ortam dar bir
tabakadir ve igeride ortam gergekte goézenekli degildir, ancak lineer diflizyon
tarafindan basarili gekilde modellendigi gibi davramr. Bu ifadeler ozellikle

difiizyonda bulunan elemanin yogunlugunun diisiik oldugu durumlarda dogrudur.

Asagida ¢ kalinliginda dar bir kabuk oldugu ve lineer olmayan difiizyon
baglamadan 6nce difiizyonun lineer oldugu kabul edilecek. Bu yaklagim, basamak ve

impuls fonksiyonu i§in bir dizi verecektir.

3.3.6a Basamak Fonksiyonu icin Sinir Kosulunun Degistirilmesi

Lineer difizyonun

1 7 = 1
I0,0)=1,,+ Py + EE;SIH(%) cos(rart)

sir kosulu altinda genel ifadesi

1 2 <1 . (pr\ e
T(z,t)=T,, o +E§;sm(—2—)e cos(rat —roz)

olarak verilmigti. Burada a = ‘/—ai . € derinliginde bu ifade

2x
1 2 &1 . (prY .
T(gt)= TM‘+5+;}—§ ;sm(%)e cos(rat —rag) (3.3.14)
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olur. Yine benzer gekilde burada (3.3.6) ifadesi kullanilarak basamak fonksiyonu i¢in
"(3.3.14), lineer olmayan difiizyon igin yeni bir simur kogulu gibi alinarak

ortalamalardaki artig hesaplanacak. Boylece (3.3.6) denklemini

n 1 1 2
T ~T =1 - —1 3.3.15
mean Is—)+eo mean ‘s_o 2TM {272’ 1 (27[ ZJ } ( )

seklinde ifade edelim. Burada

f 1 2&1 :
I = I (TM + P +—> - sin(%i) e "™ cos(rt — rae)) dt
ve

r 1 2.&1 . (pr) e
I =|T,+—+—) —sin| =— |e "™ cos(rt —rae) | dt
2 I( M om pﬁz;r [2) ( )j

-7

olsun. Once I, i hesaplayalim. /, igin verilen esitligin karesi alimr ve gerekli

kisaltmalar kullanilirsa
AT 2 4
I =A+( Vi )B+( . ZJC (3.3.16)
pr p'r

elde edilir. Burada

n 2
1 , 1
A= _J;(TM +2—ﬂ) dt =2Tm+ 2T, +—

B= I Z—,l‘-sm(%]:) e cos(rt —rag) dt =0

2

C= ]ﬂ (i 1 sin[—l;i) e’ cos(rt - rag)j dt

dir. Cauchy-yeniden diizenlenmesine gore C

T o 7 1

c-15 5§ =L o ) =)

—z r=1 m=l m(r_m+l)

cos(mt —mae) cos( (r —m+1) (t — ag) )dt
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bigiminde yazilabilir. Buradan

bulunur. Burada siniis integralinin ortanormal‘lestirilmesi kullamldi. 4, B ve C

degerleri (3.3.16) da yerine yazilirsa

1 4 47r ras -2 DV
I, =2T n +2T, +—+| — 7% sin*| £
1= e (pzzer; r’ ° (Zj

bulunur. Benzer gekilde 7, yi hesaplayacak olursak

[2-_-“‘(]‘ +_2_+—* lsm( ) “””cos(rt—rae))dt=2TM7r+l
T PRt

-7

bulunur. Boylece 7, ve I, degerleri de (3.3.15) denkleminde yerine yazilirsa

n |1 1 . n < 8 pr

T “Tpo=———1L,—| —1 =—— e sin’®l ~—
lesie T leco 2T, {27? ! (271‘ 2) } ZTM(,EZ pzrzﬂ2 sin (2))

° sm(ﬂj
=y e N2 (3.3.17)

r=2 TMr 7[ p

sonucu bulunur.

Simdi de (3.3.7) ifadesinden  yararlanarak  smur  kogulu

1
T(e,t)=1, +-2—7;+;ﬂ;s1n(pz ) 7% cos(rat —rag) iken sonu¢ (3.3.17) nin

saglamasi yapilacak. Bu sinir koguluna gore siniis terimleri b, olmayacak, sadece

kosiniis terimleri @, kalacak. Bu durumda b, =0 ve a, = —Z—e"“sin(ﬂ) i¢in
pr

l 0 2
D = 2 n 2 —TRE prj
0.D. 4. —4 Z (a2 +5 )= T > ( ’p”e s1n[——2

r=1
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2
«(2)

= —Zras #

Z:T rin® p ®)

2as

bulunur. Bu sonug (3.3.17) ile aymdir. (*) ifadesi alinir, e”** = f yazlir ve p

sifira yaklagtirilirsa

. (1 2 (3 2
ODA.= Sm(gl’) e + L( sin(p) )\ '2‘”2+_ sin(_zp—) e g
TM”2 p 4 p 9 p
T { ATV }
__hB 2
4T, 7 {l+ﬂ+ﬁ +8° + }

ne” 2as

47T, 7" (l —e 2“)

bulunur. Boylece basamak fonksiyonu igin ortalamalardaki artigi veren bir formiil

elde edildi.

3.3.6b Impuls Fonksiyonu i¢cin Smir Kosulunun Degistirilmesi

Lineer diflizyonun

1 =1
I,t)= (T ' +Ej >, —~ cos(rt)

n=1

“sin1r kosulu altinda genel ifadesi

T(z,t)= +§1— +lZe‘"Zz cos(rat — roz)

r=1
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olarak verilmisti. & derinli§inde bu ifade

TEn=1, +—21~+l2e“’f” cos(rot — rag) (3.3.18)
7 r=1

olur. Impuls fonksiyonu igin (3.3.18) denklemi lineer olmayan difiizyon igin bir sinir

kosulu gibi alarak (3.3.6) denklemini

n |1 1Y
T -T =——1 - —1 3.3.19
mean Is—>+ec mean Is—O 2TM {Zﬂ' 1 (272_ 2] } ( )

seklinde ifade edelim. Burada

2
T 1 1Q -ras
I = I(TM too +;§ e cos(rwt—rag)) dt

ve
I = ][‘(T +—1—+lie"‘” cos(ra)t—rag)j dt
? Mo m45

-7

olsun. Once I, i hesaplayalim. I, igin verilen esitligin karesi almir ve gerekli

kisaltmalar kullanilirsa
L :A+(1—+2—§ﬁ)3+(—17)C (3.3.20)
/1 T

elde edilir. Burada

2
L% 1Y . s 1
A__j;(TM+E) di =207 + 20, +——

B= j ie"‘” cos(rt —rag)dt =0

— r=l

T @ 2
C= j (Z e cos(rt—rae)j dt
g N r=l

seklinde bulunur, Cauchy-yeniden diizenlenmesine gére C
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C= T i ie""*l)” cos(mt —mas) cos( (r —m+1) (¢ — ag) ) dt

-z =1 m=1

bigiminde yazilabilir. Buradan
C - Z T e—~ms

bulunur. Burada kosiniis fonksiyonlarin ortanormallestirilmesi kullanildi. A, B ve C

degerleri (3.3.20) denkleminde yerine yazilirsa
2 1 1 c —ras
I, =2T} m+27T, oot ; me
olur. Benzer gekilde 7, yi hesaplayacak olursak

T 1 w0
I,= _[(TM +%+—Ze_m co~°>(rwl-r0ac‘)) dt =2T,,m +1

—z r=1

bulunur. Boylece I, ve I, degerleri de denklem (3.3.19) da yerine yazilirsa

. n 1 1 4 n © 1 © n
T - =—2V—1] - —1 = e | = e
Salels 2T {2” 1 (27[ 2] } 2T, (r=22 27’ j Ez AT, 7’
(3.3.21)

sonucu elde edilir. Simdi de (3.3.7) ifadesinden yararlanarak smr kogulu

T(e)=1, +2L +lZe“’“f cos(rwt —rag) iken sonug (3.3.21) in saglamasi

r=1

~ yapilacak. Bu sinir kosuluna gore siniis terimleri b. olmayacak, sadece kosiniis

terimleri g, kalacak. Bu durumda 5, =0 ve a, :—l—e“"“8 icin
T

!’

® L 2 ©
O.D. A =K—Z (ar2 +b3) = —n—-Z(le“’“) — z n e—2r¢zg (**)

4 & AT, =i\« 4T 7’

bulunur. Elbette bu sonu¢ (3.3.21) ile aynidir. Limit durumunda p—>0 iken

basamak fonksiyonun impuls fonksiyona doniistiigii gériilﬁf. Yani bu ifade
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| TMrzu'2 p =2 I,

2
. s 2}
imY —— e 22| =5 e (33.22)

seklinde ifade edilebilir. (**) ifadesi alinir ve €™ ** = f yazlirsa

O.D.A.=4Tn"2{e'2”+e"2”2+e‘2“83+e‘2“84+--~ }
u
n 2 3 4
=4T ﬂz{[ﬂﬂ +B87+ B+ }
M
n ne—Zma‘

,=4TM'B”2{1+/3+,32 Ny }:4TM”2(I_e_M)

elde edilir. Boylece, lineer olmayan diflizyon altinda impuls fonksiyondan lineer

diftizyonun dar bir tabakaya modellenmesi sonucu ortalamalardaki artig igin bir

formiil elde edildi. (Kullanilan modelleme yontemlerinin gosterdigi gibi) Orijinal

tahmindeki sinirsiz artis dogru olsaydi bu artig timilyle ¢ derinligindeki tabakada

ortaya gikard.
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Is1, T(z1)

Lineer 151 denkleminin stmur kosulu basamak fonksiyonu oldugu durum icin grafik gosterimi.

-3

i
1 f 18l ; ,

-2 -1 0

Sekil 3.7. Lineer 151 yayiliminin boyutsuz, NmBmE ve derinlige bagl analizi (Denklem 3.3.4).

Caligilan alanda,
1. hareket,
2. hareket,
3. hareket,
4, hareket
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Is1, T'(z,1t)

Lineer 1s1 denkleminin sinir kosulu cmmmamw. fonksiyonu iken 6nemli bir boliimiiniin grafik maﬁomaw

PR

-z 2kl

1 L 1 I
} t } t 0 + t f

-0.4 0.3 0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3

Sekil 3.8. Lineer 1s1 yaythmunm boyutsuz, zaman ve derinlige bagh analizi (Denklem 3.3.4).

0.4

0.5

Caligtlan alanda,

————— 1. hareket,
..... - 2. hareket,
— « - — 3. hareket,

4. hareket

&



Isi, T'(z1)

ﬁ:oon s denkleminin simur kogulu impuls fonksiyonu oldugu durum igin grafik gosterimi.

12 +

Gahigtlan alanda,
= === ~+ 1 hareket,
2. hareket,
3, hareket,
4, hareket,

8l ——

DY

L

b le
¥ ¥

3 -2 -1 0 1 2 3 4

. .
+ £ - -

Sekil 3.9, Lineer 1s1 yayihmunm boyutsuz, zaman ve derintige baglt analizi (Denklem 3.3.5).



Isi, T(z:)

Simir kogullan basamak ve impuls fonksiyonlary wwg.ouoaw bolimlerinin grafik gosterimi ile kargilagtinlmas.

12 +

} 1 L 1
T T T T

0.3 0.4

0

-0.6

-0.4 -0.3 -0.2 0.1 0 0.1 0.2

Sekil 3.11. Smur kosullan altinda lineer 1s1 yayilumimn boyutsuz, yiizey diginda zaman ve derinlie bagh analizi
(Denklem 3.3.4).

5

Caligilan alanda,
— [. harekct.
...... 2. hareket,

3. hareket,
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Is1, T'(z,t)

Lineer 151 denkleminin smr kosulu impuls fonksiyonu iken énemli bir boliiminiin grafik gosterimi.

12 +

Caligtlan alanda,
..... “1. hareket,
2. hareket,
3. hareket,
4. hareket,
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0
4 = }

"
4 +

-04 - -0.2 0 0.2 04 0.6

Sekil 3,10. Lineer 1s1 yayiliminin boyutsuz, NmBmE ve derinlige bagli analizi (Denklem 3.3.5).



3.4. Lineer Difiizyon Cifti

Literatiirde difiizyon ¢ifti birgok farkli uygulama alanlarinda galigildi.
Omegin, toprak gibi gozenekli (siingerimsi) ortamda aynit anda is1 ve nem

(9,5.17)

hareketi ">%%5%) sy ve tuz akist™), su ve 1s1 nakli , stvt ve 15t akist®), 1s1 ve

kiitle transferi ® vb. Bu konu ilk defa Philip ve De Vries ve digerleri “>*) tarafindan
caligilmistir. Jury, Letey ve Stolzy ¥, son zamanlarda ise Wiltshire ), Shepherd ve
Wiltshire®) gibi birgok aragtirmac taraﬁndaﬁ da incelendi. Bu boliimde difiizyon
katsayisinin sabit olarak alindig: birden fazla elemamn difiizyonda bulundugu lineer
difizyon ¢ifti incelenecek. Bu ¢esit denklemin temel uygulama alanina 6rnek olarak

1t ve nemin ey zamanli olarak topraga akmasi verilebilir. Bu durum

2_2(,2)
a o\ &

denklemi ile ifade edilir. Burada y=[y, ¥,I° sicaklik ve nem
konsantrasyonunu ifade eden bir vektor ve A, 2x2 tirinde sabit degerléﬁn
olusturduBu bir matrisi ifade etmektedir.

Bu denklem iki ¢ift degiskenin her biri igin A matrisinin spektral ayrigimi

yontemi yardimiyla g¢oziilecek. Matris ve vektér metotlart kullanildiginda lineer

diferansiyel denklem sistemlerinin analizinin basitlestigi goriilecektir.

3.4.1. Ozdegerler ve Ozvektorler
Bu bdéliimde %= %(Agzz) denkleminin ¢oziimiinde kullanilacak

ozdegerler ve dzvektorlerin tanimi verilmektedir. ¥, n-boyutlu vektor uzay: ve A
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matrisi V' alaminda, ¥ den ¥ ye lineer bir dontigiim olsun. Eger herhangi bir A i¢in
(reel veya kompleks)

Ay=21y (3.4.1)
denkleminin en az bir y #0 ¢Oziimi varsa, V ye Ozvektor, A ya ise bu 6zvektore

uygun dzdeger denir .

3.4.2. Bir Matrisin Spektral Ayristirilmasi

A, nxn boyutlu, 6zdegeri A olan kosegenlestirilebilir bir matris olsun.

nxn boyutlu H; matrisleri
H, = PI, P (342
seklinde tammlansin. Burada P, A matrisinin bir 6zvektor matrisi, I, ise @,))

eleman: 1 diger elemanlan 0 olan bir matristir. Ayrica burada

0 j#k,
Iif I, = 5;’in1= Oy ={1 =k (3.4.3)

oldugu i¢in H, matrisleri asagidaki 6zelliklere sahiptir

)H, H, =5,H,, (3.4.43)
i) ﬁH,.,. -1, (3.4.4b)
i) 3 f(A)H, = £(A). (3.4.40)

i=1

( Polinomlar dizisinin diizgiin limiti olan tiim f fonksiyonlari igin.)
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Bu bolimde, ilk dnce H, matrisi genel yolla olusturuldugunda (P ozvektor
matrisinden yararlanilarak) A 6zel matrisinin yukarida verilen ozelliklerinden
2_2(,2

bazilar1 gosterilecektir. Daha sonra, > = P E) denkleminin davramginda

spektral ayrigimlarin nasil oldugu incelenecek.

Ornekl

Simdi yukanida sozii edilen diigiinceleri omeklendirelim. A matrisi

|4 -1
A= olsun. Bu matrisin ozdegerleri 4,=2 ve A,=3 dir. Bu
2 1
1 1
6zdegerlere karsilik gelen Ozvektor matrisi P = dir ve tersi de
2 1
-1 1
pPl= bulunur. Bu durumda A nimn kégegen matrisi
2 -1
2 0
H=P'AP=
0 3

olur. A matrisinin spektral ayrigimlar agagidaki gibi verilebilir
1 0 -1 1

H,=PLP'=P P =
0 0 2 2
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0 1] (2
H,=PI.P"'=P P! =
0 0] 4
[0 0] [ -1
H,=PL,P'=P pl =
1 0] -1
0 0 2
H,=PL,P" =P Pl =
0 1 2

Simdi de (3.4.4a,b,c) ozellikleri i¢in bazi 6rnekler verilebilir.

1) Hij H, =5;k H,

i) Hu le :611 H12 =H,

23S H, =1

i=1

H,+H,=1
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-1 1 2 -1 1 0
Hy +Hy,= + =
-2 2] |2 -1 |0 1

3) f(M)=Y F(A)H,

=1

veya daha agik ifadesiyle
SW)=fODH, +fQ)H, + fO)H, + o + fO)H,
dir. H>Y =H,, , H, =H,, ve H, H, =H, H, =0 oldugu i¢in
A=A H, +1,H,
N=XH, +A4H,
N= XH +4 H,
seklinde yazilabilir. Simdi Ugiincli oOzellik keyfi bir matris ifadesinin

degerlendirilmesi yardimiyla orneklendirilecek. 3. ozellikten f(A)= A—(AZ)_l

alinirsa
- = 1 1
A_(Az) £ f(A)= Zf(ﬂ’i)Hii 5 (/11 _¥)H11 +(ﬁ~2 _f)Hn *)
i=1

elde edilmeli.

4 -1 14 -5 -1 5

2 2yt _ 1

A= oldugundan A’ = ve ( ) =36

2 1 10 -1 -10 14

bulunur. Bu durumda (*) denkleminin sol tarafi

S S EEP Rt 4% e
A-(A) = -

2 1] 210 1 Ay A

Il

ve sag tarafi ise
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14%6 ~s
s Ws

bulunur. Boylece 3. 6zelligin dogrulugu goriliir.

3.4.3. Lineer Difiizyon Cifti

Bu bolimde difiizyon katsayisinin sabit olarak alindigi difiizyon gifti
incelenecek. Onceki bolimlerde de soylendigi gibi bu sekildeki denklemin temel
uygulamas: olarak topraga i1s1 ve nemin es zamanli olarak akmasi verilebilir.

Periyodik sinir kogulu altinda lineer diflizyon ¢ifti

P z[/\é—/) (3.4.5)
a &\ &
bigiminde ifade edilmisti Burada y(z,)=[y, (z, Z) (2, z‘) R (z, t)]T,

zeIR* derinliginde ve ¢ € IR* zamamnda difiizyonda bulunan » tane eleman, A

ise nxn tiriinde sabit bir matris. Is1 ve nemin ¢ift diflizyonu durumunda (3.4.5)

denklemi

(3.4.6)

seklinde yazilir. Burada T (z,¢), ¢ zamaninda ve z derinliginde sicaklik, 8(z,¢) ise

hacimsel nem igerigini (doygunlugunu) ifade eder.
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3.4.4. Sabit Difiizyon Cifti Denkleminin Coziimii

Burada difiizyon katsayisinin sabit oldugu difiizyon ¢ifti denklemi (3.4.5)

2202

o oz\ oz

siniissel sinir kogulu

TO,0)| (T | |1,
= + cos(art) (3.4.7a)
6(0,1) 6, 0,

veya

y(0,8) =y, +y, cos(wt) (3.4.7b)
altinda alimyor. Burada y,,, sabit vektor formunda siur ortalamalari, sinir salinimu,
y, ise sabit vektor formunda smir genligidir. $imdi bir ¢éziim elde edilecek. Bu
metot 7 elemanin diflizyonu igin uygulanabilmesine ragmen agagida denklem (3.4.6)
nin uygulamasi daha ¢ok iki elemanin diftizyonda bulundugu duruma uygulandi.

Burada dikkat edilmesi gereken nokta, periyodik ¢Ozimleri ayirmaktir. Bir Y

vektdrii Phasor formda

Y= Re{)? em} _ (3.4.8)

seklinde ifade edilir. Burada @, periyodik ¢oziimin bir frekansi, X ise sabit

vektordiir. (3.4.8), (3.4.5) denkleminde yerine yazilirsa

82



25 2%
ﬁf:Re e’ ——d‘f
& dz

elde edilir. Boylece (3.4.5) denklemi

-

ionX=AX (3.4.9)
sekline doniigir. Simdi denklem (3.4.9) asagida yerine yazma yontemi yardimiyla

ozdefer ayngimimn standart teknikleri kullamlarak ¢ozilecek. Burada X

fonksiyonu
X =pr0 (3.4.10)
u (z)
bigiminde yazilir. Burada P, A matrisinin 6zvektér matrisi, U(z) = dir.
u,(2)

Boylece denklem (3.4.9)
iwPU = APU"
ioPPU = P"APT"

-

ioU = HU (3.4.11a)

0
& :|, A ve 4, A matrisinin konu ile

sekline doniigiir. Burada H = P7AP = [ 0o A

ilgili 6zdegerleridir. Diger bir ifadesiyle denklem (3.4.11a)

u, A 0 ||u/
ia| |= (3.4.11b)
u, 0 Ay |y

formundadir. Bu ifade, #,(z) denklemi igin » tane ¢ift olmayan denklemlerin bir
kiimesini

N2
—(1+i) Dn

u,=4,¢ 3.4.12)

n n
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seklindeki ¢ozimleriyle verir. Burada D, = 1; -, 1slaklik (nem) derinligi, 4,
)

sabittir. Boylece (3.4.12) kullanilarak U ,

[ -+ i
Ae P

(3.4.13)

-l
1l

bigiminde yazilabilir. (3.4.13), (3.4.10) da ve X denkleminin sonucu da (3.4.8) de

yerine yazilirsa

3

[ —e)E ]
(H)b:

4 e

P(z,0)=7, +Reﬁ e P , (3.4.14)

(i)
dye P

ifadesi elde edilir. Burada sinir kosullari
7(0,£)=y,, +y, cos(@t) = y,, + Re{yA e"“”} (3.4.15a)

4
7(0,7)= y,, + Re {e™ PT(0)}=y,, +Re {e™ P (3.4.15b)

AZ

dir. Burada (3.4.15a) ve (3.4.15b) esitlenirse

A
Re{ ¢* P = Re{yA ei”’}
A2
7
elde edilir. Burada y, = dir. Boylece
0,
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Al 2-:4 Al TA
P = veya =P (3.4.16)
AZ e A AZ e A

olur. Yukanda elde edilen sonuglara gore (3.4.5) denkleminin genel ¢oziimii

z

Ae—a coS a;z‘«i
e P oos@r -2

Y(z,{y=Y, +P (3.4.17)

z

- z
Ae © cos(wt ——
2 ( Dz)

olarak bulunur. 4, in bulunmasinda denklem (3.4.16) dan ve D, i¢in de denklem

(3.4.12) den yararlaniimugtir.

3.4.5. Difiizyon Ciftinde Ozdeger ve Ozvektorler

a b
Bir A matrisi genel ifadesiyle A= seklinde verilsin. Burada
r s

a,b,r,sclR. |A -2 II = 0 karakteristik denklemi yardimiyla 6zdegerler

(@-2)(s-A)-br=0

denkleminin ¢oziimiinden

1 =(a+s)i\/(a—s)2+4br (3.4.18)

1,2 2

seklinde genel ifadesi elde edilir. Ozdegerlerin higbir zaman esit olmayacagna
dikkat edilmelidir. Eger esit olursa (yani karakteristik denklem igin A =0 olursa)

yukarida verilen yontem denklem (3.4.17) yi elde etmede kullanilamaz. Normalde
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A =0 oldugunda ¢ift difiizyon igin bir ¢6ziim vardir fakat farkli bigimdedir.

a-2, b X,
Ozvektorler ise =0 denkleminden yararlanilarak
r s—24,| |x,

(#,~a)x, =bx, ve (A, ~s)x, =rx

olarak bulunur. Boylece, genel ifadesiyle 6zvektoér matrisi

P= (3.4.192)

olur ve tersi de

(3.4.19b)

A

olur. Burada (ﬁﬂj =m ve (ﬂ" b— a) = olsun. A matrisinin spektral ayrigiminin
r

genel ifadesi agagidaki gibi yazilabilir.

J 1 -m ; —mn m
H = N H = )
" (I—mnj z (I—mnj
n —mn -7 1
; -n 1 ; m -m’
H, = , H, =
12 (I—mn) 2 # (1~mn)
—-n n —-m
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Ornek2

M 4 -1 n
=— ¢))
B 2 1|y,

difiizyonu ¢ifti

»(0,7) 3] (5
=| |+| |cos(ax) 2)

yZ(O, t) 4 6

sinir koguluyla verildigini kabul edelim. Buradan diftizyon katsay: matrisinin

4 -1
A= oldugu goriilecektir. A matrisinin 6zdegerleri Ay =2ved,=3
2 1
1 1 -1 1
tiir. Bu durumda 6zvektor matrisi P = veterside P! =
2 1 2 -1
olur. Phasor formunda ¥ vektori
P(zt) = Re{ei"’t X } )
seklinde olur. Burada
X =pPU “)
dir. (4), (3) de yerine yazilirsa
Y(zf)=Re {eimP(j} 4)
elde edilir. Burada U
r —(1+i)i i
1€ o
U(z) = (6)
()=
A i
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dir. (2) ve (3) denklemleri i¢in sinir kosullar1 ve pbasor formlan asagidaki gibidir.

3 5 3 5
70,0=| |+| lcos(@)=| |+Re e’ )
4] |6 4 6
- |
7(0.0)=| |+ Re{em’t PU©,1) } (8)
4

Bu nedenle ¥ vye ait iki olguya sahip oluyoruz. Bunlardan birincisi (7) denklemi
digeri ise U ile ilgili olarak (8) denklemidir. Boylece (7) ve (8) in esitliginden

5

Re{ei“’t PU(0,7) } = Re e’
6
3
ve U(0,4)= P | bulunur. Bu smir kosulu (6) denkleminde kullanilirsa
6
47 -1 1[5
4] |2 -1|s
(4] [1
esitligi ve buradan da = bulunur. Bulunan 4, ve 4, degerleri (6) da yerine
4] 4
yazilirsa
I e—(lmDil 11 e-(m)fzﬁ |
l-j = =
e _nYe
_48 (14 )D2 | _4e (1+i) NG |

2 6 -
bulunur. Burada D, = _\/_w; , D, = —% dir. Simdi (4) denklemi kullanilarak X
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—(1+i
e

»l
I
Il

2e

—(1+4)

2o

2 44e

2o
2

4 —(1+z)-\/—g—

+4e

AV

2o
Js

-(1+)

A

olarak bulunur. X igin elde edilen bu genel ifade (3) de yerine yazilirsa

([ e,
_END i ENO _z m+i(mt—
2.5) ¢ 2 T g R
- Y 1 ot =
Y(z,t)= = Re{ &' X}:Reﬁ
y,(2,0)
2 o . zdo o |
26 2 0T 4o B
bulunur. Sonug olarak
B 2o ‘/"‘ e J_
== zN®w zN®
e 2 cos(wt—-=")+4e % cos(wt -——
Y(z,H)=| |+
2o
4 o
2e 2 cos(a)t—z—\[é)+4e V6 cos(wt——zﬁ)
j 2 V6 '

genel ¢oziimi elde edilir.
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4. TARTISMA VE SONUC

Isi transferi genel olarak ele alindiginda genis kapsamli bir konudur. Bu
nedenle ¢aliymamizda sadece bir boyutlu 1s1 denklemi tizerine yogunlastik. Oncelikle
bir boyutlu difiizyon denklem teorisi 6zet olarak verildi. Sonra temel teori yardimiyla
¢ozillemeyen iki ek caligma yapildi. Bu ek galigma, difiizyon katsayisimn lineer
olmadig1 durumda difizyon ve iki elemanin es zamanli difiizyonda bulundugu
difiizyon ¢ifti durumlarimi igermektedir. Her iki ¢aligmada da periyodik durumlar gz

6niinde bulunduruldu.

Lineer diflizyon denkleminin Cauchy, yari-Cauchy ve periyodik yari-Cauchy
kosullart altinda ¢oziimleri yapildi. Konu ile ilgili Green fonksiyonlarindan
yararlanildi. Lineer difiizyonun yari-Cauchy kosulu altinda ¢6ziimu

2 +00
u(z,t) = j e u(O t— 2) av + j % e“”zu(2v\/;+z,0) dav
LAY
2t

—j = P u@vt - 2,0) dv

seklinde, u(0,7) =sin¢ periyodik yarni-Cauchy kosulu altinda ¢ozimi de

u(z,t) =%e7% sin(t+%) +%e_T: sin(t—j%)
olarak bulundu. Ayrica sinir kogulunun basit periyodik fonksiyon oldugu, difiizyon
katsayisinin sabit olmayip difiizyonda bulunan elemana bagl oldugu ve sadece bir
elemanin difiizyonda bulundugu lineer olmayan 6zel diftizyon igin bir seri ¢oziimi
elde edildi. Bu seri, lineer difizyonda goriilmeyen ve iistel olarak derinlikle yok olan

(sonen) yiiksek dereceden harmonik fonksiyonlar iiretmektedir.
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Ayrica lineer olmayan difiizyon denklemi igin i farkli periyodik smir kogulu
altinda sicaklik ortalamalarindaki degisimler hesaplanarak sinir kogullari arasindaki

iligki kargilagtirildi.

Lineer olmayan diflizyonda simir kosulunun Fourier serisiyle ifade edildigi

durumlarda ortalamalardaki degisim igin

Tmeanlz—>+eo —Tmeanlz=0 = %i (af +br2)

r=1

ifadesi ve bu yeni ifadenin Parseval denkleminde kullaniimasiyla da

' o Vo i
k' | @ ®
Tmeanlz—»wo _Tmeanlz=0 e b .’. [f(t)]zdt— -~ .’. f(t) dt
2K |\ 27 =/ 2w
alternatif denklem elde edildi. Bu denklem, ortalamalardaki degisimin baglangigta

girilen dalgalanma ile ilgili oldugu anlamindadir ve tamamen

T2
Tmeanlz—-)+oo —Tmean|z=0 = ZTA
M

denklemi ile aymidir.

Dirac-d fonksiyonu kullanilarak lineer difizyon i¢in sinir kogulunun ani
(keskin) degisimler yani ¢ok diizensiz davranislar sergiledigi durumlar ii¢ agamada
ele alind1. Ilk olarak, Fourier serisi kullanilarak basamak ve impuls fonksiyonlarinin
sturdaki inig ¢ikiglart igin formiiller elde edildi. Sonra, bu siur kosullar altinda
lineer diflizyon denklemi ¢6ziildii. Uglincii adimda ise bir grafik programi yardimiyla

sonuglar grafik olarak sunuldu.

Basamak ve impuls sinir kogullar: altinda lineer olmayan difiizyon igin

Tmeanlz-»s-oo —Tmeanlz=0 = _;C; % J;[f(t)]zdt__;—(% I f(t) dt]
Yo —%;
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~ Trnean] 220 = K—Z (af +b,2) egdeger ifadeleri kullamlarak sicaklik

4k

ve T,

eanl z—>40

ortalamalarindaki degisimler incelendi. Sinir kosulu basamak fonksiyonu oldugunda

ortalamalardaki artig i¢in
. 2
° 4 Sin(%)
n ) )
T ~-T|._,= ve impuls fonksiyvonu icin
Iz—)+co Iz—o é TMJ’ZTZ'Z p p y 9 ;

T oin lossco ~Ditean leco = f) " - sonuglart bulundu. Limit durumunda, p—0
r=2 47, u”

iken, basamak fonksiyonu impuls fonksiyonuna domnismekte ve her iki seri de

wraksak olmaktadir. Yani

2
. w =]
71 n
lim =
230 ; T 7’271'2 Z

dir. Ne yazik ki lineer olmayan difiizyon i¢in sinir kogulunun impuls fonksiyonu ile
verildigi durumda kullamgli sonuglar elde edilemediginden kullamigh sonuglara
ulagabilmek i¢in yontem degistirildi. Yani, lineer olmayan difiizyon baglamadan énce
kalinli1 £ olan dar bir tabakann var oldugu varsayildi ve boylece sinir kogulu
basamak fonksiyonu oldugunda ortalamalardaki artig i¢in

2
o)
n ~ras
Tmean ls—>-H>o —Tmean |5=0 = Z 2_2 €

, impuls fonksiyonu igin de

= Lyr'w

Troan lesreo ~Lnean oo = 2 i -e”* sonucu elde edildi. Ayrca limit durumunda,
r=2 4T, u

p— 0 iken,
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2
. [%j
11 * n
lim e—fa€ — —ras
2, T, r’z* z

70 r=2

oldugu gorildii.

Ayrica birden fazla elemanin difizyonda bulundugu ve difiizyon katsayisinin
sabit olarak alindi1 lineer difizyon ifti ile ilgili ikinci ek caligma yapildi. Bu
¢aligmada matris ve vektor metotlan kullanflarak lineer diferensiyel denklem

sisteminin analizi basitlestirildi.

Sonug olarak, bu tezde yalnizca bir boyutlu 1s1 aki1 incelenmigtir. Kullamlan

yontemlerin iki ve Gi¢ boyutlu akig: incelemek igin gelistirilmesi yararl olacaktir.
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