T.C.
| A KIRIKKALE UNIVERSITESI

FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
YUKSEK LISANS TEZi

TEZ NO:MAT.YL.003

DUZLEMDE KOMPLEKS KISMi TUREVLI

DENKLEMLER VE BAZI SINIR DEGER PROBLEMLERI

05894

MURAT DUZ

TEMMUZ 2001




Fen Bilimleri Enstitistince Yiiksek Lisans Tezi Olarak Uygun Bulunmugtur.

48.1.9%./2001

Yiiksek Lisans Derecesini Tamamlamak Igin Tezin Yeterli Oldugunu Onaylarim.

Bu Tezi Okuduk. Bizim Agimizdan Tezin Kapsami ve Kalitesi, Yikse"

Lisans Derecesini Tamamlamak igin Yeterli ve Uygundur.

Yardimci Danigman

Tez Jiirisi Uyeleri

Pno{l Dr. LLJ%:‘@ BREREKET pE LU
Ppo{-bf‘- Ven'm ILOcCA

Doe,- dr. Erlan 18'L]




OZET

DUZLEMDE KOMPLEKS KISMI TUREVLI DENKLEMLER VE BAZI

SINIR DEGER PROBLEMLERI

DUZ, Murat
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiist
Matematik Anabilim Dal, Yiiksek Lisans Tezi
Danigman: Prof. Dr. Kerim KOCA

Temmuz 2001, 95 sayfa

Tez yedi bélimden olugmaktadir. Birinci béliimde; tezin genel amacindan ve
yapilan caligmalardan bahsedilmektedir. ikinci bolimde kompleks kismi tiirevierin
Ozellikleri, reel kismi tiirevli denklem sisteminden kompleks kismi tiirevli denklem
elde edilmesi verilmigtir. Ugiincii bolimde Sobolev tiirevi kavram ve diferensiyel
denklemlerin Sobolev anlaminda ¢Oziimlerine ait cesitli Ornekler incelenmigtir.
Dordiincii bolimde — diizgiinlestirme teoremleri, beginci bohimde kismi tiirevii
denklemlerin ¢oziimlerinin bir bolgedeki tiretilebilirlik ozelligi, altinci boliimde
Il;, T, operatorleri ve ozellikleri yedinci bolimde ise genellestirilmis analitik
fonksiyonlar igin bir smur defer problemi ve  dirichlet probleminin bir
genellestirilmesi verilmigtir.

Anahtar Kelimeler:Kompleks Turev, Sobolev Tiirevi, Dirichlet Problemi, T';, TI,

Operatorleri



ABSTRACT

COMPLEX PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS ON PLANE AND SOME

BAUNDARY VALUE PROBLEMS

DUZ Murat
Kirikkale University
Graduate Schoolof Natural And Applied Sciences
Department of Mathematics M. Sc. Thesis
Supervisor:Prof. Dr. Kerim KOCA

July 2001,95 pages

The thesis consists of seven chapters. The aim of the study and the works
carried out have been considered in the first chapter. In the second chapter the
properties of the complex partial derivatives and the derivation of partial complex
differential equations from systems of partial differential equations have been given.
In Chapter 3 the concept of Sobolev derivative and various examples of solutions of
differential equations in the sense of Sobolev have been investigated. The regularity
theorems have been given in Chapter 4. Derivatibility properties of the solutions of
partial differential equations in a region have been given in Chapter 5. The operators

Il; and T; and their properties have been given in Chapter 6, while a boundary

value problem for generalized holomorphic (analytic) functions and a generalization

of Dirichlet problem have been given in Chapter 7.
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BOLUM 1:

KOMPLEKS KISMi TUREVLI DENKLEMLERIN ORTAYA CIKISI VE

TEZIN GENEL AMACL

1.1. Giris: Kompleks Kismi Tiirevli Denklemlerin ortaya gikist 1900 yihmin bagma
dayamir. Bu alanda ciddi ¢ahyma yapan ve isim birakan en 6nemli Matematikgi
D.POMPEIU olup 1912 de kendi ad: ile anilan ve bugiin bile kompleks diferensiyel
denklemler teorisinin temelini olugturan POMPEIU integral operatorii - .
T, :C,G)-C,©0
7 > T =~ ([ T2 dgn

seklinde tammlanmaktadir. Burada C,(G),G da Holder siirekli fonksiyonlann
sintfidir. Bilindigi gibi bu operator,

w- =F(z,w,w,)
formundaki kompleks diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri igin verilen Cauchy

problemlerinin varlign ve tekligi i¢in ¢ok onemli rol oynamaktadir. Bu teoride 6nemli

kompleks operatdrlerden biri de
2 1, =T (o) = I f“) TC)_gean

seklinde tammlanan [, operatéridir. Bu operatorin  Ozellikleri ve baz
uygulamalan Boliim 6 da incelenecektir.

Kompleks Kismi Tirevli Denklemlerin esas uygulamalan 1942 yilinda
Kanada’da yapilan bir Mekanik Kongresinde ortaya ¢ikmustir. Reel uzayda baz

problemlerin zorluklar, kompleks diferensiyel denklemlerin ¢o6ziim yontemleri ile



asmigtir.  Ornegin, eliptik bir diferensiyel denklem olan Axw=0 Laplace
Denkleminin reel uzayda genel ¢oziimii meveut olmadifa halde kompleks uzayda bu
denklemin genel ¢6ziimii vardir.

L.BERS’ in 1953 yihnda yazdig1 “Theory of Pseudo — Analytic Functions”
isimli kitap, Kompleks Diferensiyel Denklemler Teorisinde ilk ve en temel
kaynaktir. Daha sonra 1959 yihinda Giircii Matematikgi IN.VEKUA’ nm yazdi

“Generalized Analytic Functions” isimli kitap, baza konularda BERS’in kitabindan

daha geneldir, fakat inceleme metodlan farkhdir. Omegin, w. = Aw+Bw

formundaki kompleks kismi tiirevli denklemi BERS, “belirleyici ¢ift” adim verdigi
ve belirli oOzellikleri saglayan (F,G) fonksiyon iligkisi yardimiyla incelemis ve
elemanter ¢oziimler ortaya konmustur. VEKUA ise aym denklemin ¢oziimlerini
POMPEIU integral operatériinii kullanarak

w = ¢(2) + T, (Aw + Bw)(z)
seklinde integral denklem olarak vermigtir.

Reel kasmi tirevli denklemlerle, kompleks diferensiyel denklemler arasinda
bazz bagmtlar elde etmek her zaman kolay olmayabilir. Bu zorluklann baginda
uzaym boyutunun ¢ift olma zorunlulugu gelmektedir. Omegin basit irtibath bir
G c C bolgesinde 27 bilinmeyenli ve 2 bagimsiz degiskenli birinci basamaktan bir

reel kismi tiirevli denklem sistemi

H, (x,y,u,,u,,..,u,, O, , om, yeees Ott 30 , au"‘) =0, k=12.2n
ox oy &
seklinde verelim.w; =u; +iu,, ;» J=12,.n kompleks degerli fonksiyonlari
tammlayalm. Bu durumda w=(w,,w,,...,w, )olmak iizere kompleks tiirev

operatorleri yardimiyla verilen reel sistemden



@_ =F(z,w,w,)
0z
bir tek kompleks denklemine ulagihr. Bu kompleks denklem belirli kosullar altinda

T, operatérii yardimiyla incelenebilir. Bunun tizerinde Béliim 7 de durulacaktr.

Buradan da gérildiigii gibi kompleks kismi tiirevli denklemler teorisinin
temel amaglanindan birisi de reel diferensiyel denklem sistemlerini kompleks

denklemlere dontstiiriip incelemektir.

1.2. TEZIN AMACI: Uygulama alam olarak kompleks diferensiyel denklemlerin
kargilagildigi konulann baginda elastisite Teorisi, gazlar dinamigi, potansiyel teori,
mekanik v.s. gelmektedir. Bilindigi gibi w. = 4w +Bw formundaki kompleks
diferensiyel denklemin ¢oziimlerine “genellestirilmiys analitik veya Pseudo-Analitik
fonksiyon” denir. Bu tip denklemlerin ¢Oziimlerinin Kabuk
Teorisindeki(Schalentheorie) Uygulamalan (Vekua’min kitab) ¢ok genis olarak
incelenmigtir. Aynca kompleks diferensiyel denklemler igin ¢ok onemli simr-deger
problemleri tammlanmugtir. Dirichlet ve Riemann Hilbert Siur-Deger Problemleri
bunlann en 6nemlileridir. BERS’in kitabinda analitik fonksiyonlarla, genellestirilmis
analitik fonksiyonlar arasinda birebir iligki kurulmug ve bu iligki sayesinde analitik
fonksiyonlarin  bilinen  birgok  6zellikleri  benzerlik prensibi  yardimiyla
genellestirilmig analitik fonksiyonlara tagmmugtir. Ozellikle analitik fonksiyonlar iin
bilinen Dirichlet Problemi, benzer metodla genellestirilmig analitik fonksiyonlar
icinde incelenmis ve bu alanda W.TUTSCHKE dikkate deSer galigmalar ve sonuclar
ortaya koymustur. Aym sekilde analitik fonksiyonlar icin bilinen seri agihimlar, tirev
kavram genellegtirilmek suretiyle genellestirilmiy analitik fonksiyonlar i¢in BERS

tarafindan verilmigtir. Diinyada bu alanda galisan ve 6nemli sonuglar ortaya koyan



inlii matematikg¢ilerin  baglicalan  VEKUA, BERS, TUTSCHKE, HABETHA
FLORIAN, BERGLEZ, HEERSINK, GILBERT, USMANOV, BAUER,
BOJARSKI, MICHAILOV vs. dir.

Su ana kadar yapilan galigmalarda sinn diizgiin bolgelerde gesitli simr-deger
problemleri incelenmigtir. Ancak smin diizgin olmayan bolgelerde simir-deger
problemi incelemesine Literatiirde pek rastlanmamaktadir, Diizgiin simrh bolgelerde
tammlanan bir Dirichlet Problemi bu tez de incelenmigtir. Bu tezin ileri bir agamasi
olarak smn diizgiin olmayan bélgelerde Dirichlet Stir-Deger Problemi tanimlamp
tammlanamayacagt arastirilacaktir. Tezin esas amaci, diizgiin simra sahip olmayan
bolgelerde bu tip smr-defer problemi tamimlayabilmek ic¢in gerekli alt yapinin

olugturulmasidir.



2.BOLUM:
DUZLEMDE KOMPLEKS KISMi TUREVLER VE OZELLIKLERI
2.1 Kompleks Kismi Tiirevlerin Ortaya Cikisi ve Kompleks Tiirev Operatorleri

G, z-dizleminde bir bolge ve z = x + iy olsun. G’ de f = u + iv geklinde
kompleks degerli bir fonksiyon tammlayalim. fe C'(G) ve z, = x, +iy, € G sabit bir
nokta olsun.Bilindigi gibi # ve v nin lineerlestirilmesi

o Ou ou

u (x’)’) = ”(xo’J’o )+ _a'x‘(xo’.}’o Xx‘xo )+ 'a_y‘(xor.)’o X)"yo)

Sl v) = » )+ _
v(x,y)— V(xo’yo)"‘ ax("’o:}’o)("’ J"o)"‘ @)(xo,YOX)’.YO)

seklindedir. Boylece % =%+i% olduguda g6z Oniine alimirsa f =u#+iv nin

~

f = 4 + iV lineerlestirmesi
Fe)= 1)+ Lleokom )+ L (e o) @11)

olacaktir. Diger taraftan
z2—2, =(x—%,)+i(y - y,)
z-2y= (x—%))~i(y~-Y,)

dir. Son denklemlerin birbirleriyle toplanmast ve ¢ikanlmasiyla

X—X, = %[(z—%)-*(ﬁ)]

y=30 ==5lz-2)-G=2)]



yazlabilir. Bu degerler f in f lineerlegtirilmesinde yerine yazilirsa

~ 1|4
700= 14| Le)-iL ) e 1] L)L) =)
(2.1.2)
elde edilir. (2.1.1) de x—x, ve y—y, m katsayilan f in sirasiyla x ve y ye gore
tiirevleri olduguna dikkat edilirse benzer olarak (2.1.2) de (z - z,) ve ( z-z,)

katsayillan swasiyla f in z ve z’ e gore kompleks kismi tirevleri olarak

isimlendirilebilir. Yani

af_l of .of 6]’ o  .of

v YT ) L.1(2.2) a1

bulunur.

Tamm 2.1.1: 6 _L 1(6 'aj izl(—a—ﬂ—a—J operatorlerine 1. basamaktan
oz 2\éex ody) o0z 2\ox oy

kompleks tiirev operatorleri denir.

2.2 Holomorf Fonksiyonlarm Kompleks Tiirev Operatirleri ile ligkisi

. G*de holomorf olsun. Bu durumda her z, € G noktasinda f fonksiyonunun

kompleks tiirevlere sahip yani
lim lim £ (Zi f =) _ “y(zo ) 22.1)
° ~Zq

limiti mevcuttur. z, noktasindan gegen ve x-eksenine paralel bir dogru iizerindeki z
noktalan

z=Xx+iy,
formundadir. Boyle noktalar igin (2.2.1) tiirev tamminda kullandigimiz oran

6



Jey,) = fx0.Y5)

x-X,

(2.2.2)

seklini alir. Bu durumda z nin z,’a , z, dan gegen ve x eksenine paralel dogru

boyunca yaklagmasi halinde (2.2.2) oramn limiti
o/ dj
L e)=Lz,) (223)

olacaktir. Benzer sekilde z, noktasindan gegen ve y eksenine paralel bir dogru
tizerindeki z noktalan z = x, +iy formunda olur. Bu tiir noktalar i¢in (2.2.1) tirev
tanimunda kullandifimiz oran

S0 )— f%6:Y0)
iy”'iyo

(2.2.4)

olacaktir. O halde 2z’ nin z,’a ; z, dan gegen ve y eksenine paralel dogru boyunca

yaklagmasi halinde (2.2.4) oranminin limitinden

—i%(zok%(zo) 225)
elde edilir. £ in

gﬁf;:_l_[éi_,..ai) zzl(étﬁg)

&z 2\l oy) 6z 2l Oy

kompleks tiirevlerinde, (2.2.3) ve (2.2.5) de elde ettiklerimizi yerine yazarsak
dj %)
oL . La=o

sonucuna ulaginz.

SONUC 2.2.1: f in bir holomorf fonksiyon olmasi halinde -ng% kompleks kismi

tiirevi kompleks adi tiirevle gakigir ve



olur.

2.3 Yiiksek Basamaktan Kompleks Kismi Tiirevler ve Laplace Denkleminin

Keompleks Formu

Bir f kompleks fonksiyonunun gzj—r- -g—:— kompleks kismi tirevleri, £ in x ve y
z
reel degiskenlerine gore tiirevleriyle ilgilidir. Eger fe C* (G) ise 0 zaman x ve y’ ye

gore tiirevlerle ortaya konulan %, 6f Z eC* (G) dir.Yani £>2 igin 6f Zf
z

ifadelerinin tekrar kompleks tiirevleri hesaplanabilir.

Simdi f € C*(G) oldugunu kabul edelim ve

HEY $1Y
& 2\l oy oz 2\éx oy

ifadesinde g = —Zzi alahim. Bu durumda kompleks kismi tiirev tammindan

% 1(95_”_@_} 11(621’ 62fJ

oz 2\or oy) 22\ &7
ve buradan
2 2 2
of_1{2 { oLy @23.1)
020z 4\ ox ) 4

elde edilir. Bunun sonucu olarak




2
Reel f icin Af de reel olacagindan reel f igin 22 6f_ ifadesi de reel olmak
z

zorundadir. Kompleks Kismi tiirevler igin de efer f - ve f; tiirevleri siirekli iseler

o’f _of
020z D2z
e s . . ot g L. O og ...
esitliginin gegerli oldugu kolayca goriilebilir. Bunun igin g = P ahp 3 yi
z z
hesaplayalim.
g_1(of of) g _1(8f . 8F
o 2 ) @y 2oy o
olmasi nedeniyle buradan
2
of_ 6g /% _ 6g Af (2.3.2)
oz 0z 2\ ox 6y "4

olur. (2.3.1) ve (2.3.2) den

’f 3
020z z0z
ve
o
820z
elde edilir.

24 Reel Kismi Tiirevli Denklem Sisteminin Kompleks Kismi Tiirevli
Denklemlere Doniistiiriilmesi.
u ve v, x, y’nin fonksiyonlar olmak iizere

Ou Ou ov ov .
aj,—a;-l-aﬂ5+aj3—é;+aj4a+bﬂu+bﬂv =d, (712) 241)



birinci basamaktan lineer sistemini géz Oniine alalim. (2.4.1) deki # ve v nin kendisi
ve kismi tlirevlerinin katsayilan ile d ler, x ve y bagimsiz degiskenlerinin 6nceden
verilen fonksiyonlandir. /=1 i¢in elde edilen denklem ile j=2 igin elde edilen

denklemi ‘7’ ile carpip taraf tarafa toplarsak

. Ou . ou N
(a,, +iay) —éx—+(a12 +za22)5; +(a,, +1an)—5x—

(a, +ia,, )% +(b,, +iby Ju+(b,, +ib,)v=d, +id, (24.2)

elde edilir.
u ve v reel degerli fonksiyonlan bir w kompleks fonksiyonunun sirastyla reel

ve sanal kisimlari, yani
w=u+iv, w=u—iv

olsun. Bu iki egitlikten
u=tow+w) v=L@-w)
2 2

yazilabilir. Bu yazihg, (2.4.2) denkleminin tek kompleks denklem tiirinden yaziligint

saglar.

_{_}u;ﬁu_@@ tirevierini ; ud ve@_‘.i cinsinden yazarsak
ox oy ox oy 0z 0Oz
ou 1ow ow (aw) (aw”
—_—=——F =t — || =
o 2\d oz \&) \dz))
gaz__z_'gaz_éw;__(_a_w_)+(9w_)'

"2l 8z oz \é&z oz
¥ 2] Z/] | (2.43)
»_i _@_@+(ﬂ)+(@)
& 2| & o0z \&) \éz
@_1"@_%(@)_(@)
& 2\ oz \a&z) \oz




bulunur. (2.4.3) G (2.4.2) de yerine yazarsak

ow ow ow ow —
A4, —a—z—+ A, = + A{—a;) + A‘{E) +Bw+B,w=D (2.4.4)

elde edilir. Verilen (2.4.1) denkleminde 5;=0, d~0 segilirse 0 zaman B;=B,=D=0

olup en son elde ettigimiz (2.4.4) denklemi de

4, ow + 4, 61?_, +A3(6W]+A4(§—VZ—) =0
oz Oz oz oz

haline gelir.

11



3. BOLUM:

DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN SOBOLEV ANLAMINDA

COZUMLERI

3.1 Sobolev Anlammda Tiirev Kavram

Simdiye kadar ele alnan diferensiyel. denklemlerdeki tiirevier klasik
anlamlardaki tiirevierdi. Bu ise (2.2.1) deki farklar oram limitinin mevcut olup
olmamasiyla ilgili bir kavramdir. Klasik anlamda bir diferensiyel denklemin
¢oziimlerinden bahsedebilmek i¢in bu soyledigimiz anlamda tirevlerin mevcut
oldugunu ve diferensiyel denklemi sagladigini kabul etmekteyiz.

Bazen denklemlerin klasik g¢oziimleri yeterli olmayabilir. Bu nedenle cegitli
tirev kavramlan geligtirilmistir. Bu durumda diferensiyel denklemlerin ¢ozimi
kavram genigletilmis olmaktadir. Bunlarin iginde en yaygin olam Sobolev ve
Schwarz anlaminda tiirev kavramlandir.

Simdi Sobolev tiirevi kavramini verelim:

Tamm 3.1.1: ¢, C5(G) simfina ait reel degerli bir fonksiyon olsun. ¢ fonksiyonu
tamamen G’nin iginde bulunan bir kompakt alt bolgenin diginda 6zdeg olarak sifir ise

@ ye “Test Fonksiyonu” denir. Boyle tammlanan test fonksiyonlarmin simfi

CH(G) ile gosterilir,
G, R” de bir bolge ve f de; G de tanimli, G’ nin tamaminda gxl— tiirevlerine
i

sahip bir fonksiyon olsun.

12



K, G’ nin kompakt bir alt bolgesi ve C*’(G) nin elemanlan K nin diginda
sifir olsun. Bu ozelliklere sahip sonsuz goklukta fonksiyon bulunabilir. Simdi tespit
edilmig bir pe C,” test fonksiyonu igin f@ carpimm goz oniine alalim. Bu f@ nin x;
ye gore kismi tiirevi

0 o of
—_— =f—4 _— .
a, o) =f o, 7o)

olur. Bu ¢arpimin tiirevi de G tarafindan kapsanan kompakt K bolgesinin diginda

Ozdeg olarak sifir olur. Simdi G de bir 7 araliklar agim g6z Oniine alalim. I” nin K
kompakt bolgesini kapsadifim varsayalim. Boylece ¢ test fonksiyonu I’ min iginde

ve K* min diginda 6zdes olarak sifir olacaktir (Bakimiz Sekil 3.1.1). Bu durumda ¢ ve

fo, 01 siin tzerinde sifir olur. @ ve gx—q’, I' mn diginda ve G’ nin iginde kalan

J

bolgede 6zdes olarak sifir olacagindan

RS
........
o
o

!;(féx. +¢ax)dx !(fax, +¢ax,)dx

J J

yazlabilir. Genelde dx = dx,dx,...dx, dir. S S

omtesesssranentsntet ™

Sekil 3.1.1

Sagdaki integralin integrantmmgxa— (fp) ve esit olmasi nedeniyle “Ostrogradski-

J

Gauss” formuliinden sag taraf

[ fock

13



ifadesine esittir. Burada du 61’ nin yiizey elemanm gostermektedir. 07 tizerinde

Jfo =0 oldugundan en son elde ettifimiz yiizey integralinin sonucu sifirdir. Boylece

her

pe CP (G) test fonksiyonu igin

I(f-gxgwg-]dmo G.1.1)

J J

olur. Eger f € C'(G) oldugunu kabul edersek (3.1.1) bagmntis1 daima mevcuttur.

Tamm:3.1.2: Eger verilen bir f fonksiyonuna kargilik her pe C,'(G)igin

J[fgxz+g¢]0bc=0 (.12)

G J
olacak gekilde G' de tammh bir g fonksiyonu varsa g fonksiyonuna fin x;' ye gore

"Sobolev Tiirevi" denir.

(3.1.1) ve (3.1.2) bagintilanm kargilagtinrsak goririz ki klasik anlamda

gxf—klsnﬁ tirevinin meveut olmasi halinde f Sobolev anlaminda da kismi tiireve

J
sahiptir. Fakat Sobolev anlaminda tiireve sahip olan bir fonksiyon , klasik anlamda
tiireve sahip olmayabilir. Ciinkii Sobolev tiirevi , pargali siirekli fonksiyonlar i¢in de
gecerlidir.

0, X<
X2

y <

Ornek 3.1.1: fix)= { ?, x<0

s x>0

g, g(x)={

fonksiyonlarim goz oniine alahm. Bunlarin her ikisi de R de tanimli ve f siirekli, g

pargalt siireklidir. @ € C,'(R) herhangi bir test fonksiyonu olsun. O zaman her x>7

14



icin @(x) =0, %-—'0 olacak sekilde en az bir >0 sayis1 vardir. Bunu saglayan

sonsuz ¢oklukta test fonksiyonu bulabiliriz. Kism{ integrasyonla

jf f"ax = xp(x)]; jlcwbc

r

="f¢d’f

0

olur. Diger taraftan
| godx = [ qdx
—o0 0
dir. Boylece biitiin ¢ test fonksiyonlan igin

I(f——+g¢jdx 0

—o0

olur. O halde tamim nedeniyle g = %, R nin tamaminda f in Sobolev anlamindaki

tiirevi olur. Halbuki klasik anlamda bu sadece x+ O igin gegerlidir.

3.2. Sobolev Anlaminda Kompleks Kismi Tiirevier

G, C de bir bolge ve z = x + iy eGolsun. Bu durumda feC'(G),

pe C,'(G)igin

(f——+¢ax}lrdv 0, H( =0 (32.1)

bagmtilan yazlabilir. Efer f ve ¢ reel degerli fonksiyonlar ise (3.2.1) daima
dogrudur. f kompleks degerli, @ reel deerli ise fi reel ve sanal kisimlarina ayirarak
aym egitliklerin gegerli olduunu gorebiliriz. $imdi f ve @ nin her ikisinin de

kompleks oldugunu varsayalm. O zaman ¢ nin reel ve sanal kisimlan da ayn ayn

15



(3.2.1) esitliklerini saglar. Sonug olarak f ve @ nin her ikisinin de kompleks olmast

halinde (3.2.1) esitlikleri yine gecerlidir. (3.2.1) deki denklemlerden ikincisi "i" ile
e 0 0 s s
carpihp birinci ile toplanirsa ve — ve — operatorlerinin tammlan da goéz Oniine

Oz oz

alimrsa

Tamm 3.2.1: Her ¢ € Cy(G) test fonksiyonu igin

] (f —g% & gr/))drdy =0 (3.22)

olacak sekilde f fonksiyonuna karsilik bir g fonksiyonu mevcutsa g ye f in z'e gore

Sobolev anlamindaki tirevi denir ve klasik anlamda oldugu gibi —Z'L = g seklinde
z

gosterilir.

(3.2.1) deki ikinci esitlik "i" ile garpihp taraf tarafa gikanhrsa benzer olarak

flrz ey

yazlabilir.

Tanm 3.2.2: Her ¢ € Cy(G) test fonksiyonu igin

] (f %g + gw)dw =0 (3.2.3)

16



olacak gekilde f fonksiyonuna kargihk bir g fonksiyonu mevcutsa g ye fin z' ye gore

Sobolev anlamindaki tiirevi denir ve % = g seklinde gosterilir.

Teorem 3.2.1: Eger c,c, sabitler £, f, de Sobolev anlaminda kompleks tiirevlere

sahip fonksiyonlar ise 0 zaman Sobolev anlaminda

D 2@nrar)-a Lol
”) *(clfi"'czfz)—'ci -+62’L
oz

tiirev bagintilan gegerlidir.

3.3. Diferensiyel Denklemlerin Sobolev Anlaminda Codziimleri ve Cesitli
Ornekler

Bir fonksiyon klasik anlamda diferensiyellenebilir ve klasik anlamdaki
tirevleri bir denklemde yerine yazildiginda denklemde saglamyorsa o zaman bu
fonksiyona denklemin klasik ¢oziimii denir.

Eger bir fonksiyon Sobolev anlaminda tiirevlere sahip, kendi ve Sobolev
tirevleri de denklemde yerine yazildifinda denklem gergekleniyorsa o zaman bu
fonksiyona denklemin Sobolev anlammdaki bir ¢6ziimii denir.

Sobolev tiirevine sahip bir fonksiyonun bitiin test fonksiyonlani igin bir
integral bagintisim sagladi@ bilinmektedir. Boyle bagintilar denklemlerin Sobolev

anlamindaki ¢6ziimleri igin de verilebilir. Bunu 6rneklerle gosterelim:

Ornek 3.3.1: y=y(x) fonksiyonu, I= {x‘ a< x<b} araliginda % Sobolev

tiirevine sahip olsun. O zaman her @ € C}(G) test fonksiyonu igin

17



do aiV)
——+@——|dx=0
I [y a7 d
esitlii gergeklenir.
Eger y = y(x) fonksiyonu
dy
—=0 3.3.1
e (3.3.1)
denkleminin Sobolev anlammdaki bir ¢oziimii ise o zaman her pe C,'(])

do
—~—dx=0, 332
! y— (332)
esitligi gergeklenir. Boylece her ¢ test fonksiyonu (3.3.2) bagintisim gergekliyorsa
bu durumda y(x) fonksiyonu , (3.3.1) denkleminin Sobolev ¢dziimii olur.

Ornek 3.3.2: w = w (2), z-diizleminin bir G bolgesinde Sobolev anlaminda @_

0z

tiirevine sahip olsun. Bu durumda her @ € Cy(G)

olur. Benzer sekilde

L
0z
denkleminin Sobolev ¢oziimii , her @ € Cy(G)
[w2axay =0
¢ Oz

integral bagintisiu saglar.

Ornek 3.3.3: Bir G bolgesinde tanimlanan # fonksiyonu Sobolev anlaminda

18



*u ou
& 5

tiirevlerine sahip olsun. O zaman her pe C* (G) test fonksiyonu igin

[(+22-oZ¥ sy =0

G

) 62uJ

U———@— ldxdy =0
g[ '

esitlikleri gergeklenir. Bu denklemlerin taraf tarafa toplanmasiyla

ﬂ (uAp-pAu)dxdy = 0

esitligi elde edilir ve bu her pe CZ(G) igin gegerlidir.

*u 0’u ..
2 B;;turevlerlmn mevcut

Tamm 3.3.1: Bir # fonksiyonun Sobolev anlamindaki

olup olmadigma bakilmaksizin her ge C? (G) test fonksiyonu igin

[[ur@ dxdy =0

G
esitlifi gergekleniyorsa o zaman u fonksiyonuna Au = O denkleminin Sobolev

anlamindaki ¢oziimii denir. Au = 0 denkleminin her # Sobolev ¢6ziimii igin Sobolev

anlaminda
u Ou
w5

tiirevleri mevcuttur. Hatta klasik anlamda da mevcuttur.

Ornek 3.3.4: Omek 3.3.3 de verilen Au = 0 Laplace Denkleminin Sobolev

¢Oziimiiniin tamimi, Green integral formulii yardimiyla

19



o%u ou
Liu] = ) +Yb(x)—+cu=0
(11 =30, 6) 52+ S5 ()7,

denklemine de uygulanabilir. # klasik anlamda siirekli tiretilebilir fonksiyon ve L’
da L nin adjoint' i ise 0 zaman

g (vL[u] —ul’ [v]}ixaiv

ifadesi simir integraline doniigtiiriilebilir. Burada
. 0 ov 0
L'iv|=) —|a,—{-> —(bv)+cv
[V] g a):i [aff axj] ; 5 ,- ( ,V)

dir. @eCZ2(G) herhangi bir test fonksiyonu olmak tizere v=¢ ve u da L[u}~0
denkleminin klasik anlamda bir ¢6ziimii olarak alimrsa bu durumda

Lj uL’ [pldxdy = 0 (3.3.1)

olur. Cinkii 0G siminnda ¢ ve tiirevleri 6zdes olarak sifirdir. Dolayisiyla sir
integrali sifir degerini alir. Boylece her ¢ test fonksiyonu igin (3.3.1) bagmntist

saglamyorsa o zaman # L{u]=0 denkleminin Sobolev anlaminda ¢6ziimi olur.

Ornek 3.3.5: Omek 3.3.4'¢ benzer sekilde # fonksiyonu
Liu}f

denkleminin klasik anlamda bir ¢oziimii ise her ¢ test fonksiyonu igin

[l loliedy ={[ o fatray (3.2

¢ G
yazilabilir.

Tersine , her @ test fonksiyonu igin (3.3.2) eyitligini saglayan her #
fonksiyonu

Llul=f
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denkleminin Sobolev anlamindaki ¢6ziimii olur.

3.4. Cauchy Tipi Singiiler Integrallerin Sinirlandinilmas: ve Homogen Olmayan
Cauchy - Riemann Sisteminin Bir Coziimii.

Holomorf fonksiyonlar teorisinden de bilinen
| 1) 4
7 ¢-z

formundaki kompleks egrisel integrali goz Oniine alahm. Integrant, Cauchy

singiilerfigi denilen (:1 terimini igermektedir.

-z
Kompleks kismi tiirevli denklemler teorisinde, sinir noktalaninda holomorf
olmayan fonksiyonlar verildifinde ve smir deger problemini inceledigimizde

1 ve 1
{-z ((-z)

seklinde Cauchy singtilerlifi kargimza c¢ikar. Bunlar da gogu

zaman kath integrallerde kendini gosterir.
Bundan sonra aksi belirtiimedik¢e genel olarak integraller { - diizleminin bir
G bolgesi iizerinden hesaplanacaktir. Burada integrant { mn diginda bir z

parametresine de baghdir. Yani { = ¢ + iz olmak iizere

[[fG2)atdn=F(z) (3.41)

G
dir. f({}z) integrant1 herhangi bir { €G ve z' nin her degeri igin tammlanmig
olmahdrr. £({z), ¢ #z igin sirekli, fakat ze G ise ¢ = z igin singilerlige sahiptir.
Boyle bir singiilerlik mevcut oldugunda £(z)

(4

<)

l/¢z)| < (3.42)
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seklinde sinirlanabilir. Burada ¢ 6nceden verilen bir sabit ve a negatif olmayan bir

reel sayidir.

Lemma 3.4.1:0<a <2 ise 0 zaman (3.4.1) integralinin degeri her z i¢in mevcuttur

(z, G ye ait olsa bile bu sonu¢ gegerlidir.).

Ispat:Once { = z singiiler noktay: disarida tutan bir gevre belirleyelim. Bu gevreyi
yeteri kadar kugik segersek integral G' nin tamaminda mevcut olur. $imdi &, <6,
olmak ilizere z merkezli &, ved, yangaph disklerini goz oniine alalm. z singiiler

noktasini digarida tutan halkasal bolge tizerinden integrali hesaplarsak é; ve d2 yi
yeterince kigiik sectifimizde integral degeri de yeterince kiigiik kalir.
Simdi (3.4.1) integralini, ele alinan halkasal bélge igin kutupsal

koordinatlarda yazarsak o zaman

[[7caaedns [[lrCa)aedn
d<[¢l<s, 6</¢]<é,
g jal —rdrdf < —-——(622‘“ -67" ) < —2%-7-:—‘622"“

olur. 0<a<2 ise 0o zaman J, yeterince kigiik se¢ilmek kaydiyla halkasal boige
uzerinden hesaplanan integral yeterince kiigiik yapilabilir. Bu ise ispat: tamamlar.

Bu lemma, singiilerlife sahip (3.4.2) ifadesinin kath integralinin mevcut
oldugunu gosterir.

Simdi G bolgesinin Olgiisiiniin  sonlu  oldugunu varsayahm. 0<a <2

esitsizligini saglayan her o igin asagidaki teorem gegerlidir:

22



Teorem 3.4.1:Kompleks diizlemin her z noktas: igin

ﬂ-df dg _ 2z (mG)l—g

G 4" 2-al =z

Ispat: zeG olmak iizere z merkezli R yarigaph bir K diskini; diskin alam ile G
bolgesinin alam aym olacak gekilde segelim. Yani 7z R’ = mG olsun.(Bakimz Sekil

3.4.1) O zaman

Sekil.3.4.1

olur. { € G\Kigin |{ - z| = R dir. Bu durumda

1 < 1

-7 &

yazilabilir. G ve K bolgeleri aym 6lgiiye sahiptir. Diger taraftan G \ K ve K \ G

bolgeleri de aym olgiiye sahiptir. Boylece
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dedﬂ ﬂ'dfdﬂ ﬂdfdn ﬂ'dfdﬂ = ﬂ dz dn

(RSN S < s <
A=
b=
Tf”ll” ! j“ S rdrdd

olur. Burada 7, 8; { = z merkezli dairesel bélge igin kutupsal koordinatlardir. Bu da

teoremin ispatini tamamlar.

Simdi a, # reel sayilar ve 0<a <2, 0< f <2olmak iizere
d¢ dn
J=
g C-=[¢ -2/

integrali igin bir iist smur bulmaya c¢ahgalim. z, vez, kompleks duzlemin farkh iki

noktasi olur. |z, — z,| = 2d > Oolsun. d<1 alalm.

G bolgesini, agafidaki gibi bes pargaya ayiralm:

24



Gx={(' 'C‘les‘i}
G, =4l |-z d}

Gy =] d<lt-z|snk] k-2l <6 -zl
G, =] d<lt-z|<1}nl] |6 -2l - =]}
G, = {4 IC—zl[Zl}m{(l |4—22|21}

G, den G;ekadar { € G olmas: gerekmemektedir.(Bakimz sekil (3.4.2)) Simdi

_ dé&dn
ﬂlc 21| - zzr’

integrallerini g6z6niine alahm. Eger J; integrallerini sinirlayabilir ve

JJ+d,+ T+, + T
oldugunu gosterirsek istenileni elde etmis oluruz. Bu simirlandirma sirasinda (r,9); J;
ve J; iin hesabinda z, merkezli disk, J, ve J, iin hesabinda, z, merkezli dairesel
disk igin kutupsal koordinatlar olsun.

Boyle belirlenen bolge tizerinden ilgili integraller hesaplamrsa J; igin

_ d¢ dn d¢ dn
Hlf i <A 7 t:—gsa <Al
4 rdrdf _ 2n
dﬂ a'—[o;!o r*  2-a

d2—a—ﬁ

olur ve benzer yolla

d¢ dn d¢ dn
HI{ ll |¢‘zzl” da C-Jz‘zlsdlczzv

2z d
la J‘ rdr;lo 2% dz_a.,_p
d o=0r=0 T 2-p

elde edilir. J, i¢in G, bolgesinde

1 < 1
lé’—zlﬁ{-—zzlﬂ I;"zllmﬂ
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esitsizligi gerceklenir. Halkasal bolge tizerinden integral hesaplarken

{Cl 2| = |¢-2, |}

dogrusunu harig tutarsak
—2zIlnd , a+p=2
sef e, ’
R 2-a—-ﬂ(1_d24—ﬂ)’ a+p#2

elde edilir. Bu smur J, igin de gegerlidir. G, bolgesinde |§ —z|21ve| -z, 21

oldugundan

ﬂ d[fl‘;” lﬁsﬂd(dq mG, <mG

elde edilir. Boylece J <J, +J, +J, +J, +J; olur.
|z, —z,| 22 yani d >1 oldugunda J, veJ, integralleri ihmal edilebilecegine

dikkat edilirse genel bir durum olarak agagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem:3.4.2:

a) Eger 2d=|z, -z | <2 vea+ B #2 ise

2-a~f
Jeo Ly L 2 22 -2 +—~—@———+mG
20 2-8 2~a-p8 2 2-a-p

esitsizlifi gegerlidir.

b) |z, —z,|<2vea+ B =2 ise

JSZ?Z‘(I 1 J 4x m[lzZ "}rmc;
2. 2-8 2

esitsizlii gecerlidir.

¢) |z, —z|22 ise
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2-a-p
J <27z 1 + 1 lzz le +mG
2. 2-8 2

esitsizligi daima gegerlidir.

. 4 . .
Not: a+f>2 ise o zaman—é-———-<0 olup bu durumda |z,-2z]|<2 igin

2-a-8
(lz_z__z_ll] >1 esitsizligi yazilabilir. Boylece

2
2-a-f
4z (|2 L
2-a-p 2 2-a-p

olur. Bu durumda J nin simirlandinlmasindaki Z—iﬂ—ﬂ negatif terimi diger bir
_a.._

terimle stmrlandiriimalidir.

3.5 Homogen olmayan Cauchy Riemann Denkleminin Céziimleri.
@_ =0
oz
denklemini saglayan bir w fonksiyonunun reel ve sanal kisimlann homogen Cauchy -

Riemann denklemini saglar. Yani w = # + iv olmak Gizere

w_w_ o w w_g
&x o |y ox
sistemi gerceklenir. Simdi g, 6nceden verilen bir fonksiyon olmak tizere
Mg (.5.1)
0z

formundaki kompleks denklemi goz oniine alahm. (3.5.1) ile verilen denkleme

homogen olmayan Cauchy — Riemann Denklemi denir.
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1 .
wo(z)=-— fj'g—@d&in, ¢ =¢E+in (352)
GG -2
ile tammlanan fonksiyon, (3.5.1) kompleks diferensiyel denkleminin G’ de bir 6zel

¢oziimidir. G smrh bir bélge, g de G de tamml, siirekli ve |g] <c yani smirh ise o

zaman her z i¢in (3.5.2) integralinin mevcut oldugu soylenebilir. (3.5.2) i¢in
1 rrgl6)
- dédn =T,
- g L2 &dn =T,8(z)

gosterilimi kullanilirsa o zaman 7 ; operatoriiniin tamm kiimesindeki g fonksiyonlan

G de tammlanmg fonksiyonlar olmasina ragmen biitiin diizleme bu fonksiyonilar

genigletilebilir. Bu tip fonksiyonlar aym zamanda

0
B;Gg:g

kompleks diferansiyel denkleminin ¢oziimleri olacaktir. Bu durumda 56: kompleks
z

tirev operatori 7; kompleks diferansiyel denkleminin ¢oziimleri olacaktir. Bu

durumda operatériiniin tersi olarak da diigiinilebilir.

Teorem 3.5.1: w,=1,g fonksiyonu kompleks dizlemin tamammnda diizgiin

stireklidir.

Ispat: z, ve z, kompleks diizlemde herhangi iki nokta olsun. O zaman

ﬂg(é.’{(:_lz2 "c-lz jdfdﬂ

s%lzz—a[gmdw]

o) -y (a1} ==

yazlabilir.
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Once |z,-2z|<2 ve a=f=10lmak iizere i¢in teorem 3.4.2 gozoniine
alinirsa

|z, — =

4z +mG dz, - z|-4dz, —zl|]n—2——~

lwo(zz)_wo(ZJ ES

z —
yazilabilir. Aynca z, —>z, igin |z, —zlllnl—zi—z—l—l ifadesinin limiti mevcuttur.

Boylece ispat tamamlanmig olur.
(3.5.2) ile tammlanan fonksiyonun (3.5.1) homogen olmayan Cauchy -
Riemann denklemini sagladifim gostermek igin agagidaki G¢ lemmaya ihtiyacimiz

vardir.

Lemma 3.5.1: G diizgiin simrh bir bolge ve fe C'(G) olsun. Bu takdirde
of 1 of 1 =
gg M=Ea.[}f(z)dz: _ggdxd}’:“ja_[;f(z)dz

dir. (Ostrogradski — Gauss formuliiniin kompleks formu)

ispat: G c C diizgin smrh bir bolge ve P,Q e C'(G)reel degerli fonksiyonlar

olmak tizere reeldeki Green formiiliinden

[racron= [ -5 ot

oldugunu biliyoruz. Bu bagmti f e C'(G)kompleks degerli fonksiyonu iginde

gegerlidir. Yani
(o= [y, - (|2t = | s 643

dir. (3.4.5) deki denklemlerden ilki “4” garpihp taraf tarafa toplanirsa
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(L dedy [ iy = [ e

veya

bulunur. Birinci denklemi “7” ile garptiktan sonra ikinciyi birinciden ¢ikanrsak

(__-,H}M, ~ | favidy) =~ | 1z

o4 0

veya

elde edilir ve bunlar da Lemmada iddia edilen esitliklerdir.

Lemma 3.5.2: ¢ € C5(G) olsun. O zaman her ¢ G igin

-;lz-ﬂz—_ljz-@%-(z-z—)cﬁcdy =o(()

Ispat: ¢ € C}(G) herhangi bir test fonksiyonu olsun. Tamamen G nin iginde bulunan
bir / kapali arahiklar ag1 segelim.{ € / < G herhangi bir nokta olmak iizere ¢ test
fonksiyonu I da sifirdan farklh olsun. Ayncad nin bir § komsutugunu / dan

gikaralim ve geri kalan kisma 7 ; diyelim. Diger taraftan
_ olz)
1&)=777

fonksiyonunu tammlayalim. Bu durumda
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olacaktir. Lemma 3.5.1 i tanimladiimz bu f fonksiyonu i¢in kullamirsak o zaman

1 6¢(z) _ 1 ]
Py S

elde edilir. @ 0/ da sifir oldugundan &/ tizerinden simr integrali atilabilir. @ ve %g
z

I nin diginda sifir oldugundan soldaki integralde 7, yerine G ;iizerinden integral
alnabilir. Burada G5, G nin iginde fakat{mmJ komsulugu digindaki halkasal
bolgedir. Ostrogradski -Gauss formiilinden

i = | e

z—-§ 0z 2mlz 4 2= C
yazilabilir. Soldaki integralde & —» 0 yaklasimm yaparsak G; — G olur. Sagdaki

integralde z-¢ =&, 0<@ <27 donisimini yaparsak dz = i& d) veya

% = idf olup aynca ¢ siirekli oldufundan ¢(z)~-@({) da sireklidir. Boylece
I ¢Ezzv =i f [o(2)- o(O)H6 +ig(C) j 146
la=cs 2 6=0

olup & — Oyaklagim i¢in sagdaki ilk integral sifir olur. O halde

J 26) 4 - 21i(0)
e 276

veya buradan

I - o)

bulunur. Bu da ispati tamamlar.

Lemma 3.5.2 i¢in
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TG[%] =9(z), peCy(G)

yazilabilir.
g2=8(), G de smrh bir fonksiyon olsun.O zaman agafidaki lemmay:

verebiliriz;

Lemma 3.5.3: Eger U G nin yeterince kiigiik olgiiye sahip bir alt bolgesi ise

_" %@dfdr,i integrali de her z i¢in yeterince kiigiik yapilabilir.
-z
U

Ispat: a=1 igin Teorem 3.4.1 i kullanirsak |g(¢)| < ¢ olmak iizere

lﬂg(‘:)d‘fd" <.U g(c)dgdn

dédn
FC .U 2]

1
< c.Zn(m%U——)z
Vd

yazlabilir. U, yeterince kigiik bir alt bolge oldugundan (3.5.3) yeterince kiigik

(3.5.3)

yapilabilir. Boylece ispat tamamlanmsg olur.
G' yi z dizleminin veya ¢ diizleminin bir alt bolgesi olarak diigiinelim.
Ancak bunu anlamh olarak belitmek i¢in G yerine G, veya G, gosterilimlerini

kullanalim.

Teorem 3.5.2: w, (z) = —-i—ﬂ%dfdﬂ

olarak tanimlanan fonksiyon
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=&

Q|

homogen olmayan Cauchy - Riemann denkleminin G, bolgesinde Sobolev

anlaminda bir ¢oziimiidiir.

ispat: p<cC, (Gz) herhangi bir test fonksiyonu olsun. O zaman w,(z) fonksiyonun

tammindan
[ 22ty = L1 ] 6‘”("’)[ If g(‘:)dédnme (354
yazilabilir.

G, iizerinden hesaplanan integral i¢in Lemma 3.5.3 i kullanalm. §
yeterince kiigik bir sayi olmak Uzere G, tzerinden integral yerine G,\U, (2)
iizerinden integral hesaplarsak o zaman her z i¢in integral sonuglan birbirinden ¢ok
az farkh olacaktir. Yani yeterince kiigik & sayist i¢in (3.5.4) integralinin
buyiklugiinde ¢ok kiigiik bir fark ortaya ¢ikacaktir.

G,xG,dan {(z¢) |(-o| <6} silindirik bolgesini gikaralim ve (3.5.4) nin sag
tarafindaki integrali yeni ortaya ¢ikan bolge ilizerinden hesaplayalim. Bu bolgede
integrant singiilerlige sahip degildir. Bu durumda Fubini teoreminden integrasyon
sirast yer degistirebilir. Boylece (3.5.4) nin sag tarafindaki integral, yeni bolge
tizerinden

1 1 9
;gg(C){ H(z)f Z;’dxdy £dn

Gx _‘UJ
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olarak yaalabilir. G,\U, (z) tizerinden hesaplanan integralde & —>0 igin limit

alimrsa icteki integral, G, tizerinden integrale doniigiir. Bu integral igin Lemma 3.5.3

i kullamirsak (3.5.4) integrali

1 &
I ] (c)(f [— “’(z) ]dédn
haline gelir. Parantez igindeki integral i¢in Lemma 3.5.2 kullanilirsa (3.5.4) bagintisi

- J; [ g(2)p()atxay

ifadesine egit olur. Bu, her ¢ test fonksiyonu igin gegerli oldugundan w, (z)

fonksiyonu %ﬁ- = g denkleminin Sobolev anlamindaki ¢éziimii olur. Ciinkii
z

R | F
=£J'g(2)¢(2)dxabf
esitliginden
g[wo (:22+ £(ohle) sy =0
elde edilir. Bu ise G, de w,(z) fonksiyonunun z e gore Sobolev tiirevinin g, yani

% =g oldug;inu gosterir.
z
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4. BOLUM:
DUZGUNLESTIRME TEOREMLERI

4.1 Reel Tek Degiskenli Fonksiyonlar i¢in Bir Diizgiinlestirme Teoremi
Teorem 4.1.1: y = y(x) fonksiyonu % =0 denkleminin Sobolev ¢6ziimi olsun. Bu
takdirde y sabit olmak zorundadir.
Ispat: I = {x| a<x< b} araliim gozoniine alahm ve y = y(x); % =0 denkleminin
Sobolev anlamindaki ¢oziimii olsun. O zaman her @ € C)(I) test fonksiyonu igin
‘I[y%;—o-d.’x=0 (4.1.1)
olur. Diger taraftan
n¢)=5¢* +3¢+2)
fonksiyonunu goézoniine alahm.
7@)=E3¢+3)
oldugundan fonksiyon ¢ =1ve{ =-1 noktalaninda yerel ekstreme sahiptir ve

n(-1)=0,7()=1 dir. Simdi

0, £<-1
n¢)= %(—§3+3§+2), 12¢ <1
1, =21
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fonksiyonunu g6zonine alahm. Bu fonksiyon siirekli tiirevlenebilen bir
fonksiyondur. ¢ =-1 ve{ =1 noktalanindaki tirevi de sifirdir. Grafik, -1 ile 1

arasinda sifirdan bire dogru yiikselir.

Ote yandan ¢<d olmak iizere { = —1+2§£ alalim. j‘f_ = 2 olur. x=c¢ de
d-c dx d-

{=-1, x=d de { =1olur. Boylece x ¢ bagh bir fonksiyon elde ettik. Bu

fonksiyonun c ile d arasinda tiirevi pozitif, x = ¢ ve x = d noktalarinda sifirdir. Ciinkii

" 2
= 3 1-(-1 + 2"—"")
2(d-c)| d-c
__3 [, ,xc :I ,XC
2(d<)” dc]| dc

_ 6 (1_ x-c) x-C
d-c\ d-c)d-c

c<x<d oldugundan 0<2—-c<1 dir. Bu iglemleri 6zel bir @ € C5(I) test fonksiyonu
¢

segmek icin yaptik.

x,%, bir I arahfmn iki noktas: olsun. j=1,2 olmak uzere U, x; nin
komsulugu ve 'ﬁ;tamamen I da bulunsun. Aynca U, ve U, nin ortak noktas:
bulunmasin. x, <x, ise ¢ test fonksiyonunu sbyle segelim: ¢, U, de siirekli
turetilebilir olsun ve sifirdan bire dogru yiikselsin. Aym ¢ fonksiyonu U, de birden
sifira dogru azalsin. U, ve U, nin diginda tiirevi sifir olsun. Bundan bagka j=1,2

olmak lzere U; lerin baglangic ve bitim noktalarinda ¢ fonksiyonun tirevi sifir
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olsun. O zaman @ e Ci(I) olur. Diger taraftan / da tammlanan sirekli y= yfx)

fonksiyonu

do . _

@

bagintisim saBlasin. Yani y = y(x) , e

=0 denkleminin Sobolev ¢6ziimii olsun.Bu

durumda y sabit olmak zorundadir. y=y(x) in sabit olmadiim kabul edelim. O zaman
x,x, €l y&x) =y, olacak sekilde en az iki nokta vardir. x, <x, igin
y(x;) > y(x,) oldugunu kabul edelim. (x, <x, i¢in y(x;) < y(x,) olmas: aym yolla
incelenir). y(x,)ile y(x,) arasinda bir £ sabiti segelim. O zaman y = y(x) in
sirekliliinden dolay1 x, in, y(x) >k olacak sekilde bir U,; x, nin y(x)<k olacak

sekilde bir U, komsulugu bulunabilir. @ yukanda olugturulan test fonksiyonu olmak

uzere
U, de%;2>0,U2 de%?<0 olur. O zaman
dp ,do
U de y——>k~——
1 eydx> I
ve
dp . do
U, de y—>k—
2 eydx> e
dir.

@, U, de sifirdan bire dogru yiikseldiginden
| y kjilﬂdx =k
U, dx U, dx

@, U, de birden sifira dogru azaldifindan
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[y %>k [ 22 e = -
U, dx u, dx
yazilabilir. U, ve U, nin diginda ¢ sabit oldugundan i:lxﬂ =0 dir. Boylece

Vax )7 dx

Uy

nyiﬂzfy—‘{g+t}[y%>k-k=0

olur. Bu ise I y%;p—dx =0 varsayimina aykiridir. Boylece y, I nin biitiin noktalarinda
I

aym sabit degere sahip olmak zorundadir.

4.2. Harmonik Fonksiyonlar, Harmonik Fonksiyonlar icin Maksimum

Minimum Prensibi.

Tamm 4.2.1: Diizlemin bir bolgesinde tammlanmig reel degerli bir fonksiyon #

olsun. z,, G de bulunan sabit bir nokta ve & >O0bir say1 olsun. z, m U,(z,)

komgulugu tamamen G nin iginde kalacak sekilde olmak tizere

L [u(z)ds

278 3532
sayisina gozonine alinan z, m & komsulufunun simmn iizerinden # nun ortalama

degeri denir. Burada ds , 0U ;(z, ) lizerindeki yay elemamdir.
Tamm 4.2.2: z, ve § mn her se¢imi i¢in # nun; z, n § komsulugunun simin

lizerinden ortalama degeri , komsulugun merkezi olan #(z,) fonksiyon degerine

esitse # ya G de harmoniktir denir.
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Tanmm 4.2.3: u(z,) fonksiyon degeri ortalama degerden kiigiik veya en fazla
ortalama degere esit oluyorsa o0 zaman # ya subharmonik (altharmonik) denir.
Harmonik fonksiyon kavrammm agikhifa kavugturmak icin once tek reel
degigkenli y = y(x) fonksiyonunu gézoniine alahm.
I:{x| Xo—O0<x,<x,+6}
arah@ ya da x, m & komsulufu y=y(x) in tamm kiimesine ait olsun. / nin
ol siin sadece x; =x,—-8 ve x, =x,+J noktalarindan ibarettir. Bu durumda y

nin o/ tizerindeki ortalama degeri
1
5 05 = 8)+ ¥, +6))

aritmetik ortalama olacaktir. Eger y = y(x) lineer bir fonksiyon ise bu ortalama
deger fonksiyonun aralin orta noktasi olan x,noktasinda ahnan y(x,)degerine

esit olacaktir. O halde tek reel degiskenli lineer fonksiyonlar harmonik fonksiyon

olarak degerlendirilebilir. Halbuki y=ax+ f formundaki fonksiyonlar y'' =0

diferensiyel denklemini saglar. Boylece y'' =0 diferensiyel denkleminin ¢oziimleri

harmonik fonksiyonlardir. # € C*>(G) olmak iizere asagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 4.2.1: u, Au =0 Laplace Denkleminin bir ¢oziimii ise # harmoniktir.

Ispat: Au=0 Laplace Denkleminin bir ¢oziimii, siun tamamen G nin iginde
bulunan bir disk iginde

Rz_pz

rzds

1
u(y)=;m;w Rj(xo)u(x)
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yazlabilir. y = x, ahmirsa p =0 ve x ler sinir iizerinde degiseceginden =R olur. O

halde

1
u(x,)=—— |u(x)ds
(%, Zfdi’au;[xo)(

elde edilir. Bu da # fonksiyonunun G de harmonik oldugunu gosterir.
Tersine harmonik bir fonksiyonun Laplace Denklemini saglamas: gerektigini

gosterebilmek igin birkag lemma verelim.

Lemma 4.2.1: # sirekli harmonik olsun ve 0U,(z,) da u(z)<c egsitsizligi
gergeklensin. OU,(z,) m bir z, noktas: icin de u(z,)<c olsun. Bu takdirde

u(z,) <c dir.

Ispat: %, u(z,) ile ¢ arasinda bir sayr yani u(z,)<k <c olsun. O zaman unun
sirekliliinden dolayr z, in dyle bir komgulugu vardir ki bu komguluktaki her z i¢in
u(z) <k esitsizligi gergeklenir. oUs(z,) gember egrisini v, ve v , gibi iki pargaya
aywrabm. v, z i igersin ve v, Uzerinde de u(z)<k esitsizlii gergeklensin,
J=1,2 olmak iizere v ; nin uzunlugunu I (v ;) ile gosterirsek
I(v )+I(v,)=2%6

olur. y, tek noktadan meydana gelmediginden /(v ,)>0 dir. Buradan

| u(zyds= j u(z)ds + j u(z)ds < L(v,) + (278 — I(v,))

U 5(2,) v
=2mcd —(c-k)I(v)) <2ncd

olur. Bu ise ispatt tamamlar. Ciinkii



1

- J.u(z)ds <c

U 5(z0)

u(z,)=

bulunur.

Lemma 4.2.2: G simirh bir bolge olmak tizere u; G da strekli, G de harmonik ise #

maksimum ve minimum degerlerini 6G stmr lizerinde alir.

Ispat: u fonksiyonu G da siirekli ve G de harmonik olsun. z,, G nin i¢inde bir nokta
ve # nun maksimum degerini z, noktasnda aldifim varsayahm. z, in G ye
uzakligim R ile gosterelim. 6G izerinde z, e uzakhifi yine R olan bir z, noktasim
g6zonine alabm. Bu durumda Ug(z,) agik diski tamamen G bolgesinin iginde
bulunur. # nun maksimum degerini higbir simir noktasinda almadifint varsayalim.
Bu durumda # fonksiyonunun z, noktasinda siireklilikten dolayr da 2z, nin bir
komgulugunda aldit degerler maksimum degerden daba kiigiik kalacaktir. &
yangap: yeterince biyiik segersek yani § y1 R ye yaklagtitusak 0U;(z)) ile U,(z,)
ortak noktalara sahip hale getirilebilir. Bu durumda Lemma 4.2.1 den u(z,), #» nun
maksimum deZerinden kiigiik olmak zorundadir. Bu ise z, in segili§ sekline aykindir.

Au =0 denkleminin her ¢oziimii harmonik oldugundan Lemma 4.2.2 Au =0
denkleminin her ¢oziiminiin maksimum minimum prensibini sagladifim gosterir.
Yani

inf u(z) <u(z) < supu(z)
86 G

esitsizlifi gergeklenir.
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Teorem 4.2.1 in kargitim ifade etmek istedifimizde G nin suurl olmasina

ihtiyacimiz olmayabilir.

Teorem 4.2.2: u fonksiyonu G de siirekli ve harmonik olsun. O zaman #, Au =0 m

klasik anlamdaki ¢oziimiidiir.

ispat: z, € G herhangi bir nokta olsun. & sayism, U,(z,) bolgesi tamamen G nin
icinde kalacak gekilde segelim. # nun yerine U,(z,) da A% =0 m # ¢dziimiini
gozonine alahm. Dolayisiyla U;(z,) da A% =0 olsun. Bu # ¢ozimii, G nin
tamaminda harmonik ve onceden verilen # fonksiyonu ile dUj(z,) iizerinde aym

smr degerine sahip olsun. Bu fonksiyon Poisson Integral Formuli yardimiyla

belirlenebilir.

m bolgesinde u, = u —# fonksiyonuna dikkat edelim. Teorem 4.2.1 e
gore # harmonik oldugundan iki harmonik fonksiyonun farki olarak u, da
harmoniktir. Lemma 4.22 ye gore w#, maksimum ve minimum degerini
O0Us(z,)smn tizerinde ahr. Fakat 0U,(z,) tlizerinde u, ozdes olarak sifir
oldugundan U,(z,) bélgesinin tamaminda # =# olmak zorundadir, A% =0
olmasmdan dolayr da u, U;(z,) da Au =0 denkleminin ¢6ziimidiir. z,, G de keyfi

olarak secildifinden #, G nin tamammda A =0 1n ¢6zimidir. Bu ise ispati

tamamlar.

Lemma 4.2.3: u bir G bolgesinde harmonik ise #({,); » nun tamm bolgesinden

secilen her £, merkezli daire iizerinden hesaplanan ortalama degere esittir.
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Ispat: ¢, u nun tamm bolgesinde bir nokta olsun. p sayism, | —¢,|< p bolgesi
tamamen G de bulunacak sekilde segelim. O zaman her 0 <r < p geklindeki r sayist
i¢in

ug) =5 [u(¢)ds

T \eoler
bagmtis1 gegerlidir.Burada ds , |{ —¢,|=7 gemberinin yay elemamdir. Bu esitligin

her iki tarafi » ile garpilip 0 dan p ya kadar integrali hesaplamrsa

PG =5 [[u¢)dsdn

T \¢-tol<p
olur. ¢ =E+in igin dédn=dsdr olur. Son esitligin her iki tarafi -;—pz ile

boliiniirse

u)=— [[u()dzdn

P KK~¢olsp

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmug oldu.

4.3.Laplace Denklemi icin Bir Diizgiinlegtirme Teoremi

Teorem 4.3.1: U, G de AU =0 Laplace Denkleminin Sobolev anlaminda siirekli bir
¢oziimi olsun. Bu durumda U, AU =0 1n klasik anlamda da ¢6ziimiidiir. Fazladan U

nun ikinci basamaktan tiirevleri var ve siireklidir.

ispat: U fonksiyonu G bolgesinde AU =0 denkleminin Sobolev ¢oziimii olsun.

Yani her @ € C2(G) igin
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[[uagdsay =0

G
esitligi ger¢eklensin. Simdi U nun G de AU =0 denkleminin klasik anlamda

¢0ztimii oldugunu gosterelim. z, G de sabit bir nokta olsun ve
URizo )= {z[ lz-zo| < R}c G
olacak sekilde bir R sayisim gdzoniine alahm. Diger taraftan 7 ile z noktalarmin 2z, a

olan uzakhgim gosterelim. Yani |z — z,| = 7 olsun.

¢(Z)={(R2 -r?f, r<R

0 , r>R
fonksiyonunu tammlayalm. » =R i¢in dairenin sinin elde edilir ve bu simr Gizerinde

@(z)=0 dir. @ her yerde siireklidir. Ayrica

r? =% ) + 00 )

oldugundan U (z, ) bolgesinin i¢ noktalarinda

% - sl -rYatex). S=fpe—rYan)

olur ve 8U,(z,) simn iizerinde de %, %ﬂ turevleri 6zdes olarak sifirdir. Boyle

tammlanan @ fonksiyonu diizlemin tamaminda siirekli tiiretilebilir bir fonksiyondur.

Benzer gekilde ikinci basamaktan tiirevler de

52f = —6(R2 —I‘ZX_ 4)xe-x, )’ "G(RZ _rz)z

Ox

= —6(R2 —-1’2)2 +24(R2 -r* Jxx, )?

%}2_)_?_-_-_6(1{2 —rz)2 +24(R2 ‘-7'2X)/'YO)2



olup bu ikinci basamaktan tiirevier de 8U,(z,) smun iizerinde sifirdir. Boylece
dU,(z,) smnnda ikinci basamaktan tirevier de sifirdir. O halde ¢, diizlemin
tamaminda ikinci basamaktan sirekli turetilebilirdir.p fonksiyonu, U,(z,) m
diginda 6zdes olarak sifir oldugundan smrh G bolgesi igin @ € C2(G) dir. Bu
durumda

[fungdsdy =0

G
esitligi bu 6zel segilen @ test fonksiyonu igin de gegerlidir.

Ap=-12R* -r*) +24(R* -r*)r?

=—12(R* —4R** +3r*)

olur. Bu 6zel fonksiyonu

_[!qu)dxdy =0

esitliginde yerine yazip her tarafi —12 ile bolersek

HU(Z)(R ~4R*r* + 31 Yixdy = 0 4.3.1)

Ug(z,)

olur. Bu integral genel olarak

[1./@R)dxdy = F(R)

|z~zq|<R

formundadir. Simdi ispat: tamamlayabilmek i¢in agagidaki lemmayi verelim.

Lemma 43.1: L&) _ jJ Y (o R)ddy + [ fzR)as

‘ﬂe aug (zo)

dir. Burada ds yay elemamdir.
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Ispat: R > R olmak iizere

FR)-F®) = [ feR)ddy+ [[l[faR)-fRdy — (432)

Rs|z-2o|sR, Jz-2zo|<R

farkim g6zoéniine alahm. Sagdaki ilk integral Fubini teoreminden

? ( [fzR, )df}d” 433)

r=R\ |z-zo|=r

yazilabilir. Ciinkii (7, 8 ) kutupsal koordinatlar olmak tizere dvdy = rdrd@ = drds dir.

Integral hesabm r — dogrultusundaki Ortalama — Deger Teoremi kullamlirsa

R<R< R, olacak gekilde R sayisinin meveut oldugunu ve (4.3.3) lin

R -R) [7(=R)s

|z—zo}=R
ifadesine esit oldugunu soyleyebiliriz. Boylece (4.3.2) nin sa§ tarafindaki ilk integral

i¢in bu kullamlirsa ve her iki taraf R, -R ile bolinurse

F(R)-F(R) ﬂ' af(zR)dxay

R -R e j<r OR @34
f@R)-f(zR) af .
- | seryar [T (LEREHED B o)y

olur.Diferensiyel hesabin ortalama deger tecoreminden » nin her segimi igin

R<R<R ve

f(z,lja )- é(zR) 6f(z R)

olacak sekilde bir R sayist vardir. Bu durumda (4.3.4) iin sag tarafindaki ikinci

integralin integranti

¥ ()Y
> (z,R)—- k™ (z.R)

olur. Yani
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F(R) F(R) ,U 3f( Rixdy

jz-zojcr OR
=|_j|_ f(z,R)dH!jlng(af(zR) af(zR)]cbcajz

yazilabilir. (4.3.5) de R, —> R igin limit ahnirsa

PR [f L aryity= [ r(eR)s

lz-2 |5R |2-20|=R
olup buradan
-4 (R) I % 9 (o Rsay+ [ f(zR)s
U zo) oUg(20)

yazilabilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Bu lemmayt (4.3.1) igin kullamrsak

| ! U(z)4R® - 8Rr* Jixdy =0

Ug zo)

(4.3.5)

(4.3.6)

olur. Ciinki j f(zR)ds integrali, R*—-4R’r>+3r* ifadesi =R icin sifir

|z—2o|=R

oldugundan yazilmad:. (4.3.6) esitlii, 4R ile boliniip tekrar R ye gore tiirev alinirsa,

r=Rigin R* - 2r* = —R? olmas1 da gozoniinde bulundurulursa

-R* [ Ulz)ds+2R j([U(z)zbcajz:O

8Ux(2,) Ug(z0)

olur. Ciinkii sinir iizerinde =R olup R?> —2r> = —R? olur. Béylece

L Ues =— ! ([U(z)aﬁcdy

ZﬂR Wy (zo ) 2o)

bulunur. Bu denklem tekrar lemma (4.3.1) kullamlarak R ye gore tiiretilirse

A, ()ds}——— [ vk Ul

dr [ZﬂR 8Ux{z) Uglzo) . aUx(Zo)
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olup buradan (4.3.9) elde edilir. (4.3.8) in her iki tarafi % ile garpilir ve elde edilen

ifade (4.3.9) da yerine yazilirsa

i[L [ulz )dy}

dR| 2R 5%\

olur. Son denklemden de goriildiszii gibi U nun dU,(z,) tizerinden ortalama degeri

R den bagimsizdir. DiZer taraftan eger R yeterince kiigiik segilir ve U nun siirekliligi
g6zoniine alinirsa

JW(2)-Ulz, s

8U »(20)

S—eZnR €
27zR

L [ U(zo)|

aUR(ZO)

bulunur. Boylece

jU(z)ds U(zo)

g(z,)

R—>° 27:R

oldugu ortaya ¢ikar. U nun 0U,(z,) tzerindeki ortalama degeri R den bagimsiz

olarak biliniyordu. O halde bu ortalama deger U(z,) a esit olmak zorundadir. Bu ise

U nun klasik anlamda harmonik oldugunu gosterir.

4.4 —gﬁf— =0 Denklemi icin Bir Diizgiinlestirme Teoremi ve Homogen Olmayan
z

Cauchy Riemann Denkleminin Genel Coziimii.

2d

p =0 denkleminin Sobolev anlaminda ¢6ziimii olsun.
z

Lemma 4.4.1: w=u + iv,

Bu durumda #, v ve bunun sonucu olarak w; x,y ye gore birinci basamaktan kismi

tiirevlere sahiptir.
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Ispat: w, G bolgesinde -giz 0 denkleminin Sobolev anlaminda siirekli, kompleks
z
degerli bir ¢oziimii olsun. Yani her ¢ € C}(G) igin
|
w—Ldxdy =0 (4.4.1)
¢ 0z
bagmtis1 gerceklensin. @ e C2(G) reel degerli herhangi bir test fonksiyonunu

gozonine alam. ¢ = %Zl dersek & € C}(G) olur. Diger taraftan

2
c’op 1A

0z0z 4

bagntis1 gozontine alnirsa (4.3.1) den her ¢ € C2(G) igin

_gwAalxdy:O

yazilabilir. Ciinki ?.v. =0 oldugundan Aw = Odir. Sobolev tiirev bagintisindan

ﬂ[ &6z azaz]db“’y 4

olup w - =0 olmast nedeniyle buradan

_L[qu:dxdy =0

elde edilir.

w fonksiyonu w = u + iv geklinde reel ve sanal kisimlarina aynlirsa o zaman
¢ € C;(G) igin

[[uspaxdy =0, [[vApddy =0
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yazilabilir. Ciinkii @ reel degerli bir test fonksiyonudur. Teorem 4.3.1 den # ve v nin
klasik anlamda birinci basamaktan kismi tiirevleri vardir. w = u + iv oldugundan

dolayida we C'(G) dir. Bu da ispat: tamamlar.

Lemma 4.4.2: w fonksiyonu bir bolgede kompleks degerli, x ve y ye gére siirekli,

kismi tiirevlere sahip bir fonksiyon ve Sobolev anlaminda —Zi: 0 ise w; o zaman
z

klasik anlamda holomorf bir fonksiyondur.

Ispat: z = x + iy, z, = x, +iy, , w = u + iv olsun. Varsayimdan w, dolayistyla # ile v

kismi tirevlere sahip oldufundan diferensiyel hesabin ortalama deger teoremi

kullamlabilir. Bu durumda
w(z)~wlz,) = fulz) - u(z, )]+ i(z) -z, )]

= [%:; (& Yoo, )+ -g-y’i(f1 Y-y, )] + 1[% (Z, Xxx, )+ %(Zz Yoy, } (4.42)

bagintilari yazilabilir. Burada Z),Z, z ve z, noktalanim birlestiren dogru iizerinde

bulunan noktalardir. ?Z tirevinin reel haldeki yazilig sekline dikkat edersek _Qw== 0

Oz oz
kabuliinden dolay:
ou Ov ou oy
—_———={, —t—= 0
ox oy &y Ox

Cauchy Riemann denklem sistemi gergeklenir. Béylece (4.4.2) nin sag tarafi Cauchy

Riemann denklemierinin de kullaniimasiyla
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2 (5 Yo, 12 2, o) - [—(zzxxxo)ﬂ (zxv-yo)]
-2 )12 o)+ 2 ) 242 o) - [ (z2>-—(zl)](x-xo)

seklinde yazilabilir. w(z)-w(z, ) farki z# z, olmak iizere z- z, ile boliinirse

M)-wle) B ) 2 ) 2 )12 ) |22

Z-ZO

esitligi elde edilir. z yi z,, a yaklagtinirsak Z;, Z, ler de z,,' a yaklasir. Bu durumda sag
taraftaki ikinci ve iigiinci toplamlar siirekli kismi tirevlerin mevcut olmasi
hipotezinden yeterince kiigiik yapilabilir. Diger taraftan

X-Xo Y¥o

z-Z,,

<1, <1

z-Z,

oldugu da g6zoniine alimrsa z—> z, limiti igin

, ou . Ou
w (zo)zgx*(zo)“”é;(zo)

bulunur ki bu da w(z) nin z, da holomorf oldugunu gosterir. Clinki

ow [az o, (&: aj} _
| et i ——— U, =Vv,, U, =-v
Oz & oy \ox ¥ o

Cauchy Riemann sisteminin de gézoniine alinmasiyla

1,00 ou)_ou_, o
==& 2| ;2
27 ) o

Lemma 4.4.1 ve Lemma 4.4.2 yi agagidaki teoremle 6zetleyebiliriz.
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Teorem 4.4.1: Eger w, =0 denkleminin Sobolev ¢6ziimii ise 0 zaman w

Q|

fonksiyonu klasik anlamda holomorftur.

Teorem 4.4.2:

Q|

= g homogen olmayan Cauchy Riemann Denkleminin biitiin w

Sobolev ¢oziimleri w =w, +¢ formundadir. Burada w, =T,g ve ¢, G de tammh

herhangi bir holomorf fonksiyondur.

ispat: G, z dizleminde smirh bir boélge ve g, G de tamml, siirekli ve simrh bir

fonksiyon olsun. w, = T,,g fonksiyonunun

Ly . (4.4.4)
0z
homogen olmayan Cauchy Riemann denkleminin bir 6zel ¢oziimii oldugunu daha

once gormiigtiik.

ow, 0¢
—+ L =g+0=
0z Oz g g

0
—=\W, +@}=
=0 té)
olmasi nedeniyle w, + ¢ de ayn1 denklemin ¢6ziimii olur.
Acaba klasik ¢oziimiin diginda (4.4.4) denkleminin w = w,+¢ formunda

olmayan Sobolev ¢ozimii var mi? w,, (4.4.4) in herhangi bir siirekli Sobolev

Qw:—?—”:f— = g-g =0 olur. O halde w-w, G

¢Oziimii olsun. Bu takdirde —Q_—(w-wo)z
oz 0z Oz

de holomorf bir fonksiyondur. Dolaysiyla (4.4.4) denkleminin biitin ¢oziimleri

(klasik veya Sobolev anlaminda) w= w, +¢ formundadir.
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5. BOLUM:

KISMi TUREVLI DENKLEMLERIN COZUMLERININ

TURETILEBILIRLIK OZELLIKLERI]

5.1 Ikinci Basamaktan Kismi Tiirevli Denklemlerin Coziimlerinin
Tiiretilebilirlik Ozelligi

y=y(x) fonksiyonu »'(x)= f(x,y) adi tirevli diferensiyel denklemin
siirekli tiiretilebilir bir ¢oziimi olsun. Buna ilave olarak sag taraftaki f(x,y)
fonksiyonunun x ve y ye gore kismi tiireviere sahip oldugunu kabul edelim. Bu
durumda f(x,y(x))=y'(x) sirekli tiiretilebilir bir fonksiyon olur. Bu ise

y = y(x)in iki defa siirekli tiiretilebilmesi demektir. Tiirevde zincir kuralindan

n_z _fq_ '
—6x+5yy

y
olur. Benzer gekilde eger fin x ve y ye gore ikinci basamaktan siirekli tiiretilebilir
oldugunu kabul edersek o zaman y” tiirevi mevcuttur. Ayrica y” siireklidir. Buradan
da gorildiigi gibi sag taraftaki fonksiyonun stirekli tiiretilebilme varsayim ¢oziimiin
tiretilebilme 6zelligine etki etmektedir.

Ornek olarak Az =0 denkleminin ¢oziimlerinin en az iki defa sirekli
tiiretilebilir olmas: gerekmektedir. A# =0 Laplace Denklemi

0’u o*u
—a—x7+a x,y)a—z-:O (511)

denkleminin bir ozel halidir. Eger (5.1.1) de a(x,y) katsayis1 tiirevlenebilir bir

53



2
fonksiyon ise o zaman denklemin her ¢oziimii tiirevienebilirdir. Ciinkii %’; #0

olmak uizere #, denklemin bir ¢6ziimii ise

alxy)=——=

Uy

yazilabilir, Diger taraftan a(x,y) nin herhangi bir sabit se¢imi iin (5.1.1) in her

¢oziimi tiirevienemeyebilir. Ornegin a(x,y)= -1 alimrsa denklem

haline gelir. Bu denklemin

u=ulxy)= £ (x+y)
seklinde bir ¢oziimii vardir. Eger f, sadece ikinci basamaktan siirekli tisretilebilir ise
o zaman u = f,(x+y) denklemin bir ¢oziimidiir. # fonksiyonu her basamaktan
tiireve sahip olmayabilir.

Diferensiyel denklemle birlikte, ilgili bolgenin smrinda ¢6ziimiin degeri
onceden verilirse, simrda ¢oziimiin diferensiyellenebilme 6zelligi, énceden verilen
simir fonksiyonunun diferensiyellenebilme hipotezini nasil etkiler? Bu soruyu
dizlemdeki bir dairesel bolgede tammlanan Au =0 Laplace Denklemi igin

inceleyecegiz.
5.2 Dirichlet Smir Deger Problemi Coziimlerinin Siirdaki Hélder Siirekliligi.

z dizleminde bir G bolgesi |z]<R ile tammlanms olsun. Bolgenin

oG smirinda  6nceden verilmig siirekli bir g fonksiyonunu gozéniine alam. Bu

durumda Auz =0 denkleminin G siminnda # = g ile ¢akisan bir # ¢dziimii vardir. Bu
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fonksiyon G da siireklidir. Bu durumda g nin 6G simrindaki stirekliligi yardimiyla #
¢Ozimiiniin sireklilizi G a genigletilebilir. Eger # ¢ozimunin G' daki sirekliligi
diginda bagka 6zellikleri de saglamasim istersek o zaman g simr fonksiyonu iizerine
sureklilikten daha kuvvetli bagka hipotezler koymak zorundayiz. Simdi Hélder

kosulu kavramim verelim.

Tamm 5.2.1: M herhangi bir kime (M, kompleks diizlemin bir alt bolgesi de
olabilir) ve f, M de tammlanmus bir fonksiyon olsun. Eger her ze M i¢gin

17 (2)- £(z, ) < H|z=z,|" (5.2.1)
olacak gekilde 0 <4 <1 sayis1 ve H sabiti varsa f'ye z, € M noktasinda A iisteline
gore Holder sireklidir denir. Eger (5.2.1) her z, € M noktasinda aym H sabiti igin
gegerliyse o zaman f e; Aiisteline gore M nin tamaminda Holder siireklidir denir.

Bu tamma gore f , M de Holder siirekli ise bu durumda bher z,z, e M
noktalarn i¢in

1f(z,)- f(z,) < H|z, - 2| (5.2.2)
esitsizligi yazilabilir.

Simdi G simnnda oOnceden verilen reel degerli bir g fonksiyonunun

z, € 8G smr noktasinda (5.2.1) Holder kosulunu sagladigimt varsayalm. O zaman
her z € 6G igin g fonksiyonu
-H Iz—zol'1 <glz)-glz,)<H lz—zor1 (5.2.3)
seklinde smrlandinlabilir. $imdi H|z-z,| smrm yine bir harmonik fonksiyon
yardimiyla simrlandirmaya ¢ahgahm.
Log(z-z,)= ln|z-zol +i arg(z-z, )
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ile tammlanan kompleks logaritmik fonksiyona dikkat edelim.z, c6G ve G da
z# 2, ise o zaman arg(z-z,) tek anlamh ve siirekli olarak tammlanabilir. Hatta ¢' yi

uygun bir sabit segmek suretiyle

c <arg(z-z,)<c+z 5.2.4)
igin de verilen fonksiyon tek anlamli olur. Bu durumda Log(z-z,) G de tek anlaml

holomorf bir fonksiyon olur. Boylece

ALog(z-z,) = Aln(z-z, ) +iA arg(z-z, )
= In|z-z,|" +idarg(z-z, )

1[L03 (z2,)- l'(c + %ﬂ = In|z-z, ]'1 + iﬂ{arg(z—zo )- c--;z—]

o featoarod]

ea[log(ﬂo)“(‘%)] = |z-z,| e

seklinde yazdigimiz fonksiyonlarn tiimi G de holomorftur. Bir holomorf
fonksiyonun reel kismu Laplace Denklemini saglayacagindan son denklemin reel

kismi olan

lz—z:o['1 cos{l[arg(z—zo)~ c- %ﬂ (5.2.5)

fonksiyonu Laplace Denkleminin bir ¢oziimiidiir. (5.2.5) ile tammlanan fonksiyonu

U ile gosterirsek o zaman

~

U

cos[l(arg(z—zo)—c-%):l

|z—zol'1 = (5.2.6)
olur. (5.2.4) ten

-—-7£<arg(z-z )—c——’z <Z
2 0 2 2
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olup (5.2.5) e gére Ij(z)> 0 olur. By, her z€0G ve z # z  igin gegerlidir. (5.2.6)

dan 0<A4 <1 igin

[z-zor1 < _(7£zl_ (5.2.7)
co{l %)

elde edilir. (5.2.5) ten U nn z—> z,i¢in sifir limitine sahip oldugunu séyleyebiliriz.

Yani lim J(z)=0 dir. Aynca U, G 1 tamaminda sirekli ve G de Laplace

Denkleminin ¢oziimiidiir.

Eger U, 6G sminnda U=g yardimiyla belirlenmis ve G de AU =0 Laplace
Denkleminin bir ¢oziimi ise o zaman z € 6G igin (5.2.3)’te yani

~H Iz-zol'1 < g(z)— g(zo) <H Iz-z0 |'1

esitsizliginde g(z)- g(z,) yerine U(z)- g(z,) yazlabilir.

()

=

-H ]z—zor1 <glz)-glz,)<H |22, [1

esitsizliginde kullamlirsa

|z~z(,|’1 <

esitsizlig,

H

— 2§ v(e)-glz,)<—
Cos(}. %) ¢ Cos(}. ?25)

elde edilir. U, Laplace Denkleminin ¢6ziimii oldugundan U(z)~- g(z,) ile tanimlanan

U (52.8)

fonksiyon da Laplace Denkleminin ¢oziimuidiir.
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Lemma 5.2.1: U, ve U, Laplace Denkleminin G de stirekli iki ¢6ziimii olsun. 6G

sminda U, <U, oldugunu varsayalm. Bu takdirde G bolgesinin tamammnda

U, <U, dir.

Ispat: Kabuliimiiz nedeniyle G’ de U,~U, >0 dir. Laplace Denkleminin iki
¢oziiminin farki da Laplace Denklemini saglayacagindan U = U, ~U, igin AU =0
gergeklenir. Bu durumda U, -U, i¢in maksimum minimum prensibi gecerlidir.
U, ~U, minimum degerini #G ’de almak zorundadir. G nin smnnda U, - U, >0
oldugundan G nin tamamunda U, —U, 20 dir. Bu da ispat: tamamlar.

Lemma 5.2.1 den (5.2.8) esitsizlifi sadece 0G simnnda degil G bolgesinin

tamaminda gegerlidir. Diger taraftan

U(z)=|z-z,|" cos[l(arg z-2,) - c-g—)] >0
fonksiyonu igin de G nin tamaminda

CNI(Z)S |z —zor1L
esitsizligi gecerlidir. Boylece (5.2.8) den

U(z)-g(z, ) < E@lmc i (5.2.9)

elde edilir. Boylece agagidaki teorem elde edilmis oldu:

Teorem 5.2.1: g fonksiyonu 6G sminnda AU =0 Laplace Denklemini sadlasmn.

Aynica g, z, € G smr noktasinda H Holder sabiti ve 4 (0 <1 <1) Holder iisteline

gore Holder sirekli olsun. Bu takdirde U ¢oziimii her z e G igin
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"

IU (z) - g(zol < - lz—z0 |)1
cos(l ——)
Holder kosulunu gergekler. Buradaki Holder sabiti H,= ————— dir.

SONUC 5.2.1: Eger g smirdeger fonksiyonu her z, € 6G igin Holder siirekli ise bu
takdirde Aw =0 denkleminin ¢bziimleri, her z, € 6G smur noktas: igin (5.2.9)

esitsizligini saglar.

5.3. Dirichlet Sir Deger Problemi Coziimiiniin Smrdaki Davrams

Teorem 5.3.1: G= {zl l2| <R} olmak iizere 0G smnnda |g|<M esitsizligi
gergekleniyorsa Au =0 denkleminin 6G simnnda #=g ile belirlenen # ¢6ziimii igin

4M

< "7
(R~ |2))

'%(z)

esitsizligi gecerlidir.

Ispat: G = {z[ || < R} olsun. # nun

Gde Au=90
0Gde u = g (g surekli)

sir deger probleminin bir ¢ozimi oldugunu kabul edelim. Au =0 denklemi x e

gore tiretilirse

)
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olur. Yani —gxz ifadesi yine harmonik bir fonksiyondur. z, G nin herhangi bir noktas:

olsun. &sayist & <R—|z| esitsizlifi saglanacak sekilde segilirse o zaman z merkezli
. o Ou . .

0 - yanigaph disk tamamen G nin i¢inde kalir.Lemma 4.2.3 e ve ]; —z| <é i¢in

kullamhrsa

ou
[ 5 ©dsdn

B0 T

olur. Ostrogradski-Gauss Teoreminin kullaniimasiyla bu integral

j u()dn (5.3.1)

0"\ s
seklinde simur integraline doniigiir. Sinir {izerine lu(é’ )] <M oldugundan (5.3.1) den

aM

el
elde edilir Her & <R-|z igin (5.3.2) gegerli oldugundan & —> R—|z| limiti
hesaplanabilir. O halde
ou
e
l (R—IZI)

olup bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 5.3.2: g fonksiyonu 0G sminnda Holder kogulunu saglasm. Holder sabiti

H, Holder isteli @ olsun. Bu takdirde Az =0 Laplace denkleminin 6G de g ile

cakigan her ¢Oziimii igin
ou 4.2° 1
— <
lax(z)l

7 cos(@ %) R-|z)"™



esitsizligi gecerlidir.

ispat: z, € 6G noktasi, z 20 olmak iizere ¢ = 0 dan baglayarak z den gegen bir 151n
iizerinde bulunsun. Bu takdirde |{ —z]=5 g¢ember egrisi tamamen z, merkezli ve
R~|z|+6 yan ¢apl kapal dairenin iginde bulunur. | —z|=6 esitligini saflayan

biitiin & lar igin

H

T
cos(a —2—)

()~ 8(z,)| <

o
|C"20|

esitsizlii gergeklenir. Diger taraftan ]é’ - z| =¢ esithfini saglayan § lar icin
| — 25| < R—|z| + & oldugundan u({)- g(z,) farkimn mutlak degeri

M=H

R- |z| +0)*
cos(a E)

ile simrhdir. Yani () g(z,)| <M dir. Bir énceki teorem 5.3.1 i u($)-g(z,)
i¢in kullanahm. #({') - g(z,) ile #({) aym kismi tiirevlere sahip oldugundan

4aH  (R-|4+8)"
s

‘?ﬁ‘_ (2) <

T
zZcos(a —
(@)

yazilabilir. Bu simrlandirma her & <R —|2| igin gegerli oldugundan & — R—|z| icin

limit hesaplanirsa

elde edilir.
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Not: Teorem 5.3.1 ve Teorem 5.3.2 nin ifadelerini degistirmeksizin benzer

sinirlandirmalar # nun y ye gore kasmi tiirevleri igin de verilebilir.

5.4. Bir Bolgenin Kapamisinda Tanimlanan Dirichlet Probleminin Céziimlerinin

Hélder Siirekliligi.

Teorem 5.4.1: u fonksiyonu G de birinci basamaktan kismi tiirevlere sahip olsun ve
ou Ou c
——-(Z)’, '— (z)l e 5.4.1)
’Gx | R-|2

esitsizligi gergeklensin. Bu takdirde », G da « usteline gore Holder siireklidir.

Burada Hoélder sabiti

c(—%(l+2")+7z)
a

ispat: z =re®, z,=re® G nin herhangi iki noktast olsun. 7 <r,,
6, <6, <6, +x oldugunu kabul edelim. Diger taraftan |z, —z,| = d olmak iizere z,
ve z, den baska z, =(r, —d)e’® z, = (r, —d)e’” noktalanm da goézoniine alalm.
Eger r, <dise 0 zaman z, =z, =0 olsun. Bu durumda |z, - z,|<d, |z, - z,| < 2d
dir. Cinki z,=r,e'” ile re'”arasindaki uzaklik igin 7,-7 <d esitsizlifi
gerceklenir.

x=rcosf y=rsinf

kutupsal koordinatlar kullamrsak
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Q”_zglcosm@‘-sino , @—iu—( rsm0)+—aﬁrc050

or ox oy o0 ox
olur. (5.4.1) den

_ 294

ou
o 2 o2t 5o

(z )’ ———‘—'—:;,
R~z
esitsizlii yazilabilir Boylece |z| = r olmasmdan dolay:

u(z,)—u(z,)| < 2¢ J’ (R-r)"dr
max(r;~d,0)

lu(z,)—u(z,)| < 2c j (R-r)"dr
mex(#—d,0)

esitsizliklerini de yazlabiliriz.Burada ortaya ¢ikan integrallerin integrantlari » nin
monoton artan fonksiyonlanidir. Tlk integraldeki integrasyon arahgmn uzunlugu en

fazla d, ikinci integralin integral aralifmin uzunlugu en fazla 2d kadar oldugundan
integrasyon simn olarak birinci integral i¢in max(R —d,0) ve R ikinci integral icin
max(R—-2d,0) ve R olarak segersek integral deferleri daha da biyutiilmis
olacaktir. Boylece

u(z,)—u(z,)| ve [u(z,) - u(z,)| ifadeleri igin

2c <1 B 2¢ « X

ZE@-m] T veyn Zf@-r] 3 (5.4.3)
max(R~d,0) a max{R—2d,0)

smirlar1 elde edilir R>d ve R<d olmasi durumuna gore birinci simr degeri

-Zfd" veya ER" olur. R<d olmas: halinde R” <d” olacagindan (5.4.3) deki

a Q

ilk smur her iki halde de 2a’ # ile smurh, ikincisi ise R >2d ya da R<2d durumuna
a

gore ya 30—2"‘61"’ yada —Z—C-Z“R“
a a
ile smurlidir. Ikinci deger birinci deger yardimiyla sirlandinilabilir. Boylece
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22%

lu(zl)—u(z3)|s—iﬁd“ l(z,)—u(z,)| < (5.4.9)

dir. (5.4.4) egitsizliklerinin de g6zo6niine alinmastyla

el

esitsizliginin her iki tarafimnde z=0 merkezli , —d yangaph gember iizerinden z,
den z, e integrali hesaplamirsa

26(r1 d)

ju(z,) - u(z, )I A

©,-6) . (5.4.5)

bulunur. 0<a S—;E olmak uzere fa—— yardimiyla tamimlanan fonksiyon monoton
sin @

artan oldugundan0 < a < Z igin—2— < Z yazilabilir.
2 sinae 2

samelisznl .
sin(— 2 —)

= 2(r, —d) nin goz6niine alinmasiyla

45~ 20,-6) 5 4, ) Zsin 2 <

olur.

Bu simirlandirma (5.4.5) de kullaniir ve R—7, +d >d oldugu da gozoniine alinirsa

u(z,)~u(z, )l = med® (5.4.6)
olur. Bunun =0 olmas1 halinde de dogru oldugu agiktir. Diger taraftan

l(z,) —0(z,)| < Juzy) — 0z, +fuCza) — u(zs )|+ fu(zs) — (2, )|
yazilabilir. Boylece (5.4.4) ve (5.4.6) dan

bu(z,) - u(z,)| < c(% A+2%)+ ﬂ)lzz -z (547



elde edilir. Buradan sunu soyleyebiliriz: # nun sadece G de tamml olmas: halinde #,
0G smir noktalarinda limite sahip olmak zorundadir. {z,} .y elemanlan G de olan
06G nin bir noktasma yakinsayan bir dizi olsun. Bu durumda yeterince biiyiik m, n
indisleri i¢in |z, -2z,| ve bunun sonucu olarak |u(z,)—u(z,)| farki (5.4.7) den
dolay1 yeterince kiigiik kalir. O zaman #(z,) bir cauchy dizisi olugturur. Boylece #,

G m tamamina genisletilmis oldu.

z,,2, € G herhangi iki nokta olsun. Bu noktalarnn her ikisi ya da en az biri
0G smrmnda bulunuyorsa bu durumda G nin noktalarindan olugan ve siir noktasina
yakinsayan bir Cauchy dizisi bulunabilir. (5.4.7) esitsizligi dizinin elemanlan igin
yaziir ve nokt alarin simira dogru yakalastinildigi kabul edilirse o zaman (5.4.7) nin

G m biitiin noktalan igin gegerli oldugu goriiliir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

5.5 Bir Bolgenin Kapamginda Hélder Siirekli Holomorf Fonksiyonlar i¢in
Dirichlet Problemi.
u fonksiyonu

Au=0, Gde
u=g , 0Gde

Dirichlet probleminin bir ¢6ziimii olsun. Bu durumda g, 6G de Holder stirekli ise #
nun G
da Heélder siirekli oldugunu gordiik.

v fonksiyonu

|

ou
o 5.5.1
- ( )

4k

(4
"oy
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ozelliklerini saglayan bir fonksiyon olsun. Bu takdirde ®(z)=u(z)+iv(z) holomorf
bir fonksiyondur ve ? =0 gergeklenir. Teorem 5.3.1 de # nun birinci basamaktan
z

kismi tiirevleri igin verilen siirlandirmalar v nin kismi tiirevleri icin de verilebilir.

Bu sinrlandirmadan dolay1 igin agagidaki lemmayi verebiliriz.

Lemma 5.5.1: # fonksiyonu

Au=0, Gde
u=g , 0Gde

Dirichlet probleminin bir ¢oziimii ve g, 6G de Holder siirekli, Holder sabiti de H
olsun. Eger v, (5.5.1) esitliklerini saglayan bir fonksiyon ise bu takdirdé vde G m
tamaminda Holder siireklidir ve Holder sabiti de

2

—ﬂ-[——(l +2%)+ I]H
cos(a %) ar

Ispat: Ispat Boliim 4 deki gibi yapilabilir.

v =Im® de Laplace Denkleminin ¢6ziimiidiir. Buradav aym zamanda
#=Re® nin konjuge harmonik fonksiyonunu gostermektedir.O halde v ler bir
sabitle toplam kadar farkeden fonksiyonlarla tek anlamli olarak tespit edilebilir. Bu
toplamsal sabitleri z, € 6G olmak tizere v(z,)=c olacak sekilde belirleyelim Bu
durumda G de tanimlanan ®(z) holomorf fonksiyonu

Red =g , 0Gde

552
Im®(z,)=c , z,€0G ( )

simr kogullarint gergekler.
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|®(2,) - B(2))| < Ju(z,) ~ u(z)| + W(z,) —v(2,)

yazilabileceginden béylece agagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 5.5.2: Eger g, 6G de Holder sabiti H olan Holder siirekli 6nceden verilen
bir fonksiyon ise bu durumda G de (5.5.2) sinir gartlanini saglayan bir ® holomorf

fonksiyonu vardir ve bu fonksiyon da G da Holder siireklidir ve ilgili Holder sabiti

82 [i(l +2%)+ IJH
cos(a ~72£) ar
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6. BOLUM
T,, II, OPERATORLERI VE OZELLIKLERI

6.1 Holder Siirekli Fonksiyonlarin Banach Uzay:
G, z — diizleminde siurh bir bolge, £ ise G’ da tammh G’ m tamaminda Holder

siirekli kompleks degerli bir fonksiyon ve. H, fin G bolgesi igin Holder sabiti olsun.

Bu takdirde z, # z, noktalan igin

|z, - 2
yazilabilir. (6.1.1) esitsizlifinin sol tarafi z, %z, noktalan igin daima siurh

kalmaktadir. O halde bu sol taraf sonlu bir supremuma sahiptir. G mn tamaminda
tammh veG da (6.1.1) esitsizligini saglayan biitin fonksiyonlan C,(G) ile
gosterelim. Buradaki H sabitleri f in 6zel segimine de baghdir.Ancak z, ve z,

noktalarimn se¢iminden bagimsizdir.

Lemma 6.1.1: f € C,(G) olmak iizere

|71, = max| Supl£(z) Stqvlfﬁ4zll 6.12)

21#2y |22 —le

ifadesi C, (5) siifinda bir normdur.

Ispat: (6.1.2) nin normun biitiin 6zelliklerini sagladigint gosterelim.
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i) Eger f 6zdes olarak sifir ise o zaman tamm geregince |f|, =0 dir. Tersine

17l =0 ise Sup|f (z) = 0 yani f 6zdes olarak sifirdur.

ii) a bir kompleks sabit ise (6.1.2) den

A
27#2; |Zz - le

o1, = ma"[sﬁpl(ogf o), sip X" )z }

=|of max{SszpV (z). Sup lf(lz;):flgz_l)q
= el

olur.

iif) Simdi £, £, €C,(G) ise £, + £, <|Ail, +|/], oldusunu gosterelim. (6.1.2)

nin tammndan £ € C,(G) ise
&Y=,
dir. Aym zamanda

If(ZZ)_f(zl) < "fu,llzz _lel

(6.1.3)

(6.1.4)

oldugu tammdan goriilebilir. f, vef, C,(G) smfindan herhangi iki eleman olsun.

(6.1.3) den

R ARARAR VAR VAR

yazilabilir. Béylece

suplf, + 1| Al +A,

olup (6.1.4) bagintisimn gdzdniine alinmastyla
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s )G+ 7] =)+ ) 1) o)
FACATACY ERVACA ALY
S TAN AR AN
=(A1, +171, )z -2l

yazilabilir. Buradan

l(f; +fz)(zz)"(j1 +f2)(zl)‘

|, - ZIIA

<Al +1£, (6.1.6)

olur. Bu egitsizlik ise f, + f, nin C,(G) smfina ait oldugunu gosterir. (6.1.5) ve
(6.1.6) min birlikte kullamimasiyla
14+ 21, <AL+,

olur. O halde (6.1.2) C,(G) da bir norm tanimlar.

Teorem 6.1.1:(6.1.2) normuna gore C,(G) bir Banach uzaydir.

ispat: C,(G) m tamhgm gostermek icin C,(G) smfinda bir {f,} , Cauchy
dizisi secelim. Tamm geregince n,k> n, oldugunda

Ifo = £el, <& 6.1.7)
olur. (6.1.3) den |f(z) <] f|, yazilabilir. O halde n,k>n, igin

1£,z)- £ (=) <& (6.1.8)
elde edilir. Bu ise {f,}_, dizisinin diizgiin yakmsak oldugunu verir. O halde (6.1.8)
de » sabit tutulup £— oo i¢in limit almirsa # > n, igin

1£.(2)-f(z) <& (6.1.9)

olacak gekilde stirekli bir f fonksiyonu bulabiliriz. (6.1.4)' ten
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|[fn(zz)'ﬂ(zz)]_ [fn(zl )‘fk(zl )] < "fn —fk"AIZZ _zlrl
yazilabilir. (6.1.7) den

"fn '—fk"z <&
oldugundan
[fn(zz)—j;:(ZZ)]—[fn(zl)—fk(zl)] < 8[22 ”-"11'1
olur. n sabit tutulup £—> oo igin limit ahnirsa
[fn(zz)"f(zz)]"[fn(zl)"f(zl)] <3|22 “zlllTL
elde edilir. Buradan

£, (z)- 1 )I- 1, &) - /()]

|z2 —Z |l1

<eg (6.1.10)

bulunur. Bu ise f, — f ve f-f, farklannn C,(G) smufina ait oldufunu gosterir.
Boylece f-f,+f,=f fonksiyonu da C,(G) smifina aittir. (6.1.9) ve (6.1.10)
esitsizlikleri birlikte kullanilirsa her » > n, i¢in

I, -7, <2
esitsizliginin gergeklendigini gortilir. Bu ise {f,} , dizisinin C,(G) daki metrige

gore f e yakinsadifim gosterir. Boylece ispat tamamlanmg olur.

6.2 T . Operatorii ve Ozellilderi.

Qw_zg
oz

homogen olmayan Cauchy - Riemann denkleminin bir 6zel ¢6ziimi

1 regle
wo(2)=-— gi,i_z—)d:dn (62.1)
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dir. (6.2.1) deki 6zel ¢oziimii 7, g ile gdsterirsek

Teorem 6.2.1: 0<A <1 olmas halinde 7,, C,(G) smfindan yine kendi igine

doéniigen sirlt bir operatordiir.

Ispat: z € G herhangi bir nokta olsun. Bu durumda

__ 1O
Tofle)=-— jj T dedn
oldugunu biliyoruz. Diger taraftan

1 1 (-z-(+z, _ zZ,— 7

¢ =z, _g*zl _(C—Zl)(C—zz)_(C—ZlXé'“zz)

olmasi nedeniyle

TGf(Zz)“‘TGf(zl)z -5 ; = _U _f(é‘) dédn
yazilabilir, Boylece (6.1.3) esitsizlifinin de gézoniine ahnmasiyla
W, g1
7, £(z) < - L{ = dédn (6.2.2)
ve
1, dédn
'Taf(zz)" TGf(zI] < lez -z lgm (6.2.3)

elde edilir. Boliim 3' deki Teorem 3.4.1, a=1 igin kullanilirsa ve

1
/4 T
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alimirsa her z e C, 6zellikle her z € G igin
7o fl2) < K1,
olur. Benzer gekilde |z,~—z|<1 kabul edilirse Bolim 3' deki Teorem 3.4.2

a = f =1 igin yazilirsa K, , G nin alanina bagli bir sabit olmak tlizere

[0 _<k, a2
s (2] 2

yazilabilir. Béylece (6.2.3) den
IT(;f(Zz) TGf( M<" "). Iz _ZII(K —4x lnl ZZIIJ

1 - -
=—[K2|zz—zll’”-4ﬂlzz—zll” i z‘l]lzz a7, 625)

T

olur. 0 <A <1 olmasi nedeniyle 1-1>0 dir. O halde p“’lln—g— ifadesi p — 0 igin

sifir limitine sahiptir. Boylece p=|z, —z,| olmak tzere herhangi z,z, igin

0<|z, —z,| <1 oldugu siirece (6.2.5) ifadesindeki

1 1-4 -4, |2y —Z
;[K2|22 —zll —47r|z2 —Z1| ln]—zi-—l—q
terimi siurhdir. Bu siir K ile gosterilirse o zaman (6.2.5) ifadesi

15/ (z,)- To f () < K| fL 2o - 21 (6.2.6)
haline dontisiir. K, yalmzca G ye bagh oldugundan K, de G ye baghdir. (6.2.6)
esitsizlifi |z, —z,|<1 varsaymm altmda gegerlidir. Eger 1<|z, -z, ise 1<|z, —z,|"
olacagindan (6.2.4) {in yani

lTaf(z} < Kl ”f",l
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esitsizlifinin goz oniine alinmastyla

T/ (22) - To S (2 ) <|To £ (2, ) + |1 £ (2,)
S2K A, <2K ) e, -5 ©2D
yazilabilir. Boylece |z, —z,|>1 olmas: halinde (6.2.7) esitsizligi gegerlidir. O halde
herhangi z,,z, € G igin

1o/ (z.) - T f(z,) < max (2K, K )] |2, - 2| (6.2.8)
olur. Buradan

ITGf(zz)’" TGf(ZI)’

lzz "zlll1

< maX(ZKsz )lf"/l

bulunur, Bu ise 7, f' in tekrar C, (@) siifina ait oldugunu gosterir. f e C,(G)
olmak tizere

1], = mex Sgp| fz), Supﬂ{z)_—_f:(_zi

A
a*z |z2 —zl]

Hoélder normuna dikkat edilirse (6.2.4) ve(6.2.8) den
7o s, < max(2K,.K, )| 7], 6.2.9)
oldugu goriliir. Bu ise C, G) icine doniigen 7, operatoriinin simrh oldugunu

gosterir. Boylece ispat tamamlanmus olur.

6.3 I1, Operatorii ve Ozellikleri.
G, z - dizleminin simrh bir bolgesi ve G nin simn yeterince diizgiin olsun.
z €G herhangi bir nokta olmak tizere z merkezli § yangaph diskin kapamgim G den

gikaralim. & y1 bu disk tamamen G' nin iginde kalacak sekilde belirleyelim ve disk G
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den c¢ikanldiktan sonra geri kalan bolgeye G; dersek bu durumda G, nin simn, G

nin 0G smn ve z merkezli § yarigaph komgulugun U, (z) simrindan olugur. Daha

o6nce Lemma (3.5.1) ile Ostrogradski - Gauss teoremini C; , (4 3 )2 seklinde

tammlanan fonksiyonlar igin kullamirsak

_ (63.1)

8| ¢ 1 . e .
| . (6.3. i
olur. Ciinkii s { - z)z] ({—z)z dir. (6.3.1) deki ilk esitligin sag tarafindaki ilk

integrali

y(z)= (6.3.2)

seklinde yazalim. Bu durumda t//(z), G de z degiskeninden bagimsiz oldugundan

holomorf bir fonksiyon olur ve

1 ¢
—— g =y

- aj; oF v'(2)
yazilabilir. Boylece (6.3.1)' deki ikinci denklemin sag tarafindaki ilk ifade igin bir
gosterilim elde edilmis oldu. (6.3.1) in ikinci formuliiniin ikinci ifadesi igin de su

lemmay1 verelim:

Lemma 6.3.1: % > 0 bir tamsay1 olmak iizere

4 2mz k=0
gz d =
aU;[(z) (C Z)k+ { » k Z 1
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dir.

ispat: 8U,(z) egrisini pozitif yonde yonlendirelim ve
(-2z=6€% 0<0<2z

degisken degistirmesi yapahm.
C=z+6e™, dl =i8"d

olmas: nedeniyle

z+d6e”
6U:!‘(z) (C z )k+l J‘

ma ’”d0

2z =
. Z b 1 i(k+l)0:l
=f || ——e™ +— db
0_!‘ I:ék 51{1

yazilabilir. Bu durumda sifirdan farkh biitiin £ pozitif tamsayilan igin
2z
I e™dp = --——e #L=0
0

olur. £= 0 igin ise
27

_fd@ =27

1]

olur. O halde

14 dé,___{Zm‘z , k=0
k21

BU 4(2) (C - z)k+I 0 , K2
elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Bu lemmanin kullaniimasi ve (6.3.2) nin de goz6niine alinmasiyla

- gzé;d«:dw w(e)+z o
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bulunur. (6.3.3) te § -0 igin limit almrsa ikinci taraflar &' dan bagimsiz

oldugundan
—ljj—l—dgdq=w(z)+2
~Z

—[f éfd)’z - y'(2)

(6.3.4)

olur.

Lemma 6.3.2:0<A<1 ve feC, (5) olsun. Bu takdirde her z e G igin Cauchy

esas degeri olarak [I; f mevcuttur.

Ispat: feC, (5) ise 0 zaman

r©)-sC) Ik -4" _ I,

= (6.3.5)
[ R T
yazilabilir. Teorem 3.4.1' den kompleks diizlemdeki her z i¢in
fO)-sG),
>—-d&dn
=
integrali klasik anlamda mevcuttur. Diger taraftan
/Q) _SO)-1G), ;) 1 (6.3.6)

(<) (2] (<))
dir. (6.3.6)' da sagdaki ilk ifadenin bélge lizerinden integrali mevcut ve her ze¢ G
icin ikinci ifadenin de Cauchy esas degeri olarak bolge lizerinden integrali

mevcuttur. (6.3.3) deki ikinci integral olan

1 1 'z
—;!;!(C—_‘;j;dfdﬂ—vf()
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ifadesinin sag tarafi &' dan bagimsizdir. O halde her ze G ve U;(z) c G olmak

tizere her ¢ igin

dir. Boylece (6.3.6) dan sunu soyleyebiliizz Tamamen G de bulunan U, (z)

komgulugu verilsin. Bu takdirde & yeterince kiiciik segildiginde her z € G igin

olacak sekilde yeterince kiigilkk & >0 sayis1 mevcuttur. Boylece ispat tamamlanmug

olur.

Lemma 6.3.3: G= {{ | l( | <R} diskini goézoniine alahm. Bu takdirde (6.3.2) ile

tammlanan
__1¢g
l//(z)— Zniaj;('-zdc

fonksiyonu 6zdes olarak sifirdir.

ispat: y(z)" nin k. basamaktan tiirevi G|¢|=1 olmak iizere

(k) — _ﬁ, E
4 (z)- Dy IC_L ((_Z)kﬂ dc

bulunur. O halde

pO0)= | Zr

. k+1
27 G €

olur. Lemma 6.3.1 de z=0, { =1 segersek 0 zaman
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y®(0)=0, k=012,
bulunur. y fonksiyonu G diskinin tamaminda holomorf oldugundan z, =0 noktast

komsulugunda bu fonksiyon kuvvet serisine agilabilir ve bu kuvvet serisi G de

yakinsak olur.Béylece

VOO
re)=ple) + L 0

olup w(z) nin agiimindaki tiim tirevler sifir oldugundan w(z) ozdes olarak sifirdir.

Bu lemmamin bir sonucu olarak asagidaki lemmay verebiliriz:

Lemma 6.3.4: G = {( | []< R} olsun. Bu takdirde her z € G igin
— j’ j ——dgdn z

-~ HW(C e dédn =0

dir.

Ispat: (6.3.4) ve Lemma 6.3.3. den goriilir.

Lemma 6.3.5: G = {4’ | K< R} olsun. Bu takdirde

Mo £eY <2711,

dir. Yani IT; operatorii siurhdir.

Ispat: Lemma (6.3.4)' iin gozoniine alinmasiyla

- L f©)-r()
M, f(z)=- ﬂ oy % 6.3.7)
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yazlabilir. Cinkii integrali defittifimuz zaman ikinci integralin degieri sifir olur.

(6.3.5) bagintisindan

WA, ¢¢ azan
e fZ}<— |51
| @) z '[;IIC-ZI

2zR*

yazilabilir. Bu egitsizlikteki integral, Teorem 3.4.1' den dolay1 ile smirhdir,

Dolayisiyla

e 7)< 241,

esitsizligi gerceklenmig olur. (6.3.7) gosterilimi, G de gegerli oldugundan her geyden
once [I; f' de G de tammhdir. Simdi I1; f'in 6G simrina genisletilebilecegini
gorelim:

z), z, noktalan |z, - z,| <1 olacak sekilde G' de iki nokta olsun. Bu takdirde

Il f(zz)"'nc f(21)= _i'j_[f(()[(c _lz )2 - (C __lz )2 :|d§d17 (6.3.8)

olur. Diger taraftan

1 1 _-z)-k-3)
€-z)Y €-z) €-z2)€-z)
=(z ) €-2)r-z)
P -n Y-z

= "Z‘)[(g—zl)zl(q—Zz)Jr(( ‘22)1(5‘2‘)]

yazilabilir. Bunun yardimiyla (6.3.8)' in integrants 1 nin de integral icine
T

alinmasiyla

80



_Z27% f(()—f(zl) %z f(()_f(zxz)
T ((“Zl)z(g_zz) z ((“%X("Zz)z
_f(zl) T4 __f(zz) )
T (-2)(-2) * -z2)0-z)

(6.3.9)

olur. |[1; f(z,)-Tl; f(z,) igin bir smurlandirma yapmak igin (6.3.9) daki dort
toplamin integralleri ayn ayn sinirlandinimahdir. (6.3.5) esitsizligi yani

F€)-76) .
- K-

bagintis1 gozoniine alimrsa ilk terimin mutlak degerinin integrali i¢in

~z||fl, = ﬂ s llffl?_ X (6.3.10)

yazilabilirr 0<A <1 oldugundan ¢ =2-4, =1 igin Teorem 3.4.2 kullanilirsa

2—-a - f =2 -1 olmasi nedeniyle

i1
4|zz _zll +K;

dédn
H AT

esitsizlifi ortaya ¢ikar. Burada K,, K5 G nin yanigapt ve A sabitine bajh yeni
sabitlerdir. Boylece 0<A<l, |z,~z|<1velz,~z|<|z,~z|" olmalan
nedeniyle (6.3.10) igin bir Ust simr olarak

||f[|ﬂ(K4 +K5122 “zlll

ifadesi almabilir. Cunkii

— dedn Z; - % 422_21/1"‘ 5
sl [ sl el -l +x)

=17, Koz, ~ 2 + Koz, - 2))
<1, [z -2 + K fz, - 5]
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yazilabilir. (6.3.9) daki ikinci terimin mutlak degeri tizerinden integral de aym ifade
ile simrlandmlabilir. Cinkt ilk terimden farkh olarak sadece z, ilez, nin rolleri
degismigtir.

(6.3.9)’ daki tigiincii ve dordiincii terimlerin mutlak deZerlerinin integrallerini

sinirlayabilmek igin 6nce

z,-1 =_1+1(1_1]
€-2Y(-2) €-z2) z-z ¢-2) (€-z)

yazihgint géz6niine alalm,. Buradan

__Zz'_zlj] dédn 22"2
4 G(C’zz)z((—zz) 5

bulunur. Son esitlikte z, ile z, nin yerleri degistirilirse

Z "% .U dédn =Z"Z
z G (('z]X("zz)z zZ,—z

elde edilir. (6.3.9)’ daki iigiincii ve dordiincii terimlerin G tzerinden integralleri

hesaplanirsa ikisi birden
[(a)- £ )=
z, -z
olur. Boylece bunun mutlak degeri de
lf(zl)“f(zzl < ||f",1|22 —zliz
ile smrlandmilabilir. Bunun gozonine alinmasyla |z, —z,|<1 olmak izere her
z,z, € G igin

6 £(z.)- 16 £ (2 ) < 20K, + &)+ 1] 1], |2, - 2] (6.3.11)

esitsizligi gerceklenir.
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(6.3.11) esitsizligi Il; f in her z &G noktasinda siirekli oldugunu gosterir.

O halde sadece G de tammlanan IT; fonksiyonu her z, € G noktasinda bir limite

sahiptir.
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7. BOLUM:

GENELLESTIRILMIS ANALITIK FONKSIiYONLAR iICIN BiR SINIR

DEGER PROBLEMI.

7.1. Genellestirilmis Analitik Fonksiyon Kavram:

2u————~+au+bv 0

o

ou Ov
—+—+cu+dv=0
> cu

%y

sisteminin ¢dziimlerine genellestirilmis analitik fonksiyonlar denir.

w=u+iv, A =i—(a+d+ic—ib),B=%(a—d+ic+ib)
olmak iizere (7.1.1) sistemi
%w_—+A(z)w+B(z); =0
Z

kompleks kismi tiirevli diferensiyel denkleme egdegerdir.

(7.1.1)

(7.1.2)

Lemma 7.1.1: w(z) diizgin siurh bir € bolgesinde (7.1.2) nin bir ¢oziimii olsun.

Ayrnica

—

@)
2= A(z)+B(z) v’ wz0

0 , w=0

fonksiyonunu tammlayalim. Bu takdirde
1 cr8(¢)
=%l gein =T
o(2) ”_g;_z gdn =-T.g
olmak tizere
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#(z) = w(z)e " (7.1.5)

seklinde tammlanan ¢ fonksiyonu holomorftur.

ispat: (7.1.5) de tiirev ahrsak

Op_ W juir 00

_— ~a(z)
0z 0z oz wze
—»  OW ow
=€ —_— W ——
(62 oz )

=e ™ (—Aw—Bw +wg)

elde edilir. (7.1.3)’den dolay1

2o
2

elde edilir. Boylece ¢ holomorftur.

Bu sonug herbir genellestirilmis analitik w=w(z) fonksiyonunun;, @, (7.1.4)
ile tammianan fonksiyon olmak iizere

w(z) = ¢(2)e”? (7.1.6)
yazilabilecegini gosterir. (7.1.6) formuli ¢(z) holomorf fonksiyonunun sifirlarimin

kumesi ile w(z)=0 noktalarimin kiimesinin gakigtifini gosterir.

7.2. Genellestirlmis Analitik Fonksiyonlar i¢in Bir Simir—Deger Problemi

A, B € C*(G) olmak tizere
M, 4(zyw+B(z)w =0
0z

Rew| =g ,2€C*(0Q) (72.1)

Imw(z,)=c ,z,€Q
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Dirichlet problemini gozoniine alahm.

Teorem 7.2.1: we C*(Q) fonksiyonunun (7.2.1) Dirichlet probleminin bir ¢oziimii
olmasi igin gerek ve yeter sart

w(z) = §(z) + T [~(4w + Bw)]
integral denklemini saglar. Burada ¢ € C%(Q)

Re ¢ = g -Re T, [(4w + Bw)] 0
Im §(z,) = ¢~ Im T, [-(4w + BW)][z,]  z, € (Q)

Dirichlet sartlarim saglayan Q da holomorf bir fonksiyondur.

ispat: weC*(Q) fonksiyonunun smr sartlanyla birlikte (7.2.1) denklemini
sagladigim kabul edelim ve

$(2) = w(z) — To(~4w — Bw)
fonksiyonunu goézoniine alahm. Buradan

99 _ ¥\ gw+Bw=0
0z Oz

elde edilir.O halde ¢; Q da holomorf bir fonksiyondur.

Re (z) = Re[w — T, (—Aw — Bw)]
= g —ReT,(~A4w~ Bw)
Imw(z,) = Imw(z,) - T,,(-Aw - Bw)](z,)
=c—ImT,(-4w—Bw))(z,)

sartlan da saglamr. geC®(8Q) oldugu verilmis idi. Aynca weC®(Q) icin
T, (4w — Bw) € C*(Q) dir. Ozel olarak Re T,[-(Aw + Bw)] € C*(6X2) olur.
Tersine w fonksiyonu

w(z) = §(z) + T, (~Aw — Bw) (7.2.2)
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integral denklemini saglasin. Burada ¢ verilen sartlan saglayan holomorf bir

fonksiyondur. (7.2.2) de z e gore tiirev alirsak

@_:@+3TQ(—AW—BW)
0z 0z oz

olur. ¢ holomorf oldugundan
N 4w+ BW)
0z

elde edilir. Ayrica 0Q da

Rew = Re[¢ + T, (~4Aw — Bw)]
= g —~Re(—Aw — Bw) + Re(—Aw — Bw)
=g

ve z, € Q olmak iizere

Imw(z,) = Im[¢ + T, (~4w ~ Bw)](z,)
=c—ImT,(-4Aw— Bw)+ImT,(-Aw - Bw)(z,)
=c

olur.

Sonuc 7.2.1: Teorem 7.2.1 e gore (7.2.1) problemi (7.2.2) integral denklemine
esdegerdir. O halde (7.2.1) denkleminin yerine (7.2.2) integral denklemini gdzoniine
alabiliriz. Boylece (7.2.2) denkleminin sag tarafimn yardim ile bir operator
tammlamak mimkiindiir.

w e C*(Q) olmak iizere

P:C*(Q)—>C*(©Q)

_ (7.2.3)
w—> P(w) =g, +To(—4Aw - Bw)

Burada ¢(w),Q da tammlannmg
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Red,, =g~ Rel,(-Aw - Bw), Q
Img,,,(z,) = c~ImT,(~Aw - Bw)(z,), z,€Q

siir gartlan ile tek olarak belirlenebilen holomorf bir fonksiyondur. Bu durumda
P@w) (7.2.1) denklemindeki sinir sartlarimi saglar ve efer w, P operatorintin sabit bir

noktasi ise

w =@, + To(—Aw— Bw)

olur. Boylece weC®(Q) olmak iizere w, P operatoriiniin bir sabit noktast

oldugunda bu fonksiyon (7.2.1) sinir-deger probleminin bir ¢oziimi olur.

Teorem 7.2.2: A, B € C*(G)olmak iizere (7.2.3) ile tanimlanan P operatorii igin

1

4 o < @Ol

c*(Q) + "B

esitsizligi gergeklenecek gsekilde K sabiti varsa P bir daralma dénigimidiir.

ispat: w,,w, € C*(Q) olsun. Bu durumda
P(w,)= ¢(w,) + 15 (~4w, "B;:)
P(w,)= ¢(w2) +To(—Aw, - Bw—z)

olur. Burada ¢, ve ¢ ,

Red,, = g —ReI,(—4w, — Bw,), oQ
Img, (2,) = c—ImT, (4w, - Bw,)(z,), 2, €Q

Ve

Red,, , =g —Rel,(-4w, - Bw)), oQ
Img,,,,(z,) =~ ImT, (~Aw, - Bw,Xz,), z, €Q

sinir kosullanini saglayan holomorf fonksiyonlardir. Dier taraftan
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Pw,)~ P(w,) = By = Boy) + Tal (AW, + Bw,) + (Aw, + Bw,)]
= (B = Bnpy) + Tal—A(w, —w,) — B(w, —w,)]
R,y — Biary) = —~ReTo[~(Aw, + Bw,) +(Aw, + Bw,)]
= -ReT [-A(w,-w, )~ B(w, —w,)], )
Im(@,,,, ~ B,y W2o) = ~IM T [~ AW, —w,) = Bw, —w,)1(z,), 7, €Q

yazilabilir ve 4, B € C*(G)olmasi nedeniyle

ITal-40w, - w,) - BOw, —w,)]

<|7,

ooy | 400 —w2)+ Bw, = w,)|

2o e @ l4Gw, —w,)

Ic"(ﬁ) c* ()

c (@) + "B w, ~w, )"c"(ﬁ)

= “Tn

c (@) +||B | lwl —W,

Ic"(ﬁ) ("A"c“(ﬁ) ”wl —W, c“(ﬁ)' c“(ﬁ))

= "T Q

Ic"(ﬁ) ("A Cc(Q) +||B "cﬂ(ﬁ))"wl —WZIIC“(ZS)

olur. Ayrnica

"¢(Wx) - ¢(Wz)

By = Py )(@) ~ By - ¢(,,,))(z2>|}

_ =max{ Sy, - L Sy,
Cc(Q) { g_]p|¢(wl) ¢(Wz)| 21¢£ IZl _22‘
oldugunu biliyoruz. $imdi 4,4, i¢in tammlanan Dirichlet problemini

gozoniine alalim ve bu fonksiyonun reel kismunin 6Q) daki davranigim inceleyelim.

|- Re T, [~ 40w, —w,)— BO#, —w,))(z) + Re T [-A(w, —w,) — BGw, —w,)1(z,)
< |- To[- 40w, —w,) - Bw, - w,))(z,) + To[-A(w, —w,) ~ B(w, ~,)}(z,)
< |al- 40w, —w,) - Bw, -w,)]

C"(ﬁ)‘z‘ - er
c*@ "[—A(w‘ -w,)-B (w—l - w_z)]"ca(ﬁ) Izl -z, |a

(D) ("A o= (@) )"wl —W,

<\,

<|7s) B

c (@) +” Ic’(ﬁ) IZI "-22[”
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O halde reel kasim, "T Q "c“(fa“) ("A”c«(a) + “B "c“(fci) )| Wy — Wz"c«@dan buyuk Ohnayan
bir Holder sabiti ile karakterize edilebilen Holder siirekli bir fonksiyon olur. O halde

By = B )@ = By = By X22)| < Mol e g, U4l oo, +11B

Ic"(c_z))"wl W2 c“(ﬁ)'zl —z2la
....(712.4)

Teorem 5.6.2 den

a+3
k=2 [i(1+2“)+1]

7 ar
cos(a —

dir. Hipotezlerin de gozoniine ahnmastyla

|(¢(Wl) - ¢(W2) XNz )| <2%k ”T Qilc=@ ("A"c"(ﬁ) + "B ”c"(ﬁ) )"wl W,
+ Sup|-ReTo |- 40w, —w,) - BGw, - )]

c*(Q)

+|‘MTQ[_ A(w, _wz)_B(;V-l__;):)kzo)l

Supl— ReT, [— Aw, —w,)— B(w, - ‘—";)]
< Sup|T o [— A(w, —w,) - B(w, — "Tz)]

oQ
< Sup|T, |- 40w, ~w,) - Bw, -wy)]

<[l 40w, - w,) - Bw, -wy)]

el )]

<|T,

oo |40 = W,) + B, —w,)

}c“(ﬁ) ("A

Ic“ )

<|T,

c* @) + “B cH(D) )"wl _w2| c @)

ve
I— ImTQ[— Aw, -w,) - B(w, “Tz)]
<|7al 40w, — )~ BGw, -]
< Sup|To |- 40w, —w,)~ Bw, - )]

<[ral 40w, - w2) - B -]

(D)

<|r,

) “A(wl —w,)+B(w, - ;;)I o

< "T Qlic* @) ("A”c“(ﬁ) +”B ”c“(ﬁ) )“wl —W,

ad (5))
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yazilabilir. Boylece

l¢(w1) ~ G| Q7R+ 2T,

lc“(ﬁ) ("A lod () + "B

lc"(ﬁ) )"wl —-W, "Ca(a) (725)

elde edilir. (7.2.4) ve (7.2.5) den

"¢(u«) - ¢(Wz)

foad(e)) < (Zak + 2)“T Q "c“(ﬁ) ("A"c“(ﬁ) + "B

% (D) )UW 1~ W, "c"(ﬁ)

bulunur. K = 2%k + 2 diyelim. Bu durumda

"P(wl ) ~-P (wz)

i () = "¢(Wx) - ¢(Wz) @) + ”Tg [_ A(Wl — Wz) — B(.y;; —_ ;;;)]
<Q%k+ 3)”T allce@) (”A"c" & "B
=K +D || ez, (4], +1B]

(D)

leid()) )"wi W "c“(ﬁ)

c (@) )||w1 W,

[c“(ﬁ)
olur. Tamm geregince

(K + 1)"T o

4]

c*(Q) T "B

ise P doniisiimii daralandir.O halde P doniigiimiiniin daralan olmas: igin

|c"(ﬁ) (l |c“(§)) <1

1
(||A||C¢@ + "B"c"(ﬁ)) 3 (K + l)lIT QH

c*(Q)

olmalidir.

7.3. Kompleks Denklemler I¢in Bir Dirichlet Probleminin Genellestirilmesi

ou

-
=p,,

o —L=q ; olmak tizere 2n- tane u,,u,,...,4,, fonksiyonlan

oy

H (%, y,0,,U3,5.585,5 D15 Pass PansG15925--3920) = 0, j=12,.2n (7.3.1)
1.basamaktan reel kismi tirevli diferensiyel denklem sisteminin ¢oziimii olsun.
(7.3.1) sisteminden p; lerin

p; = fi0600,8,,us,. 005, G, 5955059 24) (73.2)

seklinde ¢oziilebilir oldugunu kabul edelim. $imdi v =1,2,...n olmak lizere
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ow ow

XY=z, Uy Hithy, =Wo, Py Py, =22 =0, 5 G+, = ay" =0,
kisaltmalarim yapalim. Bu durumda (7.4.2) ifadesi

c, =0,(Z,W,W,,...W,,0,.,,0,.5,..0,,);b=12,.n (7.3.3)
seklinde yazlabilir. Eger tekrar

o,=W,+W,,,, Cpp, =iW,-W,, )=iW,-iW,, (7.3.49)

gosterilim geklini kullanirsak W, W,,....W, yeni degiskenlerine ulagmis oluruz. Bu
degiskenler (7.3.3) de yerine yazilirsa o zaman 2n tane W, kompleks degiskenleri
tarafindan saglanan ve n- tane kompleks denklemi olan bir kompleks denklem
sistemi ortaya ¢ikar. Bu sistemden de W, .W.,,..W...,..W,, degiskenleri
¢oziiliirse o zaman (7.3.3) sistemi

w,

o =P, (2w Wy W W W, W), v=12,...n (7.3.5)
sekline gelir. Bu sistemlerden W, veya p, degigkenlerini agikca ¢bzmeye gerek
yoktur. @, veya f, fonksiyonlarinin tiirevlerine iligkin ¢dzilebilme kosullart
verilebilir. W, ve p, lerde H, ile baglantih oldugundan H; fonksiyonlan {izerine
¢oziilebilme kogullant koymak yeterlidir. (7.3.4) ten

1 1 0w, aw aw ow
W =— - = W =—
U 2 (o-l) Io-n+u) 2 ( a @) ) nto az

yazlabilir. Boylece uygun ¢oziilebilirlik kosullan altinda (7.3.1) sisteminden
2 =F(z,w,w,) (7.3.6)
0z

denklemine ulagihr. Burada w = (w,,w,,...,w,), F =(F,,F,,...,F,) dir. Ote yandan
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Th(z) = j j he) 2L agan

wh(z)= -1 ﬂ h@ ) _dédn

gosterilimleri g6zonine alimrsa (7.3.6) mn ¢ozimii
w=¢+T F(z,w,w,) (7.3.7)

seklinde elde edilir. Burada ¢ = (4,,4,,....¢,) bir holomorf fonksiyondur. $imdi

olmasi nedeniyle (7.3.7) den

w=¢+T,F(z,w,h) } (7.3.8)

h=¢ +n;F(z,w,h)
integral denklem sistemine ulagilir.

Simdi (7.3.6) denklemi veya (7.3.8) sisteminin hangi kosullar altinda
¢oziilebilir oldugunu inceleyelim:

G, smrh bir bolge olsun. G’ de en az k defa Holder siirekli tiiretilebilir W n-
lilerinin veya (w,%) 2n- lilerin kiimesini C%**(G) ile gosterelim. Burada a Holder

iistel sabiti olarak isimlendirilir. Bu durumda bu siniftaki norm

I o = m;v{Suplw jl , Sup le (z)-w,(z )I]

a
72y |22 —21|

"(W, h)”t),a = max("wllo,a ?

0.2z

olarak tammlanabilir.
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I, . ile z ve z e gore k- yinc1 basamaga kadar kompleks kismi tiirevieri &
Holder usteline gore Holder siirekli fonksiyonlann normunu gosterelim. Diger
taraftan d®*[(w, h),(#,h)] ile n-lilerin veya 2n-lilerin fark normunu gosterelim.

w- =F(z,w,h)

diferensiyel denklemindeki F fonksiyonu her z€G igin kendi degiskenlerine gore
sirekli olsun. Ayrica (w,h)ve(i,h) iftlerinin C®®(G)simfindan olmak iizere
asagdaki hipotezlerin saglandifint varsayalim:

D) |F,zw,h|<M

ID|F,(z,,w, )~ F;(z,,w,h)| <z, - z)|",0<a <1

I [F(z,w,h), F(z,W,h)] < Ld“[(w, h),(#, h)]
HI) hipotezi, Holder siirekli fonksiyonlar uzayindaki metrigin Lipschitz kosuludur.
Yukandaki sartlar saglamirsa problem ¢oziilebilir. Daha fazla bilgi [4] den elde

edilebilir.
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