
 

 

 

KIRIKKALE ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

 

 

 

MATEMATİK ANABİLİM DALI 

DOKTORA TEZİ 

 

 

 

 

 

 

KANTOROVİCH TİPLİ BAZI LİNEER POZİTİF OPERATÖRLERİN 

 YAKLAŞIM ÖZELLİKLERİ 

 

 

 

 

Müzeyyen ÖZHAVZALI 

 

 

 

 

 

 

   Ekim, 2014 

 

 



 

ONAY SAYFASI 

Matematik Anabilim Dalında Müzeyyen ÖZHAVZALI tarafından hazırlanan 

KANTOROVİCH TİPLİ BAZI LİNEER POZİTİF OPERATÖRLERİN 

YAKLAŞIM ÖZELLİKLERİ adlı Doktora Tezinin Anabilim Dalı standartlarına 

uygun olduğunu onaylarım. 

 

  

Porf. Dr. Kerim KOCA 

                                                                                            Anabilim Dalı Başkanı 

 

Bu tezi okuduğumu ve tezin Doktora Tezi olarak bütün gereklilikleri yerine 

getirdiğini onaylarım. 

 

 

Doç.Dr. Ali OLGUN 

                                                                                            Danışman 

 

Jüri Üyeleri 

Başkan                       : Prof. Dr. Kerim KOCA                            _______________                                             

Üye (Danışman)         : Doç.Dr. Ali OLGUN                               ________________ 

Üye                         :Prof. Dr. Fatma Taşdelen YEŞİLDAL    ________________ 

Üye                          :Prof. Dr. Oktay DUMAN                          ________________ 

Üye                             :Prof.Dr. Ali ARAL                                  _________________  

   

…/…/2014 

Bu tez ile Kırıkkale Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü Yönetim Kurulu Doktora 

derecesini onaylamıştır. 

 

       Doç. Dr. E. Kamil YILDIRIM 

       Fen Bilimleri Enstitüsü Müdürü 

  

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Sevgili Eşim Fatih’e, Oğlum Burak 
Can’a, Kızım İlayda’ya…. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



i 

 

 

 

 

 

ÖZET 

 

KANTOROVİCH TİPLİ BAZI LİNEER POZİTİF OPERATÖRLERİN 

YAKLAŞIM ÖZELLİKLERİ 

 

ÖZHAVZALI, Müzeyyen 

Kırıkkale Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı, Doktora tezi 

Danışman: Doç.Dr. Ali OLGUN 

Ekim,2014,80 sayfa 

 

 

Bu tez çalışması, modifiye Kantorovich tipli  bir  operatörün yaklaşım özelliklerini 

incelemek için dört bölümden oluşturulmuştur. Birinci bölümünde çalışmaya temel 

olan konu ile ilgili yapılanlar hakkında bilgi verildi ve çalışmanın amacından 

bahsedildi. İkinci bölümde tezde kullanılacak temel tanımlar, teoremler ve ağırlıklı 

uzaylarda yaklaşım özellikleri ile ilgili ihtiyaç duyulan teoremler açıklandı. Tezin 

üçüncü bölüm orijinal olup bu bölümde modifiye Kantorovich tipli bir operatör 

tanımlandı ve bu operatörün ağırlıklı uzaydaki yakınsaklık özellikleri incelendi. Son 

bölümde  ise sonuçlar ve öneriler verildi. 

 

 

Anahtar kelimeler: :  Pozitif Lineer Operatörler,  Korovkin Teoremi, Ağırlıklı 

                                   Uzaylar, Süreklilik Modülü, Kantorovich Tipli Operatörler, 

                                   Yaklaşım Özellikleri, Voronovskaya  Teorem.   
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ABSTRACT 

 

APPROXIMATION PROPERTIES FOR SOME LINEAR POSITIVE 

OPERATORS OF KANTOROVICH TYPE   

 

 

ÖZHAVZALI, Müzeyyen  

Kırıkkale University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of  Mathematics, Ph. D. Thesis 

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ali OLGUN 

October, 2014, 80 pages 

 

This thesis consists of four chapters in order to investigate the approximation  

properties of a modified Kantorovich-type operators in polynomial weighted space. 

In the first chapter, information which  is what kind of studies were done about 

fundamental of  the subject  for this study were given  and the purpose of the study 

was mentioned. In the second chapter, the fundamental definitions, theorems which 

will be used in this thesis and theorems which are needed about the approximation  

properties in weighted spaces on were explained. The third chapter of the thesis is 

original and in this chapter, a modified Kantorovich-type operators in weighted 

spaces were defined and the approximation properties of these operators were 

investigated. In the last chapter, conclusions and recommendations were given. 

 

Key Words: Linear Positive Operators, Korovkin Theorem, Weighted Spaces, 

                     Modulus of Continuity, Kantorovich-type operators, Approximation 

                     Properties, Voronovskaya  Theorem.    
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1. GİRİŞ 

 

 

Yaklaşım, Matematiğin birçok dalında önemli bir kavramlardan birisidir. 

Matematiksel olarak anlamlı iki ifadeden birinin diğerine hangi şartlar altında nasıl 

yaklaştığının belirlenmesi önemli problemlerden birisidir. Öyle ki bu problem 

Yaklaşımlar teorisi olarak bilinen teoriye temel teşkil etmektedir. Bir fonksiyon 

dizisinin bir fonksiyona yakınsaması, fonksiyon dizisinin ve fonksiyonun tanım 

kümesine bağlı olduğu kadar, fonksiyon dizisinin ve fonksiyonun özelliklerine de 

bağlıdır. Bununla beraber yakınsamanın noktasal ya da düzgün olması da oldukça 

önemlidir. 

Yaklaşımlar teorisi halen aktif çalışmaların yoğun olarak devam ettiği bir çalışma 

alanı olup, bu teorideki esas amaç verilen keyfi bir fonksiyonu bu fonksiyona göre 

daha basit ve daha kullanışlı olan bir başka fonksiyon cinsinden gösterimini elde 

ederek bu basit fonksiyonun özelliklerinden yararlanıp karmaşık fonksiyonun 

özelliklerini elde etmektir. Burada amaç bir fonksiyon uzayının elemanlarını belirli 

bir noktada ya da normda, bu uzayın bir alt uzayının veya daha iyi özelliklere sahip 

bir uzayın elemanlarından oluşturulmuş dizilerin limiti şeklindeki bir gösterimi elde 

etmektir. Çünkü amaç, kötü özellikli elemanları iyi özellikli elemanlara 

yaklaştırmaktır. Bu tip kullanışlı özelliklere sahip elemanlar cebirsel polinomlar, 

trigonometrik polinomlar, tam fonksiyonlar vb. şeklinde sıralanabilirler. Burada basit 

fonksiyon olarak polinomlar dizisi kullanmak işleri hep kolaylaştırmıştır. Çünkü 

polinomlar matematikte en kullanışlı fonksiyonlardan biridir. Ayrıca Weierstrass, 

1885’de kapalı bir  ba,  aralığında sürekli olan her f  fonksiyonu için bu  

fonksiyona yakınsayan bir   xPn  polinomlar dizisinin varlığını göstermiştir. Bu 

teoremin geliştirilmesi Lineer pozitif operatörler için Yaklaşımlar teorisinin temelini 

oluşturmuştur.  

Bu amaçla ilk olarak 1912 yılında Bernstein, Nn  olmak üzere 
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operatörünü tanımlamıştır ve bu operatörün  1,0  aralığında  xf  fonksiyonuna 

düzgün yakınsadığını göstermiştir. 

Daha sonraları ise P.P. Korovkin sınırlı aralıklarda tanımlı lineer pozitif operatörlerin 

yaklaşım özellikleri ile ilgilenmiş ve Yaklaşımlar teorisinde temel teoremlerden biri 

olan Korovkin teoremini vermiş ve ispatını yapmıştır. 

 

Yaklaşımlar teorisi yaygın olarak çalışılmakta olup bilinen bazı temel operatörlerin 

değişik şekilleri oluşturularak çeşitli fonksiyon uzaylarının yaklaşım özellikleri 

incelenmeye halen devam edilmektedir.  

 

1930 yılında L.V. Kantorovich klasik Bernstein operatörlerinden yararlanarak 

     1,0,1,01,0 11 LfCLKn   ve n  negatif olmayan bir tamsayı olmak üzere 
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operatörünü  inşa etti ve çeşitli çalışmalar yaptı [1]. Daha sonra bu operatörün 

modifiye şekilleri üzerine çeşitli çalışmalar yapıldı [2-6] . 

 

Bu temel operatörler içerisinde en bilinenlerinden bir tanesi de Szász-Mirakyan 

operatörüdür. 1941 de G.M. Mirakyan ve 1950 de Otto Szász,   ,0x  ve 

 ,...3,2,1:n  olmak üzere  
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şeklinde operatörü  tanımladılar  ve çalışmalar yaptılar[7,8]. 

 

Daha sonra  Szász-Mirakyan Kantorovich operatörü  ,,0:0 Rx  n  ve 
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şeklinde tanımlanmıştır[9].  Sonra birçok araştırmacı Szász-Mirakyan operatörünün 

Kantorovich operatörünü kullanarak değişik şekillerini oluşturmuş ve bu tip 

operatörlerin çok çeşitli özellikleri incelemişlerdir [10-12]. Halen de bu tip 

incelemeler devam etmektedir. 

 

1.1. Çalışmanın Amacı 

 

İntegrallenebilen fonksiyonlar için yaklaşım özelliklerinin incelenmesi teorideki ana 

çalışma konularından birisidir. Bu tezde daha önce Walczak[13] tarafından ağırlıklı 

uzaylarda incelenmiş bir operatörü kullanarak, Kantorovich operatörüne benzeyen 

halini tanımlayıp böyle bir operatör için yakınsaklık özellikleri incelenecektir.  

 

 

1.2. Kaynak Özetleri 

 

Bu çalışmadaki temel kaynak Walczak  tarafından 2003 yılında yapılan [13] nolu 

çalışmadır. Bu kaynaktaki temel operatör göz önüne alınıp, bu operatörün 

Kantorovich tipine  benzer bir şekli oluşturulduktan sonra, bu konuda daha önceden 

yapılmış diğer çalışmalardan temel olanlardan [12,14-17] faydalanarak çalışmayı 

orijinal olacak şekilde ortaya koymaya çalışacağız. Tezdeki Materyal ve Yöntem 

bölümünde verilen  tanımlar [18-23] nolu kaynaklardan  alınmıştır. 
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2. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

 

2.1.  Lineer Pozitif Operatörler ile ilgili temel kavramlar 

 

Bu bölümde lineer pozitif operatörlerle ilgili bazı temel kavramlar verilip daha sonra 

yaklaşım özelliklerine bakılacaktır. 

  

  

2.1.1.Sonlu Aralıkta Sürekli Fonksiyonlar Uzayı  

 

Tanım 2.1.1.   boş olmayan bir cümle ve ,R  reel sayılar cismi olsun. Eğer 

aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa  ye R  üzerinde lineer uzay veya vektör uzayı  denir. 

i)  ,   işlemine göre değişmeli gruptur.  

ii)  yx,  ve R ,  olmak üzere aşağıdaki şartlar sağlanır: 

a) ,x  

b)   ,yxyx    

c)   ,yxx    

d)    , xx   

e) .1 xx   Burada R,1 nin birim elemanıdır. 

Yukarıdaki  c) şartındaki   sembolü birinci tarafta R deki toplamayı; ikinci tarafta 

ise  deki toplamayı belirtmektedir. d)deki çarpma işlemleri de sırasıyla aynı 

kümelerdeki çarpma işlemleri ile aynıdır. 

Tanıma dikkat edildiğinde lineer uzay,   cümlesi ve sırasıyla i) ve ii)  şartlarını 

sağlayan toplama ve skalerle çarpma dönüşümlerinden ibarettir. 

 

 

Tanım 2.1.2.   bir lineer uzay olsun. R:  fonksiyonun x deki değerini x  

ile gösterelim. Bu fonksiyon için; 

i) ,0x  
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ii) ,00  xx  

iii) ,xx    

 iv) yxyx   

şartlarını sağlıyorsa  fonksiyonu   üzerinde norm denir. Eğer bir Lineer uzay 

üzerinde norm tanımlanmışsa  bu uzaya Normlu uzay denir. 

 

 

Tanım 2.1.3.(Noktasal süreklilik) RA  ve RAf :  bir fonksiyon ve Aa  

olsun. f  fonksiyonu a  noktasında süreklidir  0  için en az bir  0  vardır 

öyle ki  ax         afxf dır. 

 

 

Tanım 2.1.4. (Düzgün süreklilik) RA  ve RAf :  bir fonksiyon olsun. f  

fonksiyonu A  üzerinde düzgün süreklidir  0  için 0  öyle ki  tx  

eşitsizliğini sağlayan Atx  ,  için      tfxf dır. 

 

 

Tanım 2.1.5.  ba,  aralığı üzerinde tanımlı ve aralığın tüm  noktalarında  sürekli 

olan fonksiyonlar uzayı  baC ,  ile gösterilmektedir. 

 

Teorem 2.1.1(Weierstrass): 0  ve    baCxf ,  için öyle bir  xP  polinomu 

vardır ki,  bax ,  için      xfxP  eşitsizliği sağlanır. 

Başka bir ifade ile  ba,  aralığında sürekli her f  fonksiyonu için  xf e,  ba,  

aralığında düzgün yakınsayan bir   xP  polinom dizisi vardır. 

 

Weierstrass teoremine göre  baC ,  uzayından olan her bir f  fonksiyonu için sonlu 

bir   xf
bxa 

max  sayısı vardır. Bunun bir norm olduğu gösterebilir. Gerçekten 
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i)   ,0max 


xf
bxa

 

ii)Eğer f  uzayın sıfırı ise yani  ba,  aralığında 0f  ise o zaman bu fonksiyonun 

maksimumu aynı aralıkta sıfırdır. Diğer yandan eğer   0max 


xf
bxa

 ise o zaman 

0f  olur. 

iii)  a  keyfi reel sayı olmak üzere  

   ,maxmax xfaxaf
bxabxa 

  

 iv) f  ve ,g   ba, de sürekli iki fonksiyon olmak üzere  bax ,  için  

       xgxfxgxf   

olduğundan 

        

   xgxf

xgxfxgxf

bxabxa

bxabxa









maxmax

maxmax

 

dir. Böylece norm aksiyomları sağlanır. 

 baC ,  uzayında norm; 

   xfxf
bxa 

 max  

ile gösterilir. Bu uzayda yakınsaklığın düzgün yakınsaklık olduğu da gösterilebilir. 

 

Kabul edilsin ki  baC , de olan bir   xfn  fonksiyonlar dizisi  ba,  aralığında 

 xf e düzgün yakınsasın. Bu taktirde keyfi 0  verildiğinde öyle bir  NN   

bulunur ki Nn   olduğunda  bax ,       xfxfn  eşitsizliği ,    baCxf ,  

olduğu ve dolayısı ile      baCxfxfn , dir. Weierstrass teoreminden dolayı  

öyle bir  bax ,*  vardır ki    xfxfn   fark fonksiyonunun *x daki değeri  ba, nin 

diğer noktalarındaki değerinden büyüktür. Ayrıca  bax ,*   olduğundan 




)()(max)()( ** xfxfxfxf n
bxa

n  sağlanır  ve  

))((,
],[

 Nnff
baCn   olur. 
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 baC , de olan  )(xfn  dizisi  baC ,  uzayının normuna göre yakınsak olsun. Bu 

durumda keyfi pozitif   sayısına göre öyle bir N  bulunur ki Nn   olan tüm bir  

n ler için  




)()(max xfxfn
bxa

 sağlanır. Bundan dolayı  ba, de tüm x ler için  

 nxfxfn ,)()( **   eşitsizliği sağlanır. Sonuç olarak,  baC ,  uzayının 

normuna göre yakınsama, düzgün yakınsamadır. 

 

Düzgün yakınsama ; 



 nxfxfn ),()(
 

şeklinde gösterilir.  

 

 

2.2. Lineer Pozitif Operatör 

 

X  ve Y  boş olmayan iki fonksiyon uzayı olsun. Eğer X den alınan herhangi bir f  

fonksiyonuna Y de bir g  fonksiyonuna karşılık getiren bir gLf   şeklinde L  kuralı 

varsa bu durumda L ye X den Y ye bir operatör denir.  

);()( xfLxg   

biçiminde gösterilir. X  uzayı L  operatörünün tanım bölgesidir ve )(LDX   ile 

gösterilir. Bu durumda ),();( xgxfL   Y  uzayının bir elemanı olur ve bu şekildeki 

g  fonksiyonları kümesine L  operatörünün değer kümesi denir. Bu küme de )(LR  

ile gösterilir. Yani operatörler fonksiyonu fonksiyona dönüşümlerdir. 

 

Tanım 2.2.1. 1f  ve ,2f  X  uzayında herhangi iki fonksiyon,   ve   keyfi iki reel 

sayı olmak üzere L  operatörü; 

);();();( 2121 xfLxfLxffL    koşulunu gerçekliyorsa L  operatörüne lineer 

operatör denir. 
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Tanım 2.2.2. Negatif olmayan bir f  fonksiyonu için  ,0:  fXfX  

 0:  gYgY  fonksiyon sınıflarını göz önüne alalım. Eğer X  uzayında 

tanımlanan L  lineer operatörü 
X  kümesindeki herhangi bir f  fonksiyonunu Y  

kümesindeki bir pozitif fonksiyona dönüştürüyorsa o taktirde bu lineer operatöre 

Lineer Pozitif Operatör denir. 0f  olması durumunda 0);( xfL dır.  

 

Lemma 2.2.1: Lineer pozitif operatörler monotondur. 

 

İspat:  

 

x  için )()( xfxg   ise 0)()(  xfxg dır. L  lineer pozitif operatör olduğundan 

ve operatörün pozitifliğinden 0);(  xfgL dır. Yine operatörün lineerliğinden 

0);();(  xfLxgL  olur. Dolayısı ile );();( xfLxgL   sağlanır. Bu eşitlikte  L  

operatörünün monoton olduğunu gösterir.  

 

Lemma 2.2.2: Eğer L  lineer pozitif operatör ise  

 xfLxfL ;);(    

dir. 

 

 

İspat:  

 

ax  ise axa   olduğundan 

);();();( xfxfxf    

 

dir. L  lineer pozitif bir operatör olduğundan yukarıdaki lemma (2.2.1) den dolayı 

monoton artandır. O halde 

 xfLxfLxfL ;);();(    
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yazılabilir. L  operatörünün lineerliğinden  

 xfLxfLxfL ;);();(    

eşitsizliği elde edilir. Bu ise, 

 xfLxfL ;);(    

anlamına gelir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

Yaklaşım teorileri ile ilgili en önemli teoremlerden Korovkin Teoremi aşağıda 

verilmiştir. 

 

2.3. Korovkin Teoremi 

 

Yaklaşımlar teorisinde önemli bir yer tutan aşağıdaki teorem 1953 yılında P.P. 

Korovkin tarafından ispatlanmıştır. 

 

Teorem 2.3.1 (P. P. Korovkin): Eğer nL  lineer pozitif operatörler dizisi  ba,  

aralığında;  

i)   ,1;1 

xLn  

ii)   ,; xxtLn



  

iii)   22 ; xxtLn



   …………………….………………………...…….……....(2.1) 

koşullarını gerçekliyorsa o taktirde  baC ,  uzayında olan ve tüm reel eksende sınırlı 

herhangi bir f  fonksiyonu için n  iken  

    bxaxfxfLn 

 ,; ……………………….…………………………….....(2.2) 

olur.   

 

 

 İspat: 

 

f  fonksiyonu reel eksende sınırlı olduğundan tüm  x ler için  
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Mxf )(  ……………….……………………………………………...……….(2.3) 

olacak şekilde  M  pozitif sayısı vardır. 

 

 baCf ,  olduğu için 0  sayısına karşılık öyle bir 0  vardır ki Rt  ve 

 bax ,  için   xt   olduğunda  

 )()( xftf …………………..…………………………………………...….(2.4) 

sağlanır. 

 

 batx ,,   olduğunda son eşitsizlik  f  fonksiyonunun  ba,  aralığında sürekli 

olmasından dolayı gerçeklenir.  bax , ,  bat ,  olduğunda ise aynı eşitsizlik f  

fonksiyonu a  noktasında soldan ve b  noktasında sağdan sürekli bir fonksiyon 

olduğu için gerçeklenir. (2.3) ve (2.4) eşitsizliklerinden dolayı her Rt  ve  bax ,  

için  

2

2
)(

2
)()( xt

M
xftf 


  

eşitsizliği gerçeklenir. Çünkü  xt  olduğunda  .)()(  xftf  Ayrıca  

0)(
2 2

2
 xt

M


 olduğundan  2

2
)(

2
)()( xt

M
xftf 


  sağlanır. 

 xt  olduğunda ise 1
)(

2

2






xt
 olacağından Mxt

M
2)(

2 2

2



sağlanır. Bu 

durumda  0  için (2.4) eşitsizliğinde 

)()()()( xftfxftf   

                           M2  

 


 2

2
)(

2
xt

M
………………...………….……………….(2.5) 

eşitsizliği gerçeklenir. 

 

Şimdi nL  operatör dizisinin  2.2  koşullarını sağladığını gösterelim. nL in lineerliği 

ve üçgen eşitsizliğinden  

)();1()());()(()();( xfxLxfxxftfLxfxfL nnn   
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1);1());()((
,

 xLfxxftfL nbaCn  

                        
 

1);1(;)()(
,

 xLfxxftfL nbaCn  

eşitsizliği mevcuttur. Bu eşitsizlikteki ikinci terim  1.2 den dolayı sıfıra yakınsar. 

Yani, 

 
)0,(1);1(

,
 nnnbaC

nxLf   

eşitsizliğini  sağlayan n  dizisi vardır. O halde  

  nnn xxftfLxfxfL  ;)()()();( ………………..………..………....(2.6) 

eşitsizliği  sağlanır. 

 

Şimdi yukarıdaki  6.2  ifadesindeki birinci terimi hesaplayalım.  5.2  eşitsizliğinden 

ve lineer pozitif operatörün özelliklerinden dolayı  

  







 xxt

M
LxxftfL nn ;)(

2
;)()( 2

2
  

);)((
2

);1( 2

2
xxtL

M
xL nn 


  

   xLxxtxLxtL
M

xL nnnn ;1);(2);(
2

);1( 22

2



  

        1);1();(2);(
2

1);1( 222

2
 xLxxxtLxxxtL

M
xL nnnn


  

     xxtLx
M

xxtL
M

xLx
M

nnn 







 );(

4
);(

2
1);1(

2
2

22

2

2

2 
  

elde edilir. 

 bax ,  olduğundan  

b
M

x
M

b
M

x
M

22

2

2

2

2

44
,

22





 








  

dir. 
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O halde 2

131221 ,2,
2

bCCbCC
M

C  


 dersek 

1);1();();();)()(( 32

22

1  xLCxxtLCxxtLCxxftfL nnnn   

yazılabilir ve burada 0  istenilen kadar küçük sayıdır. Tanım  1.2.2 ,  5.2  ve 

 6.2  eşitsizliklerinden dolayı n  için 

 
0);)()((

,


bac
n xxftfL  

olur ve  operatörün monotonluk özelliği kullanılarak   

0)();(  xfxfLn  

elde edilir. Böylece istenen sonuç elde edilir. 

 

 

2.4. Ağırlıklı Uzaylarda Yaklaşım 

 

Korovkin Teoremi reel eksenin sonlu ve kapalı aralıklarında verilmiştir. Reel eksenin 

tamamında veya sınırsız alt aralıklarında yaklaşım koşullarını Gadjiev [8,9]  

araştırmıştır. Ağırlıklı uzaylar için Korovkin yeterli olmamaktır. Bu sebeple ağırlıklı 

uzaylarda Korovkin teoreminin karşılığı olarak Baskakov teoremi verilmiştir. 

  

 

Tanım 2.4.1.  x  reel eksende sürekli monoton artan bir fonksiyon olmak üzere 

    21 xx    …………………….…………………………..….……….(2.7)   

şeklinde   fonksiyonu tanımlansın: 

0)()(  ff MxMxf  …………………………………………...……   …(2.8) 

eşitsizliğini sağlayan reel değişkenli ve reel değerli fonksiyonların kümesi )(RB ile 

bu uzaydaki sürekli fonksiyonların kümesi ise )(RC ile gösterilmektedir.  

Yani 

    ,.:)( xMxffRB f    

 sürekli:)()( fRBfRC    
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şeklinde ifade edilmektedir. )(RB uzayında, toplama ve skalerle çarpma işlemleri 

aşağıdaki gibi tanımlansın. 

  .,

)()(:

gfgf

RBRB



 
 

Bu durumda Rx için  

      xgxfxgf   

                   
   

   xMxM

xgxf

gf  


  

olur ve bu eşitsizlikte (2.4.2)den dolayı  

      xMMxgf gf   

elde edilir. Buna göre her )(, RBgf  için )(RBgf  dir. 

 

F herhangi bir cisim olmak üzere  

  ff

RBRBF









,

)()(
 

Rx için     xfxf ..    

şeklinde tanımlansın. 

)(RBf  ise    fxf    

dır. (2.4.2) ve       xMxMfxf ff  '..   olduğundan )(RBf   için 

F olmak üzere   )(RBf   dir. 

 

)(RB yukarıda tanımlanan toplama ve skalerle çarpma işlemlerine göre bir lineer 

uzaydır. Bu uzayda norm 

 

 x

xf
f

Rx 


 sup …………………………………………………...….…...……..(2.9) 

şeklinde tanımlanır. Bu norm ile )(RB ve )(RC  lineer normlu uzaylardır. Burada 

  fonksiyonuna Ağırlık fonksiyonu, )(RB  ve )(RC  uzaylarına ise Ağırlıklı 

uzaylar denir. 

)(RC  uzayında  
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f
x

k
x

xf


lim  ………………………………………………….………….(2.10) 

koşulunu sağlayan fonksiyonların kümesi )(RC k

  ile gösterilir. )(RC k

  ve )(RC , 

)(RB nin alt uzayıdır. 

 

 

Lemma 2.4.1: )(RC de tanımlı bir lineer pozitif operatörün )(RC den )(RB ye 

dönüşüm yapması için gerek ve yeter koşul 

  MxL 


;  ………………………………………………………..…..…….(2.11) 

olacak şekilde 0M  sayısının bulunmasıdır. 

 

 

İspat:  

 

Önce )(RCf   olsun ve )()(: RBRCL    dönüşümünün var olduğu kabul 

edilsin. Buna göre )(RCf   için   )(; RBxfL  olur. 

Özel olarak 01 M  olmak üzere    xMx  .1  olduğu için    xCx    ve 

   xBxL  ;  olur. Bu ise (2.8) kullanılarak  

   xMxL  .;   

olacak şekilde 0M  sayısının bulunması demektir. Buradan 
 
 

M
x

xL




;
 

eşitsizliği elde edilir. Böylece son eşitsizlik, 

 

 
M

x

xf

Rx


 

sup olur. (2.8) kullanılarak, buradan   MxL 


;  sonucu elde edilmiş 

olur. 

 

   MxL 


;  olacak şekilde  0M  sayısının var olduğu kabul edildiğinde 

 
 

 
M

x

xf
xL

Rx


 




sup;  

olduğuna göre 
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M

x

xL




;
 

elde edilir. Bu ise 

    xMxL  .;   ………………………………..……....………………….….(2.12) 

anlamına gelir. 

)(RCf   olduğu için (2.8)den dolayı    xMxf f .  olacak şekilde 0fM  

vardır. Lineer pozitif operatörlerin monotonluk özelliği ve L nin lineerliği 

kullanılarak 

     

 

 xMM

xLM

xL
f

x
f

LxfLxfL

f

f











.

;

;;;;





















 

elde edilir.  (2.12) özelliği kullanılarak 2MMM f   seçilirse   

   xMxL  .; 2  

eşitsizliği elde edilir ki bu da    RBxfL ;  olduğunu ispatlar. 

 

 

Lemma 2.4.2: )()(: RBRCL    lineer pozitif operatörü tanımlansın. Bu durumda  

 


 xLL
BC

;


………………....…………………..…………..………….(2.13) 

dir. 

 

İspat:  

 

Operatör normu tanımından 

 








f

xfL
L

f
BC

;
sup

0


  

              





xL
f

;sup
1

  

     
 

  














 x

xfL
L

Rxf
BC 






;
supsup

1
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olur. Lineer pozitif operatörlerin monotonluk özelliğinden 

 
  











 x

xfL
L

Rxf
BC 





;
supsup

1

  

 







































 x

x
f

L

Rxf 






;.

supsup
1

 

 
 
 

 









































 x

x
t

tf
tL

Rx

Rxf 






;sup

supsup
1

 

  
  





f
x

xtL

Rxf 










;
supsup

1

 

 

                 


 xL ;  ……………..…...……………………..……………….(2.14) 

eşitsizliği elde edilir. 

Diğer taraftan 1


  olduğundan 

   





xLxfLL
f

BC
;;sup

1





…….………………………..………….(2.15) 

eşitsizliği bulunur. (2.14) ve (2.15)den (2.12)  elde edilir. 

 

 

Teorem 2.4.2:  x  reel eksende sürekli monoton artan bir fonksiyon olmak üzere  

    21 xx    ağırlık fonksiyonu olsun. Bu durumda )(RC  uzayından )(RB  

uzayına öyle bir  nA  lineer pozitif operatörler dizisi tanımlanabilir ki, bu operatörler 

dizisi için  

    2,1,00;lim 





 xxAn
n

 

şeklindeki üç şart sağlanmasına rağmen öyle bir )(* RCf   fonksiyonu bulunabilir 

ki; 

    1;lim ** 
 

xfxfAn
n
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olur. Bu Teorem Korovkin Teoremin’nin sonsuz bölgelerde geçerli olmadığını 

gösterir. 

 

Örnek  2.4.1.   ,0Cf  olmak üzere  

 
        

   












nxxf

nxxfxfxf
n

xf
xfAn

,0

,0121
2

1

;  

şeklinde tanımlansın. 

 

  xx   ve   21 xx   olsun. nA  lineer pozitif operatördür. 

 
        

   












nxx

nxxxx
n

x
xAn

,0

,0121
2

1

;




  

   xxAn  2;   olduğundan (2.12) ya göre nA , C sınıfından B ya bir dönüşüm 

tanımlar.  

 

Şimdi Korovkin şartlarının sağladığını gösterelim. nA nin tanımı gereğince 

  1;1 xAn  ve   xxtAn ;  olduğu açıktır. 

 
    

 












nxx

nxxxx
n

x
xtAn

,0

,0121
2

1

;
2

2222

2  

olduğundan n  için   22 ; xxtAn



 dir. Buradan Korovkin Teoreminin şartları 

sağlandığı gösterilmiş oldu. 

 

Şimdi ise C dan   xxxf cos2*   fonksiyonu göz önüne alındığında, 

 
        

   












nxxf

nxxfxfxf
n

xf
xfAn

,0

,0121
2

1

;
*

****

*  

   
 

 












nx

nxxx
nxfxfAn

,00

,024cos
2

1

;

2

** 
 

olur. Buradan  
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n

n

xx
n

x

xfxfA
xfxfA

nx

n

Rx
n

12

24cossup
2

1

;
sup;

2

2

,0

**

**

















 

elde edilir ve buradan     1; ** 


xfxfAn dir. Bu ise Ağırlıklı uzaylarda 

Korovkin teoreminin şartları sağlanmasına rağmen yakınsamanın sağlanmadığını 

göstermektedir. 

 

 

2.5 Baskakov  Teoremi 

 

1962 yılında Baskakov,  Korovkin teoremindeki f nin tüm reel eksende sınırlı olması 

koşulu yerine 21 x  fonksiyonuyla sınırlı olması halinde de yine düzgün 

yakınsamasının olduğunu ispatlamıştır. Baskakov’un bu teoremi ve ispatı aşağıdaki 

gibidir: 

 

Teorem 2.5.1 (Baskakov):  baCf ,  ve tüm reel eksende )1()( 2xMxf f   

olsun.  xfLn ;  lineer pozitif operatörler dizisi olmak üzere  bax ,   için  

i)   ,1;1 

xLn  

ii)   ,; xxtLn



  

iii)   22 ; xxtLn



 …………………………….……………………………..…….(2.16) 

koşullarının sağlanması için gerek ve yeter koşul 

   xfxfLn



; ……………………………………………..…………………..(2.17) 

olmasıdır.   

 

 



19 

 

 

 

 

İspat:  

 

 baxx ,,,1 2   ve  

)1()( 2xMxf f  ……………………………………………...…….………..(2.18) 

koşulunu sağladıklarından dolayı    xfxfLn



;  olması durumunda  16.2  

koşulları sağlanır. 

 

 16.2 deki koşulların sağlanması halinde    xfxfLn



;  olduğunu  göstermek  

ispat için yeterlidir. 

 baCf ,  olsun. f  fonksiyonu sürekli olduğundan 0  için   vardır öyle ki 

),( t  ve  bax ,  için  xt  olduğunda   

 )()( xftf  ………..………………………………………….……………(2.19) 

sağlanır. Eğer  xt  ise 1




xt
 olacağından 1

)(
2

2






xt
 eşitsizliği geçerlidir. 

(2.18)den ve üçgen eşitsizliğinden  

)11()()( 22 xtMxftf f   

                 )2( 22
xxxtM f   

               ))(2)(2( 222 xxxtxxtM f   

                     )22)(2( 22 xxtxxtM f   

                     















2

22

2 2
21

2
)(



xx
xtM f           ……..…………….…...(2.20) 

olarak elde edilir. Burada  















2

22

2
21

2



xx
xK dir.  bax ,  için  

yukarıdaki  xK in sınırlı olduğu açıktır. 0  için  19.2  ve  20.2 den    

 xKxtMxftf f

2)()()(   ………………………………..………......(2.21) 

yazılabilir. nL operatörü (2.21) eşitsizliğine uygulanır, basit düzenlemeler  yapılırsa  
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xxftfLxfxfL nn ;)()(()();(   

           );)(();( 2 xxtLxKMxL nfn    

           2222 22);1();(2);();( xxxLxxtxLxtLxKMxL nnnfn    

                1);1();(2);();( 222  xLxxxtLxxxtLxKMxL nnnfn   

elde edilir. Bu eşitsizlik ise 

 
 

        1);1();(2);(

1);1()();(

222

,





xLxxxtLxxxtLxKM

xLxfxfL

nnnf

nbacn




 

şeklinde yazılabilir. (2.21)den dolayı yukarıdaki eşitsizliğin sağ tarafı n  için 

 a eşit olur.  da istenilen kadar küçük bir sayı olduğundan, Teoremin ispatı elde 

edilmiş olur. 

 

 

Lemma 2.5.1: Eğer  BCAn :  lineer pozitif operatörler dizisi için n  

olduğunda  

    2,1,00;  


 xxAn  

şeklinde üç şart geçerli ise, her bir Cf   fonksiyonu için herhangi bir  ba,  sonlu 

aralığında 

 
    0,suplim

,




xfxfAn
baxn

…………………………………………..………(2.22) 

olur. 

 

 

Teorem 2.5.2 : nA  lineer pozitif operatörler dizisi 

    2,1,00;lim 





 xxAn
n

 

şeklindeki üç şartı sağlıyorsa, her kCf


  için n  iken, 

0


ffAn  

olur. 
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2.6 Süreklilik Modülü 

 

Tanım 2.6.1.(Süreklilik modülü) Kabul edelim ki ,f  ba,  aralığında tanımlı 

sürekli bir fonksiyon olsun. Keyfi 0  için  

 

)()(sup);(

,,

xftff

baxt

tx





 

   

şeklinde tanımlanan fonksiyona f nin süreklilik modülü denir.  

 

Bazen bu gösterim yerine )(  veya )( f  gösterimi de kullanılabilir. );(  f ; 

değişkenler farkının en fazla   olması durumunda iki fonksiyon değerinin en fazla 

ne kadar fark edeceğini belirler. , nın bir fonksiyonu durumundadır ve 0  için 

);( fw  negatif olmayan bir fonksiyondur. 

 

Lemma 2.6.1: );( fw  fonksiyonu monoton artandır. 

 

İspat: 

  

210    olsun. Bu durumda 2 yx  koşulunu sağlayan ),( yx  sayı 

çiftlerinin kümesi 1 yx  koşulunu sağlayan sayı çiftlerinin kümesinden daha 

kapsamlıdır. Kümelerdeki supremum kavramı göz önüne alınarak süreklilik 

modülünün tanımından dolayı  

);();( 21  ff   

yazılabilir. 

 

 

Lemma 2.6.2: Kabul edelim ki ,f  ba,  aralığında tanımlı sürekli bir fonksiyon 

olsun. Bu durumda  

0);(lim 0   f  

dır. 
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İspat:   

 

f  fonksiyonu  sürekli olduğundan süreklilik tanımı nedeniyle 0  için bir 0  

vardır öyle ki 

 xt  olduğunda  )()( xftf dır. Süreklilik modülünde    alındığında 

 );( f dır. Yani  

0);(lim 0   f  

olur. 

 

Lemma 2.6.3: Nm için 

);();(  fmmf   

dir. 

 

 

İspat:  

 

 

)()(sup);(

,,

xftff

baxt

mtx





 

  

ifadesinde  mhxt   seçilirse  

 

)()(sup);(

,,

xfmhxfmf

baxt
h






  

  

 

)()(...))2(())1(()(sup

,,

xfhxfhmxfhmxfmhxf

baxt
h






 

       

 

 






m

k
baxt

h

hkxfkhxf
1

,,

))1(()(sup


 

elde edilir. Burada  

 

 






m

k
baxt

h

hkxfkhxfmf
1

,,

))1(()(sup);(
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olur. Yukarıdaki toplamın içindeki ifade süreklilik modülü olması ile toplananların 

sayısı m  tane olduğundan  

);();(  fmmf     

eşitsizliği elde edilir. 

 

 

Lemma 2.6.4: 0  reel sayısı için  

);()1();(  ff   

dir. 

 

 

İspat:  

 

,m nın tam kısmı olsun. O taktirde 1 mm   olur.   süreklilik modülünün 

monotonluk özelliği ve Lemma  3.6.2 den  

))1(;();(   mff  

);()1();()1())1(;(  ffmmf   

olur. Dolayısı ile 

);()1();(  ff   

olarak elde edilir. 

 

 

Lemma 2.6.5: n  sıfıra yakınsayan bir dizi olmak üzere  

nfn kf  );(  

eşitsizliği sağlanacak şekilde )(xf e bağlı bir fk sabiti vardır. 
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İspat:  

 

Süreklilik modülünde   için bir alınarak  

)
1

;()1;( n

n

ff 


    

olarak yazılabilir. Lemma  4.6.2 den 

);(1
1

)
1

;( n

n

n

n

ff 





 









  

        );(
1

n

n

n f 












 
  

olur. n nin yakınsak bir dizi olmasından dolayı kn 1  şeklinde bir k  sabiti 

vardır. O taktirde 

);()1;( n

n

f
k

f 


    

olur.  
k

f
k f

)1;(
  seçildiğinde  

nfn kf  );(  

şeklinde istenen sonuç elde edilir. 

 

 

Lemma 2.6.6: f  fonksiyonu  ba,  aralığında tanımlı sınırlı bir fonksiyon ise her  

 batx ,,   için  

);()()( xtfxftf    

dır. 

 

 

İspat:  

 

Süreklilik modülünün tanımı ve Lemma  4.6.2 den  

);()()( 



xt

fxftf
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           );(1 


f
xt













 
  

sonucu elde edilir. 

 

 

Lemma 2.6.7: f fonksiyonu   ba,  aralığının tüm noktalarında türevi  sınırlı ise  

 cfw );(   

eşitsizliği gerçeklenir. 

 

 

İspat: 

 

f fonksiyonu   ba,  aralığının tüm noktalarında türevi sınırlı ise  Mxf )('  olur. 

Ortalama Değer Teoreminden 

)('
)()(

f
xt

xftf





  

olacak şekilde bir   noktası vardır. cf )('   olarak alınırsa 

 cxtcfw );(    

elde edilir. 

 

 

Tanım 2.6.2.(Ağırlıklı Süreklilik Modülü)   21 xx   olmak üzere, her 

  ,0kCf   için  

   

 2
,0 1

sup);(
hx

xfhxf
f

hx 




 

  

 ifadesine f  fonksiyonunun  ,0kC  uzayında  Ağırlıklı süreklilik modülü denir.  

);( f  ağırlıklı süreklilik modülünün, Tanım(2.6.1)de verilen süreklilik modülüne 

benzer özelliklerini aşağıdaki Lemma’da verildi. 
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Lemma 2.6.8.[10,12]:   ,0kCf   olmak üzere );( f  fonksiyonu aşağıdaki 

özellikleri sağlar. 

i) ,0);(  f  

ii)Her   ,0kCf   için 0);(lim
0





f dır, 

iii) Her Nm  için  );();(  fmmf   eşitsizliği sağlanır, 

iv) Her R  için    );(1);(  ff   eşitsizliği sağlanır, 

v)    );(121)()(
2




f
tx

txxftf 
















 dir. 

 

 

İspatlar: 

 

i)       01,0
2
 hxxfhxf  olduğundan süreklilik modülünün tanımı 

gereğince  0);(  f dır. 

 

ii) 0  olsun.   ,0kCf   olduğunda   

 
 




f
x

k
x

xf


lim  

olacaktır. Buna göre öyle bir 00 x sayısı vardır ki, her  01 xx  olsun. Bu 

durumda 

   

 

   

 2
,

2
,0 1

sup
1

sup);(
11 hx

xfhxf

hx

xfhxf
f

hxxhxx 









 

  

               
   

 2
,

,0
1

sup;
1

1

hx

xfhxf
f

hxx
x






 

  

olur. 1xx   olmak üzere  

   
 

 
 

 
 222

111 hx

xf
KK

hx

hxf

hx

xfhxf
ff
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ff K
hx

xf
K

hx

hxf










22
11

 

   

           fff KK
hx

x
K

hx

x

hxx

hxfx

















2

2

2

2

22

2

1

1

1

1

11

1

2


 

  
 

    2

2

22

2

1

1
1

11

1

2 hx

x
KK

x

xf

hx

x
ff












 

     2

2

2

2

1

1
1

1

1

22 hx

x
K

hx

x
f












 

     2

2

2

2

1

1
1

1

1

hx

x
K

hx

x
f









  ……………………….………….……..(2.23) 

eşitsizliği elde edilir. (2.6.1) eşitsizliğinde, 

  
 

  
 

  22

22

2

2

1

2

11

1
1

hx

hxh

hx

xhx

hx

x














  

eşitliğinden yararlanarak, h  olduğundan  

  
  




 2

1

1
1

2

2

hx

x
 elde edilir. Bu eşitsizlik (2.23)e uygulandığında 

   
 

  



2

1
2 fK

hx

xfhxf
 

olur. Buna göre 

     2.);();(
1,0 fx Kff  

eşitsizliği elde edilir. Bu durumda 



);(lim

0
f  elde edilir ki 0  sayısı 

keyfi olduğundan ispat tamamlanmış olur. 

 

iii) Nm  olmak üzere 

        



m

k

hkxfkhxfxfmhxf
1

1  

dir.  Burada );( f nın tanımından  
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        ;.1
2

fhxmxfmhxf    

eşitsizliği elde edilir. Buradan  

   

 
);(.

1
sup

2
,0




fm
hx

xfmhxf

hx








 

bulunur. 

iv)       1   eşitsizliğine );( f nın i) ve ii) özellikleri uygulanarak 

R  olmak üzere  

  );(1);(  ff   sonucuna ulaşılır. 

 

v) );( f  tanımından ve iv) özelliğinden  

   );(11)()(
2




f
tx

xtxxftf 
















 …………………………...(2.24) 

elde edilir. 

 

xt   iken  

     ,0,11 22
xtxtx  olduğundan  

    22
211 txxtx   eşitsizliği elde edilir. 

xt   iken  

       ,0,211
22

xtxxtx  olduğu için 

    22
211 txxtx  olur. Buna göre (2.24) eşitsizliğinde bunu yazarsak 

   );(121)()(
2




f
xt

txxftf 
















  

istenen eşitsizlik elde edilir. 
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2.7 Doğurucu Fonksiyonlar 

 

Doğurucu fonksiyonlar, özel fonksiyonların tanımlanmasında ve bu fonksiyonlarla 

ilgili birçok bağıntının bulunmasında önemli bir yer tutar. 

 

Tanım 2.7.1. İki değişkenli bir ),( txF  fonksiyonu t nin kuvvetleri cinsinden, 

 





0

),(
n

n

nn txfctxF …………………………………………………………..(2.25) 

şeklinde bir seriye açılabiliyorsa, ),( txF  fonksiyonuna   xfn  fonksiyonlar 

cümlesinin Doğurucu fonksiyonu denir. (2.25) bağıntısında nc ler x  ve t den 

bağımsız, n nin bir fonksiyonu olup değişik değişik parametreler içerebilirler. 

 

 

Tanım 2.7.2.(Bilineer Doğurucu Fonksiyon) Üç değişkenli bir ),,( tyxG  

fonksiyonu t nin kuvvetleri  göre, 

   





0

),,(
n

n

nnn tyfxfgtyxG ………………...…………………….…………..(2.26) 

şeklinde bir seriye açılabiliyorsa, ),,( tyxG  fonksiyonuna Bilineer Doğurucu 

fonksiyonu denir. (2.26)  bağıntısında ng ler x  ve y  değişkenlerinden bağımsızdır. 

 

 

Tanım 2.7.3.(Bilateral Doğurucu Fonksiyon) Üç değişkenli bir ),,( tyxH  

fonksiyonu t nin kuvvetleri cinsinden, 

   





0

),,(
n

n

nnn tygxfhtyxH ………………...……………...………….……..(2.27) 

şeklinde bir seriye açılabiliyorsa, ),,( tyxH  fonksiyonuna Bilateral(ikili) Doğurucu 

fonksiyonu denir.  27.2  bağıntısında nh ler x  ve y  değişkenlerinden bağımsız olup 

 xf n  ve  ygn ler farklı fonksiyonlardır. 
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Lemma 2.7.1: 

 

a)    


 










0 00 0

,,
n

n

kn k

knkAnkA ……………………………………...……...(2.28) 

b)     


 










0 00 0

,,
n

n

kn k

knkBnkB ……………………………………...……..(2.29) 

dir. 

 

 

İspat: 

 

a) Düzlemde  nk,  doğal sayı çiftlerinin oluşturduğu bir nokta cümlesi  

  NknknkD  ,0,0:,  

şeklinde tanımlansın. Burada yeni indisler jmnjk  ,  olarak alınırsa D  

cümlesi  

  NmmmjmjD  ,0,0:,*  

cümlesine dönüşür. Bu dönüşüm geometrik olarak şu şekilde gösterilebilir: 

 

 

 

 

  Şekil 2.1  Cauchy Çarpım Formülü Şekli 

 

  NknknkD  ,0,0:, , 
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  Şekil 2.2  Cauchy Çarpım Formülü Dönüşüm Sonrası Şekli 

 

  NmmmjmjD  ,0,0:,* . 

Buna göre  

   


 










0 00 0

,,
m

m

jn k

jmjAnkA  

yazılabilir. jm,  indisleri yerine kn,  indisleri konulursa  2.28  elde edilir.  

b) Önceki eşitlikte,    nkBknkA ,,   alınması yeterlidir. 
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3. ARAŞTIRMA BULGULARI 

 

 

3.1.  Operatörün Oluşturulması 

 

Szász-Mirakyan operatörlerinin ağırlıklı uzaylardaki çalışmalarından biri de M. 

Becker  tarafından 1978de yapılmıştır[11]. Becker   00 ,,0:  pRx  olmak 

üzere 

      1,1:,1:
1

0 


pxxx p

p ……………………………………...…..(3.1) 

 süreklida,:: 0RffC p   olarak gösterdi ve fp ler  0R  da sınırlı ve düzgün 

sürekli olmak üzere  bu küme üzerinde  

 
 









 







n

k
f

k

nx
exfS

k

k

nx

n

0 !
; ……………………………………..…...……....…(3.2) 

operatörünün yaklaşım özelliklerini inceledi. Bu küme üzerinde normu: 

     xfxff p
Rx

pp


0

sup:.


 …………………………………………...……..(3.3) 

olarak tanımladı. Becker yaptığı çalışmada  012  xx  olmak üzere,   21, xx  

aralığında 00 ve, RxpCf p   için  

   xfxfSn
n




;lim     

ifadesinin düzgün yakınsak olduğunu gösterdi[11]. Bu operatörün  modifiye şekilleri  

[9,10,15,25] çalışmalarda görülebilir. 

 

Daha sonra 2003 de Z.Walczak,  2.3  ile tanımlanan operatörü modifiye ederek 

çeşitli çalışmalar yaptı. Bu çalışmalardan birisi olan [13]de, pC  olarak yukarıda  

tanımlanan uzayı alıp,  ppp CfCfC  '1 ::  ile gösterdi. pCf   için  ;.1 f  

alışılmış süreklilik modülü şeklinde,       0,, Rxhxfhxfxfh   için     

    0
0

1 ,.sup:;; RtftCf
ph

th
p 



 …………………………….…………….....(3.4) 

olarak tanımladı. Her  pCf  , 0Rt  için 

  0;;lim 1 


tCf p
ot
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olduğunu ve  1

pCf   ve  için  

  tMtCf p 11 ;;   

olacak şekilde  01 M  varlığını göz önüne alarak; 0, NpNr   ve pCf   olmak 

üzere 

 
  

 
   

NnRx
nxn

rk
f

rk

nx

rnxg
xrfA

k

k

n 

















 





,,
1!

1

;1

1
:;; 0

0

2

2

*
….….......(3.5) 

operatörünü tanımladı. Burada  

 
  0

0

,
!

; Rt
rk

t
rtg

k

k









…………………………………………….……..…..(3.6) 

olup 

    0,
!

1
;,

!

1
;0

1

0














 





t
j

t
e

t
rtg

r
rg

r

j

j
t

r
…………….………………….….....(3.7) 

dır. Bu operatörün önce momentlerini elde etti. Daha sonra ,11,,  sss   

  1

,

 s

ss rr ler .1s  dereceden  polinomlar, js, ler js, lere bağlı ve ,1,s js, ler 

ise sabitler olmak üzere 
*

nA  operatörü için 

 
   

 

       




































 




rnxgrnx

r

nxnn
xxrtA

js

js

s

j
j

s

s

n
;1!111

11
;;

22

,

,

1
12

*


  

eşitliğinin sağlandığını ispatlamıştır. Sonra NrnNp  ,,0 olmak üzere   

  2

*
;.;

1
Mr

t
A

p
p

n 















ve pCf  için  

pp
n fMrfA 3

*
;.;   eşitsizliklerinin 

sağlandığını gösterdi. Burada  rpMM ,22   ve  rpMM ,33  dir. Bu eşitsizlikler 

kullanılarak her   0Np   ve Nn  için 
*

nA lerin pp CC den  ye pozitif lineer 

operatör olduğunu gösterilmiştir[23]. Ayrıca, 
*

nA operatörü için 

NrNp  ,0 olmak üzere   
 

  2

4

2
*

;;
n

M
r

t

t
A

p
p

n 


















olduğunu gösterdi. Burada 

 rpMM ,44  dir. Daha sonra, 
*

nA için Nr  ve 0Np   olmak üzere, 
1

pCf   

için  rpMM ;55   vardır öyle ki; 
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pp

n f
n

M
frfA '.;.; 5*

  ve 1

pCf    olmak üzere 

     
np

p
n CfMfrfA 1

18

*
;;;;   olduğunu gösteren yakınsaklık teoremlerini 

verdi. Burada  rpMM ;88  dir. Bu teoremlerden Nr   ve 1

pCf   ve 0Np   

olmak üzere      0;;lim
*


 p

n
n

frfA    ve      n
p

n frfA 1
*

;;   olduğu 

sonuçlarını verdi. Son olarak da 1

pCf   ve Nr   olmak üzere 0x  için  

      xfxfxrfAn n
n

';;lim
*




 olduğunu gösterdi. 

 

Bu tezde  [13]de verilen operatörü kullanarak pC  uzayında Kantorovich tipli değişik 

bir operatörün yakınsaklık özellikleri ile incelecektir. 

 

 

3.2. nA  Operatörün Özellikleri 

 

pC (3.1)  de tanımlan uzay  ve ,pCf  0p  ve 0Rx  olsun.   na  monoton 

artan pozitif bir dizi ve  


n
n

alim  olmak üzere 

 
  

 
   

dt
xa

t
f

rk

xa

rxag

a
xrfA

k

a

rk

a

rk n

k

n

n

n
n

n

n

 

























0

1

2

2 1!

1

;1
;; ….….......……….(3.8) 

operatörünü  tanımlayalım. Diğer taraftan  
  0

0

,
!

; Rt
rk

t
rtg

k

k









;  
!

1
;0

r
rg  , 

  ,
!

1
;

1

0













 





r

j

j
t

r j

t
e

t
rtg  0t  olmak üzere    4.3,3.3 deki özellikler sağlansın.  

Ayrıca  

 
!

;

1
r

rtg
 ………………..……………………………………...……………..…(3.9) 

dır.  rtg ;  nin açılımından 

 
      

















 ...

!3!2!1!

1
;

32

r

t

r

t

r

t

r
rtg  
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 ...

!321!21!1!

1 32

rrrr

t

rrr

t

rr

t

r
 

       
         

















 ...

321211
1

!

1 32

rrr

t

rr

t

r

t

r
 

şeklinde  9.3  eşitsizliği  kolaylıkla görülür. nA  operatörünün lineer ve pozitif 

olduğu ise açıktır. Bu operatörün  0Np ve Nn  olmak üzere  pp CC den  ye 

pozitif lineer bir operatör olduğu [13,17] nolu çalışmalardaki gibi gösterilebilir. nA  

operatörünün bu özelliğinin gösterilmesi için gerekli olan momentler ve ispatları 

aşağıdaki gibidir. 

 

i)   1;;1 xrAn  ……………………………………………………...………......(3.10) 

dir. 

 

 

İspat: 

 

Kolaylık olması bakımından     xgrxag rnn ,

2
;1   gösterimini kullanalım. 

 
 

 
 

dt
rk

xa

xg

a
xrA

k

a

rk

a

rk

k

n

rn

n
n

n

n

 











0

1

2

,

1
!

1
;;1  

                 
 

 
 












0

1
2

,

|
!

1

k

a

rk

a

rk

k

n

rn

n
n

n

t
rk

xa

xg

a
 

                 
 

 
 













 









0

2

,

1

!

1

k nn

k

n

rn

n

a

rk

a

rk

rk

xa

xg

a
 

     
 

 
 



 




0

2

,

1

!

1

k n

k

n

rn

n

ark

xa

xg

a
 

                 
 

 
 

 


xg

k

k

n

rn

rn

rk

xa

xg

,

0

2

, !

11



 


  

                1  
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elde edilir.  

ii)  
         































xgrrxaxaxaa
xxrtA

rnnnnn

n

,

222
!1;11

1

12

1
1

1
;;  

(3.11) 

dir. 

 

 

İspat: 

 

 
 

 
   

dt
xa

t

rk

xa

xg

a
xrtA

k

a

rk

a

rk n

k

n

rn

n
n

n

n

 






 




0

1

2

, 1!

1
;;  

 
 
   












0

1

22

,

|
12!

1

k

a

rk

a

rk
n

k

n

rn

n
n

n

xa

t

rk

xa

xg

a
 

 
 
   


































 








 






0

22

2

, 1

1

2

1

!

1

k n

nn

k

n

rn

n

xa

a

rk

a

rk

rk

xa

xg

a
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2212

,

1

2

1

!

1

k nn

k

n

rn

n

a

rk

a

rk

rk

xa

xg

a
 

 
 
 

 





















0

12

, 2

1

!

11

k

k

n

rnn

rk
rk

xa

xga
 

 
 

 
   

 
 

 





















0

12

,0

12

, !

11

!

1

2

1

k

k

n

rnnk

k

n

rnn

rk
rk

xa

xgark

xa

xga
 

 
 
 

 

 
 

 
 

 






















0

12

,

1

0

2

, )!1(

11
1

!

1

2

1

,

k

k

n

rnn

n

xg

k

k

n

rnn

rk
rkrk

xa

xga
xa

rk

xa

xga

rn



 

        
 
 


















1

12

,, !1

11

!11

1

12

1

k

k

n

rnnrnnnnn rk

xa

xgaxgrxaaxaa
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1
1

12

,, !

11

!11

1

12

1

kk
k

k

n

rnnrnnnnn rk

xa

xgaxgrxaaxaa
 

      
 

n

n

rnnnnn a

xa

xgrxaaxaa

1

!11

1

12

1

,








  

olarak elde edilir. Bu eşitlik düzenlenirse, (3.11)deki sonuç elde edilir. 

 

iii) 

 
         

  




















































2

,

242

2

2

1

1
1

!11

1

13

1

1

2
1

1
;;

xa

r

xgrxaxaxaa
xxrtA

n

rnnnnn

n

…. (3.12) 

dir. 

 

 

İspat: 

 

 
 

 
   

dt
xa

t

rk

xa

xg

a
xrtA

k

a

rk

a

rk n

k

n

rn

n
n

n

n

 






 




0

1

2

22

,

2

1!

1
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xa
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İspat: 

 

İspat için Walczak’ın [13] nolu çalışmasındaki  Lemma  2 deki yöntemi ve bu 

Lemma’nın sonuçları kullanılacaktır. 3,2,1s  için (3.17)nin sağlandığı daha önce 

verildi.   sjxxf j  1,  için  (3.17)nin ss   ile birlikte sağladığını kabul edip 

1 ss  için doğruluğunu gösterelim. 
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elde edilir. Buradaki 
*

nA  operatörü Walczak’ın [13]de çalıştığı operatördür. Bu 

operatör yerine yazılır ve gerekli işlemler yapıldığında  
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elde edilir. Burada 1 ss  için (3.17)nin ispatında gerekli olan 

,11,1  ss ,111,1   s
  j

js rr  1,1 ler .j  dereceden polinomlar ve ,1,1s  

1,1  js  ve 1j ler  sabitlerdir. 
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Lemma 3.3.3: NrNp  ,0 olmak üzere   

 
,;.;

1
2Mr

t
A

p
p

n 















 Nn ……………..………………………..………..(3.18) 

ve  pCf  için 

 
ppn fMrfA 3;.;  , Nn ……………..……………………..…………...(3.19) 

eşitsizlikleri sağlayacak şekilde   rpMM ,22  ,  rpMM ,33   sabitleri vardır. 

 

Not: (3.6),(3.7)-(3.9) ve (3.19) eşitsizliği ,0Np Nn  için nA  operatörlerinin  

pp CC den  ye için pozitif lineer operatör olduğunu gösterir. 

İspat:  

 

İspatı yaparken  
pp

x
x




1

1
  ağırlık fonksiyonunun (3.4)deki tanımı göz önüne 

alınarak        1,
1

1
,

1

1
,1 10 





 p

t
t

t
tt

pp  eşitliklerinden faydalanılacaktır. 

0p  için  

 
 

     1.;;1;;
1

00

0

0 xxrAxxr
tw

Ax nn  









 

dir. 

Eşitliğin önce her iki tarafın mutlak değeri, daha sonra 0Rx  üzerinden supremumu 

alınırsa, 

 
 

 rpMxr
t

Ax n ;;;
1

sup 3

0

0 











  

olur. 

1p  için  

        xrtAxxrAx p

nptwnp
p

;;1;;1  ……………………………………...….(3.20) 
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olur. 

 ,1.3    13.310.3  de elde edilenler göz önüne alınırsa 
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                                     rpM ;2  

 elde edilir. Bu eşitsizliğin her iki tarafın önce mutlak değeri sonra 0Rx  üzerinden  

supremumu alınırsa 
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 şeklinde istenen sonuç elde edilir.  

İspatın diğer kısmı için nA  operatörün tanımı, (3.2)-(3.3) ve ağırlık fonksiyonu 

kullanılarak 
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elde edilir. (3.15) uygulanırsa, (3.19) da istenilen sonuç elde edilir.  

 

Lemma 3.3.4: NrNp  ,0 olmak üzere    
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dir. Burada  rpMM ,44  dir. 

 

 

İspat:  

 

İspatı yaparken (3.4)de tanımlanan  xp  ağırlık fonksiyonunun özelliklerinden 
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elde edilir. Son eşitliğin önce her iki tarafın mutlak değeri, daha sonra 0Rx  

üzerinden  supremumu  alınırsa, 
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sonucu elde edilir. 

1p  için (3.15)  kullanılarak 

 
 

 
 

 
      xrtxtAxxr

t

xt
Axxr

tw

xt
Ax npnnp ;;1;;

1/1
;;

2

1

2

1

2

1
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elde edilir. Daha sonra her iki tarafın önce mutlak değeri, sonra 0Rx  üzerinden 
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elde edilir. Son eşitlikte, 
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  olmak üzere, Lemma  2.3.3 de kullanılıp gerekli işlemler yapıldığında  
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olur. Yukarıdaki son eşitsizlikte her iki tarafın önce mutlak değeri, sonra 0Rx da 

supremumu alınırsa, 
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 istenen sonuç elde edilir. 
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Teorem 3.3.1: Nr  ve 0Np  olsun. 1

pCf   için  

   
p

n
pn f

a

M
frfA  5.;.;  …………....……….…………….…………..…(3.22) 

olacak şekilde  rpMM ;55   sabiti vardır. 

 

 

İspat: 

 

0Rx  olsun. Böylece 1

pCf   ve 0Rt  için  

      

t

x

duufxftf …..………………………………………...…....……....(3.23)   

dir. (3.23) ün her iki tarafına nA  operatörü uygulanırsa; 

      













 

t

x

nn xrduufAxftfA ;; …………………………………........…...(3.24)   
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şeklinde yazılabilir. 

Böylece, 
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 xr

t

xt
AxxrxtAf

p

npnp
;;;;


  

elde edilir. Bu son eşitsizlikteki  ifadelere  Hölder eşitsizliği uygulanır  ve  Lemma 

(3.14)- (3.16)  kullanılırsa  
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  ...(3.27) 

elde edilir. ...(3.26)-.(3.27) sonuçları birleştirilirse  

   
p

n
pn f

a

M
frfA  5;;  

istenen sonuç elde edilir. 

 

 

Teorem 3.3.2: Nr  ve 0Np   olsun. Bu taktirde 1

pCf    için  

     
nappn CfMfrfA 1

18 ;;;;  …………………...……………..………..(3.28) 

dir. Burada  rpMM ;88  dir. 

 

 

İspat: 

 

1

pCf   için  

    

h

h dttxf
h

xf
0

1
: , 0,0  hRx ………..……………………...………...…(3.29) 

şeklindeki Steklov fonksiyonunu göz önüne alalım. Diğer taraftan 

   

h

dtxf
h

xf
0

1
:  

yazılabilir. .(3.29)dan  

        

hh

h dtxf
h

dttxf
h

xfxf
00

11
 

             

h

dtxftxf
h

0

1
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h

t dtxf
h

0

1
…………………………………..………………...(3.30) 

olup burada    xf
h

xf th 
1

dır.  30.3 un her iki tarafının burada önce mutlak 

değeri, sonra da 0Rx  üzerinden supremumu alınırsa 

       xfh
h

dtxf
h

xfxf h

h

hh  
1

sup
1

supsup
0

 

 tCfff pph ;;1 , 

 hCfhf p
p

h ;;1

1'   ………………………………….……….………...…...(3.31)  

eşitsizlikleri elde edilir. Buradan pCf   ve 0h  için 1'

ph Cf   olduğu söylenebilir. 

Böylece  

                      xfxfxfxfAxfxffAxwxfxrfAxw hhhnhnpnp  ;;;;

   
 

   
 

   
  














  

xL

h

xL

hhn

xL

hnp xfxfxfxfAxffAxw

321

;;  

yazılabilir. Yukarıdaki parantez içindeki ifadeler ayrı ayrı hesaplandığında;  xL1  

için söz konusu ifadenin her iki tarafının 0Rx  üzerinden supremumu alınıp 

Lemma  3.3.3  kullanılırsa 

       
phphnhnp xffMxffAxffAx ;;;sup 2   

olur.  

 

1 , (3.4) de tanımlanan süreklilik modülü olmak üzere,  31.3 den  

     hCfMxffMxffA pphphn ;;;; 122  …………...………...…(3.32) 

elde edilir. 

 

Aynı şekilde  xL2  ifadesinin her iki tarafının 0Rx  üzerinden supremumu alınıp 

Teorem  1.3.3  kullanılırsa 

           hCf
ha

M
f

a

M
xfxfAxfxfAx p

n
ph

n
phhnhhnp ;;;;sup 1

55   .... 

(3.33) 
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elde edilir. 

Son olarak  benzer  işlemler,  xL3  için yapılırsa; 

         xfxfxxLx hpp  3  

 ve yukarıdaki son eşitliğin her iki tarafının 0Rx  üzerinden supremumu alınırsa, 

       hCfxfxfxwL phpp
;;sup 13  …………………………………...(3.34) 

bulunur.    xLxL 21 ,  ve  xL3  için sonuçlar birleştirilir, sabit Nn  için 
na

h
1

  

alınır ve gerekli düzenlemeler yapıldığında; 

            hCf
ha

M
MxfxfAxfxrfAx p

n
pnnp ;;1;;;sup 1

5

2  









  

 hCfM p ;;16  

            











n

p
a

CfM
1

;;18  

şeklinde istenen sonuç elde edilir. 

Teorem  1.3.3  ve  2.3.3 den aşağıdaki  Sonuçlar verilebilir: 

 

 

Sonuç 3.3.1. Nr   ve pCf   ve 0Np   için 

    0;;lim 
 pn

n
frfA    …………………………..………………....……(3.35) 

dir. 

 

 

Sonuç 3.3.2.Eğer 
1

pCf  , 0Np  ve Nr   ise 

     
na

pn frfA 1;;  ……………….……………………………………(3.36) 

dir. 

 

Not: Teorem (3.3.1),(3.3.2) ve Sonuç (3.3.1) ve (3.3.2) de Nn , 0Np  olmak 

üzere nA  operatörünün pCf   ve 
1

pCf   için  yaklaşım hızını 
na

1
 olarak bulduk. 
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Bizim çalıştığımız bu operatörün yaklaşım hızı  Klasik Szász-Kantorovich   

operatörünün  
n

1
 olan yaklaşım hızından daha hızlıdır(daha iyidir). 

 

 

Teorem 3.3.3: 
1

pCf   ve Nr   olsun. 0x  için  

      xfxfxrfAa nn
n




;;lim ……………………………………….....…(3.37) 

dir. 

 

 

İspat: 

 

0x  için sabit bir sayı olsun. Böylece Taylor formülünden 0Rt , pC ya ait olan 

   xtt ;    ve   0x  şeklinde fonksiyonlar olmak üzere 

         xtxtxtxfxftf  ;'  …...……….……………………………(3.38) 

eşitliği vardır. (3.39)un her iki tarafa önce nA  operatörünü uygulayıp sonra nA in 

lineerliği ve     13.311.3  kullanılırsa; 

             xrxtxtAxrxtxfAxrxfAxrtfA nnnn ;;;;;';;;;    

               xrxtxtAxrxtAxfxrAxfxrtfA nnnn ;;;;;';;1;;    ...…(3.39) 

elde edilir. (3.39) eşitliğinde en sağdaki terime Hölder eşitsizliği uygulanırsa; 

            2
1

2
1

;;;;;;;;
22 xrxtAxrxtAxrxtxtA nnn   ………………......(3.40) 

bulunur. Bu eşitsizlikteki  sağdaki ilk terime  x2  eklenip çıkarılıp, nA nin lineerliği 

kullanılırsa 

           xxxrtAxrxtA nn

2222 ;;;;;    

                                   xrxAxrxAxrtA nnn ;;;;;; 222    

                                     xrAxxrAxxrtA nnn ;;1;;1;; 222   …………... (3.41) 

elde edilir.  Son eşitlikte her iki tarafın önce mutlak değeri alınıp, sonra üçgen 

eşitsizliği uygulanır ve n  için limit alınır, daha sonra Sonuç  1.3.3 ,  41.3 e 

uygulanırsa 
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           xrAxxxrtAxrxtA nnn ;;1;;;;; 2222    

         0;;1;; 222  xrAxxxrtA nn  …………………...…………...(3.42) 

elde edilir. Burada      0;;lim 22 


xxrtAn
n

  olduğu Sonuç  1.3.3 den 

bilinmektedir. Ayrıca  40.3 daki     2
1

;;
2

xrxtAn   terimin n  için limitinin 

sıfır olduğu   xrxtAn ;;
2

  in açılımından da bilinmektedir (Lemma  4.3.3 ).  

 ,37.3 nA in lineerliği ve     19.317.3   kullanılırsa  

                 xrxtxtAxrxtAxfxrAxfxfxrtfA nnnn ;;;;;';;1;;    

elde edilir. Bu son ifadenin her iki yanı na ile çarpılır, Lemma  1.3.3 ,  ,36.3  ,37.3  

kullanılır ve n  için limit alınırsa, 

       
      




















xgrxaaxaaa
xfaxfxrtfAa

rnnnnnn

nnn

,!112

1

12

11
;;  

Teorem  3.3.3 deki istenen sonuç elde edilir. 

 

 

Not: Teorem (3.3.3)de  Nn , 0Np  olmak üzere nA  operatörünün pCf   ve 

1

pCf   için noktasal yaklaşım hızını 
na

1
 olarak bulduk. Bizim çalıştığımız bu 

operatörün noktasal yaklaşım hızı  Klasik Szász-Kantorovich  operatörünün  
n

1
 olan 

yaklaşım hızından daha hızlıdır(daha iyidir). 
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4. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

 

 

Biz bu tezde doğrudan Szász-Mirakjan Kantorovich operatörü olmayan ancak 

temelde bu operatörü  baz alan  Modifiye bir şeklini  oluşturarak  bu operatörün 

ağırlıklı uzaylarda  sağladığı bazı eşitsizlikleri ve yaklaşım özelliklerini inceledik. 

 

Yaklaşım teorisinde yaygın olarak çalışılan Szász-Mirakjan Kantorovich  

operatörünün değişik formları çeşitli araştırmacılar tarafından halen çalışılmaktadır. 

Bu tezde tanımlanan nA  operatörünün değişik ve çok değişkenli formları  

oluşturulabilir ve bu  operatörlerin yaklaşım özellikleri incelenebilir. Bu tezde  

ağırlıklı uzayda  yaklaşım özeliklerine bakılan nA  operatörü için yapılan işlemler  

başka çalışmalarda araştırmacılara bir kaynak olabileceğini düşünmekteyiz.  
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