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OZET

USTEL FONKSIYONLARI KORUYAN iKi DEGISKENLI
BERNSTEIN OPERATORLERI

BOZKURT, Kenan
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dali, Doktora Tezi
Danisman: Prof. Dr. Ali ARAL
Aralik 2022, 64 sayfa

Bu tez ¢alismasinda kdse koordinatlar1 (0,0), (1,0) ve (0,1) olan sabit tiggensel bolge
tizerinde tanimli ve polinom tipli fonksiyonlar1 koruyan iki degiskenli Bernstein ope-
ratorii, tstel tipli fonksiyonlar1 koruyacak sekilde yeniden insa edilmistir. Boylece iki
degiskenli Bernstein operatorii, hem iistel fonksiyonlar1 koruyacak sekilde modifiye
edilmis hem de operat6riin tanim kiimesi bir kenar1 hareketli tiggensel bolge olacak
sekilde genisletilmistir. Daha sonra yeniden olusturulan modifiye operatoriin Korov-
Kin teoremi yardimiyla diizgiin yakinsakligi gosterilmis, iki degiskenli ileri fark ope-
ratorii kullanilarak sekil koruma 6zellikleri verilmistir. Operatoriin lokal yaklagim
ozelliklerini belirleyebilmek igin Oklid uzaymda tanimli tam siireklilik modiilii yard-
miyla yaklasim hiz1 elde edilmistir. Ustelik operatoriin noktasal yakinsaklhigiyla ilgili
olarak VVoronovskaja tipli teorem ispat edilmistir. Ardindan iki degiskenli Bernstein
operatort ile Gstel tipli yeni modifiye operator karsilastirilmistir. Son olarak modifiye
operatoriin kendisini olugturan fonksiyona yaklasimi grafiklerle gosterilmis olup ar-
dindan ¢esitli sayisal degerler i¢in hata tahmin tablosu verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Iki degiskenli Bernstein operatorii, iistel fonksiyon, Korovkin
teoremi, sekil koruma 6zellikleri, tam siireklilik modiilii, VVoro-
novskaja tipli teorem,



ABSTRACT

TWO VARIABLE BERNSTEIN OPERATORS PRESERVING
EXPONENTIAL FUNCTIONS

BOZKURT, Kenan
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Ph.D. Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Ali ARAL
December 2022, 64 pages

In this thesis, the bivariate Bernstein operator preserving the polynomial type functions
defined on the unit simplex with vertex coordinates (0,0), (1,0) and (0,1) is reconst-
ructed in a way that preserves the exponential type functions. Thus, bivariate Bernstein
operator has been modified to preserve both the exponential functions and the domain
of the operator has been extended so that has one moved curved side. Then, uniform
convergence of the new modified operator is shown with the help of Korovkin's theo-
rem and shape preserving properties are given using the forward difference operator
of two variables. In order to determine the local approximation properties of the ope-
rator, the rate of convergence is obtained with the help of the complete modulus of
continuity defined in Euclidean space. Moreover, the pointwise convergence of the
operator is proved by the VVoronovskaja type theorem. Then, the bivariate Bernstein
operator and the new modified operator are compared. Finally, the approach of the
modified operator to the function that forms it is shown with graphics, and then the
error estimation table for various numerical values is given.

Key Words: Bivariate Bernstein operators, exponential function, Korovkin theorem,
shape preserving properties, complete modulus of continuity, Voronovs-
kaja type theorem



TESEKKUR

Yillar boyunca hayalini kurup ¢esitli zorluklar sebebiyle yarim biraktigim ama asla
vazgecmedigim ciddi bir emek ve 6zveriyle hazirladigim doktora tezimi tamamlama-
nin heyecani ve gururunu yasamaktayim.

Calismam boyunca destegini, bilgisini ve tecriibesini higbir zaman esirgemeyen, ken-
disinin 6grencisi olmaktan onur duydugum degerli hocam Sayn Prof. Dr. Ali ARAL’a
tesekkiir eder, minnettarligimi sunarim.

Tez savunmamda yer alan ve fikirleriyle yol gosteren degerli hocalarim Prof. Dr. Ali
OLGUN’a, Prof. Dr. ibrahim BUYUKYAZICI’ya, Prof. Dr. Murat OLGUN ve Dog.
Dr. Basar YILMAZ’a tesekkiir ederim.

Ayrica destegini hi¢cbir zaman eksik etmeyen sevgili esime ve aileme siikranlarimi su-
narim.

Vi



ICINDEKILER

Sayfa
L 7/ v
R T I C v
N O ) 36 (0] L SRR vi
| (61 00 1) 23 34 1 B ) 2 SRR vii
CIZELGELER DIZINT...ccuvvniiiiiiiiiiiiiiiiieieeiieeieereeteraereenernennesen viii
SEKILLER DIZIENT ...uccuuiiuiiiiiiiiiiiiiiiiiieiiiereeiieeiereenerneenersnernessesnne iX
SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI....ccccuuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiienee X
(T & 1 23 1PN 1
1.1. Yaklasim Teorisinin Tarihsel Gelisimi Uzerine ....................cccoeevvunenn... 1
1.2. Ucgensel Bolgede Iki Degiskenli Fonksiyonlar ile Yaklasim.................... 8
1.3. Ustel Fonksiyonlar1 Koruyan Lineer Pozitif Operatdrler ......................... 8
1.4. Kaynak Ozetleri ... .....o..ovuiiniiiie e, 10
1.5 T@ZIN AMACT ...ttt 10
2. TEMEL KAVRAMLAR ..utiiiiiiiiiiiiiiiiiiiitiiitetietieiaisastescsassasnees 11
2.1. Fonksiyonlarla Ilgili Bazi Tanim ve Teoremler.....................cccoeevuenn... 11
2.2. Siirekli Fonksiyonlar Uzayl ..........cooviiiiiiiii i 12
2.3. Lineer ve NOrmIU Uzay..........ccooiiiiiii e, 13
2.4. Taylor Polinomu ve Seri Agilimi..........cooviiiiiiiiiiii e 15
2.5. Operatorlerle Ilgili Bazi Kavramlar...............cooooiiiiiiiiiiiiieieiie, 16
2.6. Sekil Koruma Ozelligi ile Ilgili Bazi Kavramlar....................ceeinnnn. 18
2.7. ASIMPtotiK YaKIaSim ......covviuiiiiiiisiiiiiiie e 22
2.8. SUIEKIIK MOAUIE ....cvvoveiiiiiecie e 22
2.9. 1ki Degiskenli Binom Formiilii ve Bernstein Bazi...................ccoceenn... 24

3. USTEL FONKSIiYONLARI KORUYAN iKi DEGISKENLI BERNSTEIN
OPERATORLERI ........cootiiiiiiiiiiiic st 25
3.1. B*"f Operatériiniin Tanim Bolgesi ve Ingast .............cccooeeeiiiiiiiiinni, 25
3.2. BX"f Operatériiniin Sekil Koruma Ozellikleri ...................ccooeeeeee..e. 32
3.3. B*"f Operatériiniin Yakinsaklik Ozellikleri ................cooeeeeiiiimiinnn. 36
3.4. B*"f Operatoriiniin Yaklasim Hizi. .........ccooeeeiiiiiiiinnieniiiiiieeee 40
3.5. B*/f Operatérii igin Voronovskaja Tipli TEOTEM ......ovvvvrrevrereireieiseenene, 42

3.6. B*/f Operatériiniin B, f Operatorii ile Karsilagtirilmast.......................46
3.7. B*#f Operatériiniin f Fonksiyonuna Yaklasimmin Grafiklerle ve Tablo

Yardmiyla GOSterilmesi........o.oviuiiniiiiiii i 48
4. TARTISMA VE SONUCQC ...utiiiiiiiiiiiiiiiiieiiieieieiiitietitacteiecacenanes 50
L N S 51
OZGECMIS ....ovvviiiiiiiiiiiiiitiiecctec e, 53

vii



CIZELGELER DiZIiNi

Sayfa

3.1. B*”f operatoriiile f fonksiyonu arasindaki yaklagimin hata payi sayisal

degerleri tabloSU. ..ottt 49

viii



SEKILLER DIiZiNi

EKIL Sayfa
3.1. a=p=100 ve farkli n degerlerii¢in S} , ile verilen bir kenar1 hareketli ti¢-
gensel bOIgenin rafiZi.......oooovviiiiiiiiiii e 28
3.2. a=p=100 ve artan n degerleri igin B f operatdriiniin f fonksiyonuna
VAKIASIMI ..o 48
3.3. n=100 olmak iizere azalan « ve S degerleri i¢in B“* f operatoriiniin f

FONKSIYONUNA YaKIASIMT ...ovviiiiiiiieiie i 49



Simgeler

B/

pria (x,y)
exp(t.s)
I e

A £
o(f,6,6,)

log” ()

SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Kése koordinatlart (0,0),(1,0),(0,1) olan tiggensel bolge

Bir kenar1 hareketli ticgensel bolge

Kapali ve smirh [a,b] tizerinde tanimli siirekli fonksiyonlar uzay1
k -mertebeden tiirevlenebilen siirekli fonksiyonlar uzay1

S, bolgesi iizerinde tammli siirekli fonksiyonlar uzay

Lineer pozitif operatdr olan herhangi bir dizi
Klasik iki degiskenli Bernstein Operatorii
Ustel fonksiyonlar1 koruyan iki degiskenli Bernstein Operatdrii

Bernstein bazi

e % % i,j=0,1,2 olacak sekildeki test fonksiyonlari
Stirekli fonksiyonlar uzayinda tanimli maksimum normu

(i, j) -inci mertebeden iki degiskenli ileri fark operatorii

R? nin kompakt alt kiimesi iizerinde tanimli tam siireklilik modiilii

e”* fonksiyonunun t = iIoge (-) olacak sekildeki ters fonksiyonu
a



1. GIRIS

1.1. Yaklasim Teorisinin Tarihsel Gelisimi Uzerine

)

“...All exact science is dominated by the idea of approximation.’

Britanyali tinlii filozof Bertrand Russell (1872-1970)’1n bu sozii tarih boyunca mate-
matik veya fizik gibi temel bilimlerde yaklasik deger bulma fikrinin egemen oldugunu
gostermektedir (Russell, 1949)] Russell’a gore higbir 6l¢iim, 6lglim yapilan aletten
daha kesin degildir. Bu kapsamda tarih boyunca bilim insanlar1 kesin sonug elde ede-
meseler de gergege cok yakin sonuglar elde edebilmek i¢in ¢aba gostermislerdir. Nite-
Kim 6lglilmesi imkansiz olan niceliklerin gdzlem yoluyla veya sezgisel anlamda he-
saplanmasi kesin bir sonug¢ bulunamayacagini gdsterir. Ornegin, iki y1ldiz arasindaki
mesafenin, bu iki yildiz arasinda belirli bir hiz ve zamana gore yolculuk yapilamadigi
slirece hesaplanmasi imkansiz olabilir. Ama giintimiizde teknolojik gelismeler ele alin-
diginda herhangi iki nokta arasindaki mesafenin, bu noktalarin konumunun bilinmesi
durumunda GPS gibi kiiresel konumlama sistemleri sayesinde yaklasik bir degerle he-

saplanabilmesi miimkiindiir.

Diger yandan irrasyonelligin kesfiyle birlikte yaklasik deger bulmanin gerekli hale
gelmesi, matematigin en 6nemli zorluklarindan birisi olmustur. Bunun en iyi 6rnegi
Babilliler’in koklii sayilar1 yaklasik olarak hesaplamaya ¢alismasidir (Steffens, 2006).
Bu siireg iki nicelik arasinda iliski kurma problemiyle devam etmistir. Dolayisiyla yak-
lagik deger bulma fikri, nicelikler arasindaki iligkiyi tanimlayan yeni bir kavrama yani
fonksiyon kavraminm ortaya ¢ikmasima neden olmustur. Bunun en iyi 6rnegi ise bu
iliskinin tanimlanmasina yardimc1 olan fonksiyon kavraminin ilk olarak Leonhard Eu-

ler (1707-1783) tarafindan gelistirilmis olmasidir.
Ardindan ¢6ziilmesi gereken problem, fonksiyon kavrammin daha pratik ve yararli

olabilmesi igin nasil temsil edilmesi yoniindeydi. Bununla ilgili temsiller logx ve e

gibi transandantal fonksiyonlarin yaklasik degerini hesaplamaya yardimci olmak igin
Taylor (1685-1731) formiilii ve Newton (1643-1727) interpolasyon metoduyla ortaya



cikmistir. Bu formiiller her ne kadar iyi bir yaklagim sunsa da hata oranmin kontrol
edilememesi sebebiyle esas amaca ulagilamamistir. Ciinkii fonksiyonlarin yaklagimi
diizgiin degildi. Bu da baz1 noktalarda hata oraninin biiyiik ¢ikmasina sebep oldu. Bu-
nun tizerine Carl Friedrich Gauss (1777-1855) tarafindan heniiz 18 yasindayken en
kiigiik kareler metodu gelistirilmis olup buradaki amag; birbirine bagl olarak degisen
iki nokta arasinda olabildigince gercege yakin matematiksel bir bagmti bulmakti.
Bagka bir deyisle en kiigiik kareler metodu, 6l¢iim yapilarak elde edilen noktalara ola-
bildigince yakin gecen bir fonksiyonun bulunabilirligi iizerineydi. Béylece matema-
tiksel istatistigin temelleri atilmig olup bununla birlikte “Regresyon Analizi” de ortaya

cikmustir.

Ancak Gauss’un bu yonteminde de hata oraninin fazla oldugu noktalar olabilirdi. Do-
layisiyla yeni bir fikre ihtiya¢ vardi. Bu fikir, yaklasimdaki hata oranmin tiim aralik
izerinde en aza indirgenmesi i¢in neler yapilabilecegi iizerineydi. Steffens’a gore
(2006) muhtemel ilk ¢alisma, Leonhard Euler tarafindan Rus imparatorlugunun gok
biiyiik olan sinirlarinin enlemler yardimiyla ¢iziminin kesin olarak belirlenebilmesi
problemiydi. Euler bu problemin ¢6ztimiiyle, bir meridyenin tizerindeki tiim noktalar1

kullanarak enlem ve yiikseklikler arasinda en iyi muhtemel yaklagimi vermistir.

Daha sonra Pierre-Simon (Marquis de) Laplace (1749-1827) tarafindan “diinya yiize-
yine en yakin elipsoidin belirlenmesi” problemi ele alinmistir. Bu problemin ¢éziimiine

Euler ve Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) katk1 saglamistir (Steffens, 2006).

Boylelikle 19. yiizyilin ortasina kadar transandantal sayilarin yaklasik degerini bulma
ve noktalar arasinda iliski kurma fikri, verilen bir fonksiyonun o fonksiyona miimkiin

oldugunca daha yakin olan bagka bir fonksiyonla ifade edilmesiyle devam etmistir.

Iste tam bu noktada Rus matematik¢i Pafnuti Lvovich Chebyshev (1821-1894) yuka-
ridaki fikirleri kendi deyimiyle “Theory of functions deviating the least possible from
zero” adl teorisiyle birlestiren ilk kisiydi (Steffens, 2006). Boylece matematik ala-
ninda yaklagim teorisinin temelleri atilmis oldu. Bu teori, kapali aralikta verilen siirekli

bir fonksiyona en iyi yaklagimi veren ve derecesi n’den biiyiik olmayan bir P, (x)

polinomunu belirleyebilmekti. Bu teoremi agikga su sekilde ifade edebiliriz:

“f, [a,b] kapali araliginda tanimh siirekli bir fonksiyon ve P, (x) derecesi n 'den

biiyiik olmayan bir polinom olsun. Bu durumda



max

a<x<b

£(0-P,(x)

ifadesini minimum yapan P,(x) = p,x" + p,Xx" " +...+ p, olacak sekilde bir P, (x)
polinomu bulunabilir mi?” (Chebyshev,1854).
Chebyshev, bu teorisinde yukaridaki gibi bir P, (x) polinomunun varligindan soz et-

mis ancak bunu gosteren herhangi bir ispat yapmamistir. Bunun nedenine V. L. Gonc-
harov, “The Theory of the Best Approximation of Functions” adli calismasinda degin-
mistir.

Boylece Chebyshev’in bu diisiincesiyle, “fonksiyonlarda en iyi yaklasimi bulma prob-
lemi” 19. yiizy1l ortas1 ve sonrasina denk gelen matematikgiler i¢in yeni bir ugras alani

olmustur.

Bunlardan birisi Alman matematik¢i Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815—
1897) dir. Weierstrass 1885 yilinda kompakt [a,b] araliginda verilen siirekli her fonk-

siyona diizglin yakinsayan bir (pn) polinomlar dizisinin varhigini ispat etmistir.

Acikea ifade edecek olursak,
“f, [a,b] kapali araliginda taniml reel degerli siirekli bir fonksiyon olmak iizere

Ve > 0igin dyle bir P, polinomu bulunabilir éyle ki Vx € [a,b] igin

[f00-p, (0] <&

ya da buna denk olarak

”f _p”c<‘9

yazilabilir.” (Weierstrass, 1885)! Burada C normu, [a,b] arahg: iizerinde

f(x)|

[ ¥l = max

a<x<bh
seklinde tanimlidir.

Bu teoremin ispat1 uzun ve karmasik oldugu i¢cin dénemin diger iinlii matematikgileri

bu teoreme daha basit ve anlasilir bir ispat yontemi bulmak igin ¢aligmustir.

Bu konu lizerinde ¢alisanlar arasinda en 6nemlisi kuskusuz Sergei Natanovich Berns-

tein (1880-1968)’dir. Bernstein’mn ortaya koydugu ispat yontemi ilerde lineer pozitif



operatorlerin yakmsaklhiginin incelenmesinde de 6nemli bir rol oynamistir. Bernstein,

[0,1] kapali araliginda siirekli fonksiyonlara yakinsayan bir polinomun varligini,

an(x)zki;f(%)[m(x)k @', vxe[01], neN

seklinde bir polinomlar dizisi tanimlayarak f e C[0,1] olmak iizere keyfi &€ >0 ve-

rildiginde vx €[0,1] ve her n>n; i¢in
B, f(x)—f(x)|<e

oldugunu kanitlamistir (Bernstein, 1912). Burada

b 00 o0 -0

ifadesine “Bernstein Baz1” denmektedir. Ilerde kendi ismiyle anilacak olan “Bernstein
Polinomlar1” istatistik veya miihendislik gibi bir¢ok alanda kullanilacaktir. Ayn1 za-
manda bir¢ok matematikgi i¢in de yeni bir ¢alisma konusu olacaktir. Bernstein poli-

nomlarmin 6nemi 20. yiizyilin ortalarinda ancak anlasilabilmistir.

1932 yilinda Elizaveta Vladimirovna VVoronovskaja tarafindan Bernstein operatorleri-
nin asimptotik bir yaklagimi verilmistir. Bu durum ayn1 zamanda noktasal yakinsaklik

icin 1yi bir 6rnektir. Bu teoremi kisaca su sekilde ifade edebiliriz.

“f fonksiyonu x e[0,1] noktasinda simirli ve ' (x) tiirevine sahipse bu durumda

XA=%) ()4 h (%)

!mn[Bn(f;X)—f(x)]:

Ve

limh, (x)=0

n—o
dir. Eger f e C?[0,1] ise yakinsama diizgiindiir” (Voronovskaya, E.V., 1932).

Bu tezde de Voronovskaya tipli teoreme yer verilmis, iistel fonksiyonlar1 koruyan iKi

degiskenli Bernstein operatorleri i¢in bir sonug elde edilmistir.

1950’lerden itibaren, {Ln}n21 lineer pozitif operatdrler dizisi olmak tizere L, f ’in sii-
rekli bir f fonksiyonuna diizgiin yakinsakligin1 garantilemek icin yeterli kosullarin

neler oldugu sorusunun cevabi arastirilmis ve ti¢ farkli matematikgi tarafindan art arda

4



yillarda sorunun cevabi ispatlanmistir. Bunlardan ilki Romanyali matematikg¢i Tiberiu
Popoviciu (1906-1975), digeri Isvegli istatistik¢i Harald Bohman (1920-1996) sonun-
cusu ise Rus matematik¢i Pavel Petrovich Korovkin (1913-1985)dir.

T. Popoviciu, 1951 yilinda digerlerinden bagimsiz olarak teoremin ispatini yapmis
olsa da makaleyi kendi dilinde yazdigi i¢in uzun bir siire kesfedilememistir (akt. Ag-
ratini, 2006).

1951 yilinda H. Bohman asagidaki teoremi ifade ve ispat etmistir.

“L, :C[0,1] — C[0,1] ‘e doniisiim yapan lineer pozitif operator olsun. f e C[0,1] ve
0<a,; <1 olmak iizere

n

Ln(f’x): f (an,i)pn,.i(x)’ pnl(x)Zo

i-0
seklinde tanimli {Ln}nzl lineer pozitif operatorler dizisinin f fonksiyonuna diizgiin

yakinsak olmast i¢in gerek ve yeter sart
L) =1 Ltx)=x L) =x
o/masidir” (H. Bohman, 1951).
P. P. Korovkin 1953 yilinda bu teoremi genisletmis ve asagidaki sekilde ifade etmistir.

“{Ln}nZl lineer pozitif operatorler dizisi olsun. o, B, ve y,, [a,b] kapal araliginda

stfira diizgiin yakinsayan birer dizi olmak iizere Vx €[a,b] igin
L (Lx) =1+, (x), L, (tx)=x+ 8, (x), L (t%%x) = x% +y,(x)

kosullar: saglaniyorsa bu durumda {Ln }nzl lineer pozitif operatorler dizisi [a,b] iize-

Korovkin’in ispatiyla lineer pozitif operatorlerle yaklasim problemine ilgi artmis ve
“Korovkin Tipli Yaklasim Teorisi” adli yeni bir arastirma alani ortaya ¢ikmustir. Bu-
nun en 6nemli sebebi Korovkin teoreminin kosullarinin basit ve lineer pozitif opera-
torler icin kolay ispat teknigidir (Aitomare ve Campiti, 1994). Ayrica Korovkin teore-
miyle birlikte hem lineer hem de pozitif operatdr olmasi sebebiyle Bernstein operator-
lerine de ilgi artmustir. Dolayisiyla Bernstein operatorleri birgok alanda sayisiz ¢alis-

manin odak noktas1 olmustur. Bu alanlara goriintii isleme, sinyalizasyon, tip, medikal,



ingaat miihendisligi, istatistik, uygulamali matematik, bilgisayar destekli tasarim ve
veri analizi gibi bircok drnek verilebilir. Ozellikle otomotiv sektdriinde Paul de Cas-
teljau (1930-2022) Citroén firmasinda ve Pierre Etienne Bézier (1910-1999) Renault
firmasinda otomobil gévdelerinin tasarimi i¢in Bernstein polinomlarini ara¢ olarak
kullanmiglardir. Bu sayede giiniimiizde grafik tasarimlari i¢in halen kullanilmakta olan
Casteljau algoritmasi ve Bézier egrileri agiga ¢ikmustir. Boylelikle lineer pozitif ope-
ratOrler i¢in yapilmis olan ¢aligsmalar 20. yiizyilin ortalarindan giiniimiize kadar uzanan
ve halen devam etmekte olan bir donemi kapsar. Bu ¢aligmalara 6rnek olarak Korovkin
teoreminin saglanmasi, sekil koruma 6zelliklerinin incelenmesi, tanim kiimesini ge-
nigletme, yaklasim hizinin bulunmasi, asimptotik yaklasim ve diger operatorlerle kar-

silagtirilmasi gibi detaylar verilebilir.

Yaklasim teorisinde 6nemli olan bir diger problem yaklasim hizinin bulunmasi prob-
lemidir. Her ne N i¢in n — oo iken («,) ve (4,) sifira yakinsayan reel degerli di-
ziler olmak iizere o, < 3, olmasi (e, ) dizisinin (3,) dizisinden daha hizli sifira ya-

kmsadigini gosterir. Bu durum lineer pozitif operatorler i¢cin diistiniildiigiinde kapali

ve smirh bir aralikta tanimli olan bir T, (f) lineer pozitif operator dizisinin

lim|[T,f - £ =0

n—o
olacak sekilde Korovkin teoremini saglamasi ,

IT.f—f|=c,

seklinde bir (c,) sifir dizisinin varhg ile miimkiindiir. O halde (c,) dizisinin sifira

yakmsama hizi, verilen operatoriin kendisini olusturan fonksiyona yakinsama hizini
vermektedir. Bir lineer pozitif operatoriin yaklasim hizi asimptotik yaklagimla buluna-

bilecegi gibi ayrica siireklilik modiilii yardimiyla da bulunabilir.

Lineer pozitif operatorler insa edilirken ilk 6nce bakilmasi gereken problem, operatore
Korovkin test fonksiyonlar1 uygulandiginda agiga ¢ikan fonksiyonun test fonksiyon-
lartyla ayn1 karaktere sahip olup olmadigidir. Korovkin test fonksiyonlarini kisaca

ifade edecek olursak, e (x)=x', i=0,1,2 seklinde olup operatére uygulandiginda

beklenen sonug L, (& )=¢ seklinde olmasi yoniindedir. Ancak lineer pozitif opera-



torler genelde test fonksiyonlarindan ilk ikisini direkt korur. Bu durum elbette degise-

bilir. Bilindigi lizere Bernstein operatorii e,(x) =1 ve e (x) = x test fonksiyonlarini

direkt korur.

J. P. King 2003 yilinda T, (&,)(X) =&, (x) ve T,(e,)(x)=e,(x) ile belirtilen test
fonksiyonlarmi koruyacak sekilde Bernstein operatoriiniin bir genellestirmesini ¢alis-

mistir. King, makalesinde her me N her x [0,1] ve 0<r_(x) <1 igin limr, (x)=x
olacak sekilde bir

X5, m=1

r,(x) = 1

N S LU ., m=23,..
2(m-1D \m-1" " 4(m-1

dizisi tamimlayarak Bernstein operatdriiniin

Km(f;x)zgf(%j[rﬂ(rm(x))i (1-r,CO)" (1.1)

seklinde bir genellestirmesini elde etmistir. Bu operator r_ (x) = x alindiginda klasik

1 : :
Bernstein operatoriine doniisiir ve 0 < X < 3 araliginda klasik Bernstein operatoriin-
den daha iyi bir yaklasim derecesine sahiptir (King, 2003).

2006 yilinda Cardenas-Morales, Garrancho ve Mufioz-Delgado (1.1) operatoriiniin

[0,1] arahiginda her n>1, a €[0,0) ve

I, (X)=—

na+1  [n(ax+x?) (na+1)°
+ + R
2(n-1) n-1 4(n-1)
olmak {izere Korovkin test fonksiyonlarinin bir lineer birlesimini koruyan yani
B,. (e, + € )=¢e, +ae olacak sekilde bir genellestirmesini vermis; B,  f operatd-
rliniin sekil koruma 6zellikleri, yaklasiminin derecesi, konveksligi ve yaklagim hizini
incelemistir (Cardenas-Morales vd., 2006)) Ayrica B, , f operatdriiniin klasik Berns-

tein operatdrii ve King tipli versiyonu ile karsilastirilmasi yapilmis, hangi kosullar al-
tinda daha iyi bir yaklagim verdigi incelenerek, sonuglar 6rnek ve grafiklerle destek-

lenmistir.



Yukarida anlatilan King (2003) ve Céardenas-Morales vd. (2006)’nin yaptig1 ¢aligma-

lar, bu tez igin ilk motivasyon konusudur.

1.2. Ucgensel Bolgede iki Degiskenli Fonksiyonlar ile Yaklasim

1953 yilinda Paul Leo Butzer, karesel O = {(x y):0<x, ysl} bolgesi tizerinde iki

degiskenli Bernstein operatoriinii; f (x,y) fonksiyonu [ bolgesinde siirekli ve smirli

olmak tizere

seklinde ele almis, operatoriin f (x,y) fonksiyonuna diizgiin yakmsakligmi goster-

mistir (Butzer, 1953).) Burada

p 0= 0 @

seklindedir.
1963 yilinda Dimitrie D. Stancu A:={(x,y):0<x+y<1, 0<x,y<1} tiggensel bol-
gesi tizerinde Bernstein polinomlarinin
n n-k
(fixy)= Z f( jpnkl (xy) (1.2)

k=0

seklinde bir genellestirmesini elde etmistir (Stancu,1963)/ Burada

P (X,Y) :=m[njijky' (1= x—y)

dir. Stancu’nun bu ¢aligsmasi, bu tez i¢in ikinci motivasyon konusudur.

1.3. Ustel Fonksiyonlar1 Koruyan Lineer Pozitif Operatorler

Ustel fonksiyonlar1 koruyan lineer pozitif operatdrlerin yaklasim 6zellikleri son bes
yilin popiiler konusu olmustur. Ge¢gmiste her ne kadar “exponential” ad1 altinda sayisiz
calisma bulunsa da bu tezin konusu olan iistel fonksiyonlarla yaklasim fikri gegmiste
bahsedilen anlamda degildir. Clinkii gliniimiize kadar yapilan ¢aliymalarda 6zellikle

tam fonksiyonlar i¢cin kompleks bolgede iistel fonksiyonlarin(trigonometrik) sagladigi



cesitli 6zelliklere yer verilmistir. Ayrica iistel agirlikli uzaylar da yine gliniimiize kadar

gelen iistel fonksiyonlarla ilgili caligsmalar igerir.

Bu tezde farkli olan iistel yaklasim fikri, Korovkin test fonksiyonlari {1,ex,e2x} sek-

linde disiiniildiigiinde lineer pozitif operatorlerin bu kiimenin elemanlarmin hangisi
veya hangilerini direkt olarak korudugu yoniindedir. Dolayisiyla daha dnce iyi bilinen
bazi lineer pozitif operatorlerin 6zelliklerinin iistel tipli test fonksiyonlar1 sayesinde
modifiye edilmesiyle; bu operatorlerin momentleri, sekil koruma 6zellikleri, asimpto-
tik yaklasim, yaklasim hizmin bulunmasi ve polinom tipli 6zellikleriyle karsilastiril-

masi son bes yilin popiiler konusu olmustur.
Bernstein operatoriiniin {istel tipli bir modifiyesi asagidaki sekilde incelenmistir.
n i) - Pl
Un(f;t)=2f(ﬁ)e ”e”tpnyi(anyﬂ(t))
i=0
Burada

e/iz/n _1
el/n _1

a, ,(2) =

olup U, f operatorii ile Bernstein operatorii arasinda

f
U (fit)=eB, (—:aMmj
exp, '
seklinde bir iligki elde edilmistir (Arai vd., 2018). Bu ¢alisma bu tez i¢in li¢lincii mo-

tivasyon konusudur.

Stancu (1963), King (2003), Cardenas-Morales vd. (2006) ve Aral vd., (2018) tarafin-
dan belirtilen yillara gore yapilan ¢aligmalar birlikte diistiniildiigiinde bu tezin konusu
“Ustel Fonksiyonlar1 Koruyan Iki Degiskenli Bernstein Operatdrleri” olarak agiga ¢ik-

mistir.

Bu tez dort boliimden olusmaktadir.

Girig boliimiinde, yaklasim teorisinin tarihsel gelisimi anlatilarak bu tez konusunun
ortaya ¢ikigima ve belirlenmesine katkida bulunan giincel teorilere yer verilmistir. Ay-
rica yaklasim teorisinin mihenk tasi olarak bilinen Chebyshev, Weierstrass, Bernstein

ve Korovkin teoremleri hakkinda bilgi verilmistir.

Ikinci boliimde, bu tez boyunca gerekli olan temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.



Ucgiincii boliim bu tezin orijinal boliimiidiir. Bu bdliimde bir kenar1 hareketli {iggensel
bolge tizerinde stel tipli fonksiyonlari koruyan iki degiskenli Bernstein operatorii de-
tayl bir sekilde ele alinmis, ¢esitli lemma ve teoremler ispatlariyla birlikte verilmistir.
Boliim sonunda ana konuya iliskin 6rnekler verilmis ve grafiklerle desteklenmistir.

Son olarak sayisal verilerin degerlendirildigi hata tahmin tablosuna yer verilmistir.

Dordiincii boliim tartigma ve sonug igin ayrilmistir. Bu boliimde yer alan agiklamalar

bu tezden sonra yapilacak olan yeni galismalar i¢in bir 6rnek teskil etmektedir.

1.4. Kaynak Ozetleri

Bu tezin orijinal boliimiiniin hazirlanmasinda D.D. Stancu’nun “A method for obtai-
ning polynomials of Bernstein type of two variables” adli makalesinden, J.P. King’in
“Positive linear operators which preserve x> adli makalesinden, Cardenas-Morales,
Garrancho ve Mufoz-Delgado’nun “Shape preserving approximation by Bernstein-
type operators which fix polynomials™ adli makalesinden, son olarak Aral, Cardenas-
Morales ve Garrancho’nun “Bernstein-type operators that reproduce exponential
functions” adli makalesinden yararlanilmistir. Diger boliimlerde yer alan bilgiler ve

temel kavramlar referanslariyla birlikte verilmis olup kaynak¢ada yer almaktadir.

1.5. Tezin Amaci

Bu ¢alismanimn amaci, kése koordinatlari (0,0), (1,0) ve (0,1) olan tiggensel bolge tize-
rinde tanimli reel degerli, stirekli ve iki degiskenli tistel fonksiyonlarin Korovkin tipli
test fonksiyonlar1 olarak ele alindiginda iki degiskenli Bernstein operatoriiniin sagla-
dig1 yakinsaklik kosullarini incelemektir. Bu diisiinceyle iki degiskenli Bernstein ope-
ratoriiniin tamim kiimesinin genisletilmesi ve {istel tipli fonksiyonlar1 koruyacak se-
kilde yeniden insa edilmesi, diizgiin yakinsakliginin arastirilmasi, iki degiskenli ileri
fark operatorii yardimiyla konveksliginin incelenmesi, tam siireklilik modiilii kullani-
larak dstel tipli bir yaklagim hizinin bulunmasi, ayrica noktasal yaklagim igin Voro-

novskaja tipli teoremin ele alinmasi bu ¢alismanin esas amaglarmni olusturmaktadir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Fonksiyonlarla flgili Baz1 Tanim ve Teoremler

Tanmim 2.1.1. (Noktasal Yakinsaklik) Her &£ >0 ve her bir X e A iginenazbir n, e N

vardir dyleki her n>n, icin

f,(x)— f(x)| <& oluyorsa (f,) dizisi A iizerinde f
fonksiyonuna noktasal yakinsaktir denir. Burada n, sayist hem ¢, hemde x noktasina
baghdir.

Tamm 2.1.2. (Diizgiin Yakimnsaklik) Her &£ >0 i¢in en az bir n, vardir dyleki her
n>n, ve her x e A igin |, (x)— f (x)| <& oluyorsa ( f,) dizisi A iizerinde f fonk-
siyonuna diizgiin yakmsaktir denir ve kisaca f, =2 f seklinde gosterilir. Burada n,
say1s1 sadece ¢ sayisina bagl olup x noktalarindan bagimsizdir.

Teorem 2.1.1. (Diizgiin Yakimsaklik Teoremi) f ve f fonksiyonlar: | =[a,b] ara-

11g1 tizerinde stirekli olsunlar. ( fn) dizisinin f fonksiyonuna diizgiin yakinsak olmasi
icin gerek ve yeter sart

C, = maks

a<x<b

f, ()= £ (x)
esitligi ile tammlanan (c,) dizisinin bir sifir dizisi olmasidir. Gdsterim olarak

f.(x)—f(x)|=0

lim maks

n—w as<x<b

seklinde de gosterilebilir.
Tamim 2.1.3. (Iki Degiskenli Fonksiyon) Ac R ve B — R bos kiimeden farkl birer

kiime olsun. Her X € A ve hery € B igin

f: AxB »> R
(x,y) = z="f(xy)

seklinde tanimli f fonksiyonuna reel degerli iki degiskenli fonksiyon ad1 verilir.

11



Tamim 2.1.4. (ki Degiskenli Fonksiyonlarm Limiti ) (XO, yo) noktas1 D < R? kiime-
sinin bir yigi1lma noktasi ve f fonksiyonu D iizerinde tanimli reel degerli bir fonksi-

yon olsun. ( )Iir(n )f(x, y)=L < Ve&>0 igin 35 >0 vardrr dyleki |x—X,| <& ve
X, ¥)=>(% Yo

|y —Yo| <& iken yani \[(x— %) +(y—Y,) <& sartin saglayan her bir (X,y)eD

igin | f (x,y)—L| <& dur.

Tamm 2.1.5. (iki Degiskenli Fonksiyonlarm Siirekliligi ) D < R?, (Xo, yo) noktas1 D
kiimesinin bir yigiima noktasi olsun. f fonksiyonu (X,, Y, ) noktasinda tanimli ve bu

noktadaki limiti ~ lim  f(x,y)=f (X, Y,) ise f fonksiyonu (X,,Y,) noktasinda

(x.¥)=(%. o)
siireklidir denir. Eger f fonksiyonu D kiimesinin her noktasinda siirekli ise D {ize-

rinde streklidir denir.

2.2. Siirekli Fonksiyonlar Uzayi

Tammm 2.2.1. (Siirekli Fonksiyonlar Uzay1) Kompakt bir | = [a,b] aralig1 iizerinde

tanimli, a noktasinda sagdan b noktasinda soldan siirekli olmak tizere tiim noktalarda

stirekli olan fonksiyonlarin kiimesine siirekli fonksiyonlar uzay1 denir ve C [a,b] veya

C (1) seklinde gosterilir. C[a,b] uzay: kisaca
Cla,b]:= { f ‘ f :[a,b] > R tanimh ve ¥x €[a,b] i¢in sﬁrekli}

seklinde ifade edilir.

Tamm 2.2.2. (Siirekli Tiirevlenebilir Fonksiyonlar Uzay1) Kompakt bir [a,b] arali-
ginda tanimhi bir f fonksiyonunun her bir k =1,2,... igin K *inc1 mertebeden tiirevleri
var ve bu tiirevler siirekli ise bu taktirde C* [a, b] uzayina k “inc1 mertebeden tiirevle-

nebilir siirekli fonksiyonlar uzay1 denir.

Tamm 2.2.3. D cR? diizlemde smirli ve kapali bir bolge olmak iizere D bolgesi
tizerindeki iki degiskenli siirekli fonksiyonlar uzay1 kisaca

C(D):= {f ‘ f:D—>R taniml ve V(X,y) e D igin sﬁrekli}

seklinde gosterilir.
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2.3. Lineer ve Normlu Uzay

Tamm 2.3.1. (Vektor Uzayl) V # O bir kiime ve (K ,+,-) reel veya kompleks sayilar

cismi olsun. V de bir i¢ islem @:V xV —V ve bir dis islem O:KxV -V seklinde
tanimlansin. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa @ ve © islemleriyle birlikte V ye
K' cismi lizerinde taniml1 bir lineer uzay veya vektor uzayi denir ve (V ,@,( K ,+,-) ,O)
ile gosterilir.
1) Her x,y,Z €V igin (V ,@) i¢ islemine gore degismeli gruptur.

v;) Kapalilik 6zelligi, X® Yy eV

V,) Birlesme dzelligi, x®(y®z)=(x®y)®z

v,) Birimeleman, x® 68 =60 ® x=x olacak sekilde &V dir.

v,) Terseleman, X® X" =X"®X =0 olacak sekilde X" =—-xeV dir.

V;) Degisme 6zelligi, X®y=y®X

2) Her a, € K ve her X,y €V i¢in skalerle ¢arpma yani V deki © dis islemine gore

asagidaki sartlar saglanir.

Vs) Kapalilik 6zelligi, « © x eV

V;) Skalerlerin ¢arpimi, (- B)Ox=a O(BOX)

Vy) Soldan dagilma dzelligi, « O (x®y)=(a O X)@(axOY)
Vo) Sagdan dagilma zelligi, (o + B)Ox=(a O X)®(SOX)
V,,) Birimeleman, 1, © x =X olacak sekilde 1, € K dr.

Tanmim 2.3.2. (Normlu Uzay) (X ,+,-) bir K cismi (reel veya kompleks) iizerinde ta-

nimli lineer uzay ve
I.]: X - K
x — Il

bir fonksiyon olsun.
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O, , X vektdr uzayinin etkisiz elemani olmak iizere

i) Her x e X icin || >0 (Pozitif tanimlilik)

i) Her x e X i¢in [Ix=0 <> x =6, (Uzaym birim elemani)

iii) Her a e K ve x e X icin llaxl|=lalllxl (Skalerle ¢arpma)

iv) Her X,y € X icin |x+y| <lxl+]y|| (U¢gen esitsizligi)

sartlar1 saglaniyorsa | .| fonksiyonuna X iizerinde bir norm ve (X i ||) ikilisine bir
normlu uzay denir. Su halde (X ,|| || A+ (K,+,) ,-) uzayi lineer normlu uzaydir.

Uyan 2.3.1. C[a,b]uzayi, kompakt bir [a,b] aralig1 iizerinde tanimli siirekli ve reel
degerli fonksiyonlar uzay1 olsun. (C[a,b],+,-) uzay1 her x e[a,b] i¢in

+:Cl[a,b]xC[a,b]>C[a,b]
(f.g)>(f+9)x)=f(x)+g(x)
.:RxCl[a,b] > C[a,b]
(A4, )= (2-F)X)=2-f(x)

islemleriyle birlikte bir lineer uzaydir. Bu uzay tizerindeki norm
If]l:= XSEE%J f(x)] = Xrn[§>b<]| f(x)]
seklinde tanimli olup |.||: C[a,b] > R fonksiyonu norm aksiyomlarmi saglar. Dola-
yisiyla (C[a,b],|| . ||) bir lineer normlu uzaydir (Lorentz, 1966), C[a,b] iizerindeki
norm kisaca ||||C seklinde gosterilir.
Uyan 2.3.2. C(D) uzayi iizerindeki norm
[lleior = sup [f(xy)
(x.y)eD
seklinde tanimli olup (C(D),].|) bir lineer normlu uzaydur.

Uyan 2.3.3. Her ne N ve her x e[a,b] igin bir ( f,) fonksiyonlar dizisinin f fonk-
siyonuna C[a,b] normunda diizgiin yakmsak olmasi, kisaca !im|| f - f||C =0 sek-

linde gosterilir (Lorentz, 1966).
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2.4. Taylor Polinomu ve Seri Acilimi

Taylor polinomlari yaklasim teorisinde 6nemli bir yere sahiptir. Eger bir aralikta veri-

len bir nokta komsulugunda f fonksiyonu ile bir p polinomunun aldig1 degerlerin
farki istenildigi kadar kii¢iik yapilabiliyorsa bu durumda f fonksiyonunu incelemek
yerine p polinomunu incelemek yeterli olacaktir. Taylor polinomlari, verilen bir nok-
tadaki degeri ile tiirevleri f fonksiyonu ile ayni olan polinomlar arasindaki iliskiyi

incelerken kullanilir. Bu durum lineer pozitif operatorlerin yaklagim teorisinde nokta-
sal yakmsaklik probleminin ¢6ziimii i¢in kullanilan Voronovskaja tipli teoremin ispa-
tinda karsimiza ¢ikar. Bu tezde Taylor polinomlariyla ilgili bilinmesi gereken en
onemli husus iki degiskenli Taylor seri agilimidir. Bu sebeple asagidaki tanim ve teo-

remlerin iyi bilinmesi gerekir.

Teorem 2.4.1. f, x=anoktasinda n-inci mertebeden tiirevlenebilen bir fonksiyon

olsun.

esitliklerini saglayan ve derecesi N den biiylik olmayan bir tek p polinomu vardir ve

bu polinom

seklinde ifade edilebilir. Bu p polinomuna f fonksiyonu tarafindan X =a nokta-

sinda tiretilen n -inci dereceden Taylor Polinomu denir.

Teorem 2.4.2. n>1 olmak tlizere f ile g, X=0 noktasinda n-inci mertebeden tii-

revlenebilen birer fonksiyon ve p, de n-inci dereceden bir polinom olsun.
Iimg(x)=0 olmak {iizere f(X)= pn(x)+x"g(x) yazilabiliyorsa p, polinomu f

x—0

fonksiyonu tarafindan X =0 noktasinda iiretilen Taylor Polinomudur.
Tamm 2.4.1. Teorem 2.4.1. ve Teorem 242/den x =a noktasinda f(X) ve p(X) de-
gerlerini géz oniine alinirsa, f (X) - p(X) farkinin birbirine ¢cok yakin oldugu goriiliir.

Eger f(X)-p(x)=K,(x) denirse, K, () ifadesine kalan terim, fark veya hata denir.
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Bu taktirde f(x)= (x— a)k + K, (x) yazilabilir ki bu ifadeye kalan terimli

Taylor Formiilii denir.

Tanim 2.4.2. f fonksiyonu a noktasini ihtiva eden bir aralikta her mertebeden tiirev-

. = £ (a iy .
lenebilir olsun. > kf )(x—a)k serisine x =a noktasmda f fonksiyonu tarafin-
k=0

dan tiretilen Taylor Serisi ad1 verilir.

Tanmm 2.4.3. Bir z=f (X, y) fonksiyonunun z, =(a,b) noktasinda her mertebeden

kismi tirevleri mevcut olsun.

iol[ f.(ab)(x-a)+f, (ab)(y —b)](k)

Kl
:f(ap)+%[g(&bxx-ay+g(&bxy-bﬂ

+%[g¢abxx-af+2@Aabxx-axy-by+gxapxy-bf}+

serisine f fonksiyonunun (a,b) noktasindaki Taylor serisi denir. Bu serinin yakinsak

olmasi i¢in gerek ve yeter sart 0 <@ <1 i¢in

K.(x,y)= {[ f.(a+0(x-a)b+0(y _b))J(M) (x- a)(m)

(n+1)!
+|:fy(a+t9(X—a),b+H(y_b))(y_b):l(ml)(y_b)(nﬂ)}

kalan teriminin sifir olmasidir.

2.5. Operatorlerle Ilgili Baza Kavramlar

Tammm 2.5.1. (Operator) Fonksiyonlar1 fonksiyonlara doniistiiren cebirsel yapilara
operator denir. Matematiksel agidan ifade etmek gerekirse U ve V iki fonksiyon uzay1
olmak iizere U uzayindan alinan her fonksiyona V uzayinda bir fonksiyon karsilik ge-

tiren doniisiime operatdr denir.

Bu operatorii T ile gosterecek olursak T operatorii her f eU ve g eV i¢in
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T: U >V
f - T(f)=g¢g

seklinde tanimlidir. Gosterim olarak T( f ) =g yerine T(f(s);x)=g(x) veya

T(f;x)=9g(x) kullanilir. Baz1 kaynak ve makalelerde T(f)(x)=g(x) seklinde de
gosterilir. Burada U uzayi operatoriin tanim kiimesi, V uzay1 ise operatoriin deger

kiimesi olup sirastyla D(T) ve R(T)ile gosterilir (Haciyev ve Hacisalthoglu,1995).

Tammm 2.5.2. (Lineer Operator) U ve V aym K cismi {izerinde tanimli iki vektor

uzay1ve T :U —V ye doniisiim yapan bir operator olsun. Eger her f,geU ve her
A, 4, €K igin

T(AF +2,0:x)= AT (f;x)+A4T(g:x)
saglaniyorsa, T Ye bir lineer operator denir (Haciyev ve Hacisalihoglu,1995).
Tamim 2.5.3. (Lineer Pozitif Operator) U ve V iki vektor uzayr olsun. U* cU ve
V* <V olmak iizere U" = {f eU;f > 0} ve V' = {g eV;g 20} seklinde tanimlan-
sin. T:U —V ’ye doniisiim yapan bir lineer operator olsun. Eger her f eU™ igin
T(f)=geV* oluyorsa T ye U* dan V" ye doniisiim yapan bir lineer pozitif ope-
rator denir (Haciyev ve Hacisalihoglu, 1995).

Lemma 2.5.1. (Monotonluk) Lineer pozitif operatorler monoton azalmayandir. Yani
T bir lineer pozitif operator olmak tizere her t icin f(t)<g(t) iken

T(f;x)<T(g;x) saglanir (Haciyev ve Hacisalihoglu, 1995).

Lemma 2.5.2. T bir lineer pozitif operatér olmak {izere ‘T ( f; X)‘ <T (| f |;X) esitsiz-
ligi saglanir (Haciyev ve Hacisalihoglu, 1995).
Tamm 2.5.4. (Smirh Operator) (X,I k) ve (Y,Illy) iki lineer normlu uzay,

T:X —Y bir lineer operator olsun. D(T), T lineer operatdriiniin tanim kiimesi ol-

mak tizere her f € D(T) i¢in ||Tf ||Y <M || f ||X olacak sekilde M > O reel sayis1 varsa,

T operatoriine D(T) < X flizerinde sinirh lineer operator denir.

Tamm 2.5.5. (Operatoriin Normu) (X, [l lx) ve (Y.l lly) iki lineer normlu uzay,

T:X —Y bir lineer operatdr olsun.
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[Tt

Il =inf (M :[TE), <M} = s oy
X

[l #6x . feX

sayisina T operatoriiniin normu denir. Burada 6, , X uzayinin sifiridir (Haciyev ve

Hacisalihoglu, 1995).

Tanmm 2.5.6. (Operatoriin Siirekliligi) (X,|| ”x) ve (Y,|| ||y) iki normlu uzay,
T:X =Y bir lineer operator olsun. Her &£ >0 i¢in en azindan dyle bir 6 >0 bulu-

nabilir dyleki i¢in ||X—x0||X <o iken ||T(x)—T(x0)|| <& oluyorsa T operatoriine

X, € X noktasinda siireklidir denir.
Lineer operatorlerin smirhiligi ile siirekliligi arasinda asagidaki gibi bir iligki vardir.

Teorem 2.5.1. (X, lx) ve (Y,I lly) iki normlu uzay, T: X —Y bir lineer operatér

olsun.

i) T operatoriiniin siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart T nin sinirli olmasidir.

ii) T operatorii bir X, € X noktasinda siirekli ise X in tamaminda siireklidir.

2.6. Sekil Koruma Ozelligi ile Ilgili Baz1 Kavramlar

Verilen bir fonksiyonun sahip oldugu artanlik, azalanlik, smirl salinimlilik, konveks-
lik, konkavlik, ileri fark operatorii ile arasindaki iligki, tiirevleri gibi 6zellikler fonksi-
yonun operator altindaki goriintiisiiyle karsilastirildiginda korunuyorsa bu duruma
operatorlerin sekil koruma 6zelligi denilebilir. Simdi bir operatdriin sekil koruma 6zel-

ligini inceleyebilmemiz i¢in gerekli olan baz1 bilgileri verelim.

Tanmim 2.6.1. (Boliinmiis Fark) n>1 olmak tizere bir f fonksiyonunun tanim kiime-

sinden segilen Xy, X,...,X, seklindeki n+1 tane nokta i¢in
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Fxg) = L= 1)
0] = L) T Do)

f X Xo ] = F [Xos X X4 ]
X, — %,

f X0 Xpooen X, | =

seklinde tanimlanan esitlige f fonksiyonunun n-inci mertebeden boliinmiis farklari
denir (DeVore ve Lorentz, 1993).

Bir f fonksiyonunun boliinmiis farki ayni fonksiyonun K -inc1 mertebeden tiirevinin

lineer birlesimi olarak yazilabilir. Simdi bunu ifade eden teoremi verelim.

Teorem 2.6.1. i =0,1,....n Ve X €[a,b] olsun. Eger f €C*[a,b] ise Rolle teoremin-

den

f(k)(é:x)
k!

f [ X0 Xy % | =

olacak sekilde en az bir & e[a,b] vardir (DeVore ve Lorentz, 1993).

Tanim 2.6.2. (ileri Fark Operatorii) ne N, h >0 olmak iizere keyfi bir f fonksiyonu

icin ardisik iki noktanin fonksiyon altindaki goriintiileri arasindaki farki

f(x,)—f(x)="f(x+h)—f(x)=A,f(x) ile gosterelim.

A? f (Xo) = f (Xo)

A (%)= F(x +h) - f(x)

A:Hf (%) = A(At f (Xi)) = A: f(%i.1) - A: f(x)

ile tanimlanan A operatériine ileri fark operatorii denir. Ileri fark operatdriinii kisaca

n n
A" f (%)= Z(_l)k (X noi)
k=0 k
seklinde de yazabiliriz.

19



Yukaridaki tanimlardan ileri fark operatorii ile boliinmiis farklar arasinda asagidaki

iliski elde edilir. .
Teorem 2.6.2. Her i,k >0 i¢in X, =1 olmak tizere

f %, X ]=£A"f(xi)

Xz X = 15
dir.
Tamm 2.6.3. (Konveks Fonksiyon) f:[a,b]cR-—R bir fonksiyon olsun. Her
X, X, €[a,b] ve her 1€[0,1] igin

f (A% +A=2)x%,)<Af(x)+T-2)f(x,)
oluyorsa f fonksiyonuna [a,b] iizerinde konvekstir denir. Bu durumda —f fonksi-

yonu konkav olur.

Konvekslik tanim1 k +1 tane farkli nokta i¢in de verilebilir.

k
Tamm 2.6.4. (Jensen Esitsizligi) X, ..., X, €[a,b] ve x# eR igin D x4 =1 olmak

i=0

luzere

k k
f(Sax < Zur ()
i=0 i=0
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Jensen, 1906).

Teorem 2.6.3. f :[a,b] - R fonksiyonunun (a,b) iizerinde ikinci mertebeden tiirevi
var olsun. Eger Wx e(a,b) igin f (x)>0 oluyorsa f fonksiyonu [a,b] de konveks-
tir.

Teorem 2.6.4. f fonksiyonu [a,b] tizerinde konvekstir ancak ve ancak f nin ikinci
mertebeden boliinmiis farklar1 negatif olmayandir.

Iki degiskenli fonksiyonlar icin ileri fark operatdrii iggensel bolge iizerinde asagidaki

gibi tanimlanir.
Tanim 2.6.5. (Iki Degiskenli ileri Fark Operatorii) S = {(x,y) e R®: 0<x+y <1} bir

liggensel kiime heR*, (x,y)eS ve f eC(S) olmak iizere
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AYOF(x,y)=f(x+h,y)=f(xYy)
f(x,y+h)—f(xy)

AP (xy)=F(x+h,y+h)+ £ (xy)=f(x+h y)-f(x,y+h)

AV (x,y)

AZOF(x,y) = f(x+2h,y)-2f (x+h,y)+ f(xYy)
AP (x,y)=f(x,y+2h)-2f (x,y+h)+ f(x,y)

seklinde tanimlanan A" operatériine iki degiskenli ileri fark operatorii denir (akt.
Cardenas-Morales ve Delgado, 2008). Burada A"” ve A!°Y ile sirasiyla birinci ve

ikinci degiskene gore birinci mertebeden ileri fark operatort, Af’o) ve Aﬁo'z) ile sira-
styla birinci ve ikinci degiskene gore ikinci mertebeden ileri fark operatorii, son olarak
A™ ile hem birinci hem de ikinci degiskene gore birinci mertebeden ileri fark opera-
torii kastedilmektedir.

T'anim 2.6.5] den fark edildigi tizere iki degiskenli ileri fark operatérii verilen fonksi-

yonun birinci ve ikinci degiskenine gore kismi artislarla tanimlanmistir. O halde iki

degiskenli fonksiyonlar i¢in konvekslik tanimi1 asagidaki gibi verilebilir.

Tamm 2.6.6. i, j e N ve 0<i+ j <2 olmak iizere eger h e R*igin A"/ f >0 ise bu
durumda f (x,y) fonksiyonuna (i, j)-inci mertebeden konvekstir denir (akt. Carde-
nas-Morales ve Delgado, 2008).

Boylece iki degiskenli fonksiyonlar i¢in konvekslik taniminin iki degiskenli ileri fark

operatorii ile verilebilmesi, kismi tiirevler yardimiyla da ifade edilebilecegi anlamina

gelir.

Onerme 2.6.1. i, jeN, 0<i+ j<2 ve f eC"(S) olmak iizere her (x,y)e$S igin
i+]

ox'oy!

eger (x,y)>0 ise bu durumda f(x,y) fonksiyonuna (i, j)-inci mertebeden

konvekstir denir (akt. Cardenas-Morales ve Delgado, 2008).

Yaklasim teorisinde operatorlerin yakinsaklik kosullar1 incelediginde bir lineer pozitif
operatdriin kendisini olusturan fonksiyona yakimsama hizinin birden fazla yontemle
verilebildigini gormekteyiz. Yakmsaklik hizin1 bulmanin metotlarindan biri siireklilik

modiilii yardimiyla hesap yapmaktir. Siireklilik modiilii kullanildiginda yakisaklik
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hiz1 diizgiin siireklilik yardimiyla fonksiyonun tanim kiimesindeki noktalardan bagim-
siz olabilir. Baska bir yontem ise bir operatoriin noktasal (asimptotik yaklasim) yakin-
saklik kosullar1 incelendiginde yaklagim hizi hem fonksiyonun tiirevli oldugu nokta-
lara hem de sifira yaklasan bir diziye bagli oldugu goriiliir. Simdi bu durumu gosteren

ifadelerin tanimlarmi verelim.

2.7. Asimptotik Yaklasim
Operatorler igin noktasal yakinsaklik durumu verilen bir f fonksiyonunun Taylor ag1-
liminin bir sonucu olarak

lim(4,)

n—o

T.(f)- f|=p(f.x)

seklinde incelenir. Boylece n — oo igin % — 0 dizisine operatoriin kendisini olustu-

n

ran fonksiyona asimptotik (noktasal yakmsaklik) hizi, ¢( f,x) ifadesine ise operatd-

riin asimptotik degeri denir. Literatiirde bu duruma en iyi 6rnek 1932 yilinda Bernstein

operatorleri igin ispatlanmis olan Voronovskaja teoremidir.

2.8. Siireklilik Modiilii

Bu kesimde, reel eksende kapali ve sinirli aralikta ayrica diizlem tizerinde kompakt bir
bolgede siirekli fonksiyonlar smifindan alinan her fonksiyon i¢in tek ve iki degiskenli
stireklilik modiilii kavramlar1 verilecektir. Bu konuyla ilgili olarak ilk kaynaklara ulas-
mak zor olsa da 1911 yilinda D. Jackson’in doktora tezi, 1963°te Stancu,) 1966’da Lo-
rentz, 1971°de Censor, 1989°da Martinez, 1993’te DeVore ve Lorentz konuya agiklik
getirebilecek kaynaklardir. Bu tez de ise yukaridaki kaynaklardan derlenmis ve acikca
ifade edilmis olan 2000 yilinda Anastassiou ve Gal tarafindan kaleme alinmig kitaptan

faydalanilmistir.

Tamm 2.8.1. f € C[a,b] reel degerli bir fonksiyon ve t,x e[a,b] olsun. [t—x/ <5

sartin1 saglayan keyfi bir 6 >0 i¢in

w(8)=w(f;5)= sup

t-xl<&

F(t)-f(x)
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seklinde tanimlanan @ fonksiyonuna f fonksiyonunun [a,b] arah@indaki siireklilik
modiilii denir (Devore ve Lorentz, 1993). Eger her x e[a,b] i¢in x ’e bir h artirimi
verilirse siireklilik modiilii

o(f;5)=sup

lhl<s

f(x+h)—f(x)|

seklinde de ifade edilir. Siireklilik modiili 6 nm bir fonksiyonudur. Burada
0<6<b-a dr.

Siireklilik modiilii asagidaki 6zellikleri saglar (Devore ve Lorentz, 1993).

i) @ fonksiyonu negatif olmayandir. Yani her 6 >0igin &(5)>0 drr.

i) lima(5)=0 d.

iii) @ , monoton artandir (azalmayandir). Eger 0< 6, <6, ise o(d,)< o(3,) dir.
iv) Alt toplamsallik: o( f;6,+6,)<a(f;6,)+w(f;5,) dir.

v) meN i¢in @(ms)<maw(5) dir.

vi) >0 igin @(A5) <(1+ A)w(5) esitsizligi saglanir.

vii) &=|t—x| oldugunda | f (t)— f (x)| <w( f;t—x) saglanm.

viii) ‘f (t)— f (X)‘ S[l—i— %ja)( f ;5) yazilabilir.

Tamim 2.8.2. (Tam Siireklilik Modiili) D :[a, b]x[c,d] c R? sl bir bdlge ve

C(D):={f|f:D—>R,V(xy)eDigin fsirekli| olmak iizerc her feC(D) ve

0 >0 i¢in
o(f;8)=  sup | (t.s)-f(xy):t.xe[ab],sye[cd]
m«?{ }
veya
o(£:5,5,)= sup {|f(t;s)-f(xy):t.xe[ab] s yelcd]}
t—x/<5
s-y|<s,

fonksiyonuna f fonksiyonunun D bélgesi tizerindeki tam siireklilik modiilii denir.

Burada & € (O,\/(b — a)2 +(d —c)z} dir (akt. Anastassiou ve Gal, 2000).
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2.9. Iki Degiskenli Binom Formiilii ve Bernstein Bazi

Biliyoruz ki binom formiilii

(x+y) = mev

i=0
seklindedir. Binom formiiliinde y =1-x alinirsa

(ceton) =3 a0

i—o \|
_1

elde edilir. Boylece binom formiilii yardimiyla Bernstein bazi olarak bilinen

b= e @)

elde edilir. Benzer sekilde binom formiilii iki degiskenli olarak elde edilebilir. Binom

formiiliinden yola ¢ikarak

(a0 =3 e

izo\ !

esitliginin sag tarafindaki parantez icine Y eklenip ¢ikarilirsa

B r—

i—o\ |

olur. Sag taraftaki parantezin (n - i) . dereceden binom ac¢ilimi yapilirsa

" n n-ifn— | _ i
1:2[_]%2[ _ jy’(l—x—y) :
ico\ I i\ J
elde edilir. Buradan iki degiskenli binom formiilii

i=0 j=0

olarak elde edilir.
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3. USTEL FONKSIYONLARI KORUYAN IKi DEGIS-
KENLI BERNSTEIN OPERATORLERI

Bu boliimde 1963 yilinda Stancu tarafindan ¢alisilmis tiggensel bolge lizerinde tanimli
iki degiskenli Bernstein operatoriiniin, bir kenar1 hareketli ticgensel bolge lizerinde ta-
nimli Gistel tipli fonksiyonlar1 koruyan yeni bir modifiyesi ve genellestirmesi elde edi-
lecektir. Bunun igin 6ncelikle operatoriin tanim kiimesi olusturulacak ardindan opera-
torlin ingas1 yapilacaktir. Boylece operatoriin yakinsaklik kosullarini inceleyebilmek
icin gerekli olan Korovkin tipli test fonksiyonlarini koruyan lemma verilecektir. Yeni
modifiye operatoriin sekil koruma 6zellikleri incelenecek, iki degiskenli ileri fark ope-
ratorii yardimiyla operatoriin sagladigi konvekslik 6zellikleri verilecektir. Daha sonra
Korovkin tipli teorem yardimiyla operatoriin diizgiin yakinsakligi verilecektir. Ayrica
yaklasim hiz1 iki degiskenli tam siireklilik modiilii yardimiyla hesaplanacak olup, nok-
tasal yakinsaklik hiz1 i¢in Voronovskaja tipli teorem ifade ve ispat edilecektir. En
onemli olan sonug ise yeni modifiye operatoriin Bernstein operatorii ile karsilastiril-
masi olacaktir. Tim bu sonuglar niimerik a¢idan grafikler ve tablo yardimiyla destek-

lenecektir.

3.1. B Py Operatoriiniin Tanim Bolgesi ve Insasi

iki degiskenli Bernstein operatdrii S = {(X, y) eR?: x,y>0, x+y< 1} ticgensel bol-

gesi tizerinde her f EC(S) icin

Ty S

seklinde tanimlanmustir (Stancu, 1963).

(3.1) operatdriinii {istel fonksiyonlar1 koruyacak sekilde yeniden insa edelim. Bunun
icin her te [O,l] ve a,f € (0,00) birer sabit say1 olmak {izere S tizerinde siirekli bir

iat+]ps

f fonksiyonunu f(at,fs)=e , 0<1,J<2,1# ] seklinde secelim. Amacimiz
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(3.1) operatdriinde X ve Y yerine sirasiyla I, (c,X) ve r.(f,y) alarak operatdriin e
fonksiyonunu direkt koruyacak sekilde T, (a,x) ve r,(,y) fonksiyonlarmi belirle-

mek olacaktir. Bu durumda i =1 ve j=0 almirsa f(at, s) =e* olmak iizere (3.1)

operatori igin

10y L ] R O R [ A AR

k=0 1=0

oldugunu diisiinelim. Iki degiskenli binom formiiliinden

i(gjﬂeﬁ}“(““)}ki(nfk]m ) (1-rex) -, (Ay)) " =e

k=0 1=0

ve (rn (B.y)+1-r1(a.x)-r, (B, Y))nik = (1— r(a, X))nik oldugundan

57 [¢ Jotan| -t e

elde edilir. Burada tek degiskenli binom formiilii yardimiyla

[e:rn (@x)+1-1,(a, x)jn _e

yazilabilir. Basit cebirsel islemler yardimiyla

eax/n _1
I’n (a,X) = m

seklinde edilir. Benzer iglemler i =0 ve j=1 olmak tizere r, ( £, y) i¢in de gegerlidir.
Bu durumda r,(a,x) ve r,(f,y) fonksiyonlar: n ye bagl birer dizidir. Simdi bu-
nunla ilgili baz1 6zellikleri verelim.
Her ye(0,0) ve her ze[01] i¢in r(7,0)=0 ve r,(»1)=1 dir. Béylece
o<r, (7, z) <1 saglanir. Dolayisiyla T, (7/, z) fonksiyonu

r,:(0,0)x[0,1] - [0,1]

(r2)=1(r.2)

seklinde z degiskenine gore artan ve konveks fonksiyondur.
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Ayrica gosterelim ki n >1 olmak iizere yeterince biiytik n ler igin 0<r, (a, X) <X ve

0<r (B y)<y dir. Bunu gostermek igin 1—x <e™ esitsizligini kullanirsak

eax/n _1 aX eozx/n
rn (CX,X)Z aln S— aln
e“"-1 nle""-1

1
yazilabilir. Son esitsizlikte 1+ x < e* esitsizligi kullanilirsa buradan z( — 1) <1
n\e -

elde edilir ki boylece her n>1 i¢in

ax/n ax/n ax

_1 X “r

rn(a,x)zea,n <2 S,n <xen <x
e -1 nle""-1

bulunur. Dolayisiyla yeterince biiylik n ler igin I’n(a,X)SX dir. Ayni durum

r.(B,y)<y icin de gegerlidir. Simdi gdsterelim ki limr, (a,x)=x dir.

n—oo

) ) eocx/n _1
lim I’n (a, X) = I|mT
n—o n—wo @ -1
_ Xeozx/n ;
) n ) Xeax n
=lim = lim—-
n—ow _gea/n n—>o @
2
n
=X

bulunur. Yani limr, (a,x)=x ve limr,(8,y)=y dir. O halde n>1 olmak iizere

n —ooiken r, (a, X)+T, (,B, y) =1 egrisi her (X, y) € [0,1] x[O,l]igin X+Yy=1 dogru-
suna yaklasir.

Sonug olarak iistel fonksiyonlar1 koruyan genellestirilmis iki degiskenli Bernstein ope-

ratoriiniin tanim bolgesi bir kenar1 hareketli tiggensel bolge olacaktir.

Sonu¢ 3.1.1. Vn>1, Va, 8 e(0,») ve V(x,y)€[0,1]x[0,1] i¢in
St:,ﬂ = {(X,y)eR2 |X,y >0, rn(a,x)+rn(ﬂ,y)g]_}

bir kenar: hareketli ligensel bolgedir. Agiktir ki S} , < [0,1] X [O,l] dir. Bu bdlgenin

grafigi agagidaki gibidir.
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f(@x) + m(By) <1

0.8

o n=10
1 O n=20
[ n=50
o n=100
| © n=200

0.6

— x+y =1

0.2

oo -I 1 I 1 1 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 3.1. o = £ =100 ve farkh n degerleri igin S} , ile ve-

rilen bir kenar1 hareketli iggensel bolgenin grafigi

Boylece iistel fonksiyonlar1 koruyan iki degiskenli Bernstein operatdriinii tanimlaya-

biliriz.

Tanim 3.1.1. Her n>1, Vo, 8 €(0,0), V(x,y)e€[0,1]x[0,1] ve Vf eC(SQ’ﬂ) icin

B/ T,y =z“f( jp:.f.(x ) (32)

n
k=0

operatorii tistel fonksiyonlari koruyan iki degiskenli Bernstein operatoriidiir. Burada
ny(n-k n—k—
it 000) ="} Pt ) () )

dir. B (f;X,y) operatorii c(s;yﬁ)ac(s;,ﬂ)’ye déniisiim yapan lineer ve pozitif
operatordiir. Eger r, fonksiyonu rn(a,x)zx ve I (,B, y)=y olarak alindiginda
S, ;=S liggensel bolgesi iizerinde B:'ﬂ(f;X, y) operatdrii ile verilen
B, ( fix, y) operatoriine doniisecektir. B/ ( f;X, y) operatdrii tammli oldugu iiggen-
sel bolgede f (X, y) fonksiyonunu kdse koordinatlarinda interpole eder. Boylece ope-
ratoriin tamm  bdlgesi korunmus olur. Yani  B/(f;0,0)=f(0,0),

Brllz’ﬂ( f;1,0)= f(1,0) ve B:'ﬂ(fionl)Z f(0,1) saglanr.
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Gosterim 3.1.1. Tez boyunca «,f >0 reel sabitler olmak iizere expi”f'jﬂ ile
i,j=012, i#j igin expi"f'jﬁ (t,s)zei"‘“jﬂS seklinde taniml tstel fonksiyon, bu
fonksiyonun birinci degiskene gdre ters fonksiyonu log?, (-) ve ikinci degiskene gore

ters fonksiyonu log (-) ile gosterilecektir.

Lemma 3.1.1. Her f eC(S;‘,ﬁ) ve @, €(0,0)icin (3.2) ile verilen BY” f opera-
toru

i) B/ (expsdixy) =1,
i) B (expyix,y)

i) B (expsyixy)=e”, (3.3)

eax

_ ", - LI A
iv) By (expssixy)=|e" " +en —e |,

By £y BY
V) Bna'ﬁ(expg,'zﬂ;x, Y):(e”(y Vien’ —e”J
esitliklerini saglar.
Ispat: i)Brf‘ﬁ(expg"’f;x, y)z B (LX,y) oldugundan

n n-k

o (i) :ZZ@(nij(rn(“’x))k(fn(ﬂ, ) (1=r(@x) =1 (By)

k=0 1=0

ik1 degiskenli binom tormiiliinden

e (o 0y) <3 (e [ 3"} 890 (-n ) -n o) |

elde edilir.
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nn-k( k
i) Be” (expsyix, y) =B (e x,y) =D (e “j pel (X y) oldugundan ikinci de-

k=01=0

giskene gore binom agilimi 1 dir. Dolayisiyla

By (expiysx,y) = Z@[er (a, x)}k (1-1, (X))

P
= (ef‘[rn (e, X)+1-T,(a, x))n = {(rn (e, x))[ei —1} +1Jn = (ei‘xJn
e
elde edilir.
iii) B/ (exps/ %, y) =B (7%, y) = n n_k(eﬁLJ Pl (xy) oldugundan ikinci
k=010

degiskene gore (N—k). dereceden binom formiilii yazilirsa

B2 (expifix,y) = g@j(r (e, %))’ i(n I k](eﬁrn (8, Y)j.

x(1-1,(a.x)-r, (8, y))"_k_I

S0t (e a-nen-ninn |
:(l’n(mx)+l—rn(a,x)+e€rn(ﬁ,y)_ r“(ﬂv)’)jn

_ [1+e€rn (B.y)-r. (. y)]n = [rn(ﬂ, y)(eﬁ _1] +1Jn

olup r.(, y) yerine yazilirsa

en _11( 2 sy
B/ (expyx,y) = 7 e —1|+1| =|en | =

elde edilir.
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n_n-k( .k

iv)B*” (expg{g* X, y) =B’ (e?;x,y) = > [e j P/ (xy) oldugundan ikinci
k=01=0

degiskene gore binom agilimi 1 dir. Boylece

N G A

k=

yazilabilir. Binom formiiliinden

(o) (

n—oo

elde edilir. Burada dikkat edelim ki Iim( +en —e”J =e?™ dir.

n n—k Zﬁ'l

V) B,f‘*/’(expg;f; X, y) =B*” (ezﬁs;x, y) = (e ”j pﬁf, (x,y) oldugundan ikinci
k=010

degiskene gore (n - k). dereceden binom formiilii yazilirsa

CTR S 4 AR ol PEAT)

k=0 1=0

n-k-I

x(l— r (0!, X) - (,B, y))

3 Dt (¢ s 1) n)|
~[na e ()1 @x)-n (o)
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yazilabilir. Gerekli islemler yapilirsa

28 n
Bﬁ"”(exp;’f;x, y) =le"r (B.y)-r (B y)+1}

{0 [e¥ -t]oa]

n—o

- . Biysy £y £ " 28y A
elde edilir. Burada lim| en +en —en | =Y dir.

3.2. B*"f Operatoriiniin Sekil Koruma Ozellikleri

Bu kesimde B“”f operatdriiniin kendisini olusturan fonksiyonla arasidaki sekil
ozellikleri incelenecektir. Agikca belirtecek olursak her f € C(SE] ﬂ) icin f fonksi-

yonunun artan (veya azalan), konveks (veya konkav) olmasi durumunda, B*/”f ope-

ratoriiniin davranisina bakilacaktir. Bunun i¢in bilmemiz gereken bazi temel kavramlar

I'anim 2.6.5.] [I'anim 2.6.6. ve Onerme 2.6.1! ile verilmistir. Kisaca bahsedecek olur-
sak, iki degiskenli ileri fark operatdriiniin kismi tiirevlerle arasindaki iliski B** f ope-

ratoriiniin davranisini incelememiz igin yeterli olacaktir. Dolayisiyla operatdriin bi-

rinci ve ikinci degiskene gore kismf tiirevlerine bakacagiz.

Her a,ﬁe(O,oo), fe C(S;ﬁ) ve (X,y)e Sanﬁ igin B“” f operatdriiniin kism tiirev-

leri asagidaki gibidir. Hatirlatalim ki
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P (% y):@(njkjﬁ(“)k VAN CACEINAVA) .

seklindeydi. Simdi islemleri kisaltmak i¢in bu esitligi kullanacagiz.

e D H Y

X[i(rn(a,x))k (n(£Y)) (=n @)= (By) }}

OX

{kn > kf( J{(k)—( (a,%)) P& 1y (%, Y)

—(n- k—I)—( (@ X)) pirtis (%, y)}}

Burada indislerde ve islemlerde diizenleme yapilirsa

0B 1 (xy) _(n(e ){ ii[ ot (xy)

OX 154

n-1n-1-k k |
-n f(—,ﬁjpifk,l(x’)’)}

bulunur. Esitligin sagindaki ilk toplamda k yerine k +1 yazilirsa

3B (x,y) :na(rn(“’x)){ninlkf kel I]p:_'f,m(x’y)

k=0 1=0 n

n-1n-1-k k |
—Z f(ﬁ’ﬁ p:;f,k,l(x’y)}

:”Wgng{f kTHIHJ f(‘; Lj}p:fk.(x y)

elde edilir. Diger tiirevler de benzer sekilde hesaplandiginda

as:ﬁ;y(x, y) (r“gf IS {f (kL) f[E,'ﬁj}prk,. (%)

dir.

Simdi ikinci mertebeden kismi tiirevleri hesaplayalim.
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m:n(n_l)a(rn(a,x)) ﬁ(rn(ﬁ,y)) n-2n-2-k
oo 2 y G

(R ) (2 ()

Bu tiirevler yardimiyla asagidaki sonuglar elde edilebilir.

Onerme 3.2.1. Her &, fe(0,0), f €C(S] ;) ve (x,y)€S] , igin

i)Eger f(x,y) birinci degiskene gore (1,0)-inc1 mertebeden (sirastyla ikinci degis-
kene gore (0,1) -inci mertebeden) konveks ise bu durumda B*” f operatorii de ayni
mertebeden konvekstir.

i) f(x,y) birinci degiskene gore (2,0) -inc1 mertebeden (sirasiyla ikinci degiskene
gore (0,2)-nci mertebeden) konveks olsun. Bu durumda B/ f operatorii (2,0)-1nc1

mertebeden (sirastyla (0,2)-nci mertebeden) konveksligi saglamaz.
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iii) Eger f(x,y) hem pozitif hem azalan hem de birinci degiskene gore (2,0) -1nc1
mertebeden (sirasiyla ikinci degiskene gore (0, 2) -nci mertebeden) konveks ise bu du-
rumda BY/ f operatoriiniin konveksligi (2,0)-mct (sirasiyla (0,2)-nci) mertebeden-
dir.

iv)Eger f(x,y) birinci degiskene gore hem (1,0) hem de (2,0) -inc1 mertebeden (si-
rastyla ikinci degiskene gore hem (0,1) hem de (0,2)-nci mertebeden) konveks ise

bu durumda B/ f operatorii (2,0) -inc1 (sirastyla (0,2) -nci) mertebeden konvekstir.

v)Eger f(x,y) birinci ve ikinci degiskene gore (1,1)-inci mertebeden konveks ise

bu durumda B*”f operatorii de konvekstir.

Ispat: Tanim 2.6.5.] Tanim 2.6.6.ve Onerme 2.6.1. g6z 6niine alindiginda Ag‘j)f >0
ise f konvekstir. O halde iki degiskenli ileri fark operatoriinde birinci ve ikinci mer-
tebeden bdliinmiis farklar1 pozitif olmalidir. Ayrica B*/ f operatdriiniin kismi tiirev-
leri pozitifse bu durumda konvekslik sartlari saglanacaktir. Biliyoruz ki B*# f opera-

tort pozitiftir. Kismi tiirevlerin pozitif olmasi, hem r, ( ¥, Z) nin tiirevlerine hem de
A"V operatdriine baglidir. O halde r,(7,2) nin birinci ve ikinci mertebeden tiirev-

eyz/n _1

lerine bakacak olursak, T, (7,z)= o7 1] olmak {izere

. y eyz/n ) 72 eyz/n v .
)L e ) -2 2 Za )

oldugundan her y €(0,:0) ve 1<neN icin r,(7,2)>0 ve r,(y,z)>0 dir. Buradan
yola ¢ikarak,

i) f(x,y) nin birinci degiskene gore (1,0) -inc1 mertebeden (sirasiyla ikinci degis-
kene gore (0,1)-inci mertebeden) konveks olmasi A§1’°)f >0 (sirasiyla A§°'”f >0)

olmasini gerektirir. Ayrica I, ( v, Z) nin tiirevleri pozitif ve B*”f operatérii pozitif

B f(x,y)

3 >0 dir. O halde B*# f operatorii konvekstir.
X

oldugundan
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i) B*/f operatdriiniin birinci degiskene gore (sirastyla ikinci degiskene gore) ikinci
mertebeden kismi tiirevlerine bakilirsa B“” f operatoriiniin konveksligi sadece ikinci
mertebeden ileri fark operatoriine bagli degildir. [anim 2.6.5 g6z oniine alindiginda

B/ f operatdriiniin konveks olmast igin f(x,y) fonksiyonunun (2,0)-mnc1 (sira-

styla (O, 2) -nci) mertebeden konveks olmasi yeterli bir sart degildir.
iii)  f(x,y) pozitif ve birinci degiskene gore azalan oldugundan

{f (ﬂ_ l}_ f(k |j}<o dir. f(xy), (20)-mc1 mertebeden konveks ve

n n nn
{f£k+2 |j Zf(k"'l I] f(k Ij}>0 oldugundan B*/ f operatdriiniin kon-
n n n n nn

veksligi (2,0) -inc1 (sirastyla (0,2) -nci) mertebedendir.

iv) f(x,y) birinci degiskene gore hem (1,0) hem de (2,0) -inc1 mertebeden konveks
ise srrastyla f (X, y) nin birinci ve ikinci mertebeden ileri fark operatorii pozitif ola-

cagindan B*/f operatdriiniin birinci degiskene gore ikinci mertebeden kismi tiirevi

de pozitif olacaktir. O halde B*” f operatorii (2, 0) -inc1 mertebeden konvekstir. Ayni

durum ikinci degisken i¢in de gecgerlidir.

v) f(x,y) birinci ve ikinci degiskene gore (1,1)-inci mertebeden konveks ise

(i)t (L (B

o(r,(a,x)) e o(r,(B.Y))
oy

OX

dir. Swrastyla pozitif oldugundan B*# f operatorii igin

*BY (X, y)
oXoy

>0 dir. O halde B/ f operatorii (1,1)-inci mertebeden konvekstir.

3.3. B*"f Operatoriiniin Yakinsakhk Ozellikleri

Bu kesimde operatdriin diizgiin yakmsaklik problemi incelenecektir. Yani Korovkin

tipli teorem ifade ve ispat edilecektir.
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Teorem 3.3.1. Her , 8 €(0,0), f eC(Sgﬁ) ve (x,y) €S, ;igin

fim By (x, y) - f (x, Y)||c(s;[,) =0
dir.

Ispat: Operatoriin diizgiin yakinsakligmi gostermek i¢in Korovkin teoreminin sartla-

rmin saglandigini gostermek yeterli olacaktir. Bunun i¢in exp;’f’j” (t,s):ei"’”jﬂ °ove

(i,j)e {(0,0),(1, 0),(0,2),(0, 2),(2,0)} indis ¢iftleri olmak tizere

lim B/ (exp;/ (t,5);x, y) =exp;f (x,y)

fmsco
oldugunu gosterecegiz. Biliyoruz ki Lemma 3.1.1! i), ii) ve iii) den 0<1, j <1 icin
merkezi momentler swasiyla By (expsyix,y)=1, B”(expfyix,y)=e“ ve
B,f"ﬁ(expg‘y'f;x,y):eﬂy scklinde oldugundan her a, 8 €(0,x), her (x,y)€S; ; ve
0<1i,j<1licin

sup |[B*” (expg’y'oﬁ; X, y) —]4 =)
(x.y)eSg 4
sup By’ (expyy’ix,y)—e”| =0
(x.y)eSz 4

sup [Br (expsy’sx,y)—e”| =0
(Xv)’)ESg,ﬁ

dogrudan saglanir. O halde

lim Br‘fﬁ(expg’f;x,y)—luc(

n—oo

):O

Sa.p

lim | B (exp;y’; X, y) — e

n—ow

c(si,)

lim|B” (expg‘f; X, y) - eﬁyHC(Sgﬂ) =0

n—w

elde edilir. (i, j)=(2,0) ve (i, j)=(0,2) i¢in Lemma 3.1.1] iv) ve v) den

n n
. ) 2 (x+1) Ty a E(y+1) 2, B
I|mB;”ﬂ(exp;‘f+expg’f;x,y)Ilm{(e” +en —enj +(en +en —en
n—oo ! ! n—oo

2ax

=e* 4 e*
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oldugu goriiliir. Korovkin teoreminin sartlarii tamamlamak i¢in supremuma bakacak
olursak; (i, j)=(2,0) i¢in
a ax ax a 2ax

sup [BS” (exp3 s, y)—e*| = sup e sup [e”“ +e n —e““] ~1 (3.4)

XES;/; 0<x<1 0<x<1

yazilabilir. Burada operatoriin tanim kiimesi bir kenar1 hareketli iggensel bolge olsa
bile amacimiz bir st sinir bulmak oldugu i¢in yukaridaki ilk supremumda x =1 iize-

rinden supremum alabiliriz. Yani

a_ax  _ax e 2ax" a_ax  _ax e 2ax"
sup e°*sup| e” " +e " —e" " | —1<e**sup|e" " +e " —e" " | —

0<x<1 0<x<1 0<x<1

a ax ax a 2ax

olur. Simdi g(x) = (e” " 4e N o—en N j alalim ve ¢(X)’in kritik noktasina baka-

lim. g (x) =0 olacagindan g(X) ’in kritik noktasi
a ax ax a 2ax\"1 a ax ax a 2ax
LALLG a) 2% a) - 200 L2
n(en "+e " g " ] {(——je” 4 +[——je " —(——je“ " }:0
n n n
(—ﬁj “[e” +1—2enn}:o
n

a

ax n
= 2en
en = A
en +1
a
n 2en
X, =—In
a
en +1

olarak bulunur. Bu deger g(X) de yerine yazilirsa

a

a a|n,  2en
———|—In

nla a

n z
g0)=le = e
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-1

-1 -2
2en 2en 2en

a In - In - o In -

g(Xo): eﬁe en +1 +e en +1 _eﬁe en+1

" (e% +1) (e% +1) (e% +1)2

a a 2a
2e" 2e" 4en
a 2n
- en+1
2

bulunur. Boylece (3.4) lesitsizliginden

2ax

a_ax  _ax  a 2ax\'
en n +e n _en n _

2n

sup (B (expsyix, y) —e**| <e® sup

xeSy 5 0<x<1

<e?@lg™@ e2+1 -1} >0,n—>wx
elde edilir. Ayni durum (i, J) =(0,2) icin
Y 2n
"+l
sup Brf"ﬂ(expgv'f;x.y)—ezﬂy‘Sezﬁ e’ | 2+ -1¢—>0,n—> oo
VESE,/X

icin de gegerlidir. Boylece supremum normunun sifira yakinsadigi bir iist sinir bulmusg
olduk. Ayrica B** (expi"f'jﬂ ' X, y) operatdriiniin tanim kiimesi S, » <[0,1]x[0,1] oldu-

gundan

B/ (fix,y), (x,y)es, ,

B, f(x,y) ={ f(xy) .(xy)e[o]x[01]\s],

yazilabilir. Bu durumda

B f(x,y)— f (X, Y)cho,l]x[o,l]) —[IB=# (£:%,y)- f(x, y)HC(S;/}) (3.5)
olacagindan her 0<i, j<2 igin
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B/ (expfsx,y)-expif (%, y H

n—oo

saglanir. B f(X,y) operator dizisine Korovkin teoremi uygulanirsa,

—f Xy” ([0.1]x[0.1]) =0

olur ki boylece (3.5) esitliginden istenilen elde edilmis olur.

Sonug¢ 3.3.1. Korovkin teoreminin sartlar1 saglanmis olup operator kendisini olusturan

fonksiyona diizglin yakinsaktir.

3.4. B*"f Operatoriiniin Yaklasim Hiz1

Bu kisimda B*“ f operatoriiniin kendisini olusturan fonksiyona yaklagim hizini bula-

cagiz. Bunun i¢in 1, ] =1,2 i¢in

w(f,é):sup{|f(x1,yl)—f(xz,y2)|:(xi,y, €S, \/x —x ) +(y, - yl) <5}

seklinde tanimli Oklid normuna gére tam siireklilik modiiliinii kullanacagiz (Censor,

1971).

Teorem 3.4.1. f eC(S;ﬁ)olsun. Bu durumda

B/ (f;x,y)— (X y)‘ £(1+i2+%)a)( f ;ﬂgﬁ(x,y))

(04

dir. Burada

axs)  ax )" By+) gy g\
wrf(x,y)=lle " +en —e" | —e*+|e " te" —e" | —e*

seklindedir.

Ispat: Her (t,s),(x,y) €S} , =[0,1]x[0,1] i¢in tam siireklilik modiilii

o(f,6)= sup |f(t;s)—f(xy)

(t—x)* +(s-y)* <&

seklindedir. Buradan
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|f(t,s)—f(x,y)|£a)(f;\/(t—x)2+(s—y)z)

S[1+(t_X)2;—2(S_ y)z}o(fﬁ)

yazilabilir. B*” f operatdrii monoton ve lineer oldugundan

B/ (fix,y)- f(x,y)‘ < Br‘f’ﬁ(|f (t,s)-f (x,y)|;x,y)
< B:'ﬂ([l"‘(t_)()z;z(s_y) J;x,y}a}(f;ﬁ)

B” ((t —x) +(s-y)x, y)
52

<| 1+

w(f;6)

elde edilir (Censor, 19/1)) Burada test fonksiyonlar1 expi”f'jﬂ (t,s) =e'“*1#* seklinde ol-

dugundan ve ortalama deger teoremini kullanarak;

Be(fix,y)- f(x,y)‘£{1+[%+%j

2
B*# ((expfbﬂ - e‘”) + (expg,'lﬁ —ef
X

- 3o

elde edilir. Burada &2 = Bﬁ"ﬂ((expff —e™) + (expgy’ —e”) i, y) olarak segilirse,

bdylece
2 2
5% = Br‘j’*”((expff—e“*) +(exp;y - ) ;x,y)
_pas B 2 Y B. 25
=By (exp5yix, y) — e + B/ (expg i x,y) e
a(x+1) ax  a)" Bly+1) By Y

=le " +e" —e" | —e**+|e " +e" —e" | -

olup

a(x+1) ax a n B(y+1) By B "
S=ur’(xy)=,le " +en —e"| —e*+je " +en —e" | —e
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denirse bu durumda

B</(f:x,y)— f(x,Y) s(1+%+%jw( £ (%, Y))

elde edilir. Boylelikle B*”f operatoriinin f fonksiyonuna yakinsama hizini

ue’ (X, y) olacak sekilde tistel tipten elde etmis olduk.

3.5. B“”f Operatorii icin Voronovskaja Tipli Teorem

Bu kesimde B*”f operatoriiniin asimptotik yaklasimi incelenecektir. Yani B*” f
operatoriiniin kendisini olusturan f fonksiyonuna noktasal yakinsaklik hiz1 elde edi-

lecektir. Dolayisiyla Voronovskaja tipli teorem ifade ve ispat edilecektir.

Teorem 3.5.1. f eC?(S)olmak iizere her (X, y)e S, icin

!iL?OZn(Bﬁ"ﬂ(f;x,y)—f(X,y))=(82;§?y)—aafg;’y)jx(l—x)
Loy 1Y)
OyOX

O (%Y) Lot Y) )

+[ Y Vi o jy( y)

n . . . . .
yakinsamasi S, , lizerinde diizgiindiir.

Ispat: Oncelikle bazi gosterimlerden bahsedelim. Konumuzun baginda

expf'jﬂ (t,s) =e“"*# fonksiyonunun sirastyla birinci ve ikinci degiskene gére ters

fonksiyonlar1 log” (t,.) ve |OgZ(.,S) ile gosterilecegini soylemistik. Kisaca ifade ede-

. . 1
cek olursak expff(t,s) =e“ fonksiyonunun ters fonksiyonu —Ioge(-) seklinde ve
a

exp;{ (t,s) =e”* fonksiyonunun ters fonksiyonu %Ioge(-) seklindedir. O halde gos-

terim kolaylig1 agisindan asagidaki ifadeleri yazabiliriz.
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5 1007 Vo= o) = Liog () Lioa (e o) [ Liog o= Liog efY
(log? . log§ )(e™",e )—(aloge(),ﬂloge()J(e e?) (alogee ,ﬂlogee j

=(xy)

(X, y) € S:ﬁ olmak iizere Taylor a¢ilimi yardimiyla

of (Iogg,.)(e‘“,eﬁy)(
OX

of (.,Iog;)(e“x,eﬁy)(

f(t,s)=f(xy)+ e —e™)+ e’ —e”)

ot ) 4 2 o f (log?, logs )(e”",e”)

(eat _ eax)(eﬂs _ eﬁy)
ox’ Oyox

%{azf (Iogﬁ,.)(e‘”,eﬂy)(

2 a ax A f
L0 f(..log )(e”,e”)

v (e?s —eﬁy)z}+cb(t,s;x,y){(e”ft —e™) +(e” —eﬁy)z} (3.6)

elde edilir. Burada (t,s) —>(x,y) iken ®@(t,s;x,y)—>0 dir. (3.6) esitliginin her iki

tarafina B*” f operatorii uygulanirsa,

of (log?,.)(e™,e”)

B/ (f;x,y)=f(xy)+ B/ ((e” —e”);x,y)

OX
of (.,log% )(e**,e””
. ( Ogﬁ)(e e )B:,ﬁ((eﬂs_eﬂ)’);x’y)
oy
1 azf(logf,-)(eax,eﬁy) apf((pet _ pax)?.
E{ ~ B« (et — ™) x, y)

" & f (log?,log5 ) (e, &™)

a,p at _ Lax Bs _ aby)-
o B« (e —e=)(e” —e”);x,y)

2 a ax Af
+6 f(.,logﬂ)z(e e?)
oy

Bn”"ﬂ((eﬁS eﬁy)z;x,y)}

+B” (CD(t,s; X, y){(e”‘t —e) + (e - eﬁy)z};x, y)

elde  edilir.  Lemma 3.1 den  B*/((e®-e”);x,y)=0 ve

By’ ((eﬁs —e™);x, y) =0 oldugundan
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2 B ax B
1{8 f (log”,.)(e™,e y)Bf'ﬁ((e“t—e“X)z;x,y)

BX”(f:x,y)=f(x,y)+=

" o f (log?, log ) (e*,e”)

a,p at _ nax Bs _ aBY)-
o B« (e —e™)(e” —e);x,y)

(3.7)
+62f (.,Iogg)z(e”,eﬁy)
oy

B:,ﬂ((eﬂs _eM)ox y)}

+B™” (CD(t,s; X, y){(e"t —e™) 4 (e —eﬂy)z};x, y)

elde edilir. Bu son esitlikte ihtiyacimiz olan bazi tiirevler asagidaki gibi hesaplanir.

Bu durumda

o (logl )™ ) ot (xy)

OX OX
0*f (logy, )(e™,e”) _ uf 20 F(xy) df(xy)
ox? - ox’ ox
o°f (logf logj )(e™,e™) _ gt O (xY)
Oyox Oyox

elde edilir. Asagidaki limitler hesaplanirsa,

(x+1) ax a\"
. 2 . @ axX @
I|mnB§”ﬂ((e“‘—e“*) ;x,y):llmn[[e "ot+en —e”J ez‘”J
n—oo n—oo

=—x(x-1)a%e***

axpy
limnB:# (e —e™)(e” —e”);x,y) = lim n((e“ +ern _1) _emﬂy)
n—ow N—so0
:XyaﬂeaXJrﬂy

oldugundan bu esitlikler (3.7) lesitliginde limit alinarak yerine yazilirsa
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lim2n(B;” (f;xy)~f(xy)) =(az fai): y) —aaf((;;' y)jx(l—x)

PWCALCSY)

0yoX
FIY) Lo W)y
{ PY: B v jy( y)

+1im 2nBy 7 (@ (t,5;, y)

><{(e”‘t _e™) 4 (efs e )2};x, y)

elde edilir. Simdi (3.7) esitliginin son terimine Cauchy-Schwarz esitsizligi uygula-

nirsa;

B,f"/’(CD(t,S;X, y){(e”’t —e”) (e —e” )2};x, y)

< {Bn‘"ﬁ(CD(t,s; X,¥); X, y)}; {\/Br‘f'ﬂ ((eo‘t —e™)ix, y) + \/Bﬁ"ﬁ ((eﬁS —eM)'ix, y)}

elde edilir. (t,s)—>(x,y) iken ®(t,s;X,y)— 0olacagindan
lim B ((t,s;%,y);X,y) =0

n—oo

bulunur. Basit hesaplamalarla

B4 (e —e)";x,y) = 0(%)

>

B4 ((e” —e”)"1xy) = 0(%)

yazilabilir ki boylece

n—o

lim2nB** (CD(t,s; X, y){(ec’t —e™) (e — e )2};x, y) =0

dir. Sonug olarak (3.7) esitligi
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!@OZn(Bf*ﬂ( fix,y)- f(X,y))=(82 fai); Y) —aaf (6); y)jx(l—x)

2
Ly 2 TY)

oyox
FEY) Lo ), g
+[ PY: B Y jy( y)

olur ki bu da ispat1 tamamlar.

3.6. B*”f Operatoriiniin B, f Operatorii ile Karsilastiriimas:

Bu kesimde bir kenar: hareketli iiggensel bolge iizerinde tanimli B*” f operatorii ile
sabit iiggensel bolge lizerinde tanimli iki degiskenli B, f operatoriinii karsilastiraca-
g1z. Boylelikle B*” f operatériiniin en az B, f operatorii kadar iyi bir yaklasim der-

cesine sahip oldugunu gorecegiz.

Tamm 3.6.1. f eC?(S) ve (x,y)€S] ,; olsun. Eger

i)(aZf(x,y)_O{@f(x,y)

e x jz Oise f(X,y) (1,0)-inct mertebeden o —konvekstir.

ii) (a fai; Y) —ﬂaf (6');/ y)j >0 ise f(Xx,y), (0,1)-inci mertebeden S —konvekstir.

Teorem 3.6.1. f €C'(S] ;) olsun. Kabul edelim ki f(X,y), (1,0)-mc1 mertebeden

o —konveks, (0,1)-inci mertebeden g —konveks ve (1,1)-inci mertebeden konkav ol-

sun. Bu durumda dyle bir ny € N vardir dyleki her n>n; ve (X,y)eS] , i¢in
f(x,y)<B""(f;xy)

dir.

Teorem 3.6.2. f eCZ(Sa”ﬁ) olsun. Kabul edelim ki n, e N olmak iizere her n=>n,

ve (X,y)e S, 4 i¢in

f(x,y)<B”(f;xy)<B,(f;xy)
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olsun. Bu durumda

Ity S A6 Y) (3.8)
ox: ox |
O°f(Y) L0 (6Y) 3.9
o > o (3.9)
ve
Y g (3.10)
OyoxX

dir. Tersine (3.8), (3.9) ve (3.10) esitsizlikleri bir (X, y) €S, , noktasinda saglansim.

Bu durumda 6yle bir n, € N bulunabilir yle ki her n>n, igin

f(x,y)<BX’(f;xy)<B,(f;xy)
saglanir.

Uyan 3.6.1: Eger f fonksiyonu (1,0) ve (0,1)-inci mertebeden konveks ise 0 zaman

B/ (f;X,y) operatérii Ve S ya gore azalandir. Gergekten

or, (a,x) _ xe%x(e% —1)—e%(eaTX —1) - xe%x(e% —1)—ea7x(e% —1)

oo n(e% —l)2 _ n(e% —1)2

_c-Der len-1) _(x-ne”

aleid)  nle—d)

B £ (X,y) o (a,x) & ”lk{ f (k_ﬂlj _f (E,I—j}p?fk,u (x,y)

oa oa k=0 1=0 nn

IA
o

xe[0,1]

OBy f(xy)
oo

dir. B® f lineer pozitif operator ve <0 oldugundan <0 olur.

or,(a,x)
oa
(x,y) €S, 5 icin S ; iizerinde (a, ) —(0,0) iken BY”(f;x,y)—>B,(f;xy) ya-

kisamas1 diizgiin ve yakmsaklik azalan oldugundan B ( fix,y)<B, ( fiX,y) yazi-

labilir. Yani o ve g azaldikga BY” f (X,y)operatorii B, ( f;X,y) Bernstein operato-

rliinden daha iyi bir yaklagim saglar.
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3.7. B*”f Operatoriiniin f Fonksiyonuna Yaklasiminin Grafik-

lerle ve Tablo Yardimiyla Gosterilmesi

Bu kesimde farkli o, 8 ve n degerleriicin B*” f operatoriiniin f fonksiyonuna yak-

lasiminin grafiklerle gosterilmesini ve operatorle fonksiyon arasindaki hata paymin

degerlere gore degisiminin tablo yardimiyla analizini yapacagiz. Grafiklerde gozlem-
leyecegimiz hususlardan birisi; grafiklerin (X, y) diizlemine izdiistimii alinirsa opera-

toriin, bir kenar1 hareketli tanim kiimesini elde edecegimizdir. Ayrica operator diizgiin
yakinsak olmasi sebebiyle grafik ¢iziminde kullanacagimiz fonksiyon teoremin sart-

larina uygun olacak sekilde keyfi olarak secilebilir.

Ornek 3.7.1. f(x,y)=e*"" olsun. Sekil 3.2. . de & ve f sabitken, artan n deger-

leri i¢in B,‘f’ﬂ f operatoriiniin f fonksiyonuna nasil yakinsadigi gosterilmistir.

\

(f(xy)=e*“+*, a=100, B=100)

W =10
I n=20
B n=50
W =100

H n=200

W f(xy)=e"’

Sekil 3.2. o= =100ve artan n degerleri icin B*”f opera-

torliniin f fonksiyonuna yaklagimini gosteren grafik

Ornek 3.7.2. Fonksiyonumuz f (x,y)=e""" olmak iizere Sekil 3.3. de n degerleri

sabitken, degisen o ve £ degerlerine gore B“” f operatoriiniin f fonksiyonuna nasil

yakinsadig1 gosterilmistir.
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PC
Stamp


(hx‘yaze'

% :.11:100)

W «=1000, 8=1000

W =500, §=500

W a=100, =100

W fixy=e

Sekil 3.3. N =100 olmak iizere azalan « ve g degerleri i¢in

B,f“ﬁ f operatoriiniin f fonksiyonuna yaklagimini gosteren

Asagida farkli «, f ve ndegerleri i¢in B,f“ﬁ f operatoriinii ile f fonksiyonu arasimn-

grafik.

daki hata paymi gosteren tablo verilmistir.

Cizelge 3.1. B“” f operatorii ile f fonksiyonu arasindaki yaklaginin hata

payi sayisal degerleri tablosu.

Bt =l , =10 n=20 n=50 n=100 n =200
a=1 01869760 0.0929331 0.0370372 0.0184957  0.0092420
2 =05 0.0170407 0.0085077 0.0033999  0.0016994  0.0008495
a=0.1 0.0003053 0.0001526 0.0000610 0.0000305  0.0000152
a =0.05 0.0000690  0.0000345 0.0000138 0.0000069  0.0000034
a =001 0.0000025 0.0000012  0.0000005 0.0000002  0.0000001

Burada dikkat edelim ki B degerleri i¢in de ayn1 sonug gegerlidir. Ciinkii bu ¢izelge
diizglin yakmsakligin bir gostergesidir. Dolayisiyla £ degerleri i¢in ayr1 bir tabloya

gerek yoktur.
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4. TARTISMA VE SONUC

Yaklasim teorisinin son iki yiliz yildir siiregelen seriiveninde yapilan ¢aligmalar giinii-
miiz bilimine ve teknolojisine sayisiz katkida bulunmus olup bu siire¢ kesintisiz devam
etmektedir. Bu seriivende agiga ¢ikan fikirler giiniimiizdeki bilimin aydinlatilmasinda
basrol oynamaktadir. Boylece ge¢miste elde edilen ve gliniimiizde halen gecerliligini
korumakta olan sonuglarin giiniimiiz teknolojisi ilerledikge yeni fikirlerle harmanlanip

ihtiyaglari karsilayacak sekilde tasarlanmasi dogal bir sonugtur.

Bu tezde; 1963 yilinda Stancu tarafindan calisilmis sabit liggensel bolge tizerinde test
fonksiyonlarmi koruyan iki degiskenli Bernstein operatorii, bir kenar1 hareketli tiggen-
sel bolge tizerinde iistel tipli test fonksiyonlarini koruyacak sekilde yeniden tasarlan-
mistir. Dolayisiyla iki degiskenli Bernstein operatorleri i¢in 1963 yilindan sonra iistel

anlamda yapilan ilk ¢aligmadir.

Bu ¢alisma boyunca yeniden insa edilmis operatoriin; merkezi momentleri elde edil-
mis, kendisini olusturan fonksiyonla arasindaki sekil koruma 6zellikleri incelenmistir.
Daha sonra operatoriin bir kenar1 hareketli tiggensel bolge tizerinde Korovkin teoremi-
nin sartlarini sagladigi gosterilmistir. Yani operatoriin diizgiin yakinsaklig1 incelen-
mistir. Test fonksiyonlarinin iistel tipten olmasi Korovkin teoreminin ispati i¢in karsi-
lasilan 6nemli zorluklardan biri olmustur. Ardindan operatoriin yaklasim hizi istel tip-
ten elde edilmistir. Noktasal yakinsaklik probleminin ¢6ziimii i¢in Voronovskaja tipli
teorem ispat edilmistir. En 6nemli husus ise genellestirilmis iki degiskenli Bernstein
operatoriiniin, iki degiskenli Bernstein operatdrii ile karsilastirilmasidir. Buradan agiga
¢ikan sonug; Ustel tipten fonksiyonlar1 koruyan iki degiskenli Bernstein operatorii iKi
degiskenli Bernstein operatoriinden daha iyi bir yaklagim sunmaktadir. Tiim bu ince-
lemelerden sonra operatoriin kendisini olusturan fonksiyonla arasindaki hata paymi
veren sayisal degerler bir tablo yardimiyla verilmis, operatoriin yakinsakligiyla ilgili

bazi grafikler gosterilmistir.

Bu ¢aligmanin sonlanmasiyla bir kenar1 hareketli tiggensel bolge iizerinde tistel tipli
fonksiyonlar1 koruyan iki degiskenli Bernstein operatdrii i¢in elde sonuglar farkli ya-
pisal dzelliklere sahip operatdrler i¢cin uyarlanabilir birer 6rnektir. Dolayisiyla bu ca-

lisma temel bir kaynak niteligindedir.
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