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OZET

LI'NEER POZI TI' F OPERATORLERI'N FARKLARI UZERI'NE

AREMU , Saheed Olaosebikan
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlsu
Matematik Anabilim Dali, Ylksek Lisans Tezi
Dani,sman: Prof. Dr. Ali OLGUN

Subat 2022, 50 sayfa

Bu tez bes bélimden olugsmaktadir. Birinci bélim Giris olarak ayrilmig ve yak-
la,simlar teorisi hakinda genel agiklamalar yapilmi_stir. 1 kinci boliimde yakla simlar
teorisinde kullanilan temel tanimlar verilmistir. Ugiincli bélimde tek degigkenli
fonksiyonlar icin tanimlanan lineer pozitif operatérlerin farklarinin sagladigi cesitli
e,sitsizlikler elde edilmi stir. Dordlinct bolumde ise Gguncl bolimde verilen tek
degiskenli operatorlerin iki degiskenli hali tanimlanarak, tglincli bdlimde verilen
teorem ve lemmalarin benzerleri iki degiskenli operatorler igin verilmigtir. Beginci
bolim tarti, sma ve sonug¢ kismina ayriimi stir.

Anahtar Kelimeler: Lineer pozitif Operator, Agirhkh Uzaylar, Chebyshev Fonksiy-
oneli, Sureklilik Modald, Lineer Pozitif Operatoérlerin Farklari.



ABSTRACT

ON DIFFERENCES OF LINEAR POSITIVE OPERATORS

AREMU , Saheed Olaosebikan
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Master Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Ali OLGUN
February 2022, 50 pages

This thesis consist of five chapters. The general introduction of approximation
theory is given in the first chapter. The basic terms and definitions of approximation
theory was given in the second chapter. In the third chapter, various inequalities
related to univariate differences of linear positive operators are given. The fourth
chapter is devoted to establishing the bivariate form of various inequalities, theorems
and lemmas for operators given in the third chapters. The results and discussion
are given in the fifth chapter.

Key Words: Linear positive operator, Weighted space, Chebyshev Function, Mod-
ulus of Continuity, Difference of Linear Operators.
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C[a,b]
Bn

Sn

w(f; 6)
wy(f; 6)
Ks (f,1)
Ifll,
A(f;6)
B;[0, o)

U(f,x) ve V (f,x)
C(Q)

SIMGELER DIZINI

[a, b] aralifinda surekli, fonksiyonlar uzayi
Bernstein operatorleri

Szasz-Mirakyan operatori

f fonksiyonunun sureklilik moduld,

f fonksiyonunun 2. ikinci dereceden sureklilik moduld,

s yinci mertebeden Peetré—K fonksiyoneli

p € Ao icin f fonksiyonunun normu

Agirlikh uzayda sureklilik modulu

[0, o) tizerinde |f (x)| < M (1 + x%) 6zelligini saglayan fonksiyonlar
uzayi

Lineer pozitif operator

Q kiimesi Uzerinde tanimli, reel degerli ve strekli
iki degigkenli fonksiyonlarin uzayi



1. GIRIS

Yakla,simlar teorisi 19. ylzyilin ortalarindan itibaren bir ¢ok ara, stirmaci
bilim insani tarafindan Uzerinde yogun galigmalarin yapildigi Matematiksel Analizin
temel ve glincel ara,stirma konularindan birisidir. 1859 yilinda P. L. Chebyshev [a, b]
arahginda taniml, strekli bir fonksiyona diizglin olarak yakinsayan bir p (x) poli-
nomunun varhigini géstermistir. Daha sonralari bu teori genigletilerek arastirmaciya
ilham kaynagi olmustur.

Yakla,simlar teorisindeki Temel ve en dnemli teoremlerden biri 1885 yilinda
K. Weierstrass tarafindan verilen ve adini tasiyan Weierstrass teoremidir. Bu teorem
[a,b] kompakt araliginda tanimli strekli her fonksiyona dizgln olarak yakinsayan
bir polinom dizisinin karsilik geldigini ifade etmektedir. Daha acik olarak teorem;

f € C[a,b] keyfi bir fonksiyon olmak (izere, her x > 0 icin en az bir p(x)
polinomu vardir, dyleki |f(x) — p(x)] < x, a < x < b esitsizligi saglanir. Seklinde
ifade edilmektedir.

Weierstrass teoreminin basit bir ispati 1912 yilinda Bernstein tarafindan ver-
ilmi_ stir. Bernstein teoremin ispatinda toplam bigiminde bir polinom tanimlayarak
Weierstrass teoreminin ispatini vermi stir. Daha sonra bu tip polinomlari kullanarak
f € C [0, 1] fonksiyonlari icin literatiirde ¢ok iyi bilinen

= n

Bn (f;x) = h XL —x)"f

k=0
Bernstein operatdrlerini tanimlami stir. Bu tip yakinsaklik teoremleri verildikten
sonra, sinirli aralikta birgcok Lineer pozitif operator dizileri tanimlanmi stir. Tanim-
lanan operatérlerin dizgln yakinsamasi ile ilgili cali sma yapilmi stir. Halen ¢ali s-
malar yogun olarak devam etmektedir. V\eierstrass in teorisinden sonra Lineer
pozitif operatorlerin yakinsakligi ile ilgili en 6nemli teorem ise bir birinden haber-
siz olarak Bohmann ve Popoviciu tarafindan verilmi stir. Korovkin ise Bohmann
ve Popoviciu'nun teoremlerinin integrallenebilir fonksiyonlar icin de gegerli oldunu
gOstererek Bohmann-Korovkin teoremini vermi stir.

Bohmann-Korovkin teoremi sinirli aralik Gzerinde tanimli operatorler igin

verilmi s olup, sinirsiz araliklar Gzerinde tanimli operatdrler igin yeterli olmamak-
1



tadir. Bu sebeple sinirsiz araliklar Gzerinde taniml operatorlerin yakinsaklik 6zel-
liklerini incelemek icin Bohmann-Korovkin teoreminin sinirsiz araliklar tzerine
genellestirilmesi A. D. Gadjiev tarafindan verilmis olup, agirhkh uzaylarda oper-
atorlerin yakinsaklik 6zelliklerinin incelenmesine yonelik temel bilgiler ortaya konul-

mu, stur.

Sinirsiz araliklar Uzerinde tanimlanan operatorler icerisinde en bilinenlerinden

ikisi

2 (nx)k _h
Sn(fix) = e ™ i f( ). x €10, ), f €Cgl0,0),n € £
k=0 'V

,seklinde tanimlanan Szasz-Mirakyan operatori ve

» 1

v _ = _n+h-—1 xK h Oo Oo
Aa(fix) = =@ "I S (X € [0.%0), € Cal0, )

,seklinde tanimlanan Baskakov operatoridr.

Biz de bu tezde literatlirde tanimlanan herhangi iki Lineer pozitif operator
dizisinin farklan ile ilgili bazi sonuglar elde etmek igin caba gdsterdik. Bu sonugclarin
bize sdyle bir katkisi olacaktir. Eger operatér dizilerinden birinin yakinsaklik orani
ve yakinsaklik hizi hakkinda bilgi sahibi isek, elde edilen sonuglari kullanarak diger
operatorin yakinsaklik oranlarint ya da yakinsaklik hizlarini dogrudan elde edebil-
iriz. Bunun icin 6nce A. Aral, D. Inoan ve |. Ra,sa [1] tarafindan yapilan ¢ali,smayi

baz alarak, operatérin iki degiskenli olmasi halindeki sonuglari verecegiz.



1.0.1. Kaynak Ozetleri

Aragtirmacilar lineer pozitif operatérlerin yakinsaklik 6zellikleri Uzerinde diger op-
eratorlere gore daha ¢ok ¢ahismiglardir, ¢lnkui lineer pozitif operatorler diger oper-
atorlere gore daha kolay olu,sturulur ve ¢ok daha geni s 6zelliklere sahiptir.

1995 yilinda Lupas yaptigi bir calismada operatorlerin farklarini incelenm-
eye ba sladi. Daha sonra bazi ara stirmacilar bu problemi daha da geni slettiler [17] .
Blgune kadar bu alaninda gesitli calismalar mevcuttur. Cogu aragtirmaci iki op-
eratorin farkini incelemek icin sireklilik moduilid ve K—fonksiyonelinden yarar-
landilar. Bunu yaparken operatérlerin bilinen 6zelliklerini (ayni kokten Uretilen ya
da ayni fonksiyonel yardimiyla tanimlanma vb.) kullanilarak ¢ali,smalarini yur(t-
thler. Bu cali,;smalardan bir tanesi Ana Maria Acu ve loan Ra,sa [2] tarafindan yapilan
caligmadir. Bu caligmada sinirh aralikta ayni 6zellige sahip olan iki operatérin farki
incelenmi,stir. Daha sonrasinda A. Aral, D. Inoan ve |. Ra,sa [1] sinirsiz aralikta
benzer bir ¢ali,sma yapmi slardir. Daha sonra Ana Maria Acu , G. Ba,scanbaz-Tunca
ve |. Rasa [9] bir simplekste iki degiskenli operatériin farkini incelediler. Biz de bu
tezde A. Aral, D. Inoan ve |. Ra,sa [1] tarafindan yapilan sinirsiz aralikta operatorler
icin "On differences of linear positive operators" isimli makaleyi baz alarak, bu cali s-
mada verilen teoremleri iki degiskenli operatorler icin verecegiz. Bunu yaparken bazi
ihtiyac duyulan makalelerden de yararlandik [3] [5] [6] [7] [8] [10] [11] [12] . YaptiGimiz
bu ¢ali,sma orijinal olup, "Communications Faculty of Sciences University of Ankara

Series A1 Mathematics and Statistics” isimli dergide yayinlatmak icin sunuldu.



1.0.2. Calismanin Amaci

Bu tezde 6nce tezde kullanilacak bazi tanimlar verildikten sonra, bilinen bazi oper-
atorler ve onlarin yakinsaklik 6zellikleri incelenecek, daha sonra operatoérlerin farkina
bakilacak. Sinirsiz aralikta iki degiskenli operatorler ile ilgili teoremler verilecek ve
bu teoremler Szasz-Mirakyan ve Szasz-Mirakyan Kantorovich operatérler tizerinde
uygulanacak. Yapilan bu ¢ali,smada amag; bundan sonra bu konuda yapilacak olan

diger calismalar icin bir kaynak olusturma hedefini tagimaktadir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

2.1. Lineer Pozitif Operatdrler ile ilgili Temel Kavramlar ve Teoremler

Tezin bu kisimda Lineer pozitif operatérlerin yakinsaklik 6zellikleri incelenirken kul-

lanilan bazi tanimlar ve teoremler verilecektir.

Tanim 2.1 [a,b] aralsgs Gzerinde olan fonksiyonlar uzays C[a, b] ile gosterilmek-

tedir.

Tanim 2.2 (Tineer Uxay): N bos olmayan bir cimle ve R, reel sayslar cismi

olsun. Eger asagadaki sartlar saglansyorsa N ye R Uzerinde lineer uzay veya vektor
uzays denir.

(i) N, + islemine gore degismeli gruptur

a
b
C
d

) Her x,y € N igcin x+y € N dir.
) Her x,y,x € N icin x + (y + x) = (x +y) + x dir.
Her x € N icin x + 8 = 8 + x = x olacak ,sekilde 8 € N vardur.

Her x € N icin x + (—x) = (—x) + x = 0 olacak sekide —x € N

(
(
()
(d)
vardir.

(e) Her x,y € N igin x+y =y + x dr.

(ii) x,y € N ve ,B € R olmak Uzere asagadaki sartlar saglanir.

(@ x& N dir
b) (x+y)= x4+ ydr
() ( +B)x= x+Bxdr.

(d) 1x = x dir. Burada 1, R nin, birim elemannidir.

Tanim 2.3 (Norm): N, bir lineer uzay olsun. lll: N —— R fonksiyonu x deki

de'geri Il x Il ile gosterelim. Bu fonksiyon igin
5



(i) I x 1= 0
(i) Ix1=0 «=>x=0
(i) Naxl=|a|lxI

(V) Il x+y I<lx I+ 0yl

sartlari saglaniyorsallll fonksiyonuna N (izerinde norm denir. Eger bir lineer
uzay Uzerinde norm tanimlanirsa bu uzay normlu uzay denilir.

Tanim 2.4 (Tineer Operatér): X ve Y lineer normlu bir fonksiyon uzaylar ol-
sun. 5: X —— Y operatord, her f,g € X ve herve B € R igin

5( f +Bg) = 5(f)+B5(9)

esitligini saglayan S operatoriine X den Y ye bir lineer operator denir.

5( f +Bg) = 5(f)+B5(9)

esitligini saglaniyorsa, 5 operatoriine X den Y ye bir lineer operatdr denir.

Tanim 2.5 (Tineer poxitif Operatér): X bir lineer uzay olsun. E"ger f > 0 igin

5(f) = 0 oluyorsa, 5 ye pozitif operator ads verilir.

Eger 5, lineer ve pozitif operator ise her t icin f(t) < g(t) olur. Yani 5
operatori monotondur.

Tanim 2.6 (Eorozkin Teoremi): 5,(f;x), C[a,b] den C[a,b] ye giden lineer
pozitif operatorler dizisi olsun. 1(x), B,(X) ve r,(x) [a,b] de diizgiin olarak ssfsra

yaksnsayan diziler olmak Uzere, e“ger 6x € [a, b] igin

50(1;x) = 1+ ,(x)
X + Bn(x)

x> + ra(x)

5n(t; x)

5, t%;x

kosullari saglaniyorsa bu durumda 5,(f; x), [a, b] arahgi Gzerinde f (x) stirekli fonksiy-

onuna dizgun olarak yakinsar. Yani



M 154(F) — f lcga b= nIim max | 5.(f;x)—f (x) [=0

——00 a<x<b

saglanir.

2.1.1. Sireklilik Moduli ve Ozellikleri

Yaklagimlar teoresinde operatorlerin dizisinin yakinsakhgi 6nemli kavramlardan biridir.
Yakinsaklik kadar, yakinsama hizi da ayni anlamda 6nemlidir. Yakinsama hizinin
belirlendigi bazi yardimci fonksiyonlar vardir. Bunlardan birisi de stireklilik modul

olup, bu fonksiyon asagidaki sekilde tanimlanmaktadir.

Tanim 2.7 Kabul edelim ki f,[a,b] aralsgsnda tansmlanmss ssnsrls bir fonksiyon

olsun. Key bir 6 >0 icin

w(f;6) = sup |f(t) — f(x)|,
ft—x@6

= sup |f(x + k) — f(x)],

tht@6
seklinde tanimlanan fonksiyona f fonksiyonunun [a, b] araligindaki stireklilik moduli
fonksiyonu denir. w(f; 6) negatif olmayan bir fonksiyondur
Sureklilik modili yakinsama hizinin belirlenmesinde énemli rol oynayan 6zel-

liklere sahiptir. Bunlarin bazilar asagida lemma olarak verilecektir.

Lemma 2.1 w(f;6) fonksiyonu monoton artandsr. yani 6; < 6, iken w(f;6;) <
w(f; 62) dir

Ispat. 0 < 6; < 6, olsun. Bu durumda |x —y| < 6, kosulunu saglayan (x,y)

sayi ciftlerinin kiimesi |[x —y| < 61 kosulunu saglayan sayi ciftlerinin kiimesinden
7



daha kapsamludir. Kiimelerdeki supremum kavrami goéz dnline alinarak sureklilik

modulindn tanimindan dolayi

w(f; 61) < w(f; 62)

yazilabilir. m

Lemma 2.2 1 <m € £ olmak lizere

w(f; m6) < mw(f; 6)
dir

Ispat. Siireklilik modolii fonksiyonunun yukaridaki tanimi gdzéniine alinirsa

w(f;m6) = sup |f(t) — f(x)|
tt—xt<m6
x,t2[a,b]

ifadesi yazilabilir. Burada t — x yerine mk yazilirsa, t = mk + x olacagindan sag
taraftaki, ifdenin icine bazi ekleme ve c¢ikarmalar yapilarak

w(f; m6)

SUP | 1(x + mk) — £(x)]

th1<6

XZS[‘;'%] [f(x + mk) — f(x + (m — 1)k) +........ + f(x + k) — f(x)|

th1<6

SUP | f(x + mk) — f(x + (m — 1)k) +......+ f(x + k) — f(x)|

x2[a,b]
th1<6
b
= Sup f(x +hk) — f(x + (h — 1)k)
x2[a,b] k=1 .
th1<6

yazilabilir. Buradan da

2
W(f;m6) <~ SUP |f(x+ hk) — f(x + (h — 1)K)
= s

8



olur. Yukaridaki toplamda h yerine 1 den m ye kadar degerleri yazilirsa toplamda

m tane w(f; 6) gelir. Buradan
w(f; m6) < mw(f; 6)
,seklinde istenilen sonug elde edilir. =

Lemma 2.3 Sdreklilik moduili fonksiyonu A > 0 reel saysss igin

w(f; A6) < (1 + Nw(f; 6)
esitsizligini saglar.

Ispat. Bilinmektedir ki [|A]] < A <[|A]] + 1 esitsizligi saglanir. Buna gére

w(f;N6) < w(f;([IAN]]+1)6) (w artan oldugundan)
< ([IN]+ Dw(f; A6) Onsehi lemmadan
< (A +1)w(f; 6)

yazilabilir. m

Lemma 2.4 f fonksiyonu [a,b] aralsgsnda stirekli bir fonksiyon olsun. Bu taktirde

limw(f;6) =0
6—0
dir.

Ispat. f fonksiyonu siirekli oldugundan siireklilik tanimi geregince her o > 0 icin

bir y > 0 vardir dyle ki [t —x| <y oldugundan |f(t) — f(y)| < o dir. Sireklilik
modili taniminda 6 <y alidiginda w(f;6) < o olur. Yani

limw(f;6) =0
6-0

elde edilir. =



Lemma 2.5 x,t € [a,b] olmak lizere, 6 > 0 igin

f0—fol < 1+ =20 wire)

dir.

Ispat. Sireklilik modiliniin tanimindan f fonksiyonu [a,b] araliginda sinirh ise

6x,t € [a, b] igin
[f(t) — FOQI < w(f; It —xI)

yazilabilir. Buna gore

W(filt=x)) = sUp 1) — 1(<)

tt—xt<tt—xt

olup,

If) — fx) < w(f;

J’[_—6)([6) (5emma 2.3 ten)

< 1+Jt—_6xL w(f; 6)

olarak elde edilir. =
Lemma 2.6 6, ssfsra yaksnsayan bir dizi olmak Uzere
Cs 6n < W(f; 6n)
eslitsizligi saglansr. (Burada C; f fonksiyonuna bagls bir sabit )

ispat. Sureklilik modilinin tanimi geregince

WD) = w(f; 1)

n

1+5 w(fi60)

IA

6, + 1

= w(f;6)
6n

10



yazilabilir. 6, yakinsak oldugundan sinirlidir. Dolayisiyla 1 + 6, < C olacak gekilde
C >0 vardir. Bu durumda

C
wf;1) < Ew(f; 6n)

=
6aw(f; 1)
—Cc < Ww(f; 6n)
=
6nCr < W(f; 6n)

olur ki bdylece istenilen sonug elde edilir. =

2.1.2. Yakinsaklik hizi
Sureklilik moduli yardimiyla Lineer pozitif operatorlerin yakinsaklik hizi hesaplan-
abilir, bir 6rnek olarak Berstein operatorleri igin asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.1 f, [a,b] aralsgsnda tansmlanmss strekli bir fonksiyon olsun. Sireklilik
maoduli igin )
[Ba(F(0; ) — F0)] < Cw(f;~=)

esitsizligi saglansr.

Ispat. Bernstein operatdrii lineer pozitif bir operatdr oldugundan

Ba(f(1); x) — F(X)| = IBa(f(1); X) — f(x)Bn(1; X)|

|Bn(f(1); x) — Bn(f(x); x)|

[Ba(f(t) — f(x); %)

IA

[Bn [£(t) — F(X)] 5 %)
esitsizligi saglanir. Lemma 2.5 geregince

10— 10l < 1+ 2 w6

11



esitsizligi saglanacagindan

IBn(f(1); x) — f(x)| < Bn 1+Jt_TXL w(f; 6); x
1
< W(f; 8)(Bn(1; ) + &Bn(lt —xI; X))

yazilabilir. Hélder Esitsizligi kullanilirsa

1 : 1
BA(f(0;0 — f00l = Wi 6) 1+ (Ba((t—x)3x)7 - Ba(1%%)?

141 2 2 '3
< w(f; 6) 6 Bn(t ; x) — 2xBy(t; x) + x Bn(1; x)

ifadesi elde edilir. Ayrica, Bernstein operatérlerinin nodlar Bn(t% x) = x? + X42X)

, Bn(t; X) = x ve Bn(1;x) = 1 olarak elde edildiklerinden
Ba(f(0;0 — f()l < W(f8) 1+ 202+ ﬁ%) 4R

< w(f;6) 1+é<&—)lzx ):

q
olur. Burada 6 = !X segilirse

A

IBn r 1
G —fol <2w g3 XAB

olur. Xd=x) ifadesinin [0, 1] araliginda alacagi maksimum degeri bulmak icin tlrevi
n

alinip, sifira e sitlenirse x = 3 bulunur. Bu deger yerine yazilirsa X=X - -1

yazilabilir. Boylece

1
2w(f; 7/=n)

2 1+l

= 2
1
Cw(f ;WL—n)

[Ba(f(1); X) — f(X)]

IA

1
w(f; Vo)

IA

olarak elde edilir. =

Tanim 2.8 (K—fonksiyonel): Sireklilik modili dsssnda, fonksiyonlarsn yaksn-
saklsk hszlarsns belirelemek igin 6nemli bir 6lgi K—fonksiyonelidir. Bu fonksiyon
12



1968 yslsnda J. Peetré tarafsndan verilmistir. K—fonksiyoneli; f € C[a,b],6 > 0 ve

s € A& olmak Uzere
Ks(f;1) := K(f;t;Cla,b],C*[a,b]) := inf(llf —gll +t ¢* g € Cl[a,b}
seklinde tansmlansr. Bu ifadeye s yinci mertebeden Peetre K— fonksiyoneli ads

verilir.

Tanim 2.9 (Taylor Jormduli): f fonksiyonu bir a noktassns ihtiva eden bir ar-
alskta n + 1 inci mertebeden surekli tirevlere sahip olsun. Bu aralsktaki her x igin

faylor formuld,

LY ()
f) = = %@(x _a)
k=0 '

seklindedir. K,(x) ifadesine kalan terim, fark veya hata denirse

Jx
1
Kn(X) = 1 (x — )" F™D(t)dt
olmak Uzere
3 £09(3) "k
)= T rx—a) + o (x— )" ()t
o N .

a

yazslabilir. Bu ifadeye kalan terimli Taylor Formulu ad verilir.

Tanim 2.10 (Ortalama Deger Teoremi): f:[a,b] — R fonksiyonu [a,b] ar-

alsgsnda stirekli ve 6x € (a, b) noktassnda tirevlenebilir olsun. Bu taktirde (a, b) aralsgsnda

f(b) — f(a)

fAxo) = b— g

olacak sekilde en az bir xy noktass vardsr.

13



3. LINEER POZITIF OPERATORLERIN FARKLARI

Tezin bu bélimde A. Aral, D. Inoan ve I. Ra,sa [1] tarafindan 2019 yilinda
yapilan, sinirsiz aralikta tanimli operatorler icin genel olarak operatérlerin fark-
lan Uzerine yapilan "On differences of linear positive operators" isimli makaleyi
inceleyecegiz. Bir sonraki béliminde biz de bu c¢aligmayi iki degiskenli operatérler
icin verecegiz.

3.0.3.  Agirlikh Siareklilik Modili ile Kestirim

Korovkin teoreminin sinirsiz arahiklarda dizgin yakinsaklik icin yeterli olmadigini
daha 6nce belirtmistik. Sinirsiz araliklar icin diizgiin yakinsakhgin A.D. Gadjiev
tarafindan verilen ve agirlikhi uzaylar icin yakinsaklik incelemelerinde kullanilan teo-
rem yeterli sonuglar vermektedir [19] [20] .

C[0,00), [0, o0) lizerinde tanimli, reel degerli ve strekli fonksiyonlarin kiimesi,
M sadece f ye bagh bir sabit olmak lzere B;[0, o) , [0, 00) Ulzerinde |f (x)| <
M (1 + x?) ézelligini saglayan fonksiyonlarin kiimesi ve C;[0, ), B;[0, o0) deki

sirekli fonksiyonlarin alt uzayi olsun. C, [0, c0) deki kapal kiimeyi C,* [0, c0) ile

gosterelim dyleki bu kiime izerindeki bir f fonksiyonuicin lim £(x) limitinin var ve
X 00 1+X2

sonlu olsun.

B,[0, o) lineer normlu uzay olup, bu uzaydaki norm

e JEAL
171, = SUp
x>0 1 + X

,seklinde tanimlanir.
Bu bolimde verilen teoremlerde operatorlerin yakinsaklik 6zellikleri ince-
lenirken [6] de kullanilan ve A(f;.) ile gosterilen agirlikh streklilik modill kullanila-

cak olup

Lf(x + k) — f(X)
A(f;6)= su N
i) ihT@6,X2F[)0,oo) (1+k2)(1+x2) herfeC [0, ) igin

,seklinde tanimlanmaktadir.
14



A(f;6) sureklilik modili fonksiyonu asa™idakg lemmada verilen ozellikleri

saglar.

Lemma 3.1 f € C;[0, o) olsun. Bu taktirde

(i) A(f;6)fonksiyonu 6 > 0 icin 6 monoton artan bir fonksiyonudur.

(i) lim A(f;6) = 0 dsr.

6— o0

(iii) her A>0igin

A(f;N6) < 2(1 +N(1 + 6% A(f; 6) (3.1)
esitsizligi saglansr [6] .

|'leride verilecek teorem ve lemmalarin ispatlarinda kolaylik olmasi bakimin-

dan kullanilacak bazi notasyonlar agagidaki gibi tanimlanabilir.

Her i € A& ve x € [0, ) icin ej(x) = X olsun. 5: D — R, C [0, o) un
C, [0, o) ve altinci dereceye kadar olan polinomlarini iceren D alt kiimesi lizerinde
tanimlanan lineer pozitif bir fonksiyonel olsun, dyleki 5(eo) = 1,b" := 5(e;) ve

W =5(—bley),ick 0<i<6

ile gosterilsin. Bu durumda pb =1, = 0 ve pb = 5(ey) — (b")? = 0 olur.

Boylece (3.1) esitsizligi ve A = Y= kullanilmasiyla, 6 > 0,i¢in

A(f;ly—x]) = sup lf(x +y —x) — f(x)|
x2[0,09),y—xi@s (1 + (y —x)°)(1 + x2)

= sup £(y) — f(x)]
«2[0,0),iy—xi@s (1 + (y — x)*)(1 + x2)

oldugu g6z 6nlne alinarak
15



1f(y) — f(X)I
(1+(y —x)*)(1 +x3)

fy) fx) = QX)) 1+ —x)?

IA

(1+x%) 1+ (y—x)? sup lf(y) — f(X)I
x2[0,00),ty—xi@6 (1 + (y — X)Z)(l + x2)

(L+X°) L4y —x) A(f;ly—x)

IA

21+ﬂ§ﬂ-u+ﬁu+ﬂ1+@—@2uﬂm

< 41+ 62(1 + A)A(; ), y —x| <8,
> 41+ 6D+ XAA(f; 6)Y% |y — x| > 6.

elde edilir. Bdylece

41
If(y) — f()| < 4 1+62 2 1+x2 A(f;6) 1+Lg)i _

yazilabilir.
Burada 6 < 1 olarak secilirse her f € Cx[[0, ),x,y € [0,0) ve 0 <6 <1
icin
1
) — 100 < 16 1+ A(1i6) 1+ B 62)

olarak bulunur.
f fonksiyonu ile 5 fonkiyonelinin farklarini igeren bir Lemma asagidaki sek-

ilde verilebilir.

Lemma 3.2 f €C;[0,00), f ¥ e C;y[0,00) ve 0 <6 <1 olsun. Bu durumda

) . 1. ) 5 i ur
. _ Ty = T_ 7 T ) -
5(/)—f(b) < oy b" -yl +8 1+ b A(f ;6) “%+63

esitsizligi saglansr.
16



Ispat. t € [0,0), f € C3[0,00) ve f U € C5[0, ) olsun.  f(x) fonksiyonunun

ikinci basamaktan turevini iceren

(x _x)°

f(x)=f (xo) + (x —xo0) f ! (xo0) + _Z—!Of ¥ (x0) + Rz (f; xo)
Taylor formalindn kullaniimasiyla

FO—7 b =0 b b+ 30T b Te R,

ifadesi yazilabilir. Burada

.
Ro(f;t) := t—2b fI()—fup'

dir.

t< <b', 5(ep)=1veb5(e)) =b" olduklan géz éniine alinirsa

5(f)—f b" 5 (eo)

1
= fi b 5(e)—b'5(e0) +3f4 b" 5 e —b'ed +5(Rf;.).
2
1
= 5f v b' W +5(Rz(f;.). (3.3)
olur.
Simdi 5 (R; (f;.)) ifadesini hesaplayahm. (3.2) esitsizlig  ~inden
) t—b' 3
fu()—fu b -<16 1+ b ° A(f5;6) 1+ g —
yazilabilir. Bu ifade 5 (Rz (f;.)) de yerine yazilirsa
2 T, e
5(R.(f; ) =8 1+ b " arue Nt
olur. (3.3) esitligi kullanilarak

. " l.. 1 bT.- T T 2 T, T ﬁ

5(N— 1) <P 0T +8 1+ T A(Te) W (34)
,seklinde teoremde iddia edilen e sitsizlik elde edilir. =
operatorleri

Yukarida ki sonucglar goz onune alinarak herhangi iki U ve V

icin polinom agirlikh uzaylarda bazi sonuglar verilebilr.
17



K negatif olmayan tam sayilarin kiimesi ve px : [0, ) — [0, ), h € K

fonksiyon ailesi olsun. U, V : D — B; [0, o) olmak lzere U (f; x) ve V (f; x) lineer
pozitif operatorleri

b3 b3
U(fix)= Sk(f)pc(x) veV (f;x) = Gk (f)pk(x) (3.5)
k2K k2K

,seklinde tanimlansin. Ayrica 5¢, Gk : D — R lineer pozitif fonksyonelleri icin

5« (e0) = 1 ve Gk (e9) = 1 olsun. Buna gore agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1 f € C;[0,00),f ¥ € C5[0, c0) olsun. Bu durumda

U=V)(E < 3 102 B0 + 8A(f; 6,) (L + BO)
+16A (f; 62) (r(x) + 1)

esitsizligi saglanir. Burada

> n 2 2 0
Bx)= p(x) 1+ b™m < ph+ 14 bS ° Cn
k 2 2

k2K

>
r(x) =~ pe(x) 1+ b™? |
k2K

u@h + 1+ th Hs

61 = Zpk(x)n o , GO

k2K

62()() = > px (X) 1+ bTh 2 bTh _ th 4

k2K
olup, 61 < 1 ve 6; < 1 olarak alinmaktadir.

18



ispat. Lemma 3.2 g6z 6nline alinarak benzer iglemler yapilirsa

19



M

pc (X) -5(f) — f(b™)-

k2K
=1 .
< . h . h
< 2, P0)-Bb 2 |
+8A(f ";6)k2Kp(x) 1+ b™ , r ne
2 67
1
= 2
zlll Foull, pe(X)1+ b™ T o™y
k2K
oy = 1,02 T L!lgh
+8A(f ;61) pk(x) 1+ b W+ 5
k2K 1
olarak elde edilir. Benzer du stnce ile
= G
p (x) -G(f) — f(b™")-
k2K
=1 .
< g 0 h
< 2 PR () FE b 3
1
+8A(f";6)k2Kp (x) 1+ b% G . S
"+ 64
1
=
< 2l||fU||z p(x) 1+ b * o,
k2K
1
rr Z | h
FBA(8) T P L+ b D S B
k2K 1
olarak bulunur. (3.2) esitsizliginin kullaniimasiyla
>
pk(x).f bTh _f th .
k2K
= p(x) 1+ b" 1+ bTh#th
2

< 164 (f;62)

k2K

olarak bulunur. Boéylece U ve V operatérlerinin farki igin

(U —V)(f; X
>
< 15 (f) — Gk ()] pk (X)
EZK
< pe(X) 5k(f)—f b -+ -Ge(f)—f bS -+-f b

k2K

20
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ifadesi yazilabilir. Bu ifade de yukarida elde edilen e sitlikler kullanilarak

(U = V) (f; %)

1 > n 5 5 (o)

< 5Ufk pe) 1+ b™° plh+ 1+ b % po
k2K 3

+8A(f"6) p (x) 1+ b™ 7 pr+ 14 b2 S

k2K 1
14+ b™ % wh+ 14 bG 2 pSrs
+ - I
1 bTh . th 4
> 63
+16A (f62) " p(x) 1+ b™° 1+ 2
k2K
esitsizligi elde edilir. Burada da
2
6*= p (x) 1+ b™m? un4 14 pS 2 G
1 k 6 6
k2K
ve
v
6= k)1+ b2 ph—p *

k2K
olarak segilirse istenilen sonug elde edilir.

Teorem 3.1 in 6zel bir sonucu olarak agagidaki teorem yazilabilir. =

Teorem 3.2 f € C3[0,00), f ¥ € C5[0, ) olsun. Eger her h igin b™» = p® =

by esitligi saglansyorsa, bu durumda

U =V)i0 L oy B+ BA(6 ) (1 +B0)
= 2

3

N =

esitsizligi saglansr. Burada

> n o
BO) = p() 1+ (b)’ W+
k2K
ve

1
=3
>
63 (x) = P (x) 1+ (0K pg" + pg
k2K
olup 65(x) < 1 olarak kabul edilmektedir.
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Ispat. Teorem 3.1 ispatindaki yol izlenip, b’ = b® = by olurarak alinirsa

=
P () 15 () — (00
k2K
Zl .
=2 P00 [P0 Y
= .
+8AGTI6) L () L0+

IA

>
1 o, = pe(x) 1+ (bx )*
2 k2K

= !Th
+8A(f";61) " pk(x) 1+bM(b)? W+ %
k2K 1

olur. Benzer di stinceyle

>
Pk (x) |G(f) — f(b))l
k2K
=1 .
= 2 i P 100 1
rr Z !Gh
+8A(Ti6) P00 L0 WG

>
< Lipn, T 1+ mo? e
2 k2K

PN Gh L HE"
+8A(F;61)  p(x) 1+ () ph+ 5
k2K

olarak bulunur.

>
pk (X) [f(bk) — f(bk)| =0

k2K

oldugundan
>
(U —=V)(f;x)| < 15 (f) — Gk () px (x)
< pk (x) (I5¢ (f) — f(b)| + |Gk (f) — f(bw)!}
k2K
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olur. Bu ifade icin de yukarida elde edilen sonuglar kullanilirsa

= n o

k2K
s 2 2 o1 %G

+8A(f 163 Pc(X) 1+ (bk)” p"+p™
r E “Th + uGh
6" 6

+8A(f ;63) K (x) 1+(b)> °
elde edilir.

>
600 = k() 1+ (b K" +ugr
k2K
olarak secilirse istenilen elde edilir. =

3.0.4. K—Fonksiyoneliile kestirim

Tezin bu kisiminda U ve V operatérleri arasindaki farkin bir kestirimini R.A. DeVore

ve G.G. Lorentz in "Constructive Approximation” isimli kitaplarinda yer verdikleri

K—fonksiyoneli yardimiyla verecegiz [10] . S6zu edilen K—fonksiyoneli

Ko (f;A) = inf If —gll +Algil: g € wz}(x >0), (3.6)

,seklinde tanimlanmakta olup, burada

W2:=(g:9,¢,¢ € Cg[0, o)}

dir. Ayrica bilinmektedir ki ikinci basamaktan stireklilik modiill ile Peetré K—fonksiyoneli
arasinda agagidaki iligki vardir.

Ka(fiN) = Cowz f; A,

burada Cq bir sabit ve

J
wy f; A = sup sup |[f(x+2k)—2f (x+Kk)+ f (x)
0@h<*A 0=x@c
f € Cg [0, ) nin ikinci dizgln sireklilik modaltdar.

imdi C ul edelim ve agagidaki Lemmay! verelim.
Si di W2 c D kabul edeli gidaki L li
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Lemma 3.3 f € DN Cg[0, ) olsun. Bu durumda

1
5(f)— f(b) = K2 fi g

esitsizligi saglansr.
Ispat. g € w? fonksiyonunun Taylor acihmi ve Lemma 3.2 nin kullaniimasiyla

2 (3.7)

gl)—g b’ —g b t—b' -szlllgﬂll t—b'

esitsizligi yazilabilir. Bu egitsizligin her tarafina 5 fonksiyonel uygulanirsa
) - 1 ¢l5 e —p'?

5(g—g b' 5()—¢g b 5(e)—b'5(e
0 1 0 52" 1

olur. 5 (e;) = b" oldugundan
1
5(g)—g b - =< 7 ligull pd .

olarak elde edilir.
Simdi f e DNCg [0, ) ve g € W2 olsun. 5 (o) = 1 oldugu ve norm tanimi

kullanilarak
5(f)—5(g)l + 5(g)—g b" +gb —f b

IA

5(f)—f bT

IA

21f — gl + % gl T
esitsizligi yazilabilir. Eger g € W? (izerinde infimum alinirsa ispat tamlanmig olur

u
Simdi K— fonksiyonelini iceren agagidaki Teorem verilebilir.

Teorem 3.3 f eDnNCg[0,o) ve f!eDnNCg[0, ) olsun. Bu durumda

(U=V)(Fx)l <4k FighO) +If slu(x),

esitsizligi saglansr. Burada

=
Pk (x) -b™h — bCn.

>
p(x) pr+pu% vep(x)=
k2K

k2K
23
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dsr.

Ispat. Teorem 3.1 in ispatinda kullanilan metod yardimiyla

(U —V)(f; %)
>

< 15 (f) — Gk (Nl px (x)
@K

() Bc()—f BT -+ G(f)—f b -+f BT —f bS]
k2K

esitsizsigi yazilabilir. Ayrica norm tanimi yardimiyla

+f b —f bSh- <lful b —pC-

esitsizligide yazilabilir. Lemma 3.3 kullanilirsa

2 1 1
U=Vl = 2 pr0) Ko fi" +Ke g "
k

+  p O lIful b — pCn.,
k2K

olur. (3.6) Esitliginin kullanmasiyla, sabit bir g € w? icin, yukaridaki egitsizlik

(U—=V)(Fix)l < 4lf —gl o ()4 lgll p (x) ™+ p™
k2K k2K

+ pe () IPl b — bCr.
k2K

41f — gl +2l lgully (x) + 20l p(x)
,seklinde yazilabilir. g € W? {izerinden infimum alinirsa, ispat tamlanmi s olur. ®

Teorem 3.3'Un bir sonucu olarak agagidaki Teorem verilebilir.

Teorem 3.4 fe DNCg[0,o) ve f) e DnCg[0, ) olsun. E"ger her h igin
b'h = b®h = by esitligi saglansyorsa, bu durumda

1
(U—=V)(fix)| <4k figy ()
esitsizligi saglansr. Burada
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b3
y(x) = pk(x) plr+psh
k2K
dsr.

Ispat. b™ = b® = b, olarak alip, Teorem 3.3 ispatinda yapilan ispata benzer

i,slemler yapilrsa

(U —=V)(f; X
>
15k (f) — G ()1 pr ()

IA

<«
< pk (X) (15« (f) — f (o)l + [Gk (f) — f ()| + [f (b)) — f (b))}

k2K

yazilabilir.
f b —f b . =0
oldugundan, Lemma 3.3 geregincede

z 1 1
U—=V)(F0l <2 p() Ko fim" +Ke fip”

k2K

olur. (3.6) esitliginin kullanmasiyla, sabit bir g € w? icin, yukaridaki esitsizlik

> 1 >
(U—=V)(F)l < 4lf —gl o ()% lIgl g (x) ' +p
k2K k2K

= 4lIf —gl+Z gy (x)

olur. g € W? {izerinden infimum alinirsa ve ispat tamlanmi,s olur. ®

3.0.5. Chebyshev fonksiyoneli igin Operatdrlerin Farklari

f, g € C;[0, =) iki fonksiyon ve U, V (3.5) e,sitliklerinde tanimlanan iki operator

olsun. Ayrica fg € C,[0, o) olsun. U operatoriiniin Chebyshev fonksiyoneli

DY (f,9;x) = U (fg;x) — U (f; x) U (g; x) (3.8)

,seklinde tanimlansin.
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Bu kisimda iki fonksiyon operatérintn ¢arpimi ve iki fonksiyonun ¢arpim-
laninin operatorleri arasindaki fark icin bir kestirim verilecektir. [21] numarali refer-
ansta discrete lineer pozitif operator dizilerinin genel bir dizisi i¢cin Chebyshev-Griiss

tipi bir agitlim verilmigtir. Simdi asa”1dakg teoremi verelim.

Teorem 3.5 f,g,fg € Ca[0,00), fU,g¥ € C5[0, ) ve (fg) € C4[0, 00). olsun.

E'gerb™=b%=b,, U(1 + ez x) <M(1+x>)veV(l+eyx)<M(1+x% ifadeleri
saglansyorsa, bu durumda

DY (f,g;x)—DY (f,g;x)- < (fop 2 No(x)+8A (fgp;6: 1+2N%(x)

+M 1+ x% lIFlI 2(ligh ,A% (x)
+84A (g 61) (1 + 20% (x)))

+M 1+ x° ||g||2 ||f||27\f (x)
+8A (f561) 1+ 2V (x)
burada

1
L
>
61 (x) = p(x) 1+ (b)® gt + S
k2K
ve

o

P 12 AR
N =5 plx) 1+ (0" uF +ps
k2K

olup, A9 de benzer sekilde tansmlanmaktadsr.

Ispat. (3.8) esitligi goz 6niine alinrsa

D" (f,g;x) — D" (f,9; %)

U(fgix) =U (Fix)U(g;x) =V (fgix) =V (fix)V (g; x)
U (fg;x) —U (f;x)U (g x)+ U (f;x)V (g;x)

—U i)V (gx)—V (fgix) =V (fix)V (g;x)

U (fgix) =V (fg;x) — U (f;x) (U (g;x) =V (g; x))

=V (@;x) (U (fix) =V (f;x))
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ifadesi yazilabilir. Bu ifadenin her tarafinin mutlak degeri alinirsa

'DU (f’glx)_ DV (f’glx)
< [U(fg;x)—V (fg;x)| + [U (f;x)I [(U (g;x) —V (g; x))I
+ [V (g; ) (U (f; x) =V (f; )

esitsizligi elde edilir. Teoremlerin ispatinda izlenen yol izlenir ve Teorem 3.2 de elde

edilen sonuglar kulanilirsa istenilen elde edilir.m

3.0.6. Uygulamalar

Yukarida verilen teoremlere bir uygulama olarak;

[¢9)

S\ (fix)=" f E Snk (x), x € [0, o)
k=0

olarak tanimlanan Szasz-Mirakyan ve

> o0 Je
D,(fix)=n " s, (x) f(t)snk(t)dt
k=0 0

Szasz-Mirakyan-Durrmeyer operatorlerinin dizileri incelenebilir. Burada

k
Snk (X) = e_”x(n:!)
dir. Eger
h I
5c(f)i=f 0 G(f)i=n f skt

ile gosterilirse, operatorler;

Sn (fix) =" 5c(f)snk(x), x € [0, )
k=0
ve

D (fix) =" Gk (f)snk(x), x € [0, )
k=0
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,seklinde yazilabilir.
Eger yukandaki operatérler icin Teorem 3.1 uygulanirsa, agagadaki teorem

verilebilir.

Teorem 3.6 f € C;[0,0), f ¥ € C5[0,00) ve x >0 olsun. Bu durumda, her

n>1igin
6t : = %n83n5x5 +71n%* + 3n° +47n° x° + 44n* + 1064n° x°
+123n® + 651n x +53n*+53 ,
6; <1ve
6£}(X) = X_(nx—-lr-]sl)ﬂ < 1,
olmak uzere

1
(80— Uil = P B () + BA (46, () (1 + B ()

x(nx+1)+n
n

+164 (f; 62 (X))
esitsizligi saglanir. Burada

n3x3 + 6n%% + n’x + 7nx + n?
n4

B(Xx)=

dir.

Ispat. Yukaridaki tanimlamalar ve esitsizlikler kullanilarak

pTh=5 (e)=", b =G (e)="""
k 1 n k 1 n
ve
+
W =5, e, bhey 2=0, uS" =Gy e, bSre, 2= h—nzl
6 _ 5(h+1)(h(3h +32) + 53)

Gh . _ Gh
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Boylece

> : T, 2 T G, 2 GO
B(x) : = s (x) 1+ b"™" phr+ 14+ b> " ph
n,k 2 2
k=0 1
= h+1 > h+1

n3x3 + 6n%% + n’x + 7nx + n®

n# ’

=

sk (x) 1+ bTh 2

§" (%)

B+ 14 s ? 1
I(go3n5x5 +71n%* + 3n° +479n° X3+ 44n* + 1064n> X°
= 2ns8
+ 123n° + 651n x + 53n% + 53

ve

“oo
-

6'(x) = 7 sokp1+ b2 pTh—pS !
k=0
x(nx+1)+n

n°

olarak elde edilir. Bu da teoremde iddia edilendir. =
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4, 1KI DEGISKENLI LINEER OPERATORLER

Bu boélimde onceki bolimde verilen tek degiskenli operatorler icin verilen
sonuglari iki degiskenli operatérler igin elde etmeye caligacagiz. Oncelikle bir énceki
bélimde yapilan bazi tanimlamalar iki degiskenli fonksiyonlar icin yapacagiz. Sonra
ihtiya¢ duyulan bazi sonuglari elde edecegiz, daha sonra da bazi teoremler verecegiz.

Son olarak da bir uygulama verecegiz.

Q :=[0, o) X [0, o) olsun. C(Q), Q kiimesi lzerinde tanimli, reel degerli
ve strekli iki degiskenli fonksiyonlarin uzayi olsun. p = p(x,y) = (1 + x> +y?)
ve M; sadece f ye bagh bir sabit olmak lzere B, (Q), Q Uzerinde |f (x,y)l <
Mgp (x,y) 6zelligini saglayan fonksiyonlarin kimesi ve C, (Q), Bp(Q) deki strekli

fonksiyonlarin alt uzayi olsun. J lim %%(‘f}; limitinin var ve sonlu oldugu kapali
X2+yzaoo
kimeyi CJ (Q) ile gésterelim dyleki C; (Q) c C, (Q) dir.
Bp (Q) lineer uzayindaki norm
f(x.y)
Ifl, = Sup (4.1)
(x,y)ZD p (X’ y)
seklinde tanimlanir. Yine burada iki degiskenli agirlikh sareklilik modala kullanila-

cak olup, bu fonksiyon

_ ki, y + ko) — f (x,y)
A, (1,61,6) = sup f(x+ki.y £ko L feCr(Q (4.2
P )2Dihies. mies, (12 +Y) (1 +K{ +K3) feC(@ (42)

,seklinde tanimlanir [s] .

Simdi agagidaki lemma verilebilir.
Lemma 4.1 f € CJ(Q) olsun. Bu taktirde
i) lim A, (f,61,65) = 0 dr.

k(61,62)k— o0

i) HerbirA; >0, A; >0, 6;>0and6;>0igin

A, (f, A61, A262) < 4(1+ M) (1 +Ay) A (f, 61, 62)
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esitsizligi saglanir.
Simdi asagidaki notasyonlar1 tanimlayalim.

i,j € Aicin, e (x,y) = xy{, (x,y) € Qolsun. 5: E (Q) — R Q alt uzayda

tanimli lineer ve pozitif bir fonksiyonel olsun, C, (Q) € Q olup,
1:Q-R, 1(xy)=1, (x,y) €Q (4.3)

sabit fonksiyon 5 (1) = 1 ve

eI =5 (e1,0) , GZ =5 (eo,1), (4.4)

Wii=5 eo—0ol1' eon—01" ;ijek (4.5)
olarak tanimlayalim. Bu durumda

2

Mo = 0, Mo =5(eL0)?— of >0 (4.6)

0, Mo, =5(e01)2— 8% °>0.

-
Ho,1

e, sitlikleri elde edilir.

Lemma 4.2 (x,y)€Q, f € CJ(Q) ve 0 <61,6, <1 igin

syt
f(t,s)— f(xy) < 256p(x,Yy) 1+(t—fo)_ 1+ 1 A, (f, 61, 67)

esitsizligi saglansr.

Ispat. (4.2) esitliginden faydalanarak A; = 5% Ve Az = 5= igin

If (t,s)—f(xy) < 4p(x,y)Ap(f,61,62) 1+th—1XL 1+ 5

X 1+(t—x)? 1+(s—y)

< 16p(x,y) 1+6> 1+6> Ay(f,61,6); t—x| < 61,/s—y| <6,

16p(x,y) 1+6, 1+6, Ap(f,61,62) ¢ g
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(t—x)* (s—y)" |
I

It—x| >64,[s—y|]>6;



elde edilir. Boylece

1f (ts)—F (%)l . ¢ v I
4 " t )
< 16p(x,y) 1+65 1+65 1+§t_T4X)— 1+—_64y— A, (f,61,6)
1

B 2
saglanir.
Edger 0 <6; <1, 0 <6, <1 olarak segilirs:la her f € C} (Q)l, (x,y) € Q igin

(t— x)* (s—y)*
B S
Fs)—fyl<286p(xy) 1+ 5 1+ 4 4 (16,6).

olarak bulunur. =

Bu durumda

}
S5(f)—f of 6] - <M ol,08 plo+2ui,+ 1o,

esitsizligi saglansr. Burada

n (0]

Msi=SUD  iflly , Ifsylly , Ifyyll,
(x,¥)2D

dir.

Ispat. f € Cp(Q), fxx fxysfyy € C4(Q), (t,s) € Qolsun. I'spat igin f (x,y)

fonksiyonunun Taylor formulini kullanalim

f(t,S)_f qT!@T

2
h 9,80 t—@'
= fx 6,8] t—6f + fy 6,0 s—6 "'2 fxx 1 2 1

0
+2fy 05,05 t—0h s—0% +fy 01,05 s—6 ° +Ra(f;ts)
burada 0< <1ligin t—0} =k;, s—05 =k, olmak lizere

RZ (fl t1 S)

n
=2!l f O+ ki, + ke t—6 ‘+2fxy o + k1,80 t—o6 s—¢f
+f, 8T+ k00 + k, s—o8,°—f 6.6, t—eo]°
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(0]
— 2 00,07 t—8"1 s—0 —fy 05,05 s—05 >
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olup 5 (1) = 1 ve (4.4) kullanmasiyla

5(f)—f 65,685 5(1)
= fx 01,8 5(e,0)—0/5(1) —fy, 6{,8] 5(e01)—85(1)
1 T T T T T T T T T}
+ fXX e ’92 IJ2,0+ Zf Xy el’ez u1,1+fyy e1’ez uO,Z

+R, (f;1,8). (4.7)

olur.

2 2
Ix 81,85 ) < Ifl 1+ 9 "+ @

< M 1+ & 2+ &F 2

T QT T 2 T 2
5 8.6 ) =< lf, ||p 1+ 6, + 6,
< M 1+ 6+ &7

T QT T 2 T 2
4 9.8 ) =< If, ||p 1+ 6, + 6,

< M 1+ & 2+ &2

e sitsizlikleri kullanilirsa ve

2411 < o + Mo
(4.7) esitsizliginden

2 2
S5(f)—f o, - < My 1+ 6 "+ 6
§
X H{o+2u11+ua2 +5(Ra(f;t,8). (4.8)

olur.
Simdi 5 (R (f;t,s))icin bir st sinir bulahm. Lemma 4.2 den kolaylikla

“fxx eI"‘ k1,9.5+ k> _fX)i 6{,65 .

4° 741
< 256p GT, 9;— 14 —t?{aL 1+ 632 s Ap (fxx, 61, 62) (49)
]

fry B+ k1,05 —fy 6f, 67 -
< 256p WGM-

6/,6; 1+ B,
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Ay (fxy, 61,62)

(4.10)
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ve

: 1
< 256p e, 5 < Ap(fyy61,62) (4.11)

T T
8;,,6, 1+ 4 o 3
ve e sitsizliklerini yazabiliriz. Boylece (4.9), (4.10) ve (4.11) den

5 (R (fit.5)) ¢ ! !

256 1 T T2 t—o" * s—o "
< — _— -
- 6 1 6 2

)P 6.6 U B 1ty 4 A (e 61,6)
t—Q" *
+2 t—0] s—6] 1+t A, (fy!6,,6 )
' ‘t—o" * 6] s—pe‘(fw t &)
2
T2 64 64
+s—0 1 2 A ,61,6
ve L |+~ — p (fyy, 61, 62)
5 (R: (f;t,5)) X .
—g™ ¥ _aT%n
3 256 1 T t—6 s ? T2
- 2 p 6,6 1+ 6 1+ 6 t—9 61 6
1’ - A ) )
¥ t1—8 + s—6' ' A (f 6,6)° L Ap (fioo 61,62
1 2 P xy 1 2

+ S—eTZZA p(fyy’61’62)

elde edilir. boylece (4.8) den ispat tamamlanir. =

4.0.7. Iki De"iskenli Lineer Pozitif Operatérlerin Farklari

Simdi agirlikli uzaylarada iki degigkenli operatérlerin farklari ile ilgili bir Teorem

verelim.

9 negatif olmayan tam sayilarin kimesi h,I € 9 ve px, € C,(Q), pk, =
0, zk,mg Pk = 1, pk, : [0,00) — [0, 00), &zellikleri saglayan bir fonksiyon ailesi
olsun. Ayrica 5¢,, Gk, : Q — R, 5, (1) = 1, G, (1) = 1, esitliklerini saglayan
lineer pozitif fonksiyonel ailesi olsun. S$imdi U ve V operatérlerini U,V : Q —

Bp (Q) olmak lzere
> >
Uixy)= Ski(HDpki(xy) .V ixy)= G(f)pxi(xy)
k,129 k,129
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,seklinde tanimlayalim.

Buna goére agagidaki Teoremler verilebilir.

Teorem 4.1 f € Cp(Q), (fxx, fxy, fyy} € C; (Q) olsun. Bu durumda

>3 eTh,I eTh,I
|(U—V)(f;x,y)|s61+62+28Ap(f,63,64) 1+ p I(X,y)|o :

K, 1 2
k,I2H
esitsizligi saglansr. Burada
= h i
6=M;  pii(xy) P §".8™ g +2uy +
k,I2H
> h i
6 =M pu(xy) p GTLET 2T
k,I12H
64 = p (X, y)p eTh,I’ eTh,I eTh,I _eGh,l 4
3 K,| 1 2 1 1
k,I2H
ve >
6* = P (x,y)p GT“", GT“" GT“" _eGh,I
4 Kk, 1 2 2 2
k,I2H
dsr.

Ispat. U ve V operatérlerinin farki alinirsa

>
U —=V)(fixy) 5,1 (f) p,1 (X, y) — Gi,1 () Pk, (X, y)

k,I2H

= oy Lk () = G (] P (xy)
S n

— 5k (f) — Gkl (f) . f eTh,I, eZTh,l + f GI“", e'lém
k,I12H

e 4 f e pe (0Y)

esitligi yazabilir. Bu esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alindiktan sonra tggen
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esitsizligi uygulanirsa

n
U —=Vv)(fixyl = . 5 (H—G ()—f o™ e™ +f g™ g™
'k,I2H k,l k,I 1 2 1 2
K, | .
—f ele e%m +f ebm e&hl p (X’ Y) . ef;
> Kl n kl k,I(f)_f gh,l, h,l .
= T ) 5 (- ™6™ 4G

k,12H
(0]

+ ]c QTh,I’ e;'m o f QGh", eth" .

olur. Lemma 4.3, (4.4), (4.5), ve (4.6) e sitlikleri kullanmasiyla
n o
5()—f @™ @™ .<Mp ".8™ g+ 2wl +wy
ve

>
Pk (% Y) Ski(f)—f a™ @ .

k,12H

= Kl h Thi ATh, hl+2 Th|+ Th,i
< Mry p xy) p q @ Ko Hi” TH,

elde edilir. Benzer dif-$tince ile
pk/! (X, Y)-Gk,l (_f) — f @Gh,l, &Gm
K,I2H

f = kKl n 2 2 00
< Mxip (xy) p GG“',GG“" pG“'+2u %

f 91h| eThI —f elGh,I eth,| .

< T 667" 4,(1.6354) :
eTh,I eGh [ GT“" eGh,I 4
X@1+ ' 41 @1+ 2 42
63 6.
> 4
Thl eGhI
S Tht AT 1
<2 e"e"™ +p 6o )
A (£.6,6) p " o )
» 3
Thi aTh,
P 0 ,9 e'zrh,l_eth,l 4
1 2 54
4

T Gn, n&nt 4o

Thi alh, h,l h,1 Th, ,
+ p 61 y ez _ej_?re—gy el 64\, =
4

3




olur.

>
pki(x,y).f 61", 8 —f e e |
k,I2H (

z T T
< 2 A (f,6,6) p (xypo6"e™
p 3 4 k,l 1 2

k,I2H 4
eTm| eGml
> eTh,I eTh,I
+ p (xy)p 1 1
K,I2H
k| 1 2 4
! eTm|
> Thi ATh, 3"G'“,' 4
e",em S)
+ p ’
(x,y)p 2§ 2
k,I2H
K,I 12 4
eTm
4
4
> eTh,I eTh,I 6 eGh" eTh"
+ p ;
(x,y)p 1 1 2
k,! 12 4
3
Kl 4 2
/12H k,I2H
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kil 1 2

= 28Ap (f, 63, 64) (A1 + Ay + Az + A4}

yazabiliriz. Eger

6% =

|
©

41

1,1

0,2



(x vip @™ g

T
e h,l

42

eGh,I 4



k,I2H

k,I2H
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=

6'=""p (xy)p 8™™ o™ o
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k,I 1 2 2,0 1,1 0,2

49

olarak segilirse ve elde edilen ifadeler yerlerine yazilirsa ispat tamamlanir.









g™ g™ = g% g% = (g ,0 ) esitligi saglansyorsa, bu durumda
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dir.

ispat. Teoremin ispati onceki teoreme benzer sekilde yapilacaktir.

>
(U —=V)(fixy) 51,1 (f) P, (X, y) — G, () Pk, (X, y)

k. 12H k,I2H

= [5k,1 (f) — Gk, ()] Pk, (x,y)
g

= Gk, (f) — Gk (f) — f (81,82) + f (81, 82)
k,I2H

—f (81, 682) + f (81, 82)} pi,1 (X, y)

esitligi yazabilir. Bu egitligin her iki tarafinin mutlak degeri alindiktan sonra t¢gen

esitsizligi uygulanirsa

>
Ok, (f) — G, (f) — f (81,62) + f (81, 62)

(U =V)(fixy)l

‘K I2H
—f (61, 02) + f (81, 62)} p,1 (X, Y)I
>

< Pk, (X, Y) (15K, (f) — f (61, 82)| + |Gk, (f) — f (61, 62)]
K,I12H

+[f (81,82) — f (81, 62)l[}

olur. Lemma 4.3 ve (4.4), (4.5), (4.6) e sitliklerinin kullaniimasiyla

n o)
5(f) — f (01,62)] < MsP(81.6) W' +2u7 +
ve
2
Pk, (X, Y) 15k, () — f (81, 82)]
k,I2H
= 3}
< My P, (X, ¥) P(01,02) o+ 2H 1 + Hopo
k,I2H
olur. Benzer du,suinceyle
=
Pl () Gy () — f (84,62)
> n 00
< Mr pel(xy) p(6,@) uG“'+2uG“' Tyl
k,12H

Th,1

olarak bulunur. 83"} 05" 85" = (040 gere“incg

f (61,62) — f (61,8,)] = 0

olup istenilen sonug elde edilir. =
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4.0.8. Operaroérlerin Farkinin K—Fonksiyoneli Yardimi ile kestirimi

CB(Q) = feCB(Q);f@'q)ecB(Q),lSp,qsz}

Bunun igin 6nce bazi tanimlamalar yapalim.
Ci(Q) = feC(Q; fPYecCs(Q),1<p,q= ? olsun, burada f ®9,
f nin x ve y ye gore (p, q) yinci mertebeden kismi tlrevlerini géstermektedir. Bu
kime Uzerindeki norm

flcr o = Ifllco +  “por o
B( ) B( ) o1 6X| CB(D) - 6y| CB(-D)

,seklinde tanimlanmaktadir. f € Cg(Q) fonksiyonunun Peetré K—fonksiyoneli
asagidaki gibi tanimlanir

n o
K(f;6) = gzlcr%{D) If — gllcyey + 6 lgllcym).6 >0 .
Yine her 6 > 0 icin ikinci mertebeden sureklilik moduli ile Peetré

K—fonksiyoneli arasinda
n va 0
K(f;6)<Co w, f; 6 +min(L,6)lflcp - (4.12)
ili,skisi vardir( [7] ve [8]) .

Simdi agagidaki Lemma verilebilir.

Lemma 4.4 f € QN Cg(Q) olsun. Bu durumda

S5(f)—f o, 8 - < 2K (f; M)

esitsizligi saglansr.

Ispat- g(x,y) € C&(Q) ve (t,s) € Q olsun. Iki degiskenli fonksiyonlar icin Faylor

formultnin kullansimassyla

6g (x,y) 6g (x, y)
gts)—gxy) = —g (=X + —— (=)
[t 6%g (u, y) [ s 629 (x, V)



olur, buradan da

5(g)—g 67,8 5(1)

0 6.6 (i) —A5() +ogy B0 5 (o)~ S (1)
Jt 62 s 2
g(uy) .. 6%g (X, V) .. .
5 - (t—u) T.du,x,y +5 - (s —v) Tdv_,x,y

IA

1N 5(e10) — @5 (1) + gyl e, oy 5(eo'l) — 65 (1) 20.

2 ”gXX”CB(‘D)
yazslabilir. 5 (1) = 1,(4.h), (4.4),ve (4.5) esitlikleri geregince

1 n (0]
5(9)—g 6of,6] - <5 lgulicee, o + lgelicee, K2

olur. Simdi, f (x,y) € Cs(Q) ve (t,s) € Q olsun,bu durumda

5 (fix,y)—f 6,8 5(1)-
= 5(f—g+gxy)—f §.8 5(1)+g 6/,6) 5(1)—g 6,8 5(1)
= 5(f—g;xy)+5(gxy)—g 6,8 5(1)

—f ol,8] 5(1)+g 61,85 5(1)

< BEFE—gxyl+5@xy)—g 8,8 5(1)
+-f0,8" 5(1)—g 07,8 5(1)
XX 2,0 XX 0,2
< 201f —dIl 2 o
f—d 1N 2 W +lg | pr

Ce(D) Ce(D)

g 8.8 - < M, 1+ of “+ o °

elde edilir. Ayrsea +; g |

¥ o < M 1+ 6" T4 &F°

esitsizlikleri saglansr, buradan
o
L
5(g)—g 6,83 - < 5 ligxlicyp) p{o+||gyy||cB(D) T

A

IA

AT |Ig||c|23(D) ,
yazslabilir. Burada

A =My 1+ 6] °+ 6] ° o+, >0
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dsr. Yukarsdaki ifadenin sag tarafsnda g € C& (D) (izerinde in mum alsnsrsa

S5(fix,y)—f 07,87 - < 2lf —qgl +Arligh
12 Cs(D) Ce(D)
< inf  2lf —gl + gl
g2C3 (D) Ce® 2 Co(®)
= 2K (f; M)

istenilen sonug elde edilir. =

Simdi asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.3 f € DnCg (Q) fonksiyonunun birinci basamaktan biitiin kssmi tlirev-

leri de Cg (Q) kiimesine ait olsun. Bu taktirde
1
(U—=V)(fixy)l <4k [.gy(xy) +Mulxy)

esitsizligi saglansr. Burada

n 0]
M/ = max llfxllcge) . Ifyllcyey

>
y (X: Y) = Pk, (X, Y) }\Th,l + )\Gh,l )

k,129
Th,l Th,1
A S VO o VR «— ,Gh Gh,|
Th,l 2,0 0,2 Gh,| L I‘&IO + lvlolz
ve s n o
Th,l Gh:' Th,l Gh:'
nx,y)= p xy) 8" —0" +0"—0",
k! 1 1 2 2
k,129

dir.

ispat. Teoremin hipotezi geregince f fonksiyonu 8,67 ve 85,85 nok-

talarinda tirevlenebilen bir fonksiyon olup, iki degiskenli fonksiyonlar icin ortalama

deger teoremi geregince bir (s1,s2) noktasi vardir [10] , dyleki

f elTh,I’ e;m _f elGh,I, egm — fx (Sl, SZ) elTh,I . elGh,I +fY (Sl, SZ) &Tm . &Gh,l
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esitligi saglanir. f € D n Cg (Q) icin Lemma 4.4 ve yukaridaki esitlik kullanilarak
(U = V) (fixy)l
=

< oo PK (X, ¥) 15,1 (f) — Gk, ()

= n T G G
= iy B () —f 8™+ Gk ()—f 8™,
’ o

’ G Gl
.fx(sl,52) 91“' 1“' +f, (s,.s,) 6 62"' .

h
p (X y') K f‘}].ZElThI OﬁTm + K félelGhl OﬁGhI
F 5 ) IE N e — e g .eTh'—eGh'_

X Cgb) 1 1 Y Cy®) 2 2
29 1 1
= ) &k‘ﬂ'(X’ y) K f; )\Thl +K f; )\Ghl
+4URo i1 (X, Y) eThI eGhI. + eTh,I . th'l.
ifadesi yazﬂabhi'rz.gBurada kolaylk olmasi bakimindan

A .= Thl Th,l A
Th,i I.l l'10,2’ Gh, = M, hl"'“ohzI
n (0]
M/ © =max lfullc,p . Ifyllc,e)

ile gosteriimektedir. Bir g € C&(Q) icin K-fonksiyonelinin tanimi kullanilarak
yukarnidaki ifade

(U=V)(fixyl = 4lf — gl

Pk, (X, Y)
K,129

=
+5 gy P (6Y) ATos + AGh,

k,129

> n o
+M p 3 (X, y) -eTh,I . eGh,I- + .eTh’l . QG“",
f : 1

1 2 2
k,129

1
= 4K f, gy(x, Y) +Miu(x,y),
,seklinde yazilabilir. Burada yine kolaylik igin
=
y (X: Y) = Pk, (X, y) }\Th,l + )\Gh,l
k,129
o]

Z n T G T, G
H(x,y) = pk! (x,y) .B1™—er™. + .82 — ™.
k,129 60



gOsterimleri kullaniimaktadir. Yukaridaki Teorem ve (4.12) kullanilarak
U —=V)(fixl
C r1 ! D
< Co w2 f; gy(xy) +min(,N)lfllcoy +Mip(x,y)

ifadesi elde edilir. Bu da istenilendir. =

4.1. Chebyshev fonksiyonelleri igin operatérlerin farki

f, g € C, (Q) olmak uzere bir énceki kisimda tanimlanan U ve V lineer pozitif op-
eratdrlerini gézénine alalim ve kabul edelim ki f, g, fg € C, (Q) olsunlar. U oper-
atoriiniin Chebyshev fonksiyonelini TV (f, g) := T (fg) — T (f) T (g) .seklinde tanim-
layalim. Benzer sekilde V operatdriiniin Chebyshev fonksiyoneli de TV (f, g) :=
T (fg)—T (f)T (g) ,seklinde tanimlanabilir. Bu kisimda TV (f,g) — TV (£, g) farki
icin bir Gst sinir belirleyecegiz.

Lemma 4.4 ve Teorem 4.1 g6zonune alinarak agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.4 f,g ve fg fonksiyonlars CJ(Q) kiimesinin elemans olsunlar.Ayrsca
bu fonksiyonlarsn 2.basamaga kadar olan bitiin kssmi tlrevleri de Cp (Q) kiimesine
ait olsun, e ger

Th) _ AGhl _
th,I — efh,l - el, 92 - 92 - 62 ;

U 1+ (e10)* +(e01)*; %y <Mp(x,y)
ve

V 1+ (e10)° +(e0,1)°;%y <M p(xy),

ifadeleri saglansyorsa, bu durumda

T (f, 9 % y)—TY (f,9xy) i

< (61+62) 1+Mp(x,y) lfl,+lgllp +2°[1+q(xy)]
n o
X Ap(fg,6364)+Mp(x,y) Ilfll, Ay (g, 63 64) + liglly Ap(f,63,64)
esitsizligi saglansr. Burada 6; ve 6; Eorem 4.1 de tansmlanan ifadelerdir. Ayrsca

q xy)= p (xy)pe™e™
k,| K, 1 2

k129
dsr.
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Ispat. Chebyshev fonksiyonelinin tanimi geregince

T (fexy) =T (f.9;xY)

= U(fgixy)—U(fixy)U(@xy) —UfxyV(@xy)+UFxy)V(gxy)
=V (fg;xy) +V (fixy)V (g xy)

= U(fexy) =V (fo;xy) = U (fixy)[U (g xy) =V (gxy)]
=V (@ x YU (f;xy) =V (fixy]l.

esitligini yazabiliriz. Her iki tarafin mutlak degerinin alimasiyla

T (faxy)—T' (f,exy):
< U (fa;xy)—V (fg;x, Y+ U (f;x, vl U (g;x,y) —V (g;x,y)l
+V (g x U fxy)—V (fixy)l.

esitsizligi elde edilir. Teorem 4.1 kullanilirsa

U (fg; x,y) — V (fg; x, y)|
>

< Pk, (X, ¥) 15k, (fg; X, y) — Gk, (fg; X, y)I
k,129

< 61+6;+ 2’ A, (fg,63,64) (1 + qk, (x,Y))

ve

< Mp(xy)lfly 61+ 6 + 2, Ap(g,63,64) (1 + gy, (X, )

IV (g % Y)I LU (f; %, y) =V (f; %, ¥)]
< Mp(xy)ligll, 61 +6;+2 Ap(f,6364)(1+aki(xy)) .

e,sitsizlikeri yazilabilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir. =
4.2. Uygulamalar

Bu kisimda yukarida Teoremler ile iddia edilen e sitsizlikler igin bir uygulama olarak

U operatérunu iyi bilinen iki degiskenli Szasz-Mirakyan operatoru
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Unm (fix,y) = - g~ x—my (mo* (my)'f h 1

I I ’
Kl h! I n m

ve V operatérunide yine iki degiskenli Szasz-Mirakyan-Kantorovich operatori olarak

alinirsa

= Kmy) T ome ]
Vom (fi%,y) = e—nX—mY(nr:T) @nm h | f (t, ) dsdt.

k| n m

asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.5 f,g ve fg fonksiyonlars CJ(Q) kiimesinin elemans olsunlar.Ayrsca

bu fonksiyonlarsn 2.basamaga kadar olan butiin kssmi tlrevleri de Cp (Q) kiimesine
ait olsun, bu taktirde

(U —=V)(fixy)| <6+ 2 Ap(f,6364)$(xy),

esitsizligi saglansr. Burada

(1 + 8nx + 4nx?) d (1+8my +4my?) _1 1

62(xy)= 14 4n2 4m? 3n2 " 3m2
4 1 nx +4nx’>  my + 4my?
65 (x,y) = + +
16n2 4 2m2
4 :rl1 nxl-érllnx2 m1y6[|1- EPmy2
64 (x,y) = 16m2 T 16n2m2 +  16m?
ve
S,y) =2+ +y2+ + Y
n m
dir.

ispat. Yukarida tanimlanan U ve V  operatorleri icin basit hesaplamalarla

5N =1 &,
h |
8 = 5u, (el,O) - = ezT - =
[ -
Gk, (f) = nm o f(ts)dsdt,

h
n

1 AN B
91G=Gkr|(61,o)=2ﬁ(2h+1)’ 92 _ﬁ(2|+1)’
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UZT,O =9I e o— =0, Hop =5k eg1— m =0,
N ]
G h 1 G I
o = G‘k,I €1,0— ﬁ = 3n2’ Hoo = G'k,l €0,1 I';'] =
e,sitlikleri elde edilir. Buradanda
61(x,y) = 0
6 (X,Y) = g—nx—my (nx)k (my)l
) 7
K h! I '
C (2h+1)2+(2|+1)2'_1 ! 1 )
x I+ 4m? 3n2  4mn  3m2
B (1 + 8nx + 4nx?) L (L+8my+ dmy?) _1 21
i 1t 4n? 4m? 3n2  4mn
k |
6% = T gmemy (M (MY r g G
3 h! I 1772 1 —U1
k,129 : :
> k | 4
= T ememy MY b b L gp
K129 h! I! n'm n 2n
k | 2
= Ze_nx_my(nx) my) g e 1t
129 h! I! nZ m? 2n
_ 1 nx + 4nx? my + 4my2
16n° 16n* 16n2m2 ’
> 4
6; = Pi(xy)p 6™.6," 8" _6™
k,129 ’ | ,
= ze—nx—my@@ 1+h_+_|2_ 1
<126 hl ! n2Z m2 “2Zm
_ 1 nx +4nx’>  my + 4my?
T Temz T Ten?m? 16m*
ve
= ey ()<(my) h
S(ey) = 1+~ ey
k,129 ) | ,
=1+  g—nx—my (nx)” (my) 1+ h_ + i
k,129 L n:  m:
= 24Xy 4+ Y,
n m

olarak bulunurlar ki bu ispati tamamlar. =
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5. TARTISMA VE SONUC

Yakla,simlar teorisinde son zamanlarda yapilan ¢ali,smalarda lineer pozitif op-
eratorlerin farklarinin ortaya koydugu sonuclarin katkilari Gzerinedir. Bu sebeple
biz de bu tezde A. Aral, D. Inoan ve |. Rasa [1] tarafindan yapilan sinirsiz aralikta
tanimlanan lineer pozitif operatorler icin "On differences of linear positive opera-
tors™ isimli gahismalarini baz alip ve operatérlerin iki degiskenli olmasi halindeki
sonuglar elde ettik. Elde edilen sonuglar bir uygulama olarak; Agirhkli uzaylarda
bilinen iki degiskenli Szasz-Mirakyan ve Szasz-Mirakyan-Kantorovich operatorleri
Uzerine uygulandi ve iddia edilen hipotezlerle uyumlu sonuglar elde edildi. Bu tezin
dordinci bolumu orijinal bir ¢ali,sma olup, yayin i¢in sunuldu. Yapilan bu ¢ali,sma
daha ¢ok degigkenli fonksiyonlara da genigletilebilir. Bu yonuyle bu tez bu konuda

cali,san geng ara,stirmacilara bir kaynak olacak durumdadir.
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