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OZET

DEJENERE INTEGRAL DONUSUMLER

YILMAZ, Rabia Kevser
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danigman:Prof. Dr. Ali OLGUN
Agustos 2023, [66|sayfa

Bu tez bes boliimden olugmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmistir, bu boliimde
yapilan calismalar ve tezin genel amaci hakkinda bilgiler verilmistir. Tkinci boliimde,
dejenere Gamma fonksiyonu ve dejenere Laplace doniisiimii aciklanmstir. Ugiincii
boliimde, ARA integral doniistimii agiklanarak bu doniisiimle ilgili uygulamalar veril-
mistir. Dordiincii boliimde ise ARA integral doniisiimiiniin dejenere hali tanimlanmig
ve cesitli uygulamalar verilmistir. Bu boliim tezin orijinal kismidir. Beginci boliim ise

tartisma ve sonug¢ kismindan olugmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Gamma fonksiyonu, Beta fonksiyonu, Laplace doniisiimii,
Aboodh doniisiimii, Mohand doniisiimii, Elzaki doniisiimii,
Sumudu doniisiimii, Laplace Carson doniigiimii, dejenere
Gamma fonksiyonu, dejenere Laplace doniisiimii, ARA in-
tegral doniisiimii, dejenere ARA integral doniisiimii, deje-

nere Elzaki doniisiimii, dejenere Sumudu doniisiimii.
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ABSTRACT

DEGENERATE INTEGRAL TRANSFORMS

YILMAZ, Rabia Kevser
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Master’s Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Ali OLGUN
August 2023, [66] pages

This thesis consists of five chapters. The first chapter is devated to the introduction,
which contains information on the studies as well as the general purpose of the the-
sis. In the second chapter, the degenerate Gamma function and the degenerate Laplace
transform are explained. In the third chapter, the ARA integral transform is explained
and applications related to this transform are given. In the fourth chapter, the degene-
rate form of the ARA integral transform is defined and various applications are given.
This chapter is the original part of the thesis. The fifth chapter consists of discassion

and conclusion.
Key Words: Gamma function, Beta function, Laplace transform, Aboodh

transform, Mohand transform, Elzaki transform, Sumudu trans-
form, Laplace Carson transform, degenerate Gamma function, de-
generate Laplace transform, ARA integral transform, degenerate
ARA integral transform, degenerate Elzaki transform, degenerate

Sumudu transform.
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1. GIRIS

Dogada gelisen birbiri ile baglantili olarak degisim gosteren bircok fiziksel olayin ma-
tematiksel modellemesi yapildigi zaman ¢cogunlukla karsimiza genel anlamda diferen-
siyel denklem iceren bir matematiksel model ortaya cikar. Olayla ilgili kesin ve net so-
nuclarin verilerek fiziksel yorumlariin yapilabilmesi i¢in 6ncelikle diferensiyel denk-
lemi ¢6zmek gerekir. Genel olarak bazi denklem tipleri hari¢ diferensiyel denklemle-
rin ¢oziimlerinin bulunmasina yonelik belirgin bir ¢6ziim metodu verilememektedir.
Boyle olmakla birlikte bazi tipten denklemler icin de 6zel ¢oziim metodlar gelistiril-
mistir. Bu ¢6ziim metodlarindan bazilari integral doniisiimleri icermektedir.

Integral doniisiim metodu ilk olarak 1870 yilinda Fransiz matematikgi ve fizikgi P. S.
Laplace tarafindan tanimlanmustir ve literatiirde Laplace Doniisiimii[19]][22] olarak bi-
linmektedir. Genel olarak biliyoruz ki Laplace doniisiimii, bir fonksiyonu bir integral
yardimiyla bagka bir fonksiyona doniistiiren 6zel bir integral operator olarak tanim-
lanir. Laplace doniigiimii ad1 verilen bu integral 6zellikle sabit ve polinom katsayili
lineer diferensiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin elde edilmesinde oldukg¢a kullanigh bir

tekniktir. f, [0,00) araliginda taniml bir fonksiyon olmak iizere eger

)

/e_sxf (x)dx

0

integrali yakinsak ise s nin bir fonksiyonu olan

F(s)= /esxf(x) dx (1.1)
0

ifadesine f nin Laplace doniisiimil denir. f fonksiyonunun Laplace doniisiimii,

L{f(x)} =F(s)

biciminde gosterilmektedir[7].



Literatiirde ¢ok karsilasilan birim basamak fonksiyonu,

0, t<c
uc(t) = (1.2)
1, t>c

olarak tanimlanmaktadir.

Laplace doniistimii ile ¢oztimii zor olan diferensiyel denklemlerin Laplace doniistimleri
alinip, daha kolay ¢oziilebilen polinom seklindeki ifadelere doniistiiriiliip, daha sonra
da ters Laplace doniisiimleri yardimi ile denklemlerin ¢dziimlerini bulma amaclan-
mistir. Laplace doniisiimiiyle baslangic deger ve sinir deger problemlerinin ¢oziimleri,
dinamik sistemlerin ¢oziimleri yoluyla sinyalleme islemlerinin yapilmasi ve olasilik

teorisindeki bircok problemin ¢6ziimii daha da kolaylagmustir.

Daha sonra 1822 de yine bir Fransiz olan J. Fourier, Fourier integral doniisiimiinii[6]
tanimladi. Fourier doniisiimleri de yine diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerine biiyiik

katkilar saglamigtir. Bu doniisiim yine belirli sartlar1 saglayan f (¢) fonksiyonu i¢in

F(k) = \/% /o;f(x) e ®dx ya da

1 * ikx
flx) = \/T_n/wF(k)ekdk

seklinde tanimlanir ve acisal frekanslarin belirlenmesinde ¢ok 6nemli rol oynar. Lap-
lace ve Fourier doniisiimleri sadece uygulamali matematikte degil, fizik, miithendislik,

astronomi vb. gibi diger bilim dallarinda da cok genis uygulamalara sahiptir.

Daha sonralarn ¢esitli arastirmacilar bazi yeni integral doniisiimler tanimladilar. Bun-

lardan bazilari icin asagidaki bilgiler verilebilir.

Ief .
A= {f(t);ﬂM, 71,7 > 0,f (1) <Me%,t € (—1) x [O,oo)} (1.3)
kiimesinin elemenlarina iistel basamaktan fonksiyonlar denir.

1993 te Watugala Sumudu, f (7) tistel basamaktan fonksiyonun Sumudu doniisiimiinii

)

TORE :S{f(t);u}::/f(ut)etdt

0



17
= ;/euf(t)dt , UE (’L’],’L'z) (1.4)
0

seklinde tanimladi[21]].
2008 de Khan, f (7) tistel basamaktan fonksiyonunun N-doniistimiinii

(o)

R(s,u) = %/f(t) eudt, uc (11,m2) (1.5)
0

seklinde tanimladi[11].

2011 yilinda Elzaki, f (¢) fonksiyonlart (1.3]) ile verilen A kiimesinin elemanlari olmak

tizere Elzaki doniistimiinii

o)

E{f0}=Tw)=v [ f@)etdr, ve (n,m) (1.6)

0

seklinde tanimladi[9].

Son yillarda, matematikg¢iler yeni integral doniisiimleri tamimlamak ve gelistirmekle
yogun olarak ilgilendiler. 2013 yilinda Atangana ve Kiligman, Novel doniisiimiinii[4],
2015 yilinda Srivastava, Luo ve Raina, yeni bir integral doniisiimii[20], 2016 yilinda
Zafar, 77, doniisimiinii[25] tanimlamiglardir. Yine 2016 yilinda; Ramadan, Raslan,
El-Danaf ve Hadhoud tarafindan RG doniisiimii[16]], Yang tarafindan yeni bir integ-
ral doniistimii[23] ve Barnes tarafindan bir polinom doniisiimii[S] gibi bir¢ok donii-
stim tanimlanmustir. Ayrica, 2013 yilinda Aboodh doniisiimii[1], 2017 yilinda Rangaig
doniistimii[17] ve 2019 yilinda da Shehu doniistimii tanimlandi[14].

Bunlardan en ¢ok bilinenleri olarak g (¢) fonksiyonu [0, ) araliginda taniml bir fonk-

siyon ve ¢t > 0 olmak iizere, Aboodh doniisiimii[1]]

LT
Mg} = [eg0ydr (17)
0
Laplace Carson doniisiimii[2]
L{g()} = s/e“g(t)dt (1.8)
0

3



ve Mohand doniisimii[/15]

(o)

M{g(t)} = s2/e gt (1.9)

0
seklinde tanimlanmiglardir.
2020 yilinda R. Saadeh, A. Qazza ve A. Burqgan; klasik Laplace doniisiimii, Sumudu
doniisiimii, Elzaki donitisiimii, N-doniistimii, Yang doniisiimii ve Shehu doniisiimiiniin
bazi varyantlarini birlestiren giiclii ve ¢ok yonlii bir genellemesini; n € N ve (0, )

araliginda siirekli g (¢) fonksiyonu i¢in

Gu{g (1)} (s) = /r" e o ()dt , 50
0

seklinde bir integral doniisiim tanimladilar ve adina ARA integral doniisiimii[18] adini

verdiler.

Uygulamali matematikte sik kullanilan Gamma fonksiyonu, matematikte faktoriyel
fonksiyonunun karmasik sayilar ve tam sayr olmayan reel sayilar i¢in genellenmesi

olan bir fonksiyondur. I simgesiyle gosterilir. Iyi bilindigi iizere Gamma fonksiyonu,

[o)

F(s):/e_tts_la’t , s€C Re(s)>0 (1.10)
0

olarak tanimlanmaktadir. ((1.10]) dan kolayca
[(s+1)=sC(s)

veE

['(n+1)=n! ne N

olduklar1 gosterilebilir[3]].
Yine bir genellestirilmis integral yardimiyla iki degiskenli bir fonksiyon olarak tanim-

lanan ve B (x,y) ile gosterilen Beta fonksiyonu

1
B(x,y):/t“(l—t)y—‘dt . Re(x) >0, Re(y) >0 (1.11)
0

4



dir ve

0
By = [
0
CWI()
B(xy) = TGty)

bicimlerinde de tanimlanmaktadir. Bu tanimlamalardan dordiinciisii bu tezde de sikca
kullanacagimiz Gamma fonksiyonu ile Beta fonksiyonu arasindaki iligkiyi gostermek-

tedir. Yine ayni esitlikten Beta fonksiyonunun simetri 6zelligini sagladigi goriiliir[3].

Daha once verilen Sumudu ve Elzaki doniisiimlerinin dejenere halleri ise A € (0,e0),
t > 0 ve f fonksiyonu (0,e) araliginda siirekli bir fonksiyon olmak iizere; dejenere

Sumudu dontistimii[8]]

©:(5) = 1 W)} = [ " f(0a, (112)
0

dejenere Elzaki doniisiimii[10]

— s/ezi‘f(t)dt (1.13)
0

seklinde tanimlanmugtir.

Matematikte ve ozellikle fonksiyonel analizde konvoliisyon ya da evrisim, bir fonk-
siyonun bagka bir fonksiyon tarafindan nasil modifiye edildigini gosteren bir integral

islemdir. f ile g fonksiyonunun konvoliisyonu,
(F+8)( / f(D)gl—7)

integrali ile ifade edilebilir.



f,g fonksiyonlar1 0 < ¢ < b nin biitiin kapali alt araliklarinda parcali siirekli ve iistel

mertebeden olmak tizere

t

(F+8)0)= [ F(R)glt—m)de

0

ifadesine konvoliisyon carpimi denir.

Her dereceden tiirevli, gergel ya da karmagik bir f (x) fonksiyonunun a gergel ya da

karmagik bir say1 olmak iizere (a — r,a + r) araligindaki Taylor serisi,

( )

fx)=f(a

)+ (r—a)+ 5 (= a) et
if )" (1.14)

seklinde tanimlanmaktadir.

f(x,t) bir R={(x,7): a<x<b, c <t <d} dikdortgeninde taniml bir fonksiyon,

ugp (x) ve uj (x) de a < x < b de taniml iki fonksiyon olmak iizere

up(x)

f(x,t)dt

up(x)

seklinde ifade edilen ¢ (x) fonksiyonu integral yardimiyla tanimlanmig bir fonksiyon-

dur. Bu integral ile tanimlanan ¢ (x) fonksiyonunda f ve g—f: in

R={(x,):a<x<b,c<t<d}
dikdortgeninde siirekli ve deger bolgeleri [¢,d] de olan ug (x) ve u; (x) ina <x < b de

siirekli ve de tiirevlenebilir olduklarini kabul edelim. O takdirde ¢' (x) tiirevi,

up(x)

() = flen (W (09— flewo Wy 0+ [ LD )

uo(x)
dir. Bu formiil, integral yardimiyla tanimlanan fonksiyonlarda tiirevler i¢in Leibnitz

6



kural olarak bilinir. Integrasyon sinirlarinin sabitler olmasi halinde

fonksiyonunun tiirevinin

d

(p'(x):/wdt ; a<x<b
¢

oldugu ten acikca goriilmektedir[3]].

Fiziksel olaylar ve dinamik sistemlerde her zaman diizgiin degisimler veya dogal bek-
lentiler olmayabilir. Bu gibi durumlarda sistemin ¢oziimleri i¢in verilen integral donii-
siimler yeterli olmayabilmektedir. Bu sebepten dolay1 son zamanlarda arastirmacilar
daha 6nceden tanimlanan integral doniisiimlerin ve bazi 6zel fonksiyonlarin dejenere
sekillerini tammmlamiglardir. Bu tezde de T. Kim ile D. S. Kim tarafindan 2017 yilinda
tanimlanan ve bazi temel ozellikleri elde edilen dejenere Gamma fonksiyonu ve deje-
nere Laplace doniigiimii verilecektir. Daha sonra 2020 yilinda R. Saadeh, A. Qazza ve
A. Burgan tarafindan yeni bir integral doniisiim olarak tanimlanan ARA integral donii-
stimiinden bahsedilecektir. Son olarak bu 2020 yilinda tanimlanan ve yeni bir integral
doniistimii olan ARA integral doniisiimiiniin dejenere sekli tanimlanacaktir. ARA in-
tegral doniistimiiniin dejenere halinin bazi temel 6zelliklerinden ve uygulamalarindan
da bahsedilecektir. Bu calismalar1 yaparken daha 6nceden yapilmis ¢calismalardan fay-

dalanilacaktir.



2 . DEJENERE GAMMA FONKSIYONU VE DEJENERE LAPLACE DONUSUMU

Bu boliimde, dejenere iistel fonksiyon yardimiyla tanimlanmis dejenere Gamma fonk-

siyonu ve dejenere Laplace doniisiimii tanitilacaktir.

2.1. Dejenere Ustel Fonksiyon

a > 0 ve a # 1 olmak iizere f(x) = a* seklinde tanimlanan fonksiyona tistel fonksi-
yon adim veriyoruz. Ozel olarak a = e olmasi durumunda f (x) = e* uygulamada gok
kullanilan iistel fonksiyonlardan biridir. Tezin bu kisminda uygulamada c¢ok kullani-
lan ¢’ iistel fonksiyonunun dejenere sekli hakkinda genel bilgiler verilip daha sonra bu
tiir fonksiyonlar yardimiyla bilinen baz1 6zel fonksiyonlarin dejenere sekilleri ve bazi

uygulamalar1 verilecektir.

Fonksiyonlarin dejenere sekilleri limit yardimiyla tanimlanmaktadir. Dolayisiyla €’ iis-
tel fonksiyonu, limit yardimiyla dejenere iistel fonksiyon olarak agagidaki sekilde ta-

nimlanabilir. ¢ iistel fonksiyonunun dejenere seklinin gosterimi ea seklindedir[12].

=
lim ¢ = lim (1+40)% =Y —"=¢ @.1)

|
A—0t A—0* =0’

esitliginden dolay1 ¢, dejenere iistel fonksiyonu A € (0,%0) ve t € R olmak iizere
1
¢, = (1+A1)F (2.2)

seklinde yazilabilir[12].

¢ iistel fonksiyonu yardimiyla tanimlanan ve uygulamada iyi bilinen bazi fonksiyonlar
vardir. Bu fonksiyonlar Euler formiilii olarak da bilinen agagidaki ifadeler kullanilarak

yazilmaktadir. Euler formiilii,

¢'® = cos0 +isin0 (2.3)



dir. sin 6 fonksiyonunun tek fonksiyon olmasi sebebi ile (2.3)) ten

é® = cosaB+isinad (2.4)
e % — cosa@ —isinab (2.5)

esitlikleri de yazilabilir. (2.4]) ve (2.3)) teki ifadelerin taraf tarafa toplanip ¢ikarilma-

styla
iaf —ia0
cosad = % (2.6)
ia® __ ,—ia6
sina® — % 2.7)

esitlikleri elde edilir[12].

Euler formiilii ve dejenere iistel fonksiyonun tanimi goz Oniine alinarak e’/1 dejenere

istel fonksiyonu i¢in Euler formiilleri,

lim e = lim (1+Af)% = e = cost +isin 2.8)
A—0T A—0Tt
ve
el = (1+Ar)F = cos; (1) +isiny (1) 2.9)

seklinde tanimlanir[12]].

(2.8) ve (2.9) esitlikleri goz Gniine alindiginda ¢ dejenere iistel fonksiyonun reel ve

sanal kisimlarindan

lim cos) (¢ = Cost 2.10
Jim_cosy (1) (2.10)
lim siny (¢ = sint 2.11
Jim_siny (1) (2.11)

esitliklerinin saglandig1 goriiliir[12]].

Yine (2.9)) dan

eit _}_e*it
cosy (1) = ’LT* (2.12)
it — ot
1



esitlikleri elde edilir. Bu fonksiyonlara sirasiyla dejenere kosiniis ve dejenere siniis

fonksiyonlar1 denir[12]].

2.2. Dejenere Gamma Fonksiyonu

Girig kisminda verilen Gamma fonksiyonunun tanimi goz 6niine alindiginda e~ iistel
fonksiyonunun dejenere seklinden hareket edilerek Gamma fonksiyonunun dejenere
hali de asagidaki sekilde tanimlanir.

Her A € (0,00) araliginda ve s kompleks degiskeni 0 < Re(s) < % olmak iizere (2. 1))
ve den dejenere Gamma fonksiyonu,

[e) [ee]

I, (s)=/efts‘1dt=/(1+7Lt)‘/{ts‘1dt (2.14)
0 0
olarak tanmimlanmaktadir[12]].
Gamma fonksiyonu ile Beta fonksiyonu arasindaki iligki dikkate alinarak dejenere
Gamma fonksiyonu ile Beta fonksiyonu arasindaki iligki asagidaki sekilde elde edi-
lir.

Eger (2.14]) integraline At = u doniigiimii yapilirsa

Ty (s)=A~ [ (1+u) 2w 'du=A""B <s,%—s) (2.15)
0

integrali elde edilir. Boylece, dejenere Gamma fonksiyonu (2.14)) ile klasik Beta fonk-
siyonu arasindaki iligki goriiliir[12].

Gamma fonksiyonunun ¢ok iyi bilinen bir 6zelligi olan
['(s+1)=s[(s)

ifadesinin dejenere sekli i¢in asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.1. A € (0,1) olsun. 0 < Re(s) < 132 icin

Ta(s+1) = (l_swrl_ll (s) (2.16)

dir[12].
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Ispat. Teorem [2.1|deki sartlar altinda (2.14) ten

) o3}

Iy (s+1) :/e;’t“dt:/(lJr?Lt)/{tsdt

0 0
esitligi yazilir. Sag taraftaki son integrale kismi integrasyon uygulanirsa

b

r 1
/1+/lt itsa,'t = hm ﬁ(l—i—lt) T
0

I
p—J

=
—~

o)
~—

elde edilir. Bu ise ispati tamamlar[/12]]. O

Dejenere Gamma fonksiyonu icin asagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 2.2. A € (0, 1) ve k € Nolsun. k < Re(s) < 152 icin

s(s—=1)...(s—(k+1)+1)

D+ = G om0 (= (kg DAy
<, (5—K) 2.17)

dir[12].

Ispat. Ispat icin A y1 belirli araliklarda secerek ve (2.16) kullanilarak asagidakiler

yazilabilir.
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A € (0,1) olsun. O halde Teorem [2.1|e gére 1 < Re(s) < 152 igin

N
bl = o

- s (1=A) (s—1) -
- [a_w“ﬂ (s LW

(1—%;(_11—)21);1% (s=1) (2.18)

(s)

yazilir.

A € (0, 1) olsun. Daha sonra, 2 < Re(s) < % icin Teoremtekrar kullanilarak

s(s—1)
S e

s(s—1)(s—2)(1—-22)"!
(1—=A)(1—24)5(1 —34)s!
s(s—1)(s—2)

v (1_)“)(1—27L)(1—31)S—1Fﬁ(3

Fl (S+1)

I -2
ﬁ(s )

—2) (2.19)

esitlikleri elde edilir.

(2.18)) ve (2.19)) daki islemlere devam edilirse A € (O, k4+1) k <Re(s) < % icin

s(s—1)(s—=2)...(s— (k+1)+1)

Duls+1) = (1—=2A)(1=22)(1=3A)...(1 —kA)(1 — (k+ 1)A)s—k+1
xI' 2 (s—(k+1)+1)
=+ 12
B s(s—1)(s—2)...(s—(k+1)+1)
O (1=2)(1=22)(1=3A)...(1 —kA)(1 — (k+ 1)A)s—k+1
xI'  , (S—k)
T—(k+1)%
esitligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir[12]. [

Teorem [2.2| nin bir sonucu olarak k € N ve k < Re(s) < % ile A € (O, ,ﬁlL—l) olmak

skr1 Lp(s+1) s(s—1)...(s—k)
(1= +Da)™ lrl_(;m 6=k (=2)(1=22).(1—kA)

esitligi yazilabilir[[12].
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Teorem 2.3. k€ Nve A € (0, 1) igin

(k—1)!

D0 = T =22 (k1) (2:20)

dir[12].

Ispat. A € (O, k4+2) olmak iizere Teorem de s = k+ 1 alinirsa

(k+ Dk(k—1)...(k+1—k—141)
(1—=2)(1=2A)...(1 —kA)(1 — (k4 1)A)kt+1-k+1
XF]_(kx - (k+1—k)

(k+1)!

= T -2 k) (0= (e DAP e (D) 22D

Ty (k+2)

esitligi elde edilir. Burada, A € ( Lz) icin F A 1) degeri - ) ten
T-(k+D2

o 1 (k)2
_ 1-1
rp(kﬁm(l) B 0/( 1- k+l)l> R
) b A 1(kl+1)ld
- bgrio ( 1—(k+1)z> !
~ lim k+1
" boeo l—l-}- k+1)A
k+z>/1 b
X 1+L
1—(k+1)A
0
1 =(k+1)A
1= (k+2)A

olarak bulunur ve bulunan bu deger (2.21)) ifadesinde yerine yazilirsa A € (0, ,(%2) icin

B (k+1)!
o (k+2) = (I=2A)(1=24)...(1 —kA)(1 — (k+ DA)(1 — (k+2)A) (2.22)
olur. O halde, de k yerine k — 2 yazilirsa elde edilir[12]. 0

(2.15]) g6z oniine alindig1 takdirde asagidaki lemma verilebilir.
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Lemma 2.1. Herhangi bir s € C\ {0,—1,-2,...,1,7 + 1,7 +2,...} icin

N = AR
= 1B <s,%—s> (2.23)
ve
AT (s) = A1 Ty, (% - s) (2.24)
dir[T3].

Ispat. (2.13]) ten dejenere Gamma fonksiyonu (2.14)) ile klasik Beta fonksiyonu ara-

sinda

seklinde bir bagint1 vardir ve

T

) =T

iligkisinden

>>I
\_/

(s 7-s) :“%

&=

yazilir. Boylece (2.23)) esitligi ispatlanr.
(2.15]) te Beta fonksiyonunun simetri 6zelligi ve bilinen tanimi kullanilir ve u = At

doniisiimii yapilirsa

/ooui —s—1
0(1+u

_ A/(?Lt)/ll_s_l(H?Lt)_lMdt
0

— / (1+ ) V2 =-1gs
0



olarak bulunur. Buradan

1 (1
ATy (s) zB(s,I—s) — A% ry (I—s)

esitligi elde edilir. Boylece (2.24)) ifadesi ispatlanmig olur[13]].

Teorem 2.4. A € (0,1) olsun. O zaman herhangi bir

s€C\{0,-1,-2,...,1 — 1,1, +1, ...} icin

D +1) = I (s)

s
1-A(s+1)
esitligi saglanir[13]].

Ispat. Lemma2.1{den

[ (s+1) = A~!

L ()
y SA™S I(s) (3 —s—1)T(3—s—1)
A(g—s—1) L ()
_ s A_SF(S)F(%—s)
/1(%?*—1) r(z)

A

olarak elde edilir ve ispat tamamlanir[13].

2.3. Dejenere Laplace Doniisiimii

A € (0,00) ve f(t),t > 0 igin tammlanmus bir fonksiyon olsun. O halde

Fu(s) =Li{f ()} = /m 0 /°°1+Az ) f e
0

(2.25)

(2.26)

integrali yakinsaksa bu integrale f (7) fonksiyonunun dejenere Laplace doniisiimii adi

verilir ve Ly {f (t)} = F;, (s) gosterimi kullanilir[12].

Tanim 2.1. Her¢ > T igin

>0

[f ()] <M (14 A1)
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olacak sekilde C,;M > 0 ve T > 0 sabitleri varsa f (¢) fonksiyonuna C — yinci basa-

maktan dejenere iistel tiptendir denir. Eger f(¢), (0,

o) araliginda parcal siirekli ve

C — yinci basamaktan dejenere iistel fonksiyon ise s > C+ A igin Ly {f (¢) } vardir[12].

Dejenere Laplace doniigiimii lineer bir doniisiimdiir. Gergekten de ([2.26]) tanimi ve «,

B sabitleri i¢in

Ly{af (1) +Bg ()}

]e (t) +Bg(?)]dt
0 oo

a / e f () dt + B / e (1) dr
0

0
aly {f ()} +BLy{g(1)} (2.27)

ifadesi elde edilir ki bu dejenere Laplace doniisiimiiniin lineerligini gosterir[12].

Bazi temel fonksiyonlarin dejenere Laplace doniisiimleri asagidaki sekilde elde edilir.

f () = 1 fonksiyonunun dejenere Laplace doniisiimii (2.26]) dan

oo b
L {1} = /1+/1r idt:l}ij?o (14 A)"% dt
0 0
s—/lb
= lim (I+A1)” ©
b—0 —s+ A 0
_ s_lx (s> A) (2.28)

olarak elde edilir[[12].

ft)=ef =1+ M)*% fonksiyonunun dejenere Laplace doniisiimii ise (2.26)) da

L {(1+/1r)—%}

/1+m (1 4+ A0) " dr
0
b

lim [ (14 46)" %" dt
b—yoo
0

16



seklinde yazilir ve son integralde u = 1+ A dontigiimii yapilirsa

b
1 ota 1 A sra-a |°
lim — “Zdu = lim —.——(14+ A1) 7%
fim 3 = Jim g
0
L s —at)
 sHa—A s a
olarak elde edilir[12].

Dejenere kosiniis, dejenere siniis, dejenere kosiniis hiperbolik ve dejenere siniis hiper-
bolik fonksiyonlarinin ve " tipindeki polinom fonksiyonlarin dejenere Laplace donii-
stimleri de incelenebilir. Bu fonksiyonlarin dejenere Laplace doniisiimlerinin hesap-
lanabilmesi i¢in, yani doniisiimdeki integrallerin yakinsamasi icin s degerleri uygun

aralikta tammmlanmalidir|12]].

(2.12]) ve (2.13)) ile verilen dejenere kosiniis ve dejenere siniis fonksiyonlart,

it_|_ —it 1 . .

cos; (r):%:z [(1+M)7+(1+M)7], (2.29)
— 1 i i

siny, (1) = %:z—i [+ A0% = (14 20) 7] (2.30)

seklinde ifade edilebilir([12]].

Dejenere kosiniis fonksiyonunun dejenere Laplace doniigiimii i¢in (2.26)) ve (2.29)

kullanilirsa

8

Ly {cosy (ar)} = [ (14 A1) % cos (ar)dt

S

/1+m (a0t + (a0 )
0

1 s—ai s+ai
= S [0+ (a0
0

b
- lim1/[(1+7Lt)_slw+(l+7tt)_stlm}dt
0

1 A, s—ai—A
= 1l ———(14+A1)” 2
b 2 [—s—l—aH—)L( +A)
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A  stai—A b
_—s—ai+l(1+m) ' }0
1 1 1
- E(s—l—ai—i—s—l—kai)
B s—A
; (s— L) +a2

elde edilir. Benzer sekilde dejenere siniis fonksiyonunun dejenere Laplace doniistimii

icin de (12.26)) ve (2.30]) kullanilirsa

Ly {siny (at)} = / (14 A1)~ % siny (ar) dt
0

= 5 [[a+a07% — a0 a
0
— lim [(1+M)*%—(1+M)*”T“‘}dz
b—oo 21
0
. 1 )L _ s—ai—A
y i p
Z}g}dil {—s-l—ai-l—?t 5~
A, _ stai—A g
M p
—s—ai+A (1+41) } 0
O S
- 2i\s—A—ai s—A+tai
B a
(s— A1) +a?

olarak elde edilir[[12].

Kosiniis hiperbolik ve siniis hiperbolik fonksiyonlari, (2.3)) ile verilen Euler formiilii

yardimiyla
at —at
cosh(ar) = % (2.31)
at _ —at
sinh(ar) = % (2.32)

olarak tanimlanmaktadir. Buna gore dejenere kosiniis hiperbolik ve dejenere siniis hi-

perbolik fonksiyonlari, (2.2)) deki dejenere iistel fonksiyon yardimu ile

eit + e;(lt

coshy (ar) = :% A+A0f+(+a074], @33

18



t —at
€L~

sinhy (at) = 5 _% (14 A0)% —(1+A1) % (2.34)

seklinde yazilabilir[12].

Boylece dejenere kosiniis hiperbolik ve dejenere siniis hiperbolik fonksiyonlarinin de-

jenere Laplace doniislimii,

L; {coshy (at)} = ﬁ’
Ly {sinhy (ar)} = — ;Sz 2

olarak elde edilir[[12].

Gergekten de ([2.33)) te verilen dejenere kosiniis hiperbolik fonksiyonu, (2.26)) ile ta-

nimlanan dejenere Laplace doniisiimiinde yerine yazilirsa

L; {coshy (at)} =

~——3

e, " coshy (at)dt

S

/1+7Lt T 1+;Lt)% +(1+A1)"
0

D — ©
P\Q

Ja

b
1 S— S+a
_ limi/ (14407 + (14 20)~ |
0

b—roo

= lim — ! [)LL(I%-M)WH

b%ooZﬂ, —s+a
A s+a b
b (14 20)" 7 “}
A—s—a 0

N WA U A W S
 2\s—a—-A s+a-LA) (s—1)-a2
olur. Benzer sekilde, (2.34)) teki dejenere siniis hiperbolik fonksiyonuna (2.26)) ile ta-

nimlanan dejenere Laplace doniisiimii uygulanirsa

(o)

L {sinhy (ar)} = /e;s’sinhl(at)dt

=]

S

/1+m At - (1407
0

| =

19



b
- lim% [(1+7u)‘?—(1+7u)‘ﬂdt

b—ryoo
0
1 A _s-a
A (1+M)“X““} ’
A—s—a 0
1 1 1
- E(s—a—l_s—i-a—l)
. a
(s A)—a

olarak elde edilir[[12].

f(t) = ¢"* polinom fonksiyonlarin dejenere Laplace doniisiimii ile klasik Beta fonksi-
yonu arasinda bir iligki kurulabilir. #”* tipindeki polinom fonksiyonlarin dejenere Lap-

lace doniisiimii incelenecek olursa
L {t"} = /el“t"dt / (14 At)" % "dt

ifadesi yazilabilir. Bu integralde At = u doniistimii yapilirsa

(o)

/oo 1+ Ar) “ifdr = ! / u’ d
= —du

= A" lB(n—Fl,)L n—l)

elde edilir. Bu esitlik gostermektedir ki polinom tipindeki fonksiyonlarin dejenere Lap-

lace doniistimleri ile klasik Beta fonksiyonu arasinda
L{M =" lB<n+1,z—n—1) (2.35)

esitligi vardir[12]].

f(¢) = ¢" seklindeki polinom fonksiyonlarin dejenere Laplace doniisiimii ile dejenere
Gamma fonksiyonu arasinda da bir iligski s6z konusudur. Bu iligki asagida bir teorem

olarak ifade edilecektir.
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Teorem 2.5. n € Nve s > (n+ 1)A olmak tizere

"} o= n!
L{r"} = (s—A)(s—2A)...(s—nd)(s— (n+1)A)
n! )
sn+1'<1—%> <1—%>...<1_w> (2.36)
dir. Ayrica,
LA} =s"""Ta (n41) (2.37)
esitligi saglanir[12].

Ispat. n € N ve s > (n+1) A sartlar1 altinda (2.26)) da g () = ¢" igin
L {t"} = /e/l "t"dt = / (14 A1) % "dt
yazilir. Bu integrale kismi integrasyon uygulanip u = 1", dv = (1 + ),t)fs/ * dt denirse

L{" = /(1+M)—iz"dr
0

b
%(HM)S?;"

= lim —
b—oo — 0

n

s—A
14+A8)" % " dr
+s—l/( +A41)
0

n

- /(1 AT (2.38)
0

s—A

olarak elde edilir. (2.38)) e benzer degigkenler yardimu ile tekrar kismi integrasyon

uygulanirsa

8

Ly{t"}y = )T

0




—1 7 s—2A
— (n / (1+A0)" 7 " 2ar (2.39)
0

elde edilir ve bu isleme devam edilerek kismi integrasyon iglemi arka arkaya (n —2)

kez uygulanirsa

n—l p s—2A
Ly {"} = /1 AT A = 2.4
A 11"} = s—27L J + " dt (2.40)

- (s—?L)(s—Zl s—n?LO/1+M ar

—s+nA+A g
A

0

(s—A)(s=24)...(s—nA)(s—(n+1)A)
olarak bulunur. Boylece (2.40) ta son ifadenin s parantezine alinmasiyla

n!

Ly{t"} = (s—A)(s—2A)...(s—nd) (s— (n+1)A)
1 n!
T gt (1_%) <1 —%) (1—@)
= 1+1r (n+1)

istenilen sonug elde edilir[[12].

Yukaridaki teorem icin klasik Gamma ve Beta fonksiyonunun

NCIANE))

C(x+1)=xI'(x) ve B(x,y):m

esitlikleri kullanilarak asagidaki sekilde de ispati elde edilebilir:

1
1 T+ (5—n—1)
pETR)
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f(@t)=r"den=acR (o> —1) olmasi durumunu ayrica inceleyelim.

o € Rve a> —1olsun. s > (o + 1) A icin basit degisken degistirmeleri ile

Ly

elde edilir[l12].

Teorem 2.6. £ (1) =

[} o5}

/el“t“dt = /(1+?Lt)_it°‘dt

0

= /(1+—st> t%dt
)
0
. .

{r*} =

(=]

j—;f(t) olmak iizere f, f', ...

(2.41)

, £"=1 fonksiyonlari (0, c0) araliginda

siirekli ve iistel basamaktan fonksiyonlar, f(")(¢) de (0,c0) arahginda parcali siirekli

fonksiyon ise bu durumda

R0}

esitligi saglanir[12].

= (s A) (st (n—1)A) Ly {(14 A1) " £(1)}

—rff(i) (0) <"ﬁ1s+(e— 1)1)

(2.42)

Ispat. Once f(¢), siirekli ve iistel basamaktan bir fonksiyon olmak iizere, f(¢) nin
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birinci tiirevinin dejenere Laplace doniisiimiinii bulalim.

L{f () = LA{Z t)}:/(1+m)—if’(z)dz (2.43)
0

integraline kismi integrasyon uygulayalim.

(1A% =u, —s(1 +At) "% dr = du, f'(t)dt = dv, f(r) = v denirse buradan

o)

/<1+M)—if'(t)dt — lim (1+m)—if(t)jzﬂ/(lut)—”ff(t)dz
0

b—yoo
0

[}

_ _f(0)+s/(1 + A0 E (14 A0) " F(t)dr

0

= —fO+sta {1+ £ ()] (2.44)
olarak elde edilir. Buna gore f(¢) fonksiyonunun ikinci tiirevinin dejenere Laplace

doniisiimii benzer yol ile

Liro =n{grof--rowufoan o) e

seklinde elde edilir. Buradan da

{0+ 70} = /1+m VE (14 A0)" (1) dt
0

— lim (1+7Lz)‘ff(z)’b

b—oo 0

S

+(s+A) / (14 A8) % (14 0) 2 £ (1) dr
0
= —fO+6+0L {1+ 70O} @46)
olarak bulunur. Dolayisiyla f” (¢) fonksiyonunun dejenere Laplace doniisiimi,
LA 0} == 0 =sf O +s(+ ML {14400 @47

olur.
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Yine f (¢) fonksiyonunun iigiincii tiirevinin dejenere Laplace doniisiimii,

L0} = wl{sroh=u{isn)
= 1O +sLa {14207 1" (1)}

(o)

= ")+ (120 7E (AT () s
0

s+ b
— —"(0)+slim (1+A0) "% /' .

b—oo

[}

~|—s(s+/1)/(1+7tt)_s+lﬂf’(t)dt

0

- —f”(O)—sf’(O)+s(s+l)L;L{(1+7Lt)_2f’(t)} (2.48)

olarak bulunur. Buradan

LA{(I—i-/lt)*zf/(t)} = /‘”H_M *T t)dt
0

— lim (1445 % (z)(

b—yoo 0

+(s+2x)/(1+/u)i(1+m)3f(;)dz
0
— F(0)+ (s+20) L {(1 +/1r)*3f(r)} (2.49)
olur. Burada (2.49)), de yerine yazilirsa

L")} = —f"(0)=sf(0)—=s(s+21)f(0)
+s(s+?t)(s—|—21)L,1{(1+7Lt)_3f(t)} (2.50)

elde edilir. (2.44)), (2.47)), (2.50) g6z 6niine alindiginda f (r) fonksiyonunun n-yinci

tiirevinin dejenere Laplace doniisiimii,

L;L{f(”)(t)} = s(sHA) (st (n—1)A) Ly {(14A0) " £(1)}
—nzlf“) (0) (nﬁls+(£— 1)1)
i=0
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seklinde bulunur. Boylece istenilen elde edilir[12].

]

Yukaridaki teoremin sonuglarina iligkin 6rnekler vermeden once bazi fonksiyonlarin

dejenere hallerinin tiirevleri agsagidaki sekilde elde edilir.

Dejenere kosiniis ve dejenere siniis fonksiyonlarinin tiirevleri,

Ve

olarak elde edilir[12].

[cosy (1))

C-‘;-cos;L [ (a+ant 14—1;)i)}/

%[Iza+xnx”—%xu+x)?]giig
1izz;[“+1”i u+xnz}

s 1)

%ﬂmjﬂ—{% (14 1) a+zox)y

%{%xu+xn%”+zxu+x)’”}giig

(2.51)

(2.52)

Dejenere kosiniis hiperbolik ve dejenere siniis hiperbolik fonksiyonlarinin tiirevleri,

\(

[coshy, (1))

[sinhy, (1))

d coshy, (1)

dt
[ +zgh+a+xﬁﬁ)y
;

Au+xg”?)}ix

) —

(%A(L+xgkl—
1

56175(u+1gi—u+agﬁ)

27 sinhy (1)

d .
o sinh ()
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_ B((Hmi—(wm—i)}/

o 111 14 1 _1 9 1+ At
= E{IA(HM)A +I/l(1+/lr) 2 }’HM
= L Tasant et
T 200440 (1 A)E (1 A1)
1
= 1+Mcosh;L(t) (2.54)

dir[12].

Simdi yukarida tiirevi verilen bu fonksiyonlarin dejenere Laplace doniisiimlerini he-

saplayalim.

Ornek 1. [cos) (1)] = % cos;, (7) fonksiyonunun dejenere Laplace doniisiimii i¢in (2.44))

ile verilen

LAS O} = =£O) +sL2 {(1+207" £ (1)}

esitliginde f () = cos,, (¢) alimr ve (2.29)) ifadesi kullanilirsa

Ll{%cos;t(t)} = —cos;L(O)—l—sL;L{(I—HLt)_]cos,l(t)}

- —% [(1 FANE (1 +7Lt)‘ﬂ

t=0

sl {% (1+42)"! ((1 +AE+(1 +7Lt)i)}

S

— —1+%/<1+m>a (204 4+ (12075 d
0
b

_s—i _ s+

_ BT L | sH_g
= —l+5lim ((1+M) (1A >dt

0
) s—i
= —1+—=1i 14+At) &
+27ngrolo<—s+i( +A1)
A e\ [°
+ ,(1+7Lt)‘3>
B 1_‘_s 1 n 1 _ 52
B 2\s—i s+i) 5241
B 1
241
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olarak elde edilir. Ayn1 zamanda ([2.51)) de bulunan

1
1+ At

icosl (1) =— siny, (1)

dt

esitligi kullanilirsa % cos;, (#) fonksiyonunun dejenere Laplace dontigiimii pratik olarak
d 1.
Ly 77 CO5A (t)y = Ly {—(H—M) siny (t)}

l

_ _%/W(H;Lt)—i ((1+).t)%—1_(1+7u)—%—1>dt
0

b
. 1 . _s=i_1 s
= —3 Jim ((1+7u) L N P )dt
0
1 A s—i A i\ [P
= —— 1| 1 -7 — 1 7
20l bosen (—S—H( ) = U )O

B 1 1 1
 2i\s—i s+i

1 2 1
2i's24+1 241

seklinde de elde edilebilir.

Ornek 2. [sin; ()] = 4 sin, (¢) fonksiyonunun dejenere Laplace doniisiimii, (2-52)

esitligi kullanilirsa pratik olarak

Ll{%sinl(t)} - LA{(HM)—ICOSN)}

- %/(H)Lt)‘i ((1+At)%‘1+(1+1z)‘%“>dt

0

| b
L _s=i_q _sti_ g
- 225130/((1+M) T (1A )dt

0

1 A e A _eni\ [P

= —M}grgo(_sﬂ(wr/lt) /1+_s_l_(1+7tt) A)O

(=)
—+ —
s—1 S+1i
s

seklinde elde edilir.
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Ornek 3. [coshy, ()] = % cosh,, (¢) fonksiyonunun dejenere Laplace doniisiimii, ([2.53))

ifadesi kullanilirsa

d
Ly {ECOShA

o)

olarak elde edilir.

Ornek 4. [sinhy (1)]' =

esitligi kullanilirsa

d
Ll {E sinh,l

olarak bulunur.

0}

L,l{ (I+Ar)” smhl()}

%/ a0 (1 a0F (11205 ar
0

1 1 | 1 s\ |2
5 Jim (_S+1(1+/It) L) l)o
1
5( s+l)

1

% sinhy (¢) fonksiyonunun dejenere Laplace doniigiimii, ([2.54)

(1+Ar) "' coshy (¢ )}

™~
=
/—/;\

(14+A8)"% l-l-lt)/{ +(1+/It)‘%‘1)dz

| —

1 s— s
-11m/((1+/u) T (AT ar
2 b—soo
0

5 L e aaan-2)
—lm
N
2\s—1 s+1

S

]
[\S]
|

—



Teorem 2.7. n € N olmak iizere

Ly AQog (1+20))" (1)} = (=1)"A" 2 Fy () (2.55)

dir[12].

Ispat. Dejenere Laplace doniisiimiiniin (2.26]) dan
/ (1+Ar)” x f()
0

oldugunu biliyoruz. Bu ifadenin s ye gore bir kez tiirevi,
d 7 1 _s
—F,(s) = — [log(l+At)*(1+Ar)" * f(t)dt
_ —;L—l/(lwu)—i1og(1+7u)f(t)dt

0
= —A7'Ly {log(1+ A1) F (1)}

olur. Ikinci tiirevi ise

2 = ‘
j?ms) - 2/ log (1+A)* (1+7u)—%f(z)dz
0

)

_ <_1)27L2/(1og(1+/u))2(1+m>—if(t)dt

0

= (=172 721, { (log (14 A1) £(0) }
dir. Bu sekilde tiirev alinmaya devam edilirse n — yinci tiirevi,

d}’l
ds"

n

—F(s) = / log (1+ A1) (1+7Lt)‘%f(t)dt
0

=

[}

_ (_1)"/1"/(1og<1+xz))"f(t)(1+m)—idt
0

= (=1)"A7"Ly {(log (14 41))" (1)}

30



olarak bulunur. Béylece n € N olmak iizere

Ly {Qog (1 +21))" f(1)} = (=1)"A" 5 Fy ()

elde edilerek ispat tamamlanmis olur[12]]. ]
Bu teoremin bir sonucu olarak
L {(1+7u)% (1og(1+/u))”} Iy Uy (R
ds" \s—a—2A
= A'n!| —— 2.56
" (s —a— l) (2.56)
esitligi yazilabilir[12].
Gergekten (2.26)) esitliginde f (1) = (1 -i—?Lt)% secilirse
oo b
/ (14A)"F(14A)Rdt = Jim (14A0)"°7 dr
0 "
1 A, s—o—A b
= lim —.———— (14+Ar)” 4
boves A —s+a+/l( +A) 0
B 1
s—a—A
olarak bulunur ve (2.55)) gbz 6niine alinarak
L {(l—l—lt)%(lo (1-|—7Lt))"}—(—1)"7L"ﬁ o (2.57)
A g B ds" \s—a—2A '
ifadesi yazilabilir. §imdi ;— — ifadesinin n kere tiirevi alinirsa
d 1 B —1
ds\s—o—L)  (s—a—21)
& ( 1 ) (D)2 —a—A)  (—1)2!
ds> \s—o— A (s—a—2)* (s—a—2)
& ( 1 ) (-1’ 236-a—-1)?  (~1).3!
ds* \s—a—2 (s—a—21)° (s—a—1)!
d" 1 B (—1)".n!
ds" \s—o—L/) — (s—a—A)"!
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elde edilir. Bu ifade de (2.57)) de yerine yazilirsa

L { (14 A0 (log (14 20)"} = (—1)%";—" <;>

sT\s—o—A

T 1 n+1
N T\ s—a—a

olarak bulunur[12].

Yine bu teoremin bir sonucu olarak

Ln{0+wnirn} = Z "L {(log (14+20)" £ (1)}

[
[

a”d"

B Zf nl ds" Fals)
esitligi saglanir. Bunun i¢in
L+t / (14 A0) % (14 A0 f()de
0
ifadesinde (1 + M) nin & ya gore n kez tiirevi alinirsa
d a 1 a
E(I—FM)l = I(l—k?tt)llog(l—klt)
2
a 1 a
S5 (1A% = 5 (140 (log(1 +At))?
" a 1 a
T (1+Ar)% = ﬁ(l-l—lt)l(log(l-l—?tt))"

olur. Ayrica (1+ Ar) % nm Taylor agilimu,

(log(1+A1))"
n!

(14 Ar) g:iln

(2.58)

olacagindan bu ifade, (1 —l—lt)% f (¢) fonksiyonunun dejenere Laplace doniisiimiinde

yerine yazilirsa

>IQ
>IR

n{a+amnirn} = /(1+/1z) a0 f(0)de
0
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n!

= /1+/lt xi% 10g(1+7tt))n06”f(t)dt
" =0

[
oo —

_ 7 (log (1+A8))" f (1) dt
n=0 0

- i L {(og (14 A0))" £ (1)}

_ i _ ;L"j—;F;L(s)

_ i d:n (s)

ifadesi elde edilir ki bu istenilendir[12].
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3 . ARA INTEGRAL DONUSUMU

Tanmm 3.1. (0,o0) araliginda siirekli g (#) fonksiyonunun n mertebeden ARA integral

doniistimii,

G.{g()}(s) /z" le=stg 5>0 (3.1)
0

seklinde tanimlanmaktadir[[18]].

Tanmm 3.2. g(z) fonksiyonunun ARA integral doniistimiiniin tersi

g() = G L {Gu1{g(0)}}

Cc+ico
—1)"
— ( ) / esl‘ (_1 /
27i s'(n—1)
c—ilco O

lk k
G(n+1xdx—|—z aaGsk >>ds

seklinde tanimlanir. Burada

~ [eear (32)
0

seklinde tanimlanan ve (n — 1) kere tiirevlenebilen fonksiyondur[[18]].
g (¢) fonksiyonunun ARA integral doniigiimii tanimindan yararlanilarak tiirev igin asa-
gidaki rekiirans bagintist verilebilir[[18]]:

d"G(s)

G(nt1,5) = Gup {g (O} (s) = (=1)"s—

Gergekten de (3.2)) nin s ye gore ardigik olarak n kere tiirevi alinirsa

- /te“g (t)dt
0
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G (s) = (=1)" / "e g (1) dt (3.3)

ifadesi elde edilir ve buradan ((3.3)) ifadesi ile (3.1]) deki ARA integral doniigiimii ara-

sinda

G(n+l,s) = Gur1{g(t)}(s)

(3.4)

bagintisinin varligi goriilmiis olur[18]].

(3.4]) rekiirans bagintis1 goz 6niine alinarak tamim [3.2| nin dogrulugu asagidaki sekilde

goriilebilir.

n—1 k k
o) /s—t G(n+1,1)dr = (—1)"(G(s) Zk‘a;,g))

O

ifadesini yazabiliriz. Her tarafi (—1)" ile ¢arptiktan sonra ifade diizenlenirse

S
(—1)" / n—1 = "3"G( )
_ 1 =
=) J (s—1)"" " G(n+1,1) dt+Z 54k =G(s)
elde edilir. Buradan da tamimlar kullanilarak
Cc+ioco K
(_l)n / st n 1 / n—1
—1 —_— — G 1.x)d
om ) €|V sST(n—1) (s=2)" " Gn+1,x)dx
c—ioo 0
n—1 _k Qk
s* %G (0)
— d
+l§)k! dsk )) s
l)n c+ioo
- / & (=1 G (s))ds
i



(_ 1)2}’1 c+ico

Gl (G e} == [ eGls)ds=g (0

c—io©

olarak bulunur[/18]].

Teorem 3.1. g(z) fonksiyonu, her sonlu 0 <7 <  aralikta pargali siirekli ve
1" 'g (1)] < KeP! (3.5)

sagliyorsa bu durumda her s > f icin g(¢) fonksiyonunun ARA integral doniisiimii

vardir. Burada K > 0 bir sabittir[18]].

Ispat. Biliyoruz ki bir g (¢) fonksiyonunun ARA integral doniisiimii

G {2()} (s) = G(n,s) = s / Pl g(1)dt, 5> 0
0
seklinde tanimlanmaktadir. Buradan
Gufet)}(s) = s
e g (1) dt +s/t”‘1e‘“g (t)dt (3.6)
seklinde yazilabilir. Burada g (7) fonksiyonu pargali siirekli oldugundan sag taraftaki

ilk integralin varlig1 agiktir. Ayrica, Teorem deki kabul geregince (3.6) nin sag

tarafindaki ikinci integral icin ise

o) [}

s/t"le“g(t)dt < s/es’ 1" g (t)| at gs/es’Keﬁtdt
o o o
o b
—t(s—B)
= sK/eBt_‘“dt = lim —sK®
b—ro0 s — ﬁ
o
K
- ss_ Be*“@*ﬁ) 3.7)

ifadesi yazilabilir. Bu son ifade her s > 3 i¢in sonludur. Dolayisiyla g (¢) fonksiyonu-

nun ARA integral doniisiimii vardir[18]]. [
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3.1. ARA Integral Doniisiimii Ile Bazi Integral Doniisiimleri Arasindaki Bagintilar

FW=LU0) = [0
0

olmak iizere ARA integral doniisiimii ile Laplace doniisiimii arasindaki iki baginti si-

rasityla n = 0 ve n = 1 alinarak

Go{fO}(s) = s [rle s
0

= sL ﬁ =s [ F(u)du (3.8)
(L9 s [rw

\

[}

GHfO}6) = s [l p@)dr=s [ f (1)
0 0

= sL{f (1)} = sF (s) (3.9)

seklinde elde edilir[[18]].

(Dirac delta) Heaviside fonksiyonu olmak iizere bir f (¢) fonksiyonunun n — yinci ba-

samaktan ARA integral doniistimiiniin ters Laplace doniisiimii,

L™HGAS 0} ()} =" (2H(1) = 1) (n=1) f(1) +1f'(1))

esitligini saglar. Gergekten de f (¢) fonksiyonunun n — yinci basamaktan ARA integ-

ral doniisiimiiniin ters Laplace doniislimii alinirsa tanim geregince asagidaki ifadeler
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yazilabilir[18]]:

LG {f (1)} (s)}

o +ioo

) I VIGHOEE
o—ioo

. Otioo o

37 / e’ s/e_”t”_lf(t)dt ds
i
o—ioo 0

1 Ol+ioo

i / e”sL{t”_lf(t)}ds
i
o—ioo

L sL{" ' f(0)}}
L sp«L " HL{" f(1)}}
8' (1) xt" (1)

/6'(t—r) 1 f (1) de
0

(1 2H (8) (<1 4n) £ 1 (1))

—t b . .o s .o ~ . . . .
¢~ fonksiyonunun Laplace doniisiimii olmamasina ragmen bu fonksiyonun ikinci ba-

samaktan ARA integral doniisiimii G, {"’77[} seklinde elde edilir[18].

ARA integral doniisiimii ve Laplace Carson doniisiimii arasinda asagidaki bagint1 ku-

rulabilir.

Ve

LA{g(t)} = s/e g(r)dt (3.10)
0
Gi{

g ()} (s)

Gulg}(s) = s [ e gw)dr
0

= L{" 'g(t)} (3.11)



dir[18].

ARA integral doniisiimii ve Aboodh doniisiimii arasindaki baginti n = 1 i¢in

olur ve genel hali ise

A{g()} =

Gu{g(0)}(s) =

seklinde elde edilir[l18]].

(3.12)

(3.13)

ARA integral doniisiimii ve Mohand doniisiimii arasindaki bagint1 ise

veE

M{g(t)}

Gu{g(1)}(s)

(3.14)



= 1M{t”*lg(t)} (3.15)

olarak verilir[[18]].

3.2. ARA Integral Déniisiimiiniin Ozellikleri

Tezin bu kisminda, ARA integral doniisiimii var olan fonksiyonlar i¢cin ARA integral

doniistimiiniin 6zellikleri verilecektir.

1. u(t) ve v(r) ARA integral doniigiimii var olan iki fonksiyon, o ve B sifirdan farkh

sabitler olmak iizere

Gu{au(t) +Pv (1)} (s) = aGp{u(t)} (s) + BGn{v (1)} (s) (3.16)

esitligi saglanir[18].

Ispat. ARA integral déniisiimiiniin tanim1 geregince

Gu{au(t)+pv(t)}(s) = s/t”_le_” lou (2) + Bv (2)] dt
0

= as/t”_]e_“u(t)dt—l—ﬁs/t"_]e_s’v(t)dt
0 0

= 0Gu{u(t)}(s)+BGa{v(1)}(s)

yazilabilir. Boylece ARA integral doniisiimii lineer bir dontistimdiir[[18]]. [

2. g (t) fonksiyonunun ARA integral doniisiimiiniin var olmasi halinde g (ar) fonksi-

yonunun ARA integral doniistimii,

Gulgla}(s) = oGz} (3) = o6 (n ) G

dir[[18]].

Ispat. ARA integral doniisiimiiniin taniminda g (7) yerine g (at) alinirsa

Go{g(a)} (s) = s / "1 g (ar) di
0
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olur. Bu integralde u = at doniisiimii yapilirsa

Gn{g(ar)}(s)

elde edilir. Bu da istenilendir[[18]].

3. ARA integral doniisiimii,

Gu{e g (1)} (s) =

ozelligini saglar[18]].

G(n,s+c)
s+c

Ispat. (3.1]) de g (¢) yerine e~“g () alinir ve gerekli islemler yapilirsa

Gp{e“g(t)} (s)

elde edilir[[18]].

4. ARA integral doniisiimii,

s/t"le“e“g (t)dt
0

s tnflef(s+c)tg (t) dt

St~y

[}

(S—l—C)/l‘nle(Hc)tg (l‘)dl‘

s+c
0
S
—G(n,s+¢)
s+c

Gn{1"g (1)} (s) = Guim{g (1)} = G(n+m,s)

ozelligini saglar[18].
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Ispat. (3.1]) de g (¢) yerine g (¢) alimirsa

G, {t"g ()} (s) = s/t”‘le“"tmg (t)dt = s/tm+”_le_5tg (t)dt

elde edilir ve ispat tamamlanir. Ayrica bu 6zellikten

G { £} 0) = 6o (50} )= G-

esitligi de yazilabilir[18].

5. uc (t) birim basamak fonksiyonu olmak iizere ARA integral doniistimi,

Go{ue (1) g (1 =€)} (5) = G {g () (v+¢)"' } (5)

ozelligini saglar[/18]].

Ispat. (3.1]) de g (¢) yerine u, (t) g (t — c) alinir ve diizenlenirse

[}

Go{uc(D)g(t—c)}(s) = s/t”_le_”uc (1) g(t—c)dt

c

[e)

= s/t”les’g(t—c)dt

C

olur. Bu integralde t — ¢ = v doniisiimii yapilirsa

oo

S/<v+c)n—les(v+c)g (v)dv _ Sesc/esvg (V) (v—f—c)"_ldv
0 0

= G {gM) v+ } o)

esitligi elde edilir[18].

(3.20)

]

6. £ (¢), f(r) fonksiyonunun m — yinci dereceden tiirevi olmak iizere f" (¢) nin

ARA integral doniisiimii,

G { " ()} (5) = (=1 si: G {s™ W}

S
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esitligini saglar[18].

Ispat. (3.1]) de g (¢) yerine f () (¢) alinir ve gerekli islemler yapilirsa
G {10} = s / 1 £ (1) iy
0

= S

<t"*1 £ (t)) e Sdt

o —_

= G {r "} )

elde edilir. Ayrica

5 (1) e = —te™ f" (1)

e (e = (=1’ " (1)

52

%f(m) ()™ = (=11 M (1)
%_llf(m) (e ™ = (=1)" e fm(q)

seklinde yazilabileceginden

dst—1 Ky

e (Gl {f(’")(t)}(s)> gt [ @

esitligi elde edilir. Bu egsitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa

Gu{ £ 0} () = (-1 s (Gl {rmw} <S>>

ds?1 s

seklinde elde edilir[l18]].
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Biliyoruz ki

L{10 0} =5F (5) =517 (0)=5"2f (0) ..~ 771 (0)

dir. ARA integral doniisiimii ile Laplace doniigiimii arasindaki ([3.9)) bagintisi ve (3.21))

kullanilirsa

G {0} s) = (=1 s

esitligi elde edilir[18].

Simdi, bazi fonksiyonlarin ARA integral doniisiimlerini verelim.

Ornek 5. g(¢) = 1 fonksiyonunun ARA integral doniisiimii i¢in (3.1 de g(¢) =1

alinir ve elde edilen bu integrale (n — 1) kez kismi integrasyon uygulanirsa

G {1}(s) = s / ety
0

b oo
) tn—le—st n—1
= 5| lim — ~|—( )/I"Ze“dt
Ky
0

b—o0 S 0

b (o]
tn—2 —st -1 )
— 5| lim-——°¢ + (n )2(n )/t”_3e_s’dt

(n—1)(n—=2)(n—3)...1 /e_s’dt

= 3 sn—l

= S

0
(n—l)(n—Z)(n—3)...l.l I'(n)

sn—l
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elde edilir. Ayrica pratik olarak

G, {1}(s) = S/mtn_le—stdt:r(n) (%)ns/w%dt
0 0 s

seklinde de yazilabilir[[18]].

Ornek 6. (3.1)) de g (t) =t alimrsa

[}

G {t}(s) = s/t”‘le‘“tdt :s/t"e‘“dt
0

0

1 ntl 7 n,—st
_ r(n+1)(—) s [
) I'(n+1)(1)

0

B <l)nﬂr(n+1)s:M

S s

olur[18]].

Ornek 7. (3.1)) de g (¢) = ™ alinirsa

[}

G, {t"}(s) = s/t"‘le‘s’t’"dt :s/t”’*”‘le‘“dt
0 0
1 m+n % tm+n71 —st
= I'(m+n) (—) s/ el At
s 5 ['(m+n) (E)

- <‘) Flmtn)s ==

olur[[18]].

Ornek 8. (3.1)) de s > a igin g (¢) = e“ alinirsa

Gp{e"}(s) = s/t"_le_’(s_“)dt
0




olarak elde edilir[[18]].

Ornek 9. (3.1)) de g (¢) = t"e* alimirsa

Gu{1"e"} () = 5 [rminle
0

1 \"mtn 7 mtn—l—t(s—a)
= F(m+n)< ) s/ At
s—a 5 I'(m+n) (L)

Ss—a

= WF(m%—n)

bulunur|[/18]].

iat __ ,—iat

Ornek 10. (3.1)) de g(r) = sin (ar) almp sin (ar) = 55— degeri kullanilirsa

G, {sin(ar)}(s) = G {%} (s)
= (G} ()~ Gu{e ™} ()
) 1 1
- 2—ZF(n) ((s—ia)" 4 (S—Ha)")

= %F(n) ((Szj#)g sin (ntan_1 (%)))
= (1 + j—j) E s' 7T (n) sin (ntam_1 <C§l>>

olarak bulunur[18]].

Ornek 11. Benzer sekilde (3.1]) de g(¢) = cos (at) alip cos (at) = eim*'zefiat degeri

kullanilirsa

G, {cos(at)}(s) = G, {#} (s)

(Gn {eiat} (s)+Gp {e_ia’} (s))

1
2
2 ((s ;1ia)” e +1ia>")
(5) " oo )

olarak elde edilir[18]].
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Ornek 12. (3.1)) de g (¢) = sinh (ar) alinp sinh (ar) = < ’26_‘” degeri kullanilirsa

Gr s} () = G { <5 L)

= (Gl ()~ Gu e} (5)
1 Ry s
s 1 1
- EF(n) {(s—a)"_(s—l—a)”}
l 1 1

s
= °r —
oy |
olarak elde edilir[/18]].

Ornek 13. (3.1)) de g (¢) = cosh (at) alinip cosh (at) = W degerinin kullanilma-

siyla
G, {cosh(at)}(s) = {eat+e—at}
B %( e} (5)+Gu{e @Y ()
- Ao o]
= ST [(S—a)”(s:a)}
- %F(n)sln[(l_l%)nJr(lJ:%)n
elde edilir[18].
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4 . DEJENERE ARA INTEGRAL DONUSUMU

Tezin bundan Onceki kisimlarinda dejenere Gamma fonksiyonu, dejenere Laplace do-
niisiimii ve ARA integral doniisiimii hakkinda genel bilgiler verildi ve bunlarin temel
ozellikleri incelendi.

Bu kisimda daha 6nce hakkinda genel bilgiler verilen ARA integral doniisiimii i¢in
dejenere ARA integral doniisiimii tanimlanacak ve temel ozellikleri incelenecektir. Bu

kisimda verilen teoremler, orijinal teoremlerdir ve tezin orijinal kismini olusturmakta-

dir.

4.1. Dejenere ARA Integral Doniisiimii
Tanim 4.1. g (¢) fonksiyonu (0, ) araliginda siirekli bir fonksiyon ve A € (0, o) olmak
lizere n. basamaktan dejenere ARA integral doniisiimii,

Gua{g(t)} (s) = Gy(n,s) s/t" 1e£”g s>0 4.1)
0

olarak tanimlanir.

A — 0" i¢in (4.1]) ile tanimlanan dejenere ARA integral doniigiimii ([3.1)) de verilen

klasik ARA integral doniisiimiine doniismektedir. Yani

lim G, ;{g(t)}(s) = Gu{g(t)} (s)
A—07F
esitligi saglanir.

Teorem 4.1. Her sonlu alt aralikta tanimli parcali siirekli bir g (¢) fonksiyonu i¢in k > 0
bir sabit olmak iizere

1" g (t)] < kel 4.2)
esitsizligi saglaniyorsa o takdirde her s — p > A i¢in g (¢) fonksiyonunun dejenere ARA
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integral doniistimii vardir.

Ispat. (4.1]) de tamimlanan g (¢) fonksiyonunun dejenere ARA integral ifadesi

o)

o a
s/t"_le;”g(t)dt — S/tn—le;stg(t)dt +S/tn_1€IS[g(t)dt (43)
0 0

[0

seklinde yazilabilir. g (7) fonksiyonu, pargali siirekli fonksiyon oldugundan
o
s/t”_le;“g(t)dt
0
integralinin varhig1 agikardir. (4.3)) iin var olmas i¢in
s/t"_le/{“g(t)dt 4.4)
[0

integralinin yakinsakli§in1 gostermek gerekir. Bunun i¢in her iki tarafin mutlak degeri

alinirsa

oo o)

s/ek“tnlg(t)dt < s/el‘” |t"71g(t)‘dt < s/eks’keﬁtdt
04

o 04

yazilabilir. Her s — p > A i¢in

) oo b
—stpoPl g / —(s=P) 1 p o —P
s/e}b e dt ks [ e dt ksl}gg (14 A1) dt
a o o
1 A s—p-2|?
= limks—.— (1+At)” %
kT e LA .
k s—p—A
= > (14+A1)” p

s—p—A

oldugundan (4.4) genellestirilmis integrali yakinsaktir. Boylece g (z) fonksiyonu igin

G, {g(t)} (s) dejenere ARA integral doniisiimiiniin varlig1 ispatlanmus olur. O

4.2. Baz1 Dejenere integral Doniisiimleri Arasindaki Bagintilar

Bu boliimde, baz1 dejenere integral doniisiimler arasindaki bagintilar1 inceleyelim. Bu-

nun igin (4.1)) deki dejenere ARA integral doniisiimiindeki n e baz1 6zel degerler vere-
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lim.

Eger (4.1)) de n = 0 alinirsa

Goatg(t)}(s) = Ga(0,s)
. r —st g(t)
= so/t te; gt dt—sL,l{ t } (4.5)

elde edilir. O halde n = 0 i¢in g(¢) fonksiyonunun dejenere ARA integral doniisiimi,
(1)
t

nin dejenere Laplace’ina doniismektedir.

(4.1) de n = 1 segilirse

Gia{e®)}(s) = Gu(ls)

(o]

= s/e/1 g(t)dt =sLy {g(t)} (4.6)
0

olarak bulunur. Bu ise dejenere ARA integral doniisiimii ile dejenere Laplace donii-

siimil arasindaki iliskiyi vermektedir.

Dejenere ARA integral doniisiimii ile dejenere Laplace doniistimii ve ((1.12)) ile verilen
dejenere Sumudu doniisiimii arasindaki bagintilar da asagidaki sekilde verilebilir. De-
jenere ARA integral doniisiimiiniin dejenere Laplace doniisiimii ve dejenere Sumudu

doniisiimii ile arasindaki baginti

Gia{sW)i(s) = Ga(l,s) = sLafg(t)} = sFi(s)

1
= 8, (§> 4.7)

olur. Buradan dejenere ARA integral doniisiimiiniin dejenere Sumudu’ya doniisiimii

goriilmektedir.

Dejenere ARA integral doniisiimii, dejenere Laplace doniigiimii ve ((1.13]) teki dejenere
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Elzaki doniisiimii arasindaki baginti ise

Giafe®)}(s) = Gu(l,s) = sLa{s(t)}
= sF(s) = 5°T, <l) (4.8)

S

olarak elde edilir. Gergekten de
Gia{gt)}(s)=s / e, "g(t)
0
integraline st = u de8isken degistirmesi uygulanirsa dr = % olacagindan

Gia{s®} () = / g (%) du
0

seklinde yazilir. Bu da dejenere ARA integral doniisiimii ile dejenere Elzaki doniisimii

arasindaki bagintiy1 verir.

4.3. Dejenere ARA Integral Doniisiimiiniin Ozellikleri

Tezin bu kisminda dejenere ARA integral doniisiimiiniin baz1 temel 6zelliklerini vere-
lim.

Teorem 4.2. Dejenere ARA integral doniisiimii lineer bir doniisiimdiir.

Ispat. f (¢) ve g () fonksiyonlari (0, ) arahiginda siirekli fonksiyon ve c, 8 € R olmak
iizere, (4.1)) de yazilirsa

Gua{0f (1) +Be)}(5) = s [ e [ouf (1) + Biglo))
0

—— / (1o f()dr + B / (e g 1) dr
0 0

= aGn,l {f(f)} (S) +ﬁGn.,/l {g(t)} (S)
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elde edilir. O halde dejenere ARA integral doniisiimiinde lineerlik 6zelligi saglanir.

]

Bu ozellikler verilirken f (¢) fonksiyonunun dejenere ARA integral doniisiimii G,, 5 {f (¢)} (s)

oldugu goz Oniine alinarak igleme devam edilecektir.

f (at) fonksiyonunun dejenere ARA integral doniistimii i¢in

o)

Gua{flat)} s/t" lel“f (at)dt

0

integralinde u = at seklinde bir degisken degistirmesi yapilirsa

oonfl —5 . S i u\n—1 —at
s/t e f (at)dt = 5/(5) e, 4" (u)du
0 0
1

elde edilir. Boylece f (¢) nin dejenere ARA integral doniisiimii G, 3 { f()} (s) = Gy (n,s)

ise
S

Gup {f(a)} (s) =a' "Gy (n, ) (4.9)

olur.

g(t) = e, f(r) fonksiyonunun dejenere ARA integral doniigiimii,

[}

Gor {e; )} (s) = s / =1, S £ (1)

0
= s+c /t" Lo (st f(t)dt
0
= S+CG)L(VL S—|-C) (410)

olarak elde edilir.
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g (t) =1"f(t) fonksiyonunun dejenere ARA integral doniigiimii,

Gua " FO) &) = 5 [ ez e s(eyar
0

= Gy(n+m,s) (4.11)

olur.
(1.2)) ile verilen birim basamak fonksiyonunun dejenere ARA integral doniisiimii ise

g(t) = uc(t)f(t —c) olarak alinirsa

(o]

G {uc(t)f(t—c)} s/t" Lo f(t—c)dt
0

olur. Bu integralde  — ¢ = u degisken degistirmesi yapilirsa
Gup e f (1=} (s) = s [ ()™ " f () dp
0

= s [ (o) (w)du
0

= " GL{f(w)+o)" "} (s) (4.12)

olarak elde edilir.

Simdi de (4.1]) ile tanimlanan dejenere ARA integral doniisiimiiniin tiirevleri i¢in bir
bagint1 elde edelim.

deki tanimda ifade edilen dejenere ARA integral doniisiimiinde s parametresine

gore bir kez tiirev alinirsa

d
G {80} )
:% /(1+7Lt rlg ]
0
:/(1+7u)—i —%/ log (14 A6)) (1+ A1) % "~ 1g (1) dt
0 0
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_ G t8WHS) 316, ((tog (1420 g(0)} ()

S

elde edilir. Daha sonra bu ifadenin her iki tarafinin tekrar s ye gore tiirevi alinirsa

d2

56 de}s) = = [(og(1+An) (1440 lg(r)dr

log (14 A1) (14 A8) 41" g (t)dt

i
Z

>>I

— 2%/ log (1+A8))> (1+ A1) 41" g () dr
0

Gy {log (1+A41)g(1)} (5)

S

+(=1)?272G, 5 { (log (1 + 20))* ¢(1) } (s)

= (-1)2.A7!

olur. Benzer sekilde

d_3G g (s) = (=1)? 3A_ZGn,/l{(log(l—l-?u))zg(t)}(S)
PR A -

+(=1)°A73G, 5 {(log (1+20) g (1) } 5)

olur. Tiirev almaya benzer sekilde devam edilirse (4.1)) in s ye gore m — yinci tiirevi,

. Goa {(l0g (14+20)" "¢ } ()
G (g0} (5) = (1) a S !

+(=D)"A7"Gyp {(log (14 41))" g (1)} (s) (4.13)

olarak genel bir ifade ile elde edilir.

Teorem 4.3. g () ve tiirevleri birinci basamaktan dejenere ARA integral doniisiimii

var olan fonksiyonlar ve g9 (0) sonlu ve tanimli olmak iizere

G { e} ) = st {0}
= s2(s+A)(s+22).. (+( — )1)21{(1+7Lt)_mg(t)}

m—1 —i—
—sY g0 ( H ) (4.14)
i=0
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esitligi saglanir[12].

Ispat. Once m = 1 i¢in dogrulugunu gorelim.

(o)

Gua{ o0} 0) = s [ 20 Eg

0
s b
— fim s (1 —|—7Lt)_7g(t)‘
b—roo 0

s(n—1) /t” 2(14 )" 2g(r)dt
0
52 / N1+ 0) " T g(r)dr
0

esitligi elde edilir. Bu esitlikte 7 = 1 alinarak ve daki bagint1 kullamlarak

{560} = {0} = s+ {1440 400}

elde edilir. Benzer sekilde (m — 1) kez tiirev alinarak[[12]

w{ gm0} o = st femo)
= sz(s+7t)(s+27t)...(s—|—(m—I)A)LA{(I%—M)*mg(t)}

—stlg@ (0) <mf[1s+ (k— 1)1)
i=0

esitligi elde edilir. O
Yukaridaki tanmimlar, teoremler ve ozellikler gbz oniine alindig1 zaman dejenere ARA
integral doniistimiiniin dejenere Laplace, dejenere Sumudu ve dejenere Elzaki donii-
stimleri cinsinden verilebilecegi goriilmektedir. Ayrica dejenere ARA integral doniisii-

miiniin, (4.1) de n = 1 alinmasi durumunda

Gialg}5) =La (s} =5 [ &%
0

seklinde dejenere Laplace Carson doniisiimiine, literatiire Aboodh ve Mohand donii-

simii olarak gegen doniigiimler igin ise (4.1) de n = 1 alinip Siz ile carpilmasiyla deje-
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nere ARA integral doniistimiiniin,

L Gia{s()} () = Az {5(1)} =

© | =

/e/{s’g(t)dt
0

dejenere Aboodh doniistimii olarak tanimlanabilecegi ve son olarak yine (4.1) den =1

alinip s ile carpilarak

G121 {0} () = M ()} = [ &5 "g(0)ds
0

seklinde dejenere Mohand doniisiimii olarak tanimlanabilecegi kolayca goriilebilir. Bu

doniisiimlerin hepsinin A — 07 i¢in klasik hallerine doniistiigii goriiliir.

4.4. Uygulamalar

Bu kisimda yukarida elde edilen sonuglar i¢in bazi 6rnekler verilecektir.

Ornek 14. 4 € (0,) olsun. (#.1)) ile verilen dejenere ARA integral doniisiimii tani-
minda g () = 1 alinir ve (2.37)) kullanilirsa

o)

Gua{lt(s) = s/t”“e;“dr:s/;"—l(1+/1t)idt
0

= s {" = 5T (n) (4.15)

olur. Buradan g (7) = 1 fonksiyonunun dejenere ARA integral doniisiimii dejenere Lap-
lace doniisiimii ve dejenere Gamma fonksiyonu arasindaki iligkiler goriilmektedir. Bu

son esitlik ile (2.15]) g6z oniine alinirsa

Gz {1}(s) = A7"sB <n% —n)

yazilabilir. Bu da g (t) = 1 fonksiyonunun dejenere ARA integral doniigiimii ile klasik

Beta fonksiyonu arasindaki iligkiyi vermektedir. Buradan da klasik Beta fonksiyonu ve
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klasik Gamma fonksiyonu arasindaki bagint1 yardimi ile

L, FmT
I(

~
>>Ih
v

Gup {1} (s) = )

>

yazilabilir.

Ornek 15. (4.1)) de m € N olmak iizere g (¢) = " alinir ve (2.37) kullanilirsa

(o)

G {t"}t(s) = s/t”‘1(1+lt)_it’”dt
0

= s/tm+”‘1(1+7u)_idt
0
= sLy {r 1}

1

~ gor prrevm O (m+n) (4.16)

olur.

Ornek 16. n € N ve s > nA — a olmak iizere g(t) = e, “ icin basit integral iglemleri ve

(2.37)) yardimu ile

Gua {6z} 6) = s [ 1e, O My

0
s
= r 4.17
Gray 2 (n) (4.17)
oldugu kolayca goriilebilir. Burada
Gup{ey”}(s) = sA™"B <n, HTG —n
['(n)T (54 —n)
= sA7" A (4.18)
L)

Guale}(s) = s 1 e; 0 ar
0

= T (n), (4.19)




__—ait .
e; " igin

Gua{eg ™} (5)

g (1) = ¢§" igin

Gua{ed' ) (s)

(4.20)

s / ! e;(s_m)tdt
0

S

(s —ai)"

[, (n)

s—ai

(4.21)

esitlikleri de elde edilir. (4.18)) bagintisinda elde edilen esitliklerin benzerleri bu fonk-

siyonlar icin de verilebilir.

Ornek 17. (1)) de g(r) = ™e4" alimrsa m € N ve s > (m+n) A +a olmak iizere
(2.37)) nin ispatina benzer iglemler yardimu ile pratik olarak

G {tmei’} (s)

= A (m+n) (4.22)
seklinde elde edilir.
Ornek 18. (#.1) de g(t) = cos;, (at) alinirsa (2.12)) ve (2-37)) den
eait_|_e—ait
Goa (eos @)} (5) = G {%} (5
_ 1 ait 1 —ait
= EGILA {9,1 (s) + EGml {9,1 } (s)
1 s s
= = T 4.3
2 {(s—ai)” = (n) + (s+ai)" ﬁ(n) (423)

olarak elde edilir.
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Ornek 19. (#.1)) de g(¢) = siny (at) alinirsa ([2.13)) ve (2.37) den

Goa fsina (@)} () = G {12—1} (5

1 1 .
= 5 Gz {e5"} (s)— ZGn,/l{e)Lan}(S)

1 s s
T2 |:(S—ai)nrs)L(1i(n) a (s~|—ai)”rsfai ()| @24

olarak bulunur.

Ornek 20. (4.1)) de g(t) = coshy, (at) almp (2.33) kullanilarak (2.37) ye benzer se-
kilde

at —at
G {coshy (an)} (s) = Gn,a{%}w (4.25)
1 at 1 —at
= EGn,/l{e;L (S)"'EGn,?L{e;L }(S)
1

A O g )

elde edilir. Daha sonra dejenere Gamma fonksiyonu ile klasik Beta fonksiyonu arasin-

daki iligkiyi gosteren ([2.13)) ifadesi kullanilarak

Gy {coshy (ar)} (s) = SA 7 |B(n, =4 —n) + B(n, 222 )
2 2 7

esitligi bulunur. Klasik Beta fonksiyonu ile klasik Gamma fonksiyonu arasindaki ba-

gint1 yardimiyla

s [(5%—n) T(4—n)
Gz {coshy (ar)} (s) = ZA 7T (n) | — At 4+ —4
| 2 réz  rea
esitligi elde edilir.
Ornek 21. (#.1)) de g(t) = sinhy, (at) almp (2.34)) kullanilir ve (2.37) g6z oniine ali-
nirsa

Gy fsinha (@)} () = Gz {“Tl} ()

1 1
= EGn,), {ecf ( ) nl {egm}
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1 s s
- s[EFra - maan] @

elde edilir. Burada (2.15)) ten (4.26) nin klasik Beta ve klasik Gamma fonksiyonu ile

arasindaki baginti,

G {sinhy (an)}(5) = 227" [B (n i —n) _B (n Sl‘—“ —n)]
: (

olarak bulunur.

Ornek 22. (4.1) de g(¢) = e; ' cos) (br) alinirsa basit integral iglemleri ile

elbt e
(%ﬂ&imwmﬁﬂ}@)==CMA{IM(J;%A—>}@)

> lbt
+e
_ s/tn—le;stezat (Tl) dt
/l‘n 1 s+a bi)t +e;(s+a+bi)t> dt
0

g (n)
— n
2 s+a bl w’} bi

+ (4.27)

—F
(s+a+Dbi)" T (n)}

elde edilir.

Ornek 23. ({#.1)) de g(1) = e, “siny (bt) alirsa yine basit integral iglemleri yardi-

miyla

e’ft e;ibr
Go (e sim )} (5) = Guad e [ H 2] b0
it bt _ pibt
_ tn—l —st A A dt
s/ “a e’ < 2i

S 1 s+a bi)t —(s+a+bi)t
= E/W —e )m
0

~.

(n)

K
— A
2i [(s+a— bz H—a Tabi



1
- T 4.28
(S +a—+ bi)” s+2+bi <n) ( )

olur.

Ornek 24. (4.1)) de g(r) = e; “ coshy (br) alimrsa ([@.27) ye benzer islemler yardim

ile
G, {e; " coshy (bt)} (s)
s 1 1
SR P T 429
2 | Grazpyt ™ Grazpy ke (429)
elde edilir.

Ornek 25. (@.1)) de g(r) = e; “sinhy (bt) aliirsa (4.28)) e benzer islemler yardimi ile

G2 {e;at sinh (bt) } (s)

s 1 1
2 | Gra—pyt r 4,
2 [ (s+a—b)" e (n) (s+a+b) . (n) (4.30)

esitligi elde edilir.
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5 . TARTISMA VE SONUC

Bu tezde 6nce bazi cok bilinen integral doniistimlerinin genel tanimlar1 verilmis ve
Gamma ve Beta fonksiyonlarinin tanimlari ile sagladiklar1 bazi 6nemli 6zelliklerden
bahsedilmistir. Daha sonra bilinen baz1 integral doniisiimlerinin tanimlanmis olan de-
jenere sekillerinden bahsedilmis ve 6nemli 6zellikleri verilmistir. Bunlardan en cok
bilinenleri dejenere Gamma ve dejenere Laplace doniisiimleri olup bunlar hakkinda
detayl bilgiler verilmistir.

2020 yilinda ARA integral doniisiimii olarak tanimlanan integral doniisiimii hakkinda
genel bilgiler verilmistir.

Bu tezin son kismu, tezin orijinal kismi olup 2020 de tanimlanan ARA integral donii-
slimiiniin dejenere hali tanimlanmis ve temel 6zellikleri incelenmistir. Bu doniisiimden
dejenere Laplace, dejenere Sumudu ve dejenere Elzaki doniistimlerine nasil gecilebi-
lecegi gosterilmistir. Ayrica 6zel bir durum olarak dejenere Laplace Carson doniisiimii
ile arasindaki baglant1 verilmistir. Yine ikinci bir 6zel durum olarak dejenere Aboodh
doniistimiine ve dejenere Mohand doniisiimiine gecisleri hakkinda bilgiler verilmistir.
Son olarak dejenere ARA integral doniisiimiiniin uygulamalar1 verilmistir.

Tez bir biitiin olarak bakildiginda integral doniisiim, dejenere integral doniisiim ve bu
doniisiimler arasindaki iligkiler ile baz1 6nemli 6zelliklerin tanimlarini kapsamaktadir.
Son boliimii de orijinal sonuclar icermektedir. Tez bu sekliyle literatiirde kaynak olarak

kullanilabilecek bir 6zellige sahiptir.
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