T.C.
KIRIKKALE UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
YUKSEK LiSANS TEZi

BAZI BINOM KATSAYILI MATRISLERIN
SPEKTRAL OZELLIiKLERI

Safak YENIAYDIN

EYLUL 2020



Matematik Anabilim Dal’nda Safak YENIAYDIN tarafindan hazirlanan “Bazi
Binom Katsayili Matrislerin Spektral Ozellikleri” adli Yiiksek Lisans Tezinin

Anabilim Dal1 standartlarina uygun oldugunu onaylarim.

Anabilim Dah Baskam
Prof. Dr. Ali OLGUN

Bu tezi okudugumu ve tezin Yiiksek Lisans Tezi olarak biitiin gereklilikleri yerine

getirdigini onaylarim.

Danisman

Dog. Dr. Tlker AKKUS

Jiiri Uyeleri

Baskan : Dog. Dr. Murat OLGUN
Uye : Dog. Dr. Ilker AKKUS
Uye : Dr. Ogr. Uyesi Semih YILMAZ

08/09/2020

Bu tez ile Kirikkale Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Yonetim Kurulu Yiiksek

Lisans derecesini onaylamistir.

Prof. Dr. Recep CALIN

Fen Bilimleri Enstitiisi Mudiira



OZET

BAZI BINOM KATSAYILI MATRISLERIN
SPEKTRAL OZELLIKLERI

YENIAYDIN, Safak
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Dog. Dr. Ilker AKKUS
Eyliil 2020, 57 sayfa

Bu tezde oncelikle kaynak Ozetleri verilerek binom katsayilari, saga dayali binom
katsayilt matrisler ile bir matrisin determinanti, izi, 6zdegeri ve karakteristik
polinomunun yani sira Fibonacci ve Lucas sayilarinin genel yapist hakkinda bilgiler
sunulmustur. Daha sonra saga dayali binom katsayili matrislerin tersiyle farki olan fark
matrislerinin ve toplami olan toplam matrislerinin determinant, iz, O6zdeger,
karakteristik polinom ile mod3, mod5 ve mod7 deki karakteristik polinomlarin

yapisinda goriilen Lucas ve Fibonacci sayilariyla ilgili bilgiler sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Fibonacci sayilari, Lucas sayilari, saga dayali binom matrisi,

0zdeger, determinant, karakteristik polinom, iz, toplam matrisi, fark matrisi.



ABSTRACT

SPECTRAL PROPERTIES OF
MATRICES WITH SOME BINOMIAL COEFFICIENTS

YENIAYDIN, Safak
Kirikkale University
Institute of Sciences
Department of Mathematics, Master Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ilker AKKUS
September 2020, 57 pages

In this thesis, as first, some informations are introduced by research summaries about
determinant, eigenvalue, characteristic polynomial and trace properties of a matrix,
beside Lucas and Fibonacci numbers. Theorems about the Lucas and Fibonacci
numbers which are seen in the structure of the determinant, trace, eigenvalue,
characteristic polynomial of the sum matrix which is the sum of right-justified
binomial matrix with it’s inverse matrix and also theorems on the generalized
polynomials in modulo 3, modulo 5 and modulo 7 are introduced and finally, theorems
about the Lucas and Fibonacci numbers which are seen in the structure of the
determinant, trace, eigenvalue, characteristic polynomial of the subtract matrix which
is the subtract of right-justified binomial matrix with it’s inverse matrix and also
theorems on the characteristic polynomials in modulo 3, modulo 5 and modulo 7 are

introduced.

Key Words: Fibonacci numbers, Lucas numbers, right-justified binomial matrix,

eigen value, determinant, characteristic polinomial, trace, sum matrix, subtract matrix.
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1. GIRIS

Fibonacci dizisi her bir terimi kendinden onceki iki teriminin toplami seklinde ve ilk
iki terimi f =f,=1 olan bir tamsay1 dizisidir. Bagka bir ifadeyle baslangi¢ kosullari
Jfi=f,=1 ve dizinin n ninci terimi f olacak sekilde f , =/ ., + f rekiirans

bagintisiyla tanimlanan tamsay1 dizisine Fibonacci sayt dizisi denir.

Fibonacci dizisinin ilk kullanildigi alan ¢ogu kisinin bildigi gibi tavsan problemidir.
Fibonacci, bir erkek bir disi iki tavsanin 6liimsiiz ve her ay biri disi biri erkek iki yavru
tavsan verecegini varsayarak bir yilin sonunda toplam ka¢ adet tavsani olacagini
kendine sorar ve bu problemin ¢6ziimii iizerine matematiksel bir aciklama getirmeye

calisir. Fibonacci sayilarini kullanarak bu sayinin 144 olacagini hesaplamistir.

Yaprak sayilarina gore yapilan diger bir ¢aligmada asagidaki tablo elde edilmistir [1].

YAPRAK SAYISI CICEGIN ADI
1 Beyaz Zambak
3 Zambak, Siisen
5 Diigiin Cicegi, Yabani Giil ve Hezaren
8 Hezaren
13 Altincik
21 Hindiba
34 Pire Otu

Tablo 1.1.

Resim 1.1.



Fibonacci sayilar1 bitkilerin ¢igek gobeklerinde de belli bir diizende goriilmektedir [2].
Cogu papatya ve aycicegi kellesinde disa dogru 55, ice dogru 34 kivrim oldugu
gbzlemlenmistir [3]. Cam kozalaklarinda ve karnabaharin yapraklarinda da bu
kivrimlar net bir sekilde goriilebilmektedir [4]. Benzer sekilde muz bitkisinin
pullarinda 8,13 veya 21 adet pul bulunmaktadir. Tiim bu 6rneklere ragmen bilinmelidir

ki doga Fibonacci sayilarina uymaya ¢alismaz, gozlemlenen bu durum daha derin bir

fiziksel islemin {riiniidiir. Bu da kivrimlarin kusursuzlugunu agiklamaktadir.

Resim 1.2.

Insan viicudu da Fibonacci dizisinden izler tasimaktadir. Ornegin her insanm iki eli
vardir, her birinin bes parmagi vardir ve her parmagin iki eklemi ile ayrilmis ti¢ kismi
vardir. Bunun yani sira el kemiklerimizin uzunluklar1 da Fibonacci sayilariyla

iliskilidir [5].

Resim 1.3.

Bilindigi iizere altin oran her bir Fibonacci sayisinin kendinden bir dnceki Fibonacci

sayisina oraninin sonsuzdaki limitidir; yani

0 = lim (’%) = 1,618



dir. Leonardo Da Vinci nin Kusursuz Adam (Perfect Man) modelinde yer alan
Olciimler, binlerce yildir iizerine tartisilan ve aragtirmalar yapilmakta olan Altin Oran’a

dayanmaktadir.

PLATINUM

0112 358 13 2134
wn i
L FIBOMACCI

- -

Altin oran gilinlimiizde yaygin bir sekilde geometride de goriilmektedir. Stakov’un
1989 yilinda yaptigi bir calisma gostermistir ki diizglin besgenin bir kenarinin
kosegenine orani altin orani vermektedir ve ayrica her bir kosegen birbirini bu oranda
bolmektedir. Bir¢cok ulusun bayragindaki yildiz figiirii ¢iziminde diizglin besgenler

kullanilmaktadir.

Resim 1.5.

Altin oran antik mimarinin en gelismis 6rnegi olarak kabul edilen misir piramitlerinde
de gozlemlenmektedir. Bu piramitlerin ¢evresi, yliksekliklerinin iki katina

boliindiigiinde altin oran elde edilmektedir [1].

T AT & e e T T

Resim 1.6.



1.1. Kaynak Ozetleri

Bu tezin hazirlanisinda giris kismina ait gorsel ve temel bilgilerde de [1], [2], [3], [4]
ve [5] numarali kaynaklardan, matrislerle ilgili temel kavramlarin tanimlarinda [6],[7]
ve [8] numarali kaynaklardan ve diger kavram ve teoremlerde [9], [10], [11] ve [12]

numarali kaynaklardan faydalanilmistir.

1.2. Tezin Amaci

Bu tezin amaci saga dayali binom matrisinin tersiyle toplanmasi ve ¢ikarilmasi ile elde
edilen toplam ve fark matrislerinin karakteristik polinom, 6zdeger, iz ve determinant
kavramlarinin yan1 sira mod3, mod5 ve mod7 deki karakteristik polinomlarinin elde

edilmesi amaglanmustir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tamm 2.1. n > 2 olmak tlizere baslangi¢ kosullar1 f, = 0, f; = 1 olmak lizere

Jor =Tyt T/,

yineleme bagintisiyla tanimlanan f, sayisina n ninci Fibonacci sayist denir.

Fibonacci sayilarinin Binet formu

(9 -(=9)

V5

f;l=

seklindedir[9].
Tanmm 2.2. n>2 olmak iizere baslangi¢ kosullar1 [, = 2 ve [; = 1 olan ve
In = ln—l +ln—2

yineleme bagintisi ile tanimlanan /, sayisina n ninci Lucas sayis: denir.

Lucas sayilarinin Binet formu

<1+\/§>" <1—\/§>
L, = +
" 2 2

n

seklindedir [9].

Tamim 2.3. n ve r birer dogal say1 ve » < n olmak lizere

[nj nn— 1)(n—2)...(n — r+1)
(n,r)= =

v r!



sayisina n nin r lisi veya n nin r li binom katsayist denir.

Tamm 2.4. Kbir cisim ve 4 K" olmak iizere her bir satirrndan ve her bir
siitunundan yalniz ve yalniz bir eleman alinmak {izere 4 matrisinin n tane elemaninin
arpimi @, a,; a,, ... d,; olarak gosterilebilir. Birinci alt indisler dogal sirasinda
bulunurken ikinci alt indislerin temsil edebilecegi birbirinden farkli » tane siitun
bulunmaktadir. Bu durumda ikinci alt indislerin dizisi o = j,j,...j, permiitasyonunu
olusturur ve 4 matrisi n! tane c¢arpim igerir. Bu durumda A4e K/ matrisinin
determinanti, her carpim permiitasyon isareti sgn oile carpilmak iizere n! tane

carpimin toplamidir ve det4 veya |4| ile gosterilir. Sonug olarak

detd = z (sgno) U Uy Uy oo O,

ces,

sayisina 4 matrisinin determinanti denir [6].

Tanim 2.5. K bir cisim olmak iizere A € K, n ninci mertebeden birim matris 7, ve

herhangi bir matris 4, € K, olmak tizere P,(4) = |41, — A| polinomuna 4 matrisinin
karakteristik polinomu ve bu polinomun her bir kokiine de karakteristik deger veya

ozdeger denir [7]. A, matrisinin herhangi bir m ninci kuvveti 4, olmak lizere bu

matrisin karakteristik polinomu da P; (1) ile gosterilir.

Tanmm 2.6. K bir cisim ve n ninci mertebeden herhangi bir karesel matris 4, € K,
olmak iizere 4 matrisinin kosegeni lizerindeki tiim elemanlarin toplamina A matrisinin

izi denir ve tr(4) veya iz(A4) ile gosterilir [8].

Tanim 2.7. n ninci mertebeden 4, = [a,-j] = [(;__;) ] seklinde tanimlanan 4,, matrisine

saga dayalr binom matrisi denir [10].



Ornek 2.1. 4 iincii mertebeden A, matrisi

—_ O O O
w — O O
w N = O
Y G

seklindedir.

Tamim 2.8. K bir cisim olmak {izere 4 € K, n ninci mertebeden herhangi bir matris
A, € K, olmak iizere 4, matrisinin 6zdegerlerinden olusan kiimeye ozdegerler kiimesi
denir ve V, ile gosterilir. 4, matrisinin herhangi bir m ninci kuvveti 4, olmak iizere

bu matrisin 6zdegerleri kiimesi de V)’ ile gosterilir.



3. BAZI FIBONACCI VE LUCAS SAYILARININ

mod3, mod5 VE mod7 DEKi DEGERLERI

Lemma 3.1.
a. ISk—l =2 (m0d3), ng_3 =2 (m0d3), Z8k—5 =1 (m0d3), ng_7 =1 (m0d3)

b. f, =0 (mod3), fo, , =2 (mod3), f,_,=0(mod3), f, =1 (mod3).

Ispat. Lucas sayilarinin mod m deki periyodu j olmak iizere

Iy =2 (modm) .
{zkﬂ = 1 (mod m) /¥ [12]

oldugundan /g4y = 1 (mod3) ve Ig; =2 (mod3) dir. Tanim 2.2. den a ve b
siklarindan birer tane denklik ispatlanacak olup digerleri de benzer sekilde
gosterilebilir. Buna gore

a. lSk—l = 18k+1 - lSk =1-2=2 (m0d3)

b. fo_r = g1 —fg =2 — 0=2 (mod3)

seklindedir.
Lemma 3.2. [, = 2 (mod?S) ve ly+» = 3 (mod5) tir.

Ispat. Lucas sayilarmin mod m ye gére periyodu j olmak iizere

I, = 2 (mod m) :
{zkﬂ = 1 (mod m) T/ [12]

bi¢imindedir. Lucas sayilarinin mod5 e gore periyodu 4 oldugundan



Ly = 2 (mod5) ve Iy = 1 (mod5)
seklindedir. Tanim 2.2. den
lyga = lgger  lgy = 3 (mod5)
olarak elde edilir.
Lemma 3.3.
a. ligr—1 =6 (mod7), ligi—3 =3 (mod7), [ig—5 = 3 (mod7),

Ligr-7 = 6 (mod7), lig—9 = 1 (mod7), lig4-11 =4 (mod7),

her-13 =4 (mod7), lig—15 = 1 (mod7).

b. fi =0 (mod?7), f,_, =6 (mod7), f,_, =4 (mod7),
Sigp—e = 6 (mod7), f,,_¢ =0 (mod7), f,_,, =1 (mod7),

froi1a = 3 (mod7), f,,_,, =1 (mod7).

Ispat. Lucas sayilarinin mod m deki periyodu j olmak {izere

Iy =2(modm) .
{lkﬂ =1 (mod m)(:mk [12]

oldugundan

Zl6k =2 (m0d7) ve Zl6k+1 =1 (m0d7)



seklindedir.

a. Tanim 2.2. den £ > 1 olmak tzere

her-3 = lisk—1 — ligk—2 = 6 — 3 = 3 (mod7)

Lk-s = ligk-3 = ligk—4 =3 — 0 = 3 (mod7)

hee—7 = li6ki-5 — li6k—6 =3 — 4 = 6 (mod7)

hk-9 = liok—7 — ligr—8 = 6 T2 = 1 (mod7)
hee-11 = lisk-9 — ligr-10 = 1 —4 = 4 (mod7)
liok-13 = hek-11 = lisk-12 =4 — 0 = 4 (mod7)
he-15 = liok—13 — higr—14 =4 +4 = 1 (mod7)

seklindedir.

b. k>1 olmak iizere Fibonacci sayilarinin mod j de periyodu m olmak iizere

f, =0 (mod )
{fk: = 1 (mod ;)& "k [12]

ve Fibonacci sayilarinin mod7 de periyodu 16 oldugundan

10



Jrex = 0 (mod7)

seklindedir. Tanim 2.1. den ve

Jiex = 0 (mod7) ve fi. ., =1 (mod7) [12]

oldugundan

Sisie2 =Srox ~Sigimr =0 — 1 =6 (mod7)

Sreea =Nigi—z ~igi—3 =6 — 2 =4 (mod7)

Si6k=6 =Ji6e—4 ~Jigp—s =4 — 5 = 6 (mod7)

olarak elde edilir ve diger durumlar da benzer sekilde gosterilebilir.

11



4.7, = A,+ (4,)' TOPLAM MATRISININ INCELENMESI

Tanmm 4.1. 2 <neN olmak iizere n ninci mertebeden saga dayali binom matrisi
A, ve A, matrisinin tersi (4,)”' olmak iizere 7, = 4, + (4,) 'matrisine » ninci

mertebeden foplam matrisi denir.

Ornek 4.1. 5 inci mertebeden 75 matrisi

000011 -4 6 —4 1

0001 1] |-1 3 -3 1 0
Ts=As+(s)'={0 0 1 2 1|+/1 -2 1 0 0

0133 1]|-1 1 0 0 0

1 46 41 |1 0 0 0 0

1 4 6 -4 2]

-1 3 3 2 1

=1 =2 2 1

-1 2 3 3 1

2 4 4 1]

seklindedir.

Teorem 4.1.p, n,e N= {O, 1 2,...} ve p = 2 i¢in p ninci mertebeden saga dayali binom

.. .. -1 C e - A .
matrisi A4, olmak tizere T, =4, + (Ap) matrisinin 6zdegerleri kiimesi olan 7,
asagidaki gibidir.

a. n > 1 olmak tzere

n—1
Van = Q{\/gf%ﬂ’ - ‘/gfzm}'

12



b. »n > 1 olmak tizere

2n

Vipt1 = U{(—l)klzk}-
=0

¢. n =0 olmak tizere

2n+1

Viniz = U{(—l)kﬂlzk}-

k=0

Ispat.

a. Cift mertebeli toplam matrislerinin 6zdegerleri her » > k > 0 dogal sayis1 i¢in
a?ktl — Bk ye 21 _ g 2k41 seklinde ve bu 6zdegerler Fibonacci sayilari cinsinden

2k+1 —ﬁ2k+l)

BAH _ 2t = (g2 _ g2kly = \/—(a —\/—f2k+1

2+l _

p2kH]
3 ) 0 \/§f2k+l

Q21 _ ﬁ2k+1 - \/g(a

Buradan

n—1

Vap = U{\/ngkH’ - ‘/gfzm}

k=0
oldugu goriiliir.

b. Mertebesi 4n+1 formunda olan toplam matrislerin 6zdegerleri her 2n > k> 0 i¢in

a°+,80, _(a2+32), . (_1)2:1—1 (a4”‘2+ﬁ4”‘2), (_I)Zn(a4n+'34n)

13



seklindedir. Lucas sayilarinin Binet formundan yararlanilarak

2n
Vape1 = U{(— 1)1y}
=0

bulunur.

¢. Mertebesi 4n+3 formunda olan toplam matrislerin 6zdegerleri her 2n+1 > k igin
—(a°+ﬁ°), (a2+’32), oo (_1)2n+1(a4n+2+ﬁ4n+2)’ (_1)2n+2(a4n+2+ﬁ4n+2)

bicimindedir. Lucas sayilarinin Binet formundan yararlanilarak

2n+1

Vapss = U {(=D"11,}

k=0

elde edilir.

.. -1 C e
Teorem 4.2. p, ne N olmak lizere p = 2 i¢in 7, = 4, + (Ap) toplam matrisinin iz
degerleri n > 1 olmak iizere

tr(TZn-H) = 2f2n+1 ve tr(TZn) =0
seklindedir.

ispat. tr(4y,11) = tr[(4a,sy) ~'] ve tr(4y,) = — tt](4,,) 7] dir. [10]

Iz toplamsal bir 6zellik oldugundan

14



tr(TZnH) = tr(A2n+l) + tr[(AZnH) _1] =2 tr(Aan) = 2f2n+1
tr(75,) = tr(4,,) + tr[(42,) -1 = tr(4, ) —tr(4, ) =0
olarak bulunur.

Teorem 4.3. p, m, ne N ={0,1,2,...} vep=2iginT, =4, + (Ap)_1 toplam

matrisinin herhangi bir m ninci kuvvetinin izi:

a. n = 1 olmak tizere

n—1
tr(T?n) = 2 ;(\/ngkﬂ) , M (,‘lft

0 , mtek

b. n =1 olmak tlizere

2n
()" +2 ) ()" i
tr(T:lnn+1) = el

2n
)" +2) (=" mtek
k=1

c¢. n =0 olmak tizere

2n+1
()" +2 ) ()" i
tr(TTn+3) = k=21n+1

(=)™ +2 ) (=DED Y tek
k=1

seklindedir.

15



Ispat. m bir dogal say1 olmak iizere bir matrisin herhangi bir m. kuvvetinin izi, kendi
0zdegerlerinin m. kuvvetlerinin toplamidir. Bu durumda Teorem 4.1. den

a.
n—1
Vin = {(‘/gfzkﬂ) ’(_\/gf2k+1) }
k=0
oldugundan
n—1 n—1
tr(75,) = Z(\/gfzkﬂ) +Z(_‘/§f2k+1)
k=0 k=0
n—1
2 Z(\/gfzkﬂ)m , m ¢ift
k=0
0 , mtek
seklinde elde edilir.
b.
2n
Vi1 = U{[(—l)kZZk]m}
k=0

oldugundan ve /; hari¢ diger kokler Lucas sayilar1 cinsinden ¢ift kath kok oldugundan

2n
()" +2 Z(sz)m , m ¢ift
tr(TTnH) = k=1

2n
()" +2 ) (=D ()" mtek
k=1

16



bigimindedir.

2n+1

Vftnn+3 = {[(—l)kﬂlzk]m}

k=0

oldugundan ve —/, hari¢ diger kokler Lucas sayilar1 cinsinden ¢ift kath kok

oldugundan
( 2n+1
|G +2 > (" i
() = e
(=) +2 ) (=DED () m tek
k=1

olarak bulunur.

Teorem 4.4. p, ne N= {O, L 2,...} vep=2i¢in T, =4, + (Ap)_1 toplam matrisinin

karakteristik polinomlar1 agagidaki gibidir.

a. n > 1 olmak uzere

n—1
P = | [ [ = 504))
k=0

17



b. n > 1 olmak lizere

2

2n
Para@ = =) | e+ (D4 ]
k=1

¢. n =0 olmak Uzere

2n+1

Paps() = e+ 1) | [+ (=0’
k=1

Ispat.

a. Teorem 4.1. den 6zdegerlerin her biri » — 1 > k igin \/§f2k+1 veya —\/§f2k+1
oldugundan bu 6zdegerleri kok kabul eden her bir monik polinom, karakteristik
polinomun birer bolenidir. Buradan Vk < »n — 1 i¢in her bir

(x - \/gfzkﬂ)(x + \/§f2k+1) =x’ - S(fzkﬂ)z

polinomu karakteristik polinomun bir bolenidir. Sonug olarak

n—1
Py, (x) = 1_[ [xz - 5(f2k+1)2]
k=0

seklindedir.

b. Teorem 4.1. den 6zdegerlerin her biri her 1<k < n i¢in [, disindaki —[,, l4, =L,

ls,..., —l4_o, Uy kOKkleri ¢ift dereceli koklerdir. Dolayisiyla bu kokleri kabul eden

(X + 12)2 5 ()C - 14)2 s (X + 16)29 (X - 18)25 ceey (X + l4k—2)29 (x - l4k)2

polinomlar1 karakteristik polinomun birer ¢arpanidir. Buradan
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2n
Paa@ = G=Io) | [fr+ 0" 0]’
k=1

elde edilir.

c. Teorem 4.1. den 6zdegerlerin her biri her 1<k <nmi¢in —/ disindaki, l,, —l4, lg,

—lg,..., , Lyy_n, —ly4 kokleri cift dereceli koklerdir. Dolayistyla bu kdkleri kabul eden

(o= )% (x+ 1) (o= 1), (e +Ig)%. ., (6 — Lygn)?, (e +1y)?

polinomlar1 karakteristik polinomun birer ¢arpanidir. Buradan

2n+1

Para@ = G+ 1) | b+ (=1
k=1

elde edilir.

Teorem 4.5. p, ne N = {0, L 2,...} vep=22iginT,=4,+ (Ap)_1 toplam matrisinin
mod3 teki karakteristik polinomlar1 asagidaki gibidir.

a. n > 1 olmak iizere P,,(x) = (x> + 1)".

b. n > 1 ve olmak iizere Py, (x) = x*(x + D¥"" 1 (x +2)*".

c. n >0 ve olmak iizere Py, 5 (x) = x¥2(x + 1)*"(x +2)>"*1.

d. 7> 0 ve olmak iizere Py, s(x) = x*2(x+ 1)2"! (x +2)27*2.

e. n =0 veolmak iizere Pg, ;(x) = x*(x+ )22 (x +2)>"1.

Ispat. [11] numaral kaynak makaledekine benzer sekilde ispat yapilabilmektedir. Bu
makalede binom matrisinin karakteristik polinomlarinin mod3 te dogrudan nasil
bulunacagi anlatilmistir. Bu yontem benzer bir sekilde toplam matrisine uygulanarak

teoremin ispati yapilabilir; fakat bu tez ¢alismasinda toplam matrislerinin karakteristik
polinomlart hali hazirda bilindiginden bu polinomlar mod3 te tekrar incelenmistir.
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a. Her n > 1igin 75, = 4,, + (4,,)”" matrisinin karakteristik polinomu Teorem 4.3.
ten

n—1
Py () = l_[ [xz - 5(f2k+1)2]
k=0

oldugundan her £ < n—1 dogal sayis1 i¢in

(_5)(ka+1)2 = (f2k+1)2 = 1 (mod3)

oldugu gosterilmelidir. Her k£ dogal sayisi igin Lemma 3.1. den

2
(fzkﬂ) = 1 (mod3)
ve buradan

n—1 n—1
&A@=l}}€—smmaﬂzLJ@LH)z@HﬂV@wma

elde edilir.

b. Her n > 1 igin T4,y = A4ysy + (A4,+1) " matrisinin karakteristik polinomu Teorem
4.3 ten

2n
Papn = = 1) | v+~
k=1
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seklindedir. Polinomda n yerine 2n yazilirsa

4n
Pg,i1(x) = (x — Ip) H[X+ (—l)kﬂlzk]z
k=1

elde edilir. Buradan

2n n n
Py = =1 | [o+ e | Jo-te? | Jo- 502
k=1 k=1 k=1

polinomunda Lemma 3.1. ve Tanim 2.2. den

p

k=1

2n n n
=x+1) nxz H(x-irZ)z (x+1)?
=1 k=1 k=1

k

2n n n
Py @ = = 1) | [ort | o= hes?] Jo— 102
k=1 k=1

= x*(x+ 1) (x + 2)?" (mod3)

seklinde elde edilir.

c.Hern > 0icin Ty,43 = Agpiz + (Aa,43) " matrisinin karakteristik polinomu Teorem
4.3. ten

2n+1

Pars@ = Gt 1) | [lrs (=1t
k=1
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dir. Polinomda #n yerine 2n yazilirsa

4n+1

Pgp3(x) = (x + 1) n[x"‘ (—l)klzk]2
k=1

elde edilir. Lemma 3.1. ve Tanim 2.2. den

4n+1

Pyris@ = G+ 1) | [B+ (~1¥]
k=1

2n+1 n n
= (x+1p) l_[(x — Iy—2)? ﬂ(x + lgg—4) H(x +Igt)?
k=1 k=1 k=1

x4n+2(x+ 1)2n(x+2)2n+1 (m0d3)

olarak elde edilir.

d. Teorem 4.3. ten

2n
Par) = = 1) | v+ "]’
k=1

polinomunda 7 yerine 2n+1 yazildiginda Lemma 3.1 ve Tanim 2.2. den

4n+2

Pores() = =) | [fet (04 1)
k=1
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= (x = L)+ L)2(x = L)% (0 + lgen)* (x = gyea)?

nt+l n+l n

== |or i [e—ta?] [ortwn?] [e-w
k=1 k=1 k=1 k=1

= (x + 1)x2n+2(x + 2)2n+2x2n(x + 1)2n

= x4n+2(x+ 1)2n+1(x+ 2)2n+2 (1’1’10d3)
elde edilir.

e. Teorem 4.3. ten
2n+1
2
Pars@ = @+ 1) | v+ (=D
k=1
polinomunda 7 yerine 2n+1 yazildiginda Lemma 3.1. ve Tanim 2.2. den

4n+3

Pyrir@ = G+ 1) | [ B+ (<12
k=1

Ii] n+l n+l n
= (x+l) | [x—lye)? r (x + Ig—g)? H(X — Ig;—)? n(x +Ig)?
= =1 =1 =1
Ii] n+l ‘n+1 n
= (x+2) le_[(x+ 12 _[le_[(x+2)2
= k=l = kel

= x4n+4(x + 1)211+2(x + 2)211+1 (mod3)

oldugu goriiliir.
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Teorem 4.6. p, ne N = {O, 1 2,...} vep=2iginT, =4, + (Ap)_l toplam matrisinin
mod5 teki karakteristik polinomlar1 asagidaki gibidir.

a. n > 1 olmak iizere P,,(x) = x*".
b. n > 1 olmak iizere Py, (x) = (x +3)**1.

¢. n >0 olmak iizere Py, .5(x) = (x +2)¥*3.

Ispat.
a. n > 1 olmak iizere Ty, = Ay, + (4,,)”" toplam matrisinin karakteristik polinomu

Teorem 4.3. ten
n—1
2
Py, (x) = 1_[ [xz = 5(f41) ]
k=0

dir. Buradan

n—

n—1
Pzn(x)=l_“x2—5(f2k+l)2] = |2 =
k=0

oldugu goriiliir.

—Ily = 3 (mod5)

oldugundan ve Teorem 4.3. ten
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2n
Pan @ = @ = 1) [ [P+ DM ]’ = (4 3) iy (0
k=1

seklinde ¢arpanlarina ayrildiginda

2n
Agyr () = | [ 1]
k=1
= (c+ L) 00 — 1) . (o + 1gymn)? (o — Ig)?
= (x+3)*(mod5)

ve buradan
2n
2
Para() = =) | [l + (=171
k=1
= (x+3)(x+3)* = (x +3)** (mod5)
oldugu goriiliir.

¢. n >0 olmak iizere 4n+3 mertebeli Ty, 3 = Agpsz + (Aay+3)”" toplam matrisinin
karakteristik polinomu Teorem 4.3. ten

2n+1

Pars) = @+ 1) | [Pt =0k’
k=1

dir. Lemma 3.2. den
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2n+1

Pars@ = e+ 1) | [+ <10
k=1

= (x + 1) (x = L) (x + 1) (x + 1g,)* (x = Igpi2)?

n nt+l
=(x+2) l_[(x +14)? l_[(x — yj-2)?
=1 =1

n+1

=x+2)| [c+2)?| [(x+2)?
el

= (x +2)**3 (mod5)

oldugu goriiliir.

Teorem 4.7. p, ne N= {0, L, 2,...} vep=2i¢inT, =4, + (Ap)_1 toplam matrisinin
mod7 deki karakteristik polinomlar1 agsagidaki gibidir.

a. n=1igin Py,(x) = (2 +1)"(?+2)".

b. n>=0icin Pg,.»(x) = (x* +2)>"1.

c. n>0igin Pg,(x) = (x*+1)772(x% +2)>,

d. 72 1igin Py (x) = x*(x+2)"(x +3)¥ (x + ) (x + 5)> 1.

e. 1> 0icin Pyga(x) = X (x +2)2 (x +3)(x + 4) 72 (x + 5) 2,

f. n>0icin Pgus(x) = ¥ 2(x+2)2(x +3)*" 2 (x + ¥ (x + 5)>*1.

g. 1> 0icin Pigur(x) = x¥2(x +2)7 1 (x + )2 (x + ) M2 (x + 5).

h. 1> 0icin Pig,o(x) = ¥ 2 (x +2)22(x + 3)¥2 (x + 4)6772 (x + 5)>1,
i 72 0i6in Pig,u (x) = 222 (x+2)2 (x +3)0H (e + VR (x + 5)22
jo n=0i¢in Pigui3(x) = x¥ (e +2)7 2 (x + 3)42 (x + I (x + 5) 2,

K. 12 0i¢in Pig,s(x) = x¥(x +2)2 1 (x +3) 7 (x + 4) ¥ (x + 5)72
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Ispat.

a. 2n mertebeli 75, = 4,, + (4,,) " toplam matrisinin karakteristik polinomu Teorem
4.3. ten

n—1
Py = [ [ =504
k=0

dir. Polinomda 7 yerine 4n yazilirsa Lemma 3.2. den

Pu@ = | |22

“=‘1

- [T 2 T2 ] Tl 2

k=1

ﬁ [+ 2(f) ]

lll(x2 +2) 1:[()62 +1) I:I(xz +1) 1:[(x2 +2)

k=1

= (x* + 1)*"(x* +2)*" (mod7)

.. n
ve son olarak » yerine ) yazilirsa

Py,(x) = (& + 1)"(x* +2)" (mod7)
seklinde elde edilir.

b. 2n mertebeli 75, = A,, + (4,,) " toplam matrisinin karakteristik polinomu Teorem
4.3. ten
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P 2n (x)

[XZ - 5(f2k+1)2]

b
Il
=}

dir. Polinomda 7 yerine 4n+1 yazilirsa

Pgpia(x) = . [XZ - s(kaH)Z]

k=0
N

4 [x2 T 2(f8k_1)2] ﬁ [xz + 2(f8k—3)2] ﬁ [x2 N 2(](8](_5)2]

k=1

n+l

U [+ 20t )]

n+1

= l;[(xz +2) 1;[()8 D 1]:1[()62 D 1;[()8 +2)

= (x2 i 1)2n(x2 +2)2n+1 (m0d7)

elde edilir.

c. 2n mertebeli Ty, = A,, + (4,,)”" toplam matrisinin karakteristik polinomu Teorem
4.3. ten

n—1
P = [ [ =5(5)]
k=0

dir. Polinomda #n yerine 4n+3 yazilirsa Lemma 3.3. den
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4n+3

Pg6(x) = _ [xz +2(f2k—1)2]
k=1
n n+l ntl
= [l 26 1] T1e +206)]] [he 2600
k=1 k=1 =
n+l
[ [l +267]
k=1
n+l1

n+1 n+1

= lj(x2 +2) D(xz T l;[(XZ 1) l;l(xz +2)

— (xz + 1)2n+2(x2 +2)2n+1 (mod7)

seklindedir.

d. 4n+1 mertebeli Ty, = Aups + (Aape1) " toplam matrisinin karakteristik polinomu

Teorem 4.3. ten

2n

Pair() = = 1) | [l + =" 1
k=1

dir. Polinomda n yerine 4n yazilirsa Lemma 3.3. ten

&n
Pigra () = = Ip) | [+ (=1
k=1

=@x—1) n(x +l65-14)° l_l(x_lmk—lz)z 1_[(?6 + igr-10)°
k=1 k=1 k=1
1_[()6 — ligr-g)? n(x +l64—6)* n(x — Ligh-4)? n(x +lg5—2)*
k=1 k=1 k=1 k=1

1_[(36 — Ligr)?
k=1
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= (x15) 1;[()( 13)2 D(ﬁ) D(x +4)2 l;l(x+2)2
ll;l(x +4)? lk_[xz l;l(x +3)? ll;l(x +5)?

=1

= xM(x+2)¥"(x+3)¥ (x + 4)* (x + 5)>"" (mod7)

seklinde elde edilir.

e. 4n+3 mertebeli Ty, 3 = Ayysz + (A4,+3) " toplam matrisinin karakteristik polinomu
Teorem 4.3. ten

2n+1

Pars@ = G+ 1) | v+ (0]’
k=1

dir. Polinomda #n yerine 4n yazilirsa Lemma 3.3. ten

8n+l

Pigns@ = @+ 1) | v+ (0]’
k=1

n+l n n
=(x+2) n(x — Ligp—14)’ ﬂ(x +1gk-12)* H(X — Ligr-10)*
k=1 k=1 k=1

n

(x +1g1-g)? H(X — Ligh—6)* H(X +16p—q)’ H(X — ligk—2)?
1 k=1 k=1 k=1

k=1
(x + lig)?
4];21.
n+l n n n
k=1 k=1 k=1 k=1

n

1:[@ +3)? sz 1:[(x T4y 1:[(x +2)?
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= x4n (x + 2)2n+1 (x + 3)4”()( + 4)4n+2(x + 5)2n (mod7)

bigiminde elde edilir.

f. 4n+1 mertebeli T4,y = Agpe; + (A4,11) " toplam matrisinin karakteristik polinomu
Teorem 4.3. ten

2n
Pypii(x) = (x = Ip) 1_[[)6 + (_1)k+112k]2
k=1

dir. Polinomda 7 yerine 4n+1 yazilirsa Lemma 3.3. ten

8n+2

Prgnis) = Ge=1o) | [+ (0 0]’
k=1

n+1 n+1 n
=(x+5) ﬂ(x +lgh-14)* ﬂ(x—lwk—lz)z H(X +16k-10)°
k=1 k=1 k=1

n

| (x — Ligi—g)* n(x +lgp—)* H(X — Ligh—4)?
k=1 k=1

k=1

n
—

(x+ Lgr—2)? 1_[(36 — L)’
) k=1

k=1
n+1 n+l1 n n n
= (x+5) l;l(x +3)2 sz D(x T 42 l;l(x +2)? D(x +4)?
ﬁxz ﬁ(x +3)? ﬁ(x +5)?
k=1 k=1 k=1

= X" (x+2)% (e + 3" (x + )V (x + 5)*! (mod7)

olarak bulunur ve diger siklar da benzer sekilde gosterilebilir.
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Teorem 4.8. p, neN= {O, 1 2,...} vep =2igin T, = A, + (Ap)_l toplam matrisinin

determinant degerleri asagidaki gibidir.

a. n > 1 olmak lzere

n—1

detTy, = (—1)"1_[5(;;“1)2.

k=0

b. n > 1 olmak lizere

2n
detTy, 1 = Iy H(lzk)z-
k=1

¢. n =0 olmak lizere

2n+1

detTy,43 = —lo 1_[([2k)2-
k=1

Ispat.

a. 2n mertebeli T,, = 4, + (4,,) ! matrisinin 6z degerleri Teorem 4.1. geregince her
k <n-ligin \/§f2k Ve —\/§f2k ., formundadir. Matrisin determinanti igin bu
ozdegerler carpildiginda n = 1ve 0 < k < n—1 olmak lizere

n—1

detTs, = (~1)" 1_[ 5(f,)”

k=0

oldugu goriiliir.
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b. Teorem 4.1. geregince 4n+1 mertebeli Ty, = Aypey + (Aayey)”™' matrisinin
Ozdegerleri karakteristik polinomun /, hari¢ iki katli kokii ve matrisin determinant:

sahip oldugu 6zdegerlerin ¢arpimina esit oldugundan n > 1ve 1 < k < 2n olmak iizere

2n

detTypy = | |67

k=1
seklindedir.

c. Teorem 4.1.geregince 4n+3 mertebeli Ty,3 = Aapiz + (Aayi3)”' matrisinin
ozdegerleri karakteristik polinomun b. sikkina benzer sekilde —/, hari¢ iki kath kok

ve sahip oldugu 6zdegerlerin ¢arpimi matrisin determinanti1 oldugundan n > 0 ve
1 <k < 2n+1 olmak iizere

2n+1

detTy,3 = —ly H(sz)z
k=1

bi¢imindedir.
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5.5, =4, — (4,)”' FARK MATRIiSININ INCELENMESI

Tanmm 5.1. 2 <neN olmak iizere n ninci mertebeden saga dayali binom matrisi
A, ve A, matrisinin tersi (4,)~" matrisi olmak iizere S, = 4, — (4,)”" matrisine »

ninci mertebeden fark matrisi denir.

Ornek 5.1. 5 inci mertebeden S5 matrisi

00001 1 4 6 —4 1
00011 |-1 3 -3 10
Ss=As—(4s)"'=[0 0 1 2 1|—-[1 -2 1 0 0
01331 |-1 1 0 00
1 46 41 [1 0 0 0 0]
-1 4 -6 4 0]
1 3 3 01
=-1 2 0 2 1
1 0 3 31
0 4 6 4 1]

seklindedir.

Teorem 5.1. p, ne N= {O, 1, 2,...} vep =2igin S, =4, — (Ap)_lmatrisinin

0zdegerleri kiimesi asagidaki gibidir.

a. n > 0 olmak uzere

2n+l

Vinio = U{(_l)kﬂlzk—l}-
=1
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b. »n > 1 olmak lizere

2n

Vip = kLJl{(— D1 ).

¢. n =1 olmak tizere

n+1

Vapi1 = U{‘/gfzk-z’ - ‘/gfzk—z}'
=1

Ispat.

a. 4n+2 mertebeli Sy, » = Auyo — (Aano) ! fark matrisinin her 1 < & < 2n+1 igin
ozdegerleri (—1)*! (aZk_l + g1 ) formundadir. Buradan

2n+1

Vapra = U{(—l)kﬂ(cﬂk‘l + g1}
k=1

2n+1

= U{(—l)k+llzk—1}
=1

seklinde bulunur.

b. 4n mertebeli Sy, = A4, — (44,)”" fark matrisinin her 1 < k < 2n igin 6zdegerleri
(—1)"‘(0{2”‘_1 + g1 ) formundadir. Buradan

2n
V, = kUl{(_l)k(azk—l Fp1) )

2n
= U{(_l)kZZk—l}
=1

bi¢imindedir.
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c. 2n+1 mertebeli Sy,.; = Ay,i; — (Aay4q) " fark matrisinin her k< n+1 igin
ozdegerleri a* — B%* ve f? — a?* formundadir. Buradan

n+l
v = @ - 2, (52 - )
=1
ntl 2%-2 _ p2k-2 2%-2 _ 2k=2
(o) (o)
]\;1 a—pf a—p
n+l
- U {\/gfzk—z’ N \/§f2k_2}
k=1

seklinde elde edilir.

Teorem 5.2. 2 < ne N olmak iizere S, = 4, — (4,) ! fark matrisinin iz degerleri
asagidaki gibidir.

0 , ntek
tr(S,) = 2f = 2fuln , 1 Gift
22

Ispat.

1.Yontem: iz toplamsal bir dzellik ve S, = 4, — (4,)'oldugundan
w(S,) = tr(4,) — f(4,) ']
dir. Bu durumda da

a. ntek iken

tr(4,) = tr[(4,) '] [10]
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oldugundan
tr(S,) = tr(4,) — tt[(4,) '] =0

olarak bulunur.

b. ncift iken

tr(4,) = — tr[(4,) '] [10]
oldugundan

tr(S, )= 2tr(4,) = 2 = 2ng§

seklinde bulunur.

2.Yontem: S, fark matrisinin kosegen yapisindan faydalanilarak da iz ozelligi

ispatlanabilir.

(=1 (;.’_‘1") , it <n+l
(’;:J?) i+ >n+l
dir. Bu durumda her n > 1 i¢in
S on+l—ky No2n+1—k
“<52n+0=2( k-1 >_Z( k-1 ):0
=1 =1

. 2n—k
tr(S,,) = 22( ) = 2f = 2fnln
- k—1 n 272
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seklindedir.

Teorem 5.3. p, m, ne N= {O, 1, 2,...} vep =2igin §, =4, — (Ap)_lmatrisinin

herhangi bir kuvvetinin izi asagidaki gibidir.
a. n =1 olmak lizere

2n

w(Si) =2 ) (=1 Uy .
k=1

b. n = 0 olmak lizere

2n+1

tr(Sims) = 2 2 (=D Uy )? .
k=1
¢. n =1 olmak lizere
n
tr(S5,) = 22(12k—1)2m-
k=1
d. »n =1 olmak lizere

w(Si)=2 ) (V)"
k=0

e. n =1 olmak lizere

tr(S5it) = 0.

Ispat. Burada ¢ ve e durumlar ispatlanacak olup, diger durumlar benzer sekilde
gosterilebilir.

c. Vn=>1 icin §,, matrisinin tim Ozdegerleri tek indisli olan —I;,/5,—/s,17, ...
seklindedir ve (S,,)*” matrisinin tiim dzdegerleri karakteristik polinomun iki katl
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kokii oldugundan, matrisin izi, birbirinden farkli olan 6z degerlerin toplaminin iki kat1
olur. Sonug olarak

w(S%) =2 ) )"
=1
seklindedir.

e. Vn tek sayist i¢in S matrisinin Ozdegerleri k< nT_l olmak {izere \/§f2k—2'
—\/§f2k_2 ve 0 dir. 0 haricindeki bu 6zdegerlerin tek kuvvetleri, birbirinin toplamsal

tersi oldugundan S%nm_:' 11 matrisinin 6zdegerlerinin toplam1 0 bulunur.

Teorem 5.4. p, neN= {0,1,2,...} ve p = 2 i¢in §,=4,— (Ap)_1 matrisinin
karakteristik polinomu asagidaki gibidir.

a. n =1 olmak tzere

n

Py () = xl_[ [x2 - S%n—2k+2)2] -

k=1

b. n > 1 olmak lizere

2n
Pa) = [ [l = =0 ]
k=1

c. n =0 olmak tizere

2n+1
2
Pira@ = | [l 0]
k=1
Ispat.
a. Tek mertebeli S,,; matrisinin 6zdegerleri kiimesi Teorem 5.1. den
n+1
Vons1 = U{\/gfzk—z’ - ‘/gfyf—z}
k=1
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dir. Buna ek olarak sifir disindaki 6zdegerleri kok kabul eden ve karakteristik
polinomun birer bdleni olan 1. dereceden monik polinomlar, her 1<k < n+1 degeri

icin x—\/gfzk_2 ve x+\/§f2k_2 formunda elde edilir. Dolayisiyla her £ igin

x? — S(fM_2 ; +2)2 polinomu karakteristik polinomun bir bdlenidir. Buradan
karakteristik polinom, bu polinomlar ile sifir1 kok kabul eden x polinomunun ¢arpimi
olarak yazilabilir. Bu durumda

Py (x) = xl_[ [x2 - 5(f2n—2k+2)2]
k=1

esitligi elde edilir.

b. Cift mertebeli Sy, = A4, — (44,)” 'matrisinin 6zdegerleri kiimesi n > 1 olmak iizere
Teorem 5.1. den

2n
Vi, = u{(_l)kZZk—l}

dir. Her bir kok karakteristik polinomun ¢ift katli kokii oldugundan

2n

Pu) = | [l 0]

k=1
seklindedir.

c. Cift mertebeli Sy,+y = Auysy — (Aspso)~" matrisinin 6zdegerleri kiimesi n >0
olmak iizere Teorem 5.1. den

2n+1

Vinio = U{(—l)kﬂlzk—l}
=1
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dir. Her bir 6zdeger karakteristik polinomun ¢ift katli kokii oldugundan

2n+1

2
Pypir(x) = 1_[[)6 + (= Dkl
k=1
bigimindedir.

Teorem 5.5. p, ne N= {O, 1, 2,...} vep =2igin S, =4, — (Ap)_lmatrisinin mod3
teki karakteristik polinomlar1 asagidaki gibidir.

a. n>1igin

I.  Pg,(x) = (x— D¥"(x+1)*.
IL Py (x) = X162+ D).
b. n>0igin
L Pgn()=G— D"+ D"
IL  Pgs(x) = X102+ D)L
. Pgu(x) = (x— D¥2(x + D¥*2,
IV.  Pgs(x) = x*3 G2+ 1),
V.  Pge(@) = (x— D2 (x+ )4,
VL. Pg,7(x) = x5 G2 + )22,

Ispat.

a.l. Teorem 5.4. ve Lemma 3.1. den

2n

Py, (x) = H[X - (_l)kZZk—l]z

k=1
polinomunda # yerine 2n yazilirsa
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— 2
Pg,(x) = [x = (= DFly4]
A/;ZJI.
‘Lr . n n n
= | |[x+lgp—r]? _[[x —Ig—s]* | |+ lpos P | [T — gy 12
k=1 k=1 k=1 k=1
‘Lr n ) n n
= [ [e+v?] Ja+2?] Jar2r] [ery
k=1 k=1 k=1 k=1

= (x+ D*(x +2)* (mod3)
seklinde elde edilir.

a.Il. Genel olarak tek mertebeli S,,.; = A5,+1 — (43,41)”" matrisinin karakteristik

polinomu

Py (x) = xl_[ [xz B 5(f2n—2k+2)2]
k=1

oldugundan n yerine 4n yazilarak

4n
Py (x) = Xl_[ [x2 - 5(f2n—2k+2)2]
k=1

olur. Buradan

4n—-1

Agypr (x) = 1_[ [x2 - S(f;gn—2k)2]
k=0

alinirsa
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P8n+l(x) = XASIHI(X)

ve Lemma 3.1. den

4n—-1

Agp (%) = —[ [XZ - 5(f8n—2k)2]

k=0

=2 =50,) [ - 5052) - 2 =500
:xz + (fgn)z] [x2 + (fgn_2)2] [xz + (fz)z]

2n—1 2n—1
] 2
— 2 2
=] [ ] [P+ 6]
k=0 k=0

= x*(x? + 1)?" (mod3)
seklindedir ve sonu¢ olarak
Py, (x) = x 1 (x2 + 1)?" (mod3)
elde edilir.

b.I. n>2 olmak iizere 4n+2 mertebeli Sy,p = Aupiz — (Aayip)”" fark matrisinin
karakteristik polinomu Teorem 5.4. ten

2n+1

Para@ = | [l+ Dt
k=1

dir. n yerine 2n yazilirsa Lemma 3.1. den
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4n+1

[ 2
Pgun(x) = | |[x+ (=1D*ly]

11
‘@t} n n n

= [x — Igj—7]? n[x + Ig_s]? [x — Igj—3]? [x + Igj—1]
k=1 k=1 k=1 k=1
@i}' n n n

=] Jar ] Jar 2] Jar 2] Jarop
%=1 k=1 k=1 k=1

G+ 1) (x +2)**2 (mod3)

bigiminde elde edilir.

b.II. 7> 1 olmak iizere 2n+1 mertebeli S,,:1 = Aypiq — (Aa,41)~" fark matrisinin
karakteristik polinomu

Poa () = xl_[ [x2 - 5(f2n—2k+2)2]
k=1

dir. Teorem 5.3. ve Lemma 3.1.den n yerine 4n+1 yazilirsa

dnt1
Pypi3(x) = x | [XZ - S(ka)Z]
k=1
=] [[#= 5G] [ = 50)’]] |12 = 500)’]
k=1 k=1 k=1

n+l

ﬂ [ -5 (ffsk—é)z]

k=1

xlilx2 1L[(x2 +1) ﬁxz llil[(x2 +1)
k=1 k=1 k=1

k=1

= x4n+1(x2 + 1)2n+1 (m0d3)
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seklindedir.

bIIl. n>1 olmak iizere 4n mertebeli Sy, = Ag, — (As,)~!
karakteristik polinomu Teorem 5.3. ten

2n

Py, (x) = l—[[x - (_l)kZZk—l]z

k=1

dir. Lemma 3.1. den n yerine 2n+1 yazilirsa

4n+2
2
Pgia(x) = H[X — (=DFly]
i
n+l nt+l

n n

= H[x + Igpq]? n[x — Ig—s]? 1_[[36 + Igg_s]? H[x — lgj]?

k=1 k=1 k=1 k=1

n+1 n+1 n

= H(x+ 1)? D(x-FZ)Z ll:l(x+2)2 lj(ﬁ )2

= (x+ 1)4n+2(x+2)4n+2 (m0d3)

olarak elde edilir.

fark

matrisinin

b.IV. n > 1 olmak iizere 2n+1 mertebeli Sy,1; = 4,1 — (A2,+1)~" fark matrisinin

karakteristik polinomu Teorem 5.3. ten

P2n+l ()C) = xl_[ [xz - 5(f2n—2k+2)2]
k=1

dir. Buradan n yerine 4n+2 yazilirsa Lemma 3.1. den
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4n+2

Pos@ =x| | [2 = 5(5,)’]
k=1
n n n+l
=11 [XZ - S(fSk)z] 1—[ [xz - 5(f8k—2)2] 1_[ [x2 - 5(f8k—4)2]

k=1 k=1 k=1

n+l

1_[ [ - 5(f8k—6)2]

k=1

n n n+l n+l1
xl—[(xzﬂ) nxz l_[(xz N sz
k=1 k=1 k=1 k=1

x4n+3 (X2+1)2n+1 (m0d3)

oldugu goriiliir. Diger durumlar da benzer sekilde gosterilebilir.

Teorem 5.6. p, ne N= {O, 1, 2,...} vep=2igin S, =4, — (AI,,)_1 matrisinin mod5
teki karakteristik polinomlar1 asagidaki gibidir.
2n+1

a. n=>1igin Py, (x) = x

b.
L 1n>0igin Py (x) = (xH4)442,

I.  n>1igin Py, (x) = (x+1)*.

Ispat.

a. n>1 olmak iizere 2n+1 mertebeli Sy, = Ayys1 — (Ay,41)~" fark matrisinin
karakteristik polinomu Teorem 5.4. ten

Py (x) = Xl_[ [x2 - 5(f2n—2k+2)2]
k=1

dir. Lemma 3.2. den
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Py @ = x| [62) =27 (mods)
=1
olarak elde edilir.

b.I. 1 >0 olmak iizere 4n+2 mertebeli Sy,1p = Ao — (Aapip) " fark matrisinin
karakteristik polinomu Teorem 5.4. ve Lemma 3.2. den

2n+1 n+l n

Pyyin(x) = 1};[[“ (_l)klzk—l]z = 1};[(36 — ly—3)? l;l(ﬁ lyg—1)*
ntl n

G+ 92| [+ 92 = (& + H**2 (mods)
o]

seklindedir.

b.Il. n>1 olmak igin 4n mertebeli Sy, = A4, — (44,)”" matrisinin karakteristik
polinomu Lemma 3.2. den

2n 2n
P, () = l;l[x — (D] = 1;[(x+ 12 = (x+ 1)* (mod5)

bi¢iminde elde edilir.

Teorem 5.7. p, neN={0,1,2,..} vep>2icin S, =4, — (Ap)_l fark matrisinin
mod7 deki karakteristik polinomlar1 agsagidaki gibidir.

a. 7> 1 olmak iizere Pg,(x) = (x + 1)?"(x +3)*"(x + 4" (x + 6)*".
b. n>0 olmak iizere Py¢,»(x) = (x + D¥(x +3)¥(x + 4)* (x + 6)**2

¢. n>0 olmak iizere Pyg,s(x) = (x + D*2(x + )2 (x + H* (x + 6)*" .
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d. 7>0 olmak iizere Pg,.6(x) = (x + D (x + 3)*2(x + )2 (x + 6)4*2.
e. n>0 olmak iizere Py, (x) = (x + D¥2(x +3)**2(x + 4)¥*2 (x + 6) 42,
f. 7>0 olmak iizere Pg,i10(x) = (x + ¥+ 3)*2(x + )M 2 (x + 6)¥2,
g. n>0 olmak iizere Py, 12 (x) = (x + D*2(x + )2 (x + ) ¥ (x + 6)44,
h. 7>0 olmak iizere Pyg,i14(x) = (x + ¥+ 3)¥ 4 (x + )P (x + 6)+2,
i. 1n>0 olmak iizere Pyg, (x) = x¥ 1 (% + )" (x* + 4)*".

jo 1>0 olmak iizere Pyg,45(x) = x* 1 (2 +2)* 1 (x? + 4)%".

k. n>0 olmak iizere Pg,.s(x) = x¥1(x? + 2)¥*1 (x* + 4)21,

l. 7n>0 olmak iizere Pyg,7(x) = x*1 (x* + )2 (x? + 4)2*1,

m. 7 >0 olmak iizere Pjg,.0(x) = x*> (x2 + )42 (x? + 4)>"*1,

n. 7n>0 olmak iizere Pyg, 11 (x) = x> (% +2)¥3(x2 + 4)2m1,

0. 71 >0 olmak iizere Pyg,13(x) = x¥ 3 (% +2)¥4 (2 + 4)> ],

p. n>0 olmak iizere Pjg,15(x) = x¥3 (2 +2)%5 (6 +4)> 1,

Ispat. Lemma 3.3. ve Teorem 5.4. ten

a. n = lolmak tizere

4n
4n_ ,
Py, () = | |[x = (=D*ly]
11
= | |G+ lg-7)? n(x — lgt—s)* n(x +Ig4-3)? H(X — Ig—1)?
k=1 k=1 k=1 k=1
= (x+ D (x +3)%(x +4)* (x + 6)*" (mod7)
seklinde elde edilir.
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b. n = 0 olmak lizere

8n+1
8ntl 5
Pigpn(x) = [x + (= 1D*ly ]
L
qi} n n n
= (x — ligp-15)" l_[(x + ligp-13)? H(X — Ligr-11)? 1_[()6 +l165-9)*
U=l =1 =1 =1

k=1
n n

H(X — Lgr-17)* l_[(x +lg5-s)* 1_[()6 — li—3)* n(x +lgp-1)?
k=1 f=1

k=1 k=1

—T

n+l n n n
+6)? [ |G+ |e+3)2 ] |G+ 1)

=1 f=1 k=1 =i

n ! . n . n ) n
G+ D] |G+3)? ] [+ 8)?
e et = el

(x+6)

= (x+ D¥(x+3)*"(x + DM (x + 6)*2 (mod7)
seklinde elde edilir.

c. n = 0 olmak tizere

8n+2
2
Pigpia(x) = H[X — (=D*ly ]
k=1
n+1 n+l n

= | |G+ Lgpors)? 1_[(?6 — Ligr-13)* n(x +gp—11)? n(x — I165-9)*
k=1 k=1 k=1 k=1

k=1

n

e+ Lgee7)? n(x — ligp-s)? r (x+ Lgr—3)? n(x — Ligp-1)?
1 k=1 k=1 k=1

k=1

n+l n+l n

2] a2 ] Jar o] Jevor
T k=1 k=1 k=1
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I:II(x +6)? 1:[()( +4)2 lj(x +3)? lj(x +1)?

= (x+ D2 (x +3)* 2 (x + 4)* (x + 6)*" (mod7)
bigiminde elde edilir.

d. n = 0 olmak tizere

8n+3
2
Pigpie(x) = H[X+ (=¥l ]
=1
-’ilr n+l n+l1 n
= (x— ll6k—15)2 n(x + Zl6k—13)2 n(x - ]16k—11)2 n(x + ll6k—9)2
k=1 k=1 k=1 k=1
‘L' n n n
(x — Lige—7)* n(x +1161—5)° n(x — ligp-3)? H(x +1g51)?
k=1 k=1 k=1 k=1
ntl ntl il n
= (x+6)? (x+4)? (x+3)? (x+1)?
k=1 k=1 k=1 k=1
G+D2 | |G+3)?2| |G+ | |(x+6)?
k=1 k=1 k=1 k=1

= (x+ 1)4n(x+ 3)4n+2(x+4)4n+2(x+ 6)4n+2 (m0d7)
seklindedir.

e. n = 0 olmak tizere

8n+4

Pionig(x) = n[x - (—1)klzk—1]2

k=1
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n+l n+l n+1 n+1

= (x+lig5-15)* n(x — Ligp-13)* H(x +lgp—11)? l_[(x — I165-9)*
k=1 k=1 k=1 k=1
‘L n n ) n
(x+lgp—r)? l_[(x — ligp—s)? r (x + [165—3)* l_[(x — Ligp-1)?
k=1 k=1 k=1 k=1
n+l n+l n+l n+l
AR nl L LA
= (x+1)? (x+3)? (x+4)> (x+6)?
k=1 k=1 k=1 W=
n n n n
o o o o
x+6)* | |G+ | |G+3)?| |&+1D?
k=1 k=1 k=1 W=

(x+ 1)4n+2(x+ 3)4n+2(x+4)4n+2(x+ 6)4n+2 (mod7)

oldugu goriiliir.

f. n = 0 olmak tizere

8n+5
sty 5
Pionrio®) = | |[x+ (=DF]

Algzlls
ril' n+l n+l nt+l

= (x — ligr-15)* H(X +1165-13)° H(x — Ligh-11)* H(x + 1 65=9)*
%=1 k=1 k=1 k=1
n+1 n n n
ﬂ(x — Ligp-7)? n(x +1164—5)* H(X — Ligp-3)* n(x +lgp1)?
k=1 k=1 k=1 k=1
n+l n+l n+l n+l

=| [a+o?] [aro?] [ara?] [
k=1 k=1 k=1 k=1

n+l n n+1

D(x+ )2 D(w 3)2 1:[(x+4)2 1;[(x+ 6)2

= (x+ 1)4n+4(x+ 3)4n+2 ()C+ 4)4n+2(x+ 6)4n+2 (m0d7)
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bigimindedir.

g. n > 0 olmak tizere

8n+6
2
Pigpin(x) = l—l[x — (=DFly]

k=1
n+1 n+1 n+l n+1

= n(x +116—15)° l_[(x — Ligp-13)* H(x +1gp—11)? l_[(x — I165-9)*
k=1 k=1 k=1 k=1
ril' n+l n n

J (x+ Lgr—7)? H(X — ligr=s)? r (xc+ lgp—3)? 1_[(?6 — Lgr-1)?

k=1 k=1 k=1 k=1
ntl il ol ol

=| |G+D?] |c+3)?] [+ [:+6)?
k=1 *=1 k=1 T
n+l n+l n n
faud¥ .48 n SN

c+6)? | [+ [+3)?*| |Ge+1)?

=1 =i F=i =

= (X+ 1)4n+2(x+ 3)4n+2(x+4)4n+4(x+ 6)4;1+4 (m0d7)

seklindedir.

h. n = 0 olmak tizere

8n+7
snt7 5
Pigpi1a(x) = [x + (= 1)*1y]
A A
k=1
ntl ntl ntl p
=| [ = Ligpo1s)? H(X +gr-13)? H(X — Ligr-11)* n(x + 1 65=9)*
F=1 k=1 k=1 k=1
Iil n+1 n+1 n
(x — Ligr_7)? n(x +165—5)° l_[(x — Ligp=3)? H(x +lgp—1)?
1 k=1 k=1 k=1
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ntl ntl ntl ntl
(x+6)? (x +4)? (x+3)? (x+1)?

4 4 A4 4 4 4 A4

k=1 k=1 k=1 k=1

n+1 n+l n+1 n

—r —r - ;
G+ D] [G+3)2 | | +4)?

= = = e

(x+6)°
= (x + 1)4n+4(x + 3)4n+4(x + 4)4n+4(x + 6)4n+2 (1’1’10d7)

seklindedir ve diger durumlar da benzer sekilde gosterilebilir.

Teorem 5.8. p, neN= {0,1,2,...} ve p=2 igin §,=4,— (Ap)_1 matrisinin

determinant degerleri asagidaki gibidir.
a. n=0icin

2n+1

det Sysp = H(IZk—l)z-
k=1

b. n =0 igin
2n
det Sy, = l_[(lzk—l)z-
k=1
ve
det S2n+1 =0.
ispat.

a. n>0 olmak iizere 4n+2 mertebeli Sy, = Auyr — (Agpep)”'  matrisinin
determinant1 6zdegerlerinin carpimidir, her bir 6zdegerin karakteristik polinomun iki
katli kokii olmasi ve Teorem 5.1. den

2n+1

det Syip = ﬂ(lzk—l)z
k=1
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seklindedir.

b. n > 1 olmak iizere 4n mertebeli bir Sy, = A4, — (44,) 'matrisinin determinanti,
O0zdegerlerinin ¢arpimina esittir. S, matrisinin her bir 6zdegeri iki kath olmasindan
dolay1 determinant bu 6zdegerlerin karelerinin ¢arpimidir. Buradan

2n
det Sy, = n(lzk—1)2
=i

bigimindedir, ayrica n > 1 olmak iizere 2n+1 mertebeli bir Sy, = 45,1 — (Agpe1) !
matrisinin 6zdegerlerinden biri 0 oldugundan bu matrisin determinanti O dir.

n

det Sy,0y = (—1)"1_[5(]3k)2 =0

k=0

seklinde elde edilir.
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6. SONUCLAR

Fibonacci ve Lucas sayilar1 gegmisten giiniimiize kadar birgok yerde kullanilmis ve
bugiine kadar bunlarla ilgili birgok ¢alisma yiiriitiilmiistiir. Bu sayilarla ilgili tanimlar,
teoremler, gozlemler ve sonuglar ortaya konulmustur. Bu sayilarin, saga dayali binom
matrislerinin iz, determinant, O6zdegerler kiimesi, karakteristik polinomlar1 gibi

spektral 6zelliklerinde ortaya ¢iktig1 bilinmektedir.

Bu alanda yapilan ¢aligmalarin devami niteliginde olan bu tez calismasinda saga dayali
binom matrisinin tersi ile toplami olan 7, toplam matrisi ve farki olan S, fark
matrisinin iz, determinant, 6zdegerler kiimesi, karakteristik polinomlar1 gibi spektral
ozelliklerinde karsilasilan Fibonacci ve Lucas sayilar ile ilgili yeni teoremler elde

edilmistir.
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