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OZET

NON-LINEER INTEGRAL OPERATOR AILESININ NOKTASAL
YAKINSAKLIGI

SERIN, Gamzenur
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Dr. Ogr. Uyesi Sevgi ESEN ALMALI

Ocak 2020, 30 sayfa

Bu tezde, igerisinde yaklasilan fonksiyonun iistel non-lineerligini bulunduran
operatdr goz oniine alinmis ve L,(—,), 1 <p < o velL,(a,b) uzaylarindan
olan f fonksiyonuna p-Lebesgue noktalarmdaki yakimsakliklar: ¢alisilmustir. Ikinci
béliimde konuyla ilgili temel bilgiler verilmistir. Ugiincii boliimde ise esas sonuglar

detayli olarak ispatlanmistir.

Anahtar Kelimeler: Non-lineer integral operator, noktasal yakinsama, p-Lebesgue

noktasi.



ABSTRACT

POINTWISE CONVERGENCE OF THE NON-LINEAR INTEGRAL OPERATOR
FAMILY

SERIN, Gamzenur
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics,M. Sc. Thesis
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Sevgi ESEN ALMALI

January 2020, 30 Pages

In this thesis, the operators containing power non-linearity with respect to the
approximating function f are considered and the convergences at p-Lebesgue points
of the function f which belongs to one of the spaces L,(—o0, ), 1 <p < oo and
Li(a, b) are studied. In the second section, basic information is given. In the third

section, the main results are proved in detail.

Key Words: Non-linear integral operator, pointwise convergence, p-Lebesgue point.
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GIRIS

Integral operatorler teorisi matematikte oldugu kadar miihendislikte de genis
uygulama alanina sahip bir teoridir. Bu teoride en ¢ok kullanilan operatorler deltasal
¢ekirdekli integral operatorlerdir (bkz: Gadjiev, 1998). Bu tip ¢ekirdeklere Picard,
Gauss-Weierstrass ve Poisson g¢ekirdekleri 6rnek olarak verilebilir. Konuyla alakali
genis bilgi (Butzer ve Nessel, 1971) kaynaginda mevcuttur. Lineer integral teorisi
icin giris ve bagyapit niteliginde olan bazi caligmalar Lebesgue (1909) ve
Romanovskii (1932) olarak verilebilir. Devam eden siire¢ bu ¢alismalarin
dogrultusundadir. Bu ¢alismalardan bazilar1 farkli fonksiyon uzaylar1 ve farkh
yaklagim konseptleri altinda Natanson (1960), Taberski (1962), Mamedov (1963),
Esen (2002) ve Karsli (2006, 2010) tarafindan sunulmustur. Musielak (1983) ise
teoriyi non-lineer integral teorisine ¢ekirdek iizerine konulan bir Lipschitz kosulu
yardimiyla genisletmistir. Detayli bilgi (Bardaro vd., 2003) kaynaginda mevcuttur.
Bu tezde igerisinde fonksiyonun iistel non-lineerligi bulunan ve Esen-Almali (2017)
tarafindan incelenen operatdr goz Oniine alinms ve L,(—oo0,00)ve L;(a,b)
uzaylarindan olan f fonksiyonuna p-Lebesgue noktalarindaki yakinsakligi
calisilmistir. Bu operatorlerin son yillarda sonsuz toplam durumu Esen-Almali
(2017a), genellestirilmis Lebesgue noktasi yakinsakligi ve yakinsaklik hizi Esen-
Almali vd. (2017), agirlikli noktasal yaklasimi Uysal (2018) ve iki katl bazi
genellemeleri Ozalp-Giiller (2019) tarafindan ¢alisilmistir.



1.1. Kaynak Ozetleri

Bu tezde temel bilgiler igin Rudin (1987)’in “Real and Complex Analysis”,
Hacisalihoglu ve Haciyev (1995)’in  “Lineer Pozitif Operator Dizilerinin
Yakinsaklig1”, Natanson (1964)’un “Theory of Functions of a Real Variable Vol. 1”
ve Aliprantis ve Burkinshaw (1998)’m “Principles of Real Analysis”, Mamedov
(1963)’un “On the order of convergence of m-singular integrals at generalized
Lebesgue points and in the space” ve Gadjiev (1998)’in “Deltasal Cekirdekli Integral
Operatorler Ders Notlar1” adli eserlerinden yararlanilmistir. Temel ¢alismamiz ise
Esen-Almali (2017b)’min “On approximation properties for non-linear integral

operators” adli eserine dayanmaktadir.

1.2. Calismanin Amaci

A pozitif reel sayilardan (parametrelerden) olusan bir indis kiimesi olsun. Ayrica, A €
A olmak iizere, Kj ,, (x,t) A'ya bagl ve belirli sartlar1 saglayan bir ¢ekirdekler ailesi

olsun. Bu ¢aligmanin asil amaci1 Esen-Almali (2017b) tarafindan ¢alisilan

N b

i) = ) [ FrOKm G 0de, 3 € (@) CED
m=1q

seklindeki non-lineer integral operator ailesinin noktasal yakinsakligini elde etmektir.

Bu tezde (1.1) operator ailesinin L,(—, ), 1 <p < o ve L;(a,b) uzaylarmdan

olan f fonksiyonuna p-Lebesgue noktalarindaki yakinsakligi ¢alisilmistir. Burada,

N > 1 sayist keyfi bir dogal sayidir ve (a, b) ise R’de keyfi bir sinirli alt araliktir.



2. TEMEL BILGILER

Bu kesimde temel tanimlar ve teoremler verilecektir.

Tamm 2.1. (Lineer Pozitif Operator)

A ve B iki fonksiyon uzay1 olsun. A’ dan alman bir f fonksiyonunu B’de bir g
fonksiyonuna esleyen L kuralina operator denir. L: A - B olmak iizere L(f;x) =

g(x) ile gosterilir. @, B € R ve f, h € A olmak iizere eger
L(af + Bh; x) = aL(f; x) + BL(h; x)

sart1 saglaniyorsa L bir lineer operator belirtir. Ote yandan, A* = {f € A4, f(x) = 0}
olmak lizere L, A*” dan alman herhangi bir f fonksiyonunu pozitif bir fonksiyona
esliyorsa bu durumda L bir lineer pozitif operator belirtir (Hacisalihoglu ve Haciyev,
1995).

Uyan 2.1. Bu tanima gore (1.1) operatorlerinin N = 1 i¢in lineer ve N > 1 i¢in ise

lineer olmadig1 aciktir.

Tamm 2.2. (L, Uzayn)

1<p<o olsun. p-inci kuvvetten Lebesgue anlaminda integrallenebilir
fonksiyonlar, D ile R veya sinirh alt kiimesi gosterilmek suretiyle, D iizerinde
Lebesgue anlaminda olgiilebilir ve

j FGOPdx < oo
D

sartim1  gercekleyen reel degerli f fonksiyonlaridir. Bu fonksiyonlardan olusan

kiimeye p-inci kuvvetten Lebesgue anlaminda integrallenebilir fonksiyonlar uzayi
(kisaca L, uzay1) denir ve L,, (D) ile gosterilir. Bu uzayda

1/p
1flle, @) = (JDIf(x)Ipdx> .

ifadesi norm belirtir (Rudin, 1987).



Teorem 2.1. (Fubini Teoremi)

X ile Y uzaylarinin olgiileri sirasiyla p ve 9 ile gosterilmek iizere f: X X Y —

R, u x U Olgiistine gore integrallenebilir olsun. Bu durumda fy fCx,y)dI(y) ve

S, £ (e, y)du(x) integralleri meveuttur ve

fd(u x 9) = f [ f f(x,y)dw?(y)l du(x) = f [ f f(m)du(x)] d9(y)

XXY

gerceklenir (Aliprantis ve Burkinshaw, 1998).

Tamm 2.3. (Genellestirilmis Minkowsky Esitsizligi)
g iki degiskenli fonksiyonu —co < a < # < oo iizerinde tanimli ve (Lebesgue

anlaminda) 6lgiilebilir bir fonksiyon ve p > 1 olmak tizere

1
P

1
B B p p s B
ffg(m)dy o sf f|g(x.y)|pdx i
a a @ a

esitsizligine genellestirilmis Minkowsky Esitsizligi veya Minkowsky Integral

Esitsizligi denir. Sembolik olarak bu esitsizlik

|[ o] = [nan,
Lp

durumunu ifade eder (Gadjiev, 1998).

Teorem 2.2. f, [a, b] € R {izerinde Lebesgue integrallenebilir bir fonksiyon olsun.

Bu durumda

F(x) = jf(t)dt, x € [a, b]

seklinde taniml1 belirsiz integral fonksiyonunun tiirevi [a, b] tizerinde hemen hemen

her yerde f(x) fonksiyonuna esittir (Natanson, 1964).



Tamim 2.4. (p-Lebesgue Noktasi) D ¢ R sinirh araligi tizerinde f € Lp(D), 1 <

p < oo olmak lizere

1

+h
1
lim| j (F(t+x) — fG)PdE | =0
0

esitligini saglayan X noktasina f fonksiyonunun p-Lebesgue noktasi denir
(Mamedov, 1963).

Teorem 2.3. f € Ly([x, y]) olmak iizere [x,y] < R araligindaki hemen hemen her

nokta f fonksiyonunun bir Lebesgue noktasidir (Natanson, 1964).

Tamm 2.5. (Stieltjes Integrali)

Kabul olarak f ve g fonksiyonlar1 [a, b] tizerinde tanimli ve sinirli iki fonksiyon
olsun. [a, b] araliginin keyfi bir P pargalanmasi asagidaki bigimde verilsin:

Xo=a<x<x%< ..<x,=b

k =1,2,3,..,nigin é.€[x, — x;_1] noktasi segilsin. S(f, g, P) toplami

S(F.9.P) = ) F(E0190) — 9C)]
k=1

seklinde tanimlanir. Eger bu toplam [|P|| = 0 iken (keyfi par¢alanmalarin normu
sifira yaklasirken) &, noktalarmin segilmesinden ve pargalanmanin diizgiin olup
olmamasina bagli olmaksizin

n

lim, S(f.9.P) = Jim > f(&0lgCa) — gCa)] =1

IPll-0 IPII-0 k=1

sonlu limitine yaklasiyorsa bu limite f’nin g’ye gore Stieltjes integrali denir ve
f: f(x)dg(x) ile gosterilir. Ozel halde g(x) = x igin Riemann Integrali elde edilir
(Natanson, 1964).

Teorem 2.4. (Holder Esitsizligi) 1 < p < o ve herhangi bir p reel sayisi igin %+$ =
1 olsun. Varsayahm ki f € L,(R) ve h € Ly(R) olsun. Bu durumda fh € L,(R)

olur ve

Ifhll, ey < NF N,y TR my

esitsizligi saglanir (Rudin, 1987).



Tanmm 2.6. (Siirh Salmimh Fonksiyon) g fonksiyonu [a;, a,] arahig: lizerinde
tanimli reel degerli bir fonksiyon olsun. B = {y1, V5, ..., ¥n} » [@1, @3] araliginin bir
parcalanmast ve B de bu aralifin tim B par¢alanmalarimin kiimesi olsun. g

fonksiyonunun, [a;, a,] araligi lizerindeki toplam salinimi

/@ = sup Y 190r) ~ g
aq k=1

ise g fonksiyonu, [a;, a,] araligi tizerinde sinirli salimmlidir denir (Natanson, 1964).

Tamm 2.7. (Singiiler Integral) K,, (¢, x) herhangi bir ¢ekirdek oldugunda

b

() = j Ko (t, 09 (D)dt

a

biciminde olan integral singiiler integral adini alir (Neri, 1971).

Teorem 2.5. I u¢ noktalar1 a ve b olan agik ya da kapali bir aralik olsun. f: 1 - R ve
g:1 = R fonksiyonlar1 [a, b] tizerinde sinirli salimmli fonksiyonlar olsun. Ayrica
herhangi bir x € [a, b] noktas1 f ve g i¢in ortak siireksizlik noktas1 olmasin. Eger f

ve g, x = a ve x = b noktalarinda siirekli ise bu takdirde

b b
[ rwdg@+ [ 9@ar® = rwre® - r@g (@

gerceklenir (Natanson, 1964).

Onerme 2.1. Kabul edilsin ki a, b pozitif reel sayilar olsun. Bu takdirde
(a+b)P <2P(aP +bP), 1<p<
saglanir (Rudin, 1987).



3. NON-LINEER iINTEGRAL OPERATOR AILESININ NOKTASAL
YAKINSAKLIGI

A, pozitif A reel sayilardan (parametrelerden) olusan bir indis kiimesi olsun. Ayrica,
A € A olmak iizere, Kj,,(x,t) A'ya bagh ve belirli sartlar1 saglayan bir ¢ekirdekler

ailesi olsun. Bu ¢alismanin asil amac1 (1.1) ile verilen

N b
L) = . [ FrOKinG0de, x € (@)

m=1
seklindeki non-lineer integral operator ailesinin noktasal yakinsakligini elde etmektir.
Bu kesimde (1.1) ailesinin L,(—o,),1 < p < o ve L;(a,b) uzaylarindan olan f
fonksiyonuna p-Lebesgue noktalarindaki yakinsakligi calisiimistir. Burada, N > 1
sayist keyfi bir dogal sayidir. I, R’nin sinirli ya da simirsiz bir alt araligi olsun.
Belirtelim ki bu operator ailesinin uygulandigi fonksiyon | {izerinde simirli oldugu
durumda L,(I)’dan Ly,(I)’ya iyi tanimli oldugu Fubini teoremi ve genellestirilmis

Minkowski esitsizligi yardimiyla kolaylikla goriilebilir.
Esen-Almali (2017b) tarafindan verilen sinif tanimi soyledir:

Tamm 3.1. (A Smfi):m=12,..,N olsun. (K)sen, Kim(x, t):RXR = R§
fonksiyonlarinin bir ailesi olmak tizere eger K; ,,,(x, t) fonksiyonu asagidaki sartlari

sagliyorsa "A sinifina aittir" denir:

a) Her bir m i¢in K, ,,(x,t), A € A olmak iizere (a, b) arahigindaki her ¢ i¢in taniml

negatif olmayan bir fonksiyondur.

b) Her bir m i¢in Kj ,, (x, t) fonksiyonu t degiskenine gore [a, x] araliginda herhangi
sabit bir x i¢in azalmayan ve t degiskenine gdre herhangi sabit bir x i¢in [x, b]
araliginda artmayandir.

¢) Her bir m i¢in ve herhangi sabit x i¢in

b
lim f Ky (x, O)dt = Cpy
a

dir. Burada C,,, negatif olmayan sonlu reel sayilardir.



d) Her bir m i¢in x # y olmak {izere
}l\im Kym(x,y)=0
dir.

Bu tanmimda (a, b) R’de keyfi bir sinirhi alt aralik veya (a, b) = (—o0, ) olarak goz
Ontine alinmustir.

Bu kisimda f € L;(a, b) fonksiyonlarma pozitif ¢ekirdekli non-lineer integral

operatorler ailesinin yakinsaklig1 incelenmistir.

Teorem 3.1. Kabul edelim ki (a, b) R’de keyfi bir sinirh alt aralik, f € L,(a, b) ve
f, (a,b) araliginda sinirli olsun. Eger K ,,(x,t), A sinifina ait ise bu takdirde (1.1)

ile tanimli L; (f; x) operatorii i¢in x € (a, b) f’'nin Lebesgue noktasi oldugunda

N

lim L(fi2) = ) Cuf ™)
m=1

gerceklenir (Esen-Almali, 2017Db).

Ispat.

N b
L) = . [ 7 O 0t

m=1

ifadesinin her iki tarafindan

N
> )
m=1

ifadesi ¢ikarilip ve mutlak deger i¢ine alinirsa

N
Lfi0) = ) Cuf™(0)

m=1

b

N b N

<> J ™) = Fm Ol Ky O+ IF7 | j Ky (6, )t — Cpy
m=1gq m=1|q

= ]1 + ]2

olur. Son esitsizligin sag tarafinin A — oo iken sifira gittigini gostermek yeterlidir. I,

ifadesi (c) sartindan dolayi sifira gitmektedir. Simdi I;’in sifira gittigini gosterelim.



Hipoteze gbre x, f’nin bir Lebesgue noktasidir. O halde Lebesgue noktasi
tanimindan her € > 0 ig¢in dyle bir § > 0 bulunabilirki 0 < h < § i¢in

xth

f F(O) — FGOldt < eh

esitsizligi saglanir.

O halde bu § > 0 i¢in I; integrali su sekilde yazilabilir:

N [x-6 x x+6 b
I, =mZ‘1 ] +x_f§+xf +XL F7() = F GO | Ko (6, )t

Her bir integralin sifira gittigini gosterelim.
Once 1,1 hesaplayalim:

N x-§8

=Y [ @ = el KGOt

m=1 a
ifadesi (b) sartindan K, ,,(x,t) monoton artan oldugundan en biiyiik degerini iist
sinirda alir. Uggen esitsizliginden
x—=6 x=6

N
ha Y KamGox=8) [ 1Fm@lde + [ 1/l Ky, e

N x—6 x—6
has Y AmGx=8) [ 1M @lde+ 1/l [ Km0
ve
i < ) (Ko x = DI Ol o + I — )

bulunur. Béylece ;1 = 0 oldugu goriiliir.

Simdi 14 1 hesaplayalim:

N b
ha= Y [IFm© = G0l Ky 0t

m=1x+§



(b) sartindan K} ,,, (x, t)dt monoton azalan oldugundan en kiigiik degerini alt smirda
alir. Uggen esitsizliginden

N b b
ha Y KamGox+8) [IFm@lde+ [ 1/l K, Ot

x+6 x+6
N b b
has Y AKmGx+8) [Im@lde+ 1m0l [ Km0t
m=1 x+6 x+6

ve

N
ha S ) {KamCox + O™y + @G - 0))
m=1

bulunur. Boylece I14 = 0 oldugu goriliir.
Simdi 1,3°1 hesaplayalim:

N Xx+6

he = D0 [ 1P = @ K G O

m=1 x

bi¢imindeki integralde hipoteze gore x, f’nin bir Lebesgue noktasidir. O halde
Lebesgue noktasi tanimindan her € > 0 i¢in dyle bir § > 0 bulunabilirki 0 < h < §
i¢in
x+h

j F(O) — FGOldt < eh

esitsizligi saglanir. Simdi bir F fonksiyonu tanimlayalim.

F(D) = j IF () — £l du

olsun. § > 0 olmak iizere (u —x) < 4§
dF(6) = |f(w) — f(x)|du

F(t) <e(u—x)

olur. f sinirlt oldugundan

lf™ @) = M)l < MIf@w) — fF(x)l

olacak sekilde M > 0 mevcuttur.

N Xx+6

s <M Z J Ky (x, )dF (£)

m=1 x

10



esitsizligin sag kismindaki integrale kismi integrasyon uygulansin:
Ky m(x,t)=uve dF(t) = dv olsun.

Ky m(x, t) azalan oldugundan -K ,, (x, t) artandur.

N x+6
Is < MZ Ky, OF () 46+ f F()d(—Kym(x,))
m=1 X

N
L; <M z [Kpm (2, x 4+ 8)F (x + 8) — Ky (x, x)F (x)]

m=1
x+6

+ f F()d(—Kym(x, 1))

X

x+6

N
Lz <M z (K,l_m(x,x + 6)F(x + 6)) + f F(®)d(—Kym(x,t))
m=1

X

x+6 x+6

f F(Od(~Kym (6, D) < & f (t = 1) d(~Kym(x, )

X

ifadesine tekrar kismi integrasyon uygulansin:

(t—x)=uved (_K/l,m(x' t)) = dv olsun.

N
Iy <M Z (Kum(x,x + §)F (x + )

m=1
x+6

te|t =0 (~Kymn0) [0 + f Kym (x, £)dt

X

N
s <M Z (Kum(x, x + 8)F(x + 6))
m=1

+e|l(x+8—x) (—K,Lm(x,x + 6)) —(x—x) (—K,Lm(x, x))

x+6

+ J Kym(x, t)dt

X

11



N
Lz <M Z (SKA,m(x,x + 6)F(x + 6))
m=1

x+6

+ [&6 (—K,Lm(x,x + 6)) + & f Kym(x, t)dt

X
F(x + &) fonksiyonu igin F(t) < &(t — x) ifadesinden
F(x+6)<e(x+d6—x)=¢edb eldeedilir.

N x+6
L3<M Z Kym(x,x +8)ed — &6 (K,Lm(x,x + 6)) +¢ f Kym(x, t)dt
m=1 X

N Xx+6 N b
I3 < eM z f Ky m(x, t)dt < eM z fKA,m(x' t)dt
m=1 yx m=1g

bulunur. Boylece I;3 — 0 oldugu goriiliir.

Simdi de I;,’yi hesaplayalim:
N x

ho= D0 [ 1Fm@ = G K G e

m=1x-§

bicimindeki integralde hipoteze gore x, f’nin bir Lebesgue noktasidir. O halde
Lebesgue noktasi tanimindan her € > 0 i¢in dyle bir § > 0 bulunabilirki 0 < h < §
icin

j F(O) — FGOldt < eh
x—h

esitsizligi saglanir. Simdi bir G fonksiyonu tanimlayalim.

G(O) = j IF () — £O0)ldu

olsun. § > 0 olmak iizere (x —u) < 4§
dG () = —If (W) — f(x)ldu

G(t) <e(x—u)

dir. f smirh oldugundan

/™ = Ml < Mlf(w) — f(x)l

12



olacak sekilde M > 0 mevcuttur.

I, <M Z f ~Kym(x,£)) dG(0)

m=1y—
esitsizligin sag kismindaki integrale kismi integrasyon uygulansin:

Ky m(x,t)=uve dG(t) = dv olsun.

Nz

112 <M - {[Kl,m(xﬂ t)G(t) |)}((—5:| - f G(t)dKl,m(xﬁ t)}
1 x—8

112SMZ—

m=1

= ]

[K,Lm(x, x)G(x) = Ky (x,x — 6)G(x — 6)]

- [ 60dKimt t)}
x—6

L, <M Kym(,x —8)G(x—6) + G(t)dKy m(x,t)
12 ;1 x._f&

f G(t)dKym(x,t) < f (x —t) dK) ;m(x,t)

x—6 x—8

oldugundan tekrar kismi integrasyon uygulansin:

(t—x)=uved (—K,Lm(x, t)) = dv olsun. Bu durumda

N
112SMZ
m=1

(Kpm(x,x = 8)G(x — 8))

+e|o— 0 (Kpm0) Bs + J Ky (%, t)dtn

x—6

elde edilir. G(t) < e(x — t) ifadesinden
Gx—06)<e(x—x+06)=¢bd
bulunur. Gerekli hesaplamalar yiiriitiiliirse

L, < eM Z f Kym(x, t)dt < eM Z fK,lm(x t)dt

m=1y— m=1gq

13



bulunur. Boylece I;, — 0 oldugu goriiliir.

Boylelikle ispat tamamlanmis olur.

Ayrica bu teoremde a = oo, b = —oo alinirsa asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3. 2. f € L1(R) Ve f, R iizerinde sinurl1 olsun. Kj ,,, (x, t), A sinifina ait ise ve
herm =1, 2, ..., N olmak tlizere her y > 0 i¢in

x=y
}im f Kym(x, t)dt =0 3.1)
ve
){im JK/‘Lm(x' t)dt =0 (3.2)
x+y

ozellikleri saglaniyor ise bu takdirde (1.1) ile tanimli L, (f; x) operatorii igin f’nin
her x € R Lebesgue noktasinda

N
lim Li(fi0) = ) Cuf ™(0)
m=1
olur (Esen-Almali, 2017b).

ispat.

LG =Y [ 1O K0t

m=1

esitligin her iki tarafindan

i Cnf ™)

ifadesini ¢ikarip ve mutlak deger ile ifade biiyiitiillirse

Lf0) = ) Cuf ()

[oe)

f Kl_m(x, t)dt - Cm]

N
m=1L_yp

N (00}
< Z flfm(t) — MO Kym (x, O)dt + [f7 ()]

=1 _

14



olur. Son esitsizligin sag tarafinn 1 — oo iken sifira gittigini gostermek
yeterlidir. A, ifadesi (c) sartindan dolay1 sifira gitmektedir. Simdi A;’in sifira
gittigini gosterelim.

Hipoteze gore x, f’nin bir Lebesgue noktasidir. O halde Lebesgue noktasi
tanimindan her € > 0 i¢in dyle bir § > 0 bulunabilirki 0 < h < § i¢in

xth

f F(6) — FGOldt < eh

esitsizligi saglanir.

O halde bu § > 0 i¢in A, integrali sdyle yazilabilir:

X

Ay =i J_6+ fx+76+f |f™(t) — ™ (x)| Ky m (x, t)dt
“o  x=8§ x  x+6

m=1
Her bir integralin sifira gittigini gosterelim.

Once A;;’i hesaplayalim:

N x-6

N AR et

m=1 —

(b) sartindan Kj ., (x, t) monoton artan oldugundan en biiyiik degerini tist sinirda alur.
Ucgen esitsizliginden

x—6 x—6

N
An s Y KamGrx=8) [ Ifm@lde+ [ 1FmG] Ko Ot
m=1 — —00

x—6 x—6

An s Y AomGx=8) [ 1M Olde+ 1ML [ Ko 0de

ve
N X-6
A= Y KamCox = DI Olley + @I [ Km0
m=1 —0

bulunur. Béylece A;; = 0 oldugu goriiliir.
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Simdi A4l hesaplayalim:
N oo

A=Y [IFm@ = @l Ko, e

m=1x+§

(b) sartindan K} ,, (x, t) monoton azalan oldugundan en kiigiik degerini alt sinirda
alir. Uggen esitsizliginden

s Y KanCox+8) [IFm@lde+ [ 1/l Km0t

x+6 x+6

N o) o
Ay < Z Kjm(x,x + 6) flfm(t)ldt + ™ ()] f Ky m (x, t)dt}
m=1 x+8 x+8
ve
N (o]
Ay < Z KA,m(X,X + 6)”fm(t)”L1(R) + ™) J K/l,m(x' t)dt}
. x+6

bulunur. Boylece A14 = 0 oldugu goriiliir.

Simdi A43 ii hesaplayalim:

N x+6

As= Y [ 17O = 0l Km0

m=1 yx

oldugundan burada hipoteze gore x, f ’min bir Lebesgue noktasidir. O halde
Lebesgue noktasi tanimidan her € > 0 i¢in dyle bir § > 0 bulunabilirki 0 < h < §
i¢in
x+h

j F(O) — FGOldt < eh

esitsizligi saglanir. Simdi bir F fonksiyonu tanimlayalim.

F() = f IF ) = £ ldu

olsun. § > 0 olmak iizere (u —x) < 4§
dF(6) = |f(w) — f(x)|du

F(t) <e(u—x)

dir. f smirh oldugundan

If™w = Ml < MIf(w) — f(x)l

16



olacak sekilde M > 0 mevcuttur. Simdi

N Xx+6

A <M Z f Ky Cx, )AF (£)

m=1 x
esitsizliginin sag kismindaki integrale kismi integrasyon uygulansin:
Ky m(x,t)=uve dF(t) = dv olsun.

Kj m(x, t) azalan oldugundan -K ,, (x, t) artandur.

N x+6
Aqs SMZ Ky (x, £)F (£) |§§+5 + f F(t)d(—Kym(x, 1))
m=1 x

NIE

Az <M [Kpm (x, x + 8)F (x + 8) — Ky (x, x)F ()]

3
1l
=

x+6
+ [ POdK )
N x+6
A3 <M z (K,Lm(x,x + 6)F(x + 6)) + f F(®)d(—Ky ;m(x,t))
m=1 X
x+6 x+6
| FOdKn@) <e [ -0 d-Knx o)

ifadesine tekrar kismi integrasyon uygulansin:

(t—x)=uve d (—K,Lm(x, t)) = dv olmak lizere

N
A <M Z (Kum(x,x + §)F (x + )

m=1
x+6

te|t—0 (~KmCn ) [0 + j Kym (x, £)dt

X

17



N
A<M Z (Kum(x,x + §)F (x + )
m=1

+e|l(x+8—x) (—K,Lm(x,x + 6)) —(x—x) (—K,Lm(x, x))

x+6

+ f Kym(x, t)dt

X

N
<M Z (Kam G x + 8)F (x +6))

m=1
x+6

+ |&b (—K,Lm(x,x + 6)) + € J Kym(x, t)dt

X
F(x + &) fonksiyonu i¢in
F(t) <e(t—x)
ifadesinden
Fx+6)<e(x+d—x)=¢b
bulunur.

x+6

N
A3 <M z Kym(x,x +8)e6 — €6 (K,Lm(x,x + 6)) + & j Kym(x, t)dt
m=1

X

N Xx+6 N e’
< &M Z f Kym(x, t)dt < eM Z f Kym(x, t)dt
m=1 x m=1 —co

bulunur. Boylece A;3 = 0 oldugu goriiliir.

Simdi de A, yi hesaplayalim:

Ay, = mz L F™(E) = 00| Ky G, )t

bi¢imindeki integralde, hipoteze gore x, f’nin bir Lebesgue noktasidir. O halde
Lebesgue noktasi tanimindan her € > 0 igin 6yle bir § = h > 0 bulunabilir Ki

j F(O) — FGOIdt < eh

x—h

esitsizligi saglanir. Simdi bir G fonksiyonu tanimlayalim.
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G(t) = f IF () = £l du

olsun. § > 0 olmak tizere (x —u) <&
dG(t) = —|f (W) — f()ldu

G(t) <e(x—u)

dir. f sinirli oldugundan

lf™ @) = M)l < MIf(w) = fF(x)

olacak sekilde M > 0 mevcuttur.

Ay, < Mi f (~Knm(, t)) dG(t)

m=1x-§
esitsizligin sag kismindaki integrale kismi integrasyon uygulansin:

Ky m(x,t)=uve dG(t) = dv olmak iizere

A, <M Z —{[Ka,m(x, 06| 1_s - f G(£)dKym(x, t)}

x—6

<M — {[K,Lm(x, x)G(x) — K3 (2, x — 6)G (x — 6)] — f G(t)d Ky 1, (x, t)}
x—8

Kym(,x—6)G(x —6) + f G(t)dKy ;m(x, t)

1 x—8

IA

M= iD=

M

3
I

X

f G)dKym(x,t) < ¢ f(x —t)dKy m(x, t)
x—6 x—8

integraline tekrar kismi integrasyon uygulansin:

(t—x)=uved (—Ka,m(x, t)) = dv olsun. Bu takdirde
N
A <M Z {(K,Lm(x,x — 8)G(x - 6))
m=1

+e|o— 0 (Kpm@0) Bs + J Ky (%, t)dtn

x—6
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N
Ap <M Z {(K,Lm(x,x — 86 (x - 8))
m=1

+e|(x—x) (K,Lm(x, x)) +((xx—x+ 5)(K,1Jm(x - 6))

+ f Kym(x, t)dt]}

x—=68
Ay < Z Ky (X = 0)G(x = 8))

X

+ &0 | Km(x,x —38) + J Kym(x, t)dt
x—=8

G (x + 6) fonksiyonu igin G(t) < e(x — t) ifadesinden
Gx—8)<e(x—x+6) =¢bd
bulunur.

P

N
A, <M z Kym(x,x —6)ed — &6 (K,Lm(x,x - 6)) + ¢ f Kym(x, t)dt

m=1 x—6

A, < eM Z f Kym(x, t)dt < eM Z f Ky m(x, t)dt

m= 1x m=1_—-
bulunur. Béylece A, = 0 oldugu goriiliir.

Boylelikle ispat tamamlanmis olur.

Simdi, bir dnceki teoremin L, (R) (1 < p < ) versiyonunu ifade ve ispat edelim.

Teorem 3.3. f € L,(R) (1 < p < ) Ve f, R iizerinde smirli olsun. K ,, (x,t) A
siifina ait ise ve her m = 1, 2, ..., N olmak tizere her y > 0 igin

x—y

){im j Kym(x, t)dt =0 (3.1)

ve

){im f Kym(x,t)dt =0 (3.2)
x+y
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ozellikleri saglaniyor ise bu takdirde (1.1) ile tanimli L, (f; x) operatorii igin f’nin
her x € R p-Lebesgue noktasinda

N
lim Li(fi) = ) Cuf ™)
m=1

olur.
Ispat.
N (o]
L = ) [ F70 Km0t
m=1_—_o

esitligin her iki tarafindan

N
D Cnfm@
m=1

ifadesini ¢ikarip ve mutlak deger ile ifade biiyiitiiliirse

p

L(fi0) = ) Cnf ")

p

N (o 2)
<2 (Z [157@ - el Kmt t)dt)

m=1 —
N
m=1

< 2W+Dp Z ( j|fm(t) — ()| Ky m (x, t)dt)

m=1

[ee)

f Kym(x, t)dt — Cm]

— 00

D
+2P|fm )P

p

=20N*DP 4. + 2P(A,)P

olur. Burada,
N P
(Z [15m@ = @l Ky, t)dt)
m=1_—co
N o P
<2w )y ( [157@ = @l K, t)dt)

iliskisinin saglandigi agiktir. Son esitsizligin sag tarafinin A — oo iken sifira gittigini
gostermek yeterlidir. A, ifadesi (C) sartindan dolay1 sifira gitmektedir. Simdi A4’in
sifira gittigini gosterelim.
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Hipoteze gore x, f’nin bir p-Lebesgue noktasidir. O halde Lebesgue noktasi
tanimindan her € > 0 ig¢in dyle bir § > 0 bulunabilirki 0 < h < § i¢in

xth

f F(D) - FOOIPdE < €7 h

esitsizligi saglanir.

O halde bu § > 0 icin A, integrali Holder esitsizligi uygulanarak sdyle yazilabilir:

Aq si 75+ fx+xj:6+ f If™() — fM™ ()P Ky m (x, t)dt
m=1]|—-c x-8§ x x+6
x( j" Km(x, t)dt)a

r
=(A1; + A + A5+ A14)(f_oo Kym(x, t)dt)q-
Her bir integralin limit durumunda sifira gittigini gosterelim.

Once A;;’i hesaplayalim:

N x-6

An=mz j () — FREOIP Ky (x, O)dt

=1 —

integrali i¢in, (b) sartindan K ,, (x, t) monoton artan oldugundan en biiyiik degerini
integralin iist snirinda alir. Uggen esitsizliginden

N x—6 x—6
Ay <27 ) Ky Cox = 8) j FrOPde+ @I [ Km0t
ve
N x—=6
A Y AKamCox =) (I Olyw) + U@ | Km0t

bulunur. Béylece A1, — 0 oldugu goriiliir.

Simdi A4l hesaplayalim:

Aa= Y [IFm© = P Ky 0

m=1x+6
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(b) sartindan K} ,,, (x, t) monoton azalan oldugundan en kii¢iik degerini alt sinirda
alir. Uggen esitsizliginden

N 00 e’
A2y {Kz,m(x,xw) [ @pde+imeor | Ka,m(x,wdt}

m=1 x+8 x+6

ve

N (o]
P
A<y {Kmo@ 240 (I Ollyw)” + P [ KinC t)dt}
m=1 x+6
bulunur. Béylece A;4 = 0 oldugu goriiliir.
Simdi A43’1 hesaplayalim:

N x+6

As= Y [ IF7O = Fr P Ky, 0

m=1 x

bi¢imindeki integralde, hipoteze gore x, f nin bir p-Lebesgue noktasidir. O halde p-
Lebesgue noktasi tanimindan her € > 0 i¢in dyle bir § = h > 0 bulunabilir ki

x+h

f F(O) — FGPdt < P h

esitsizligi saglanir. Simdi bir F fonksiyonu tanimlayalim.

F(D) = j IF(w) — GO P

olsun. § > 0 olmak iizere (u —x) < 4§
dF () = |f(w) = f()[Pdu

F(t) < eP(u—x)

dir. f smirlt oldugundan

lf™@w) — )P < MIf(w) — FOIP

olacak sekilde M > 0 mevcuttur.

N Xx+6

A <M Z j Ky (x, )dF (£)

m=1 x
esitsizligin sag kismindaki integrale kismi integrasyon uygulansin:
Ky m(x,t)=uve dF(t) = dv olsun.

K m (x,t) azalan oldugundan -Kj ,, (x, t) artandur.
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Nz

3
I

x+6
<K,1,m(x, OF @) ke + f F(®)d(=Kjm(x, t)))
1 X

A<M

NgE

1

3
i

{[K,Lm(x,x +8)F(x +6) — Kjm(x, x)F(x)]

x+6
+ J F(t)d(—Kjm (x, t))}

X
N
A13SMZ

m=1

x+6
(Kpm(x,x + S)F(x +8)) + f F(t)d(—Kym(x, t))H

X

x+6 x+6

f F(Od(=Ky (6, ) < €7 f (¢ = 2) d(=Ky (5, 1))

X

ifadesine tekrar kismi integrasyon uygulansin:

(t—x)=uved (—Kl‘m(x, t)) = dv olmak lizere

Az <M Z {(K;L,m(x,x +8)F(x + 8))

m=1

+ &P

x+8
(t =) (<Ko 0)) B0 + f Ky (%, t)dtH

X

A <M Z {(K,Lm(x,x + 8)F(x + 8))

+eP|(x+6—x) (—K,Lm(x,x + 6)) —(x—x) (—Kljm(x, x))

x+6
+ J Kym(x, t)dt]}

X

N

Az <M Z {(K,Lm(x,x + 85)F(x + )

+ €P

x+6
6(—Kl,m(x,x + 5)) + f Ky m (x, t)dtn.
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F(x + &) fonksiyonu i¢in F(t) < eP(t — x) ifadesinden
F(x+8)<eP(x+6—x)=¢P§

elde edilir.
N x+6
A<M Z Kym(x,x + 8)ePs — €P§ (K,Lm(x,x + 5)) + &P f Kym(x, t)dt
m=1 X
N x+6 N 0
A3 < ePM z J Kym(x, t)dt < ePM z f Kym(x, t)dt
m=1 y m=1_o

bulunur. Boylece A;3 = 0 oldugu goriiliir.

Simdi de A;,’yi hesaplayalim:

N x
Ary = mzl L ™) = Fm | Ky (6, D)t

bi¢imindeki integralde, hipoteze gore x, f’nin bir p-Lebesgue noktasidir. O halde p-
Lebesgue noktasi tanimindan her € > 0 i¢in dyle bir § = h > 0 bulunabilir ki

j F(8) — FGPdt < eh
—-h

X

esitsizligi saglanir. Simdi bir G fonksiyonu tanimlayalim.

G(O) = f IF (W) — O P

olsun. § > 0 olmak iizere (x —u) < &
dG(t) = —|f W - f)Pdu

G(t) <eP(x—u)

dir. f sirh oldugundan

lf™ @) — "l < MIf(w) — f0)P

olacak sekilde M > 0 mevcuttur.

A, <M i f (~Kam (. 0)) dG ()

m=1x-§
esitsizligin sag kismindaki integrale kismi integrasyon uygulansin:

Ky m(x,t)=uve dG(t) = dv olmak iizere
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A, <M {Km(x IO f G () dK; m(x, t)l

x—6

- iMz

App =M { K)lm(x x)G(x) K/lm(x X = 6)0(x - 6)]

3
n

- | G(t)dfq,m@,t)}

x—06

N

Ay <M Z
m=1

(K,Lm(x,x —6)G(x—06) + G(t)dKy m(x, t))]

X

I
|

f G()dKy p(x,t) < €0 | (x — £) dKy (%, 1)
x=6

bulunur. Son integrale tekrar kismi integrasyon uygulansin:

(t—x)=uved (_Kl,m(x: t)) = dv olsun. Bu takdirde
N
A, <M Z {(K,Lm(x,x —5)G(x - &)
m=1

+ &P

=) (KamCe ) B s + J Ky (%, t)dtn

x—6

Ay <M z {(Km(x,x —8)G(x - 8))

+ &P

(x —x) (K;Lm(x, x)) + (x —x + &) (Kym(x — 8))

+ j Kym(x, t)dt]}

x—6

A, <M Ky, x — 6)G(x — §)
5w |

+ eP§ <K,1_m(x,x —-6) + f Kym(x, t)dt)}.

x—8
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G (x + &) fonksiyonu igin G (t) < €P(x — t) ifadesinden
Gx—8)<eP(x—x+6) =¢P§

bulunur. ilerlersek ise

X

N
A, <M Z Kym(x,x —8)ePs — €P§ (K,Lm(x,x - 5)) + &P J Kym(x, t)dt

m=1 x—6

N X N @
A, < ePM Z f Kym(x, t)dt < ePM Z ] Kym(x, t)dt
m=1_«

m=1x-§
bulunur. Boylece limit durumunda A;, — 0 oldugu goriiliir.

Boylelikle ispat tamamlanmais olur.
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4. TARTISMA

A pozitif reel sayilardan (parametrelerden) olusan bir indis kiimesi olsun. Ayrica, A €
A olmak iizere, Kj ,, (x,t) A'ya bagl ve belirli sartlar1 saglayan bir ¢ekirdekler ailesi
olsun. Bu galismanin asil amaci Esen-Almali (2017b) tarafindan ¢alisilan ve (1.1) ile

verilen

N b
L(f3 x) = Z f FMOKym(x, Dde, x € (a,b)

m=1

seklindeki non-lineer integral operator ailesinin noktasal yakinsakligini elde etmektir.

Bu tezde (1.1) ailesinin L, (—oo, %) ve L;(a, b) uzaylarindan olan f fonksiyonuna p-
Lebesgue noktalarindaki yakinsakligi ispatlanmistir. Burada, N > 1 sayis1 keyfi bir
dogal sayidir ve (a, b) R’de keyfi bir sinirh alt araliktir.

28



5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde (1.1) operatorler ailesinin L,(—oo, ) ve L;(a, b) uzaylarindan olan f

fonksiyonuna p-Lebesgue noktalarindaki yakinsakligi ispatlanmistir. Literatiir
verilerimize gore ayni operator i¢in farkli tipte yakinsaklik arastirmalarmin da

yapilabilecegi ongoriilmektedir.
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