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Bu tez dort boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde tezin amaci ve kaynak 6zetleri

hakkinda bilgiler verilmistir.

Ikinci boliimde tezde kullanilacak temel teoremler, tanimlar ve bazi esitsizlikler

verilmistir.

Uciincii boliimde tezin temelini olusturan iistel Bernstein operatdrii ve bu operatdrii
olusturan iistel Bernstein polinomlar1 tanimlanmistir. Bu operatdriin yakinsaklik
ozellikleri ile ilgili teoremler verilmis, lineer pozitif operator oldugu gosterilmis,
diizgiin yakinsakligi, yaklagim hizi ve asimptotik yaklagimi incelenmis ve sekil
koruma ozellikleri gosterilmistir. Ayn1 zamanda iistel Bernstein polinomlarinin
indirgeme bagintisi incelenmis, bu polinomlarin simetrik oldugu, negatif olmadigi ve

birim pargalanis oldugu gosterilmistir.

Dordincu bolumde Ustel Bernstein operatdriinin hangi durumlarda daha iyi
oldugunu gosteren fonksiyon ailesi bulunmustur. Ayrica tistel Bernstein operatorii ve
klasik Bernstein operatorii arasinda grafik ve niimerik tablolar yardimi ile
karsilagtirmalar yapilmis, boylece iistel Bernstein operatoriiniin Klasik Bernstein

operatorunden daha iyi yakinsadigi gosterilmistir.
Son boliimde ise listel Bernstein Operatdriiniin yaklasimi hakkinda bilgi verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Yaklasim, Lineer Pozitif Operatorler, Stireklilik Moduli, Ustel
Bernstein Operatorleri



ABSTRACT

EXPONENTIAL BERNSTEIN OPERATORS
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Kirikkale University
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Department of Matematics, Master Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Ali ARAL

The thesis consists of three chapters. The aim of the study is given in the first
chapter.

In the second chapter, some fundamental concepts, definitions and inequalities used

throughout the thesis are given.

In the third chapter, exponential Bernstein operator and exponential Bernstein
polynomials forming this operator are defined. Theorems related to approximation
properties of the operators are given. This operator has been shown to be a lineer
positive operator. The smooth convergence, approach speed and asiptotic approach
of this operator were investigated and this operator’s shape preservation properties
are shown. At the same time , the reduction relation of exponential Bernstein
polynomials was examined, it was shown that polynomials of exponential Bernstein

were symmetrical, not negative and unit fragmentation.

In the fourth chapter, a family of functions were found which showed the better
conditions of the exponential Bernstein operator. In addition, comparisons between
graphical and numerical tables were made between the exponential Bernstein and the
classical Bernstein operator. Thus, it has been shown that the operator of the
exponential Bernstein has a better approximation than the classical Bernstein

operator.

At the end, information was given about the approach of the exponential Bernstein

operator.

Key Words: Approximation, Lineer Positive Operators, Modulus of Continuity,

Exponential Bernstein Operators.



TESEKKUR

Tezimi hazirlarken biz arastirmacilara yol gosteren bilimsel deney imkanlar1 bagta
olmak iizere bir 6grencinin karsilagabilecegi problemleri ¢ozmede bizlerin Oniine
biitlin imkanlar1 sunarak bizlere destek olan tez yoneticisi hocam Sayin Prof. Dr. Ali
ARAL’a, tezimin basindan sonuna kadar yaptigim arastirmalarimda karsima ¢ikan
bilimsel problemleri ¢ozmemde ve tezimin yaziminda yardimci olan hocam Sayin
Ars. Gor. Firat OZSARAC’a ve Yiiksek lisans 6grenimim boyunca bana maddi ve
manevi olarak destek olan yol arkadasim esime, kalplerim diye hitap ettigim oglum

ve kizima tesekkiir ederim.
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1.GIRIS

Polinomlar kolay tanimlandiklar igin bilgisayar sisteminde hizli hesaplandiklari ve
cesitli fonksiyonlarla temsil edildikleri i¢in ¢ok kullanigh matematiksel araglardir.
Ayrica polinomlar kolayca tiirevlenebilir ve integrallenebilirler ve herhangi bir

fonksiyona yaklasabilecek olan egriyi olusturmak i¢in birlestirilebilirler [1].

Alman matematik¢i Karl Weierstrass’in [a,b | araliginda siirekli olan her fonksiyona
yine bu aralikta yakinsayan bir polinom olabilecegini ispat etmesiyle (1885)
Yaklagim teorisi baglamistir. 1912 yilinda Ukraynali Matematik¢i Sergei Natanovig
Bernstein, Weierstrass teoreminin ispati i¢in toplam bi¢iminde bir polinom
tanimlamis ve C[0,1] uzayindaki fonksiyonlara diizgiin yakinsadigini ispatlamistir.

Sonraki yillarda bu polinom Bernstein polinomu olarak adlandirilmistir.

f fonksiyonu [0,1] araliginda taniml1 olmak tizere

n
k
Buf () = Ba(fi) = ) f (£) Prsc @
k=0
bigiminde tanimlanan operatdre n.dereceden Bernstein operatoru denir. [2]

n
Poi(@) = () ¥ (1 =)
polinomlarina ise Bernstein polinomlar denir.

Daha sonralari lineer pozitif operatorlerin stirekli bir f fonksiyonuna diizgiin
yakinsak olabilmesi i¢in hangi sartlar gegerlidir sorusu akla gelmis ve bu soru
Uzerine Bohman, 1952 yilinda lineer pozitif operatorlerin strekli bir f fonksiyonuna
diizgiin yakinsak olabilmesi i¢in agagidaki kosullarin gerek ve yeter oldugunu

ispatlamistir.

x € [0,1], 0<ay, <1 olmak lizere

Ln(f; x) = Z f(ak,n) Pn,k(x)' Pn,k (x) = 0
k=0



lineer pozitif operator dizisinin , n — oo igin [0,1] araliginda siirekli f fonksiyonuna

diizgiin yakinsamasi i¢in gerek ve yeter kosullar {i¢ tanedir. Bunlar;
L,(1;x) 3

L,(t;x) 3 x

L,(t%x) =3 x?

seklinde ifade edilir. [3]

Korovkin (1953) genel bir teorem ispatlamis ve gostermistir ki Bohman’in kosullari
genel halde de C[a,b] uzayinda olan ve tiim reel eksende sinirli herhangi bir f

fonksiyonu icinde gecerlidir. [3]

Daha sonraki yillarda da Bernstein operatoriintin surekli bir f fonksiyona yaklagimi
ve yaklagim hizinin bulunmasi {izerine birtakim ¢aligsmalar yapilmistir. Bu
caligmalardan bazilar1 Lorentz’in (1953) yazdig1 Bernstein Polynomials kitabidir.
Yine Shisha ve Mond (1968), Bernstein polinomlarinin yaklasim hizlari ile ilgili
calismalar yapmistir. Durmayer ise 1967 yilinda [0,1] araliginda Bernstein

operatorlerinin integrallenebilir modifikasyonlarini tanimlamistir.

Biz de bu tezde Bernstein operatorlerinin bir genellesmesi olan p > 0 olmak (izere
exp(ut) ve exp(Zut) iistel fonksiyonlarini yeniden Ureten bir operator Uizerinde
yogunlagacagiz. Bu operatdrii olusturan polinomlari inceleyecegiz. Bu yeni
operatdrin Korovkin teoremi yardimi ile yakinsaklik 6zelliklerini inceleyecegiz.
Ayn1 zamanda, bu operatorin VVoronovskaya tipli teoremlerini streklilik modilu
yardimi ile yakinsaklik hizini1 asimptotik yaklagimini ve saturation problemini
inceleyecegiz. Son olarak genel konvekslik sartlarin1 g6z 6niinde bulundurarak bu

operatoriin sekil koruma 6zelliklerini gosterecegiz.

Son boéliimde de Gstel Bernstein operatoriiniin klasik Bernstein operatdriinden daha
1yl yakisadigini gosteren grafik ve niimerik tablolar yardimai ile karsilagtirmalar

yapilacaktir.



1.1 Kaynak Ozetleri

Bu tezde temel olarak Ali Aral, Daniel Cardenas-Morales ve Pedro Garrancho
tarafindan yazilan “Ustel fonksiyonlar1 koruyan Bernstein-tipi operatérler” isimli
makalede [8] ilk kez gosterilmis olan iistel fonksiyonlar1 koruyan Bernstein
operatdrlerini inceleyecegiz. Bu inceleme esnasinda bahsedilen konu ile ilgili olarak
verilen diger kaynaklardan da yararlanacagiz. Bu operatdrlerin incelenmesi esnasinda
konunun daha iyi anlasilabilmesi i¢in incelemeler en genis anlamda yapilacaktir.
Tezin son boliimiinde yer alan kaynaklar kisminda da tezde kullanilan diger

materyaller verilecektir.
1.2 Tezin Amaci

Bu tezde iistel fonksiyonlar1 koruyan Bernstein tipi operatorler incelenecektir.
Biliyoruz ki klasik Bernstein operatorleri teknolojiden sanayiye ve otomotiv
sektorlinde kullanilan pek ¢ok uygulama alanina sahip bir operatordiir. Bu tezde
uygun fonksiyonlar igin tistel genellestirilmis bernstein operatorlerinin klasik
Bernstein operatoriine gore avantajlari tartisilacak ve elde edilen sonuglar 6rnekler ve

grafiklerle agiklanacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Bu kisimda tezde kullanacagimiz bazi tanimlar1 verecegiz. Bunlar ¢ok sik kullanilan
lineer pozitif operatorlerin tanimu, lineerlik, pozitiflik, monotonluk ve sinirlilik
Ozellikleri, Bernstein operatorlerinin tanimi, lineer pozitif operatérler dizisinin
yakinsaklik kosullari, Weierstrass yaklagim teoremi, Korovkin teoremi, Bernstein
operatoriiniin yaklagim 6zellikleri ve siireklilik modiiliiniin tanim1 ve 6zellikleri

olacaktir.
2.1. Lineer Pozitif Operatorler

X veY lineer normlu iki fonksiyon uzay1 olsun. Eger X den alinan herhangi bir f
fonksiyonuna Y de bir g fonksiyonu karsilik getiren bir L kurali varsa bu durumda X

uzayinda bir operator tanimlanmis olur ve

9(x) = L(f;x) = L(f(¢); x) = L(f)

biciminde gosterilir. X uzay1 L operatoriiniin tanim bolgesidir ve X=D(L) ile
gosterilir. Bu durumda L(f; x) = g(x), Y uzayinin bir elemani olur ve bu sekilde g

fonksiyonlar1 kiimesine L operatoriiniin deger kiimesi denir.

Tamm 2.1.1: L:X-Y bir operator olsun. Her f;, f,€X ve a,b€IR olmak Uizere
L(afi+ bfz; x) = aL(fy; x)+ bL(f2; x)

esitligi saglaniyor ise L 'ye lineer operatdr denir.

Tanmm 2.1.2: L:X-Y bir lineer operator olsun. Her feXve f = 0i¢in L(f) = 0

oluyor ise L operat6rine lineer pozitif operator denir.

Tamim 2.1.3: L:X—Y bir operator olsun. Her f, g €X ve her t€ IR igin
f@®) =g = L{f(t);x) < L(g(0);x)

Ozelligine monotonluk 6zelligi denir.

Lemma 2.1.1: L lineer pozitif operator olsun. O halde L operatérii monotondur.

Ispat:f(t) < g(t) = g(t) — f(t) =0



L operatorii pozitif operator oldugundan

f@®) =g@®)=LgM) - f);x) =20

L operatorii lineer operator oldugundan

f@®) =g = Lg®);x) —L(f(£);x) = 0

= L(g(t);x) = L(f(t); x)’ dir ve ispat tamamlanir.

Tanmm 2.1.4: X bir vektor uzayi olsun. Her x, yEX ve a€lR i¢in asagidaki sartlari

saglayan reel degerli || .||: XxX — [|X|| fonksiyonuna X Uzerinde bir norm denir.
1) Tim x, yeX i¢in |lx + y[l < [[x[|+[ly|l

2) Eger x€X ve a skaler ise |lax|| = |al.||x]|

3) Eger x # 0 ise ||x||>0

Sartlar1 saglaniyorsa || . || ile tanimlanan lineer uzayina normlu vektor uzayi denir ve

(X, |l . 1) seklinde ifade edilir.
Tamm 2.1.5: X ve Y lineer normlu iki fonksiyon uzayi olsun.
L: X=>Y

lineer bir operatdr olsun. X tizerinde ki norm ||. ||x , Y Uzerinde ki norm ||. ||y ve

operatoriin tanim kiimesi D(L) olmak lizere V f € D(L) igin
Iflly < MIIfllx
olacak sekilde M>0 pozitif sayisi varsa L operatdriine sinirli operator denir.

NOT: Reel sayilar kiimesi {izerinde tanimli fonksiyonlar sinirlt ise gorintt kiimesi

de sinirlidir. Ancak bu durum operatorler i¢in gecerli degildir.

Tamim 2.1.6: [a,b ] aralig lizerinde tanimli ve siirekli olan fonksiyonlar uzayi

Cla,b] ile gosterilmektedir.



Tamim 2.1.7: X ve Y fonksiyon uzaylari olmak iizere L: X—Y bir operatdr olsun.

ILCOIly

”ICT’ IIfllx # 0}

ILlx—y = sup {

IL||x—y ifadesine L operatoriiniin normu denir.

Tamim 2.1.8: L: XY bir operator olsun. Her & > 0 sayisina kars1 gelen bir
6 (&, fo) > 0 sayist bulunabiliyorsa oyle ki ||f — follx < 6 iken

IL(f) — L(fo)lly < € esitsizligi saglaniyorsa, L operatorii f,€X noktasinda
streklidir denir. [4]

Tanmm 2.1.9:(f,,) dizisi f fonksiyonuna A tizerinde diizgiin yakinsaktir & V & > 0
i¢in 3 ny vardir 8yle ki V x€ Aigin |f,,(x) — f(x)| < e.

Teorem 2.1.1: X ve Y iki normlu uzay, L: X=Y bir lineer operator olsun. Bu halde

L operarorii igin sinirlilik ve siireklilik denktir.
Tamim 2.1.10: n €IN olmak izere (L, (f; x)) dizisine operatér dizisi denir.

2.2 Lineer Pozitif Operatorler Dizisinin Yakinsakhik Kosullar:

Yaklasim teorisinin amaci, keyfi bir fonksiyonun daha basit ve kullanish olan diger
fonksiyonlar cinsinden bir gdsterimini elde etmektir. Bunun i¢in bilinen temel teorem

Weierstrass tarafindan 1885’de verilmistir.

Weierstarss, [a,b ] araliginda siirekli her f fonksiyonuna bir polinomla

yaklasilabilecegini ifade etmistir. Bu teoremin ifadesi asagidaki gibidir:
Teorem 2.2.1: (Weierstrass Yaklasim Teoremi)

f fonksiyonu, [a,b ] aralig1 tizerinde siirekli fonksiyon olmak tizere her € > 0 igin
| f(x)—PB,(x)| < € olacak sekilde n. dereceden bir B,(x) polinom dizisi vardir.
Baska bir ifade ile [a,b ] araliginda siirekli her f fonksiyonu igin f(x)’e, [a,b]

araliginda diizgiin yakinsayan bir P, (x) polinomlar dizisi karsilik gelir.



Lineer pozitif operatorlerin yaklasim 6zellikleri ile ilgili temel teorem de Korovkin

tarafindan verilmistir.

x€[0,1], 0 < a,x <1 oldugunda

n
La(fi%) = ) f(@nuCO)Paic(x), Poi(®) 2 0
k=0
lineer pozitif operatorler dizisinin, n — oo igin, [0,1] araliginda siirekli f
fonksiyonuna diizgiin yakinsak olabilmesi i¢in

lim||L, (1) = 1]] = 0
lim||L, (£ %) = x]| = 0

lim |12, (¢% %) = x| = 0

gerek ve yeter kosuldur ve bunlar Korovkin teoremi olarak bilinir.

Teorem 2.2.2: (Korovkin Teoremi) L, lineer pozitif operator dizisi olsun. a,,(x),
Bn (x) Ve y,, (x), [a,b] araliginda diizgiin olarak sifira yakinsayan diziler olmak

uzere x€[a,bicin

lim L,,(1;x) =1+ a,(x)
n—oo

limL,(t;x) =x + B, (x)
n—oo

lim L, (t%x) = x% + ¥, (x)
n—oo

sartlar1 saglaniyorsa bu durumda L, (f; x), [a,b] aralig1 tizerinde f(x)’e diizgiin
yakinsar. Burada f, [a,b ] de siirekli ve reel eksenin tamaminda sinirl bir

fonksiyondur.
2.3 Bernstein Operatorlerinin Yaklasim Ozellikleri

f€C[0,1] ve x€[0,1] olsun.



B, (f;x) = Z f (S) (Z) xk(1 = x)nk
k=0

seklinde tanimli olan lineer pozitif operatdrlere Bernstein operatérleri denir.[5]

Teorem 2.3.1: Bernstein operatorleri [0,1] araliginda siirekli f fonksiyonuna yine bu
aralikta diizgiin yakinsar. Yani f€C[0,1] ise

B, (f;x) 3 f(x), x€[0,1]
dir.

Ispat: Oncelikle B, (f; x)’in lineer ve pozitif bir operatdr dizisi oldugunu gosterelim.

Lineerligi icin her a, b €IR ve f, g €C[0,1] igin,
s+ i = 373 0o ]
=S e (B Era- ot
£ g (£) (et — o
—ay! FE a0

3" g
= aBy(f;x) + bBn(g; x)
oldugundan By, lineer bir operatordiir. Ayrica KEIN ve x€[0,1] igin
(Z)xk(l —x)"k>0vef >0

oldugundan B, (f; x) = 0 olur. Dolayisiyla B,,(f; x) operatori pozitiftir.



Korovkin teoreminin sartlari olan

(i) Bu(Lx)31

(i) B,(t;x)3x

(iii) B, (t%;x) =3 x2

oldugunu gosterirsek B, (f; x) 3 f(x) oldugunu ispatlamis oluruz. Simdi bunlari

gosterelim.

(i) f(x) = 1icin B,(1; x) 3 1 oldugunu gosterelim.

B,(1;x) = Zn: (Z) xk(1—x)"k
k=0
=(x+1-x)"
—1n
=1

elde edilir.

(i) f(x) = x i¢in B, (t; x) 3 x oldugunu gosterelim.

Bu(t; x) = Z;O (2) (k@ —xyn*

= zn (E) n! xk(l _ x)n—k
k=0 \ (n—k)!k!

= En oDl k(g — )k

e (M=I(k=1)!

n—-1 (n—l)! k+1 ket
B Zk:om X (1 - x)

_ zn—l(nzl)xk(l _ x)n—k—l
k=0



=x(x+1-—-x)"1
=x

elde edilir.

(iii) B,(t?;x) = x? oldugunu gosterelim. Bunun igin f(x) = xZalirsak

Bu(t%0) = Zk (£) (Mx*@ - )

N\ (k(+D+K)  n X n—k
B Zk—o( n2 )(n—k)!k! x*(1—x)

— n k (n—1)! K .
- Zk:o (Z)W x(1—x)

yazilir. Bu esitlikte k yerine k + 1 yazilirsa

n-1
Bn(tz; x) = z (E) (n-D)! xk+1(1 _ x)n—k—l
k=0

n J k!(n—-k-1)!

NN RIS

_ Zn (k+1) (n 1) xk(l )n—k—l

k=0

I
=

z (n 1) xk(1 — x)nke- 1+z (n 1) x*(1 — x)n k- 1]

I
=

.lz (n 1) x*(1 — x)n k- 1+Z (n 1 k(1 — x)n"“l]

|n

I
=

- _|_ Z k _ (-1 k(l _ x)n—k—l]

k'(n k—1)!

- _ =D k(g )kl
x[ Zk erarTearasy R ]

10



yazilir. Bu esitlikte k yerine k + 1 yazilirsa

n-—2
2.0 — + |1 1) _ (n-1)! k+1(q _ \n—k-2
Bn(t ! x) =X [n T Zk=0 (n) k!(n—k-2)! x (1 x) ]

1 " o1y 2t g n—-k-2
=X [Z + zk=0 (T) Kin—k—2)! * (1-x) ]

(1 (n-1 "2 et n—k—2
i + (T) sz=0 Kln—k—2)! * 1-x) ]

=x%+(n;1)x(x+1—x)”‘2]

(1 n—1
=x—+< )xl"_z]
n n

x(1—x
2+¥
n

=X

bulunur ve B,,(t%; x) =3 x? elde edilir. Dolayist ile (i), (ii) ve (iii)

sartlar1 saglandigindan Korovkin teoremi geregince f€C[0,1] i¢in [0,1] araliginda
B.(f;x) 3 f(x)  (n— )

bulunur.

Teorem 2.3.2: f € C?[0,1] ve her x € [0,1] igin

lim 2n(B,f(x) = f(x)) = x(1 = 0)f"(x)

dir. [6]
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2.4. Sureklilik Modulu

Lineer pozitif operatdrlerin yakinsama hizinin belirlenmesi i¢in en 6nemli
kavramlardan birisi olan siireklilik modiilii, keyfi sinirli fonksiyonlar i¢in

tanimlanabilir. Bir ¢ok kullanigh 6zelligi siirekli fonksiyonlar i¢in de gecerlidir.

Tanim 2.4.1: Kabul edelim ki f, [a, b] araliginda tanimlanmis sinirl bir fonksiyon
olsun. Keyfi § > 0 igin

w(f,8) =suplf(t) = f [t —x| <6
=sup|f(x +h) = fQ), || <&

seklinde tanimlanan fonksiyona f fonksiyonunun [a, b] araligindaki streklilik

moduli denir.

Siireklilik modiilii yakinsama hizinin belirlenmesinde 6nemli rol oynayan bazi

ozelliklere sahiptir. Bunlarin bazilarini ispatiyla verelim.

Lemma 2.4.1: m =1 bir dogal say1 olmak tizere

w(f,mé) < mw(f, o)

dir.

Ispat: w(f,md) =sup|f(t) — f(x)|, |t —x| <mé
=sup|lf(x+h)—f(x)|,(t—x) > h,h<mé
=sup|f(x + h) + f(x + 2h) — f(x + 2h) + f(x + 3h)

—f(x+3h)+...+f(x+kh) — f(x + kh) — f(x)|,h <mé

=sup|f(x + mh) — f(x)|,(h > mh),|h| <6
=sup| Yy f(x+ (k+ Dh) = f(x + k)| |nl < 8

< Y Ssuplf(x + (k+ Dh— fx+ kh))|, |hl < &

12



= mw(f, ).

Lemma 2.4.2: 1 > 0 bir reel say1 olmak iizere
w(f,A40) < (1+ 1) w(f,9)
dir.
Ispat: [A] < 2 < [A]+] esitligi her zaman dogru oldugundan
w(f,16) < w(f, ([A] +1)9)

< ([A1+ 1) w(f,6)

SA+2A)w(f,d)
yazilabilir.

Lemma 2.4.3: x, t € [a, b] olmak lizere § > 0 i¢in

F® - f < A+ w(f, )
dir.
Ispat: Her x, t € [a, b] icin
F(O) — FGI < wlf, It —x])
= (f,lt—x|3)
[t—x|

= w(f,%@) {T =A1€IR allan‘SCL}

[t—x|

< (1+59 off, 6)

olur ve ispat tamamlanir.
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Lemma 2.4.4: f fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli olsun. Bu durumda
(lsi_r}g w(f,6)=0

dir.

Ispat: : f fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli (diizgiin siirekli) oldugundan,
Ve > 0icin 3y > 0 bulunabilir dyle Ki

|t — x| < y sartin1 saglayan x, t€[a,b] icin |f(t) — f(x)| < &’dur.

Eger § < y segilirse |t — x| < § < y sartin1 saglayan x ve t ler igin
0< w(f,6) < eolur.

= w(f,80) -0, (6-0)

> —-e<0< w(f,6) —0<5 ¢

= |w(f,8) —0| < €

= (lsi_r)r(l) w(f,6)=0.

Teorem 2.4.1: f, [0,1] araliginda tanimlanmuis siirekli bir fonksiyon olsun ve w(f, x)

streklilik moduld icin
IB,(f(£);x) — fF(X)| < %.a)(f,\/i%), n€eiN
dir. [6]

ispat:

Bu(f@s) = f) = Y £ (£) (1) ¥ (1 =0 = (0.1
k=0

14



n n

= > £ (1) ¥ =0k = > £ () ¥ (1 = 0mk

_ z (Z) k(1= 20"k (F (k) — F(0))

k

o

BalF (0 = FCO1 < D (1) x4 = 0" ¥ If () = F )

k=0

< Zn: (Z) x*(1—x)"* w(f, |§ - x|)

k=0
o (n k n—k %—x|

:kZo(")x (1 =0 ¥ w(f, T—.8)

< w(f,6) zn:(Z)xk(l—x)”_k (1+%|§—x|)

k=0
=000 (143 f=a (rra-00)

Cauchy Esitsizliginden ve B, ((t — x)%; x) = @ oldugundan ifadesinin alacagi

. . e o 1 -
maksimum degeri bulmak i¢in tiirevi sifira esitlenirse x = 3 bulunur ve bu deger

ifadede yerine yazilirsa

x(1-x)
n

1
< — )
< bulunur

1 1
|Bo(f (£); ) = fOO] < w(f,6)(1 + g-ﬁ)

1 .y-
6= 7= secilirse

|BA(f(0);0) = fD| < 20(f, )

bulunur.
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3. USTEL BERNSTEIN OPERATORLERI
3.1. Giris ve 6n hazirhklar

Bu boliimde 2000 yilinda Neamtu ve Morigi tarafindan tanitilan klasik Bernstein
operatérlerinin [7] bir genellesmesini ele alacagiz. Ozellikle exp (t) ve exp (2t),
pu>0 Ustel fonksiyonlarini iireten bir polinom dizisi iizerine odaklanacagiz. Bu yeni
operatoriin Korovkin teoremi yardimi ile yakinsaklik 6zelliklerini inceleyecegiz.
Yine bu operatoriin merkezi momentlerini hesaplayacagiz. Ayni zamanda bu
operatdriin Voronovskaya tipli teoremlerini, siireklilik modiilii yardimi ile
yakinsaklik hizini, asimptotik yaklagimini ve saturation problemini inceleyecegiz. En
son olarak genel konvekslik sartlarini goz éniinde bulundurarak bu operatérin sekil

koruma 6zelliklerini gosterecegiz.

U=>0 sabit reel bir parametre olmak iizere exp, (): =e"* olarak tammlamus
oldugumuz iistel fonksiyonu exp,, olarak yazacagiz, onun ters fonksiyonunu da log,,

olarak yazacagiz.

e, (t) fonksiyonunu #—x olarak, exp,, () fonksiyonunu ise e** — e"* olarak

tanimlayacagiz. Yine e;(¢)=t’ olarak tanimli polinom fonksiyonlarin1 da e; olarak

ifade edecegiz.
3.2. Ustel Bernstein operatérleri ve polinomlar:

Tanmm 3.2.1. f, [0,1] araliginda taniml bir fonksiyon, n € IN ve x € [0,1] i¢in, p>0

sabit reel bir parametre olmak lizere n. dereceden Ustel Bernstein polinomlari dizisi
n
ky —
Guf () = Gu(fi2) = ) f(E)eMH/meb Gy (an (1)) (3.1)
k=0

seklinde tanimlanir. Burada G,, operatoriine Ustel Bernstein operatori denir.
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Gnie(an () = (1) [anCOTL = an (0] (32)

polinomlarina Ustel Bernstein polinomlar: denir.

ehx/n_1

Burada an(x) = oW1

(3.3)

ve ()=—2— dir[8]

(n—k)'k!

Matematiksel uygunluk icin k<0 ve k>n oldugunda G, ;(a,(x))=0 almmistur.
Ustel Bernstein operatériine gegmeden 6nce a,, (x) fonksiyonu ve istel Bernstein

polinomlari incelenecektir.
3.2.1. a,(x) fonksiyonunun incelenmesi:

Dikkat edilmelidir ki burada a,,(x) fonksiyonu icin a,,(0) = 0,a,(1) = 1°dir ve
x€ [0,1] icin a,,(X) = 0 esitsizligini sagladig1 asikardir. Soyle ki

a,(0) =0, a,(1) =1’dir.

wx
e /n—l

>0’dir.

x€[0,1] igin e'"/n ifadesi her zaman " /n >1 olacagi i¢in a, (x) = T
e 'n—

Simdi ise a, (x) fonksiyonunun artan ve konveks oldugunu gosterelim.
Birinci tiirevi pozitif oldugundan dolay1 a,, (x) fonksiyonu artandir. S6yleki

lJ‘/n eux/n(eu/n—l)—(e ux/n—l).o _ H/ne ux/n

(1)’ et

an(x)'=

oldugundan artandir.

Ikinci tiirevi pozitif oldugundan dolay1 a,, (x) fonksiyonu konvekstir. Soyleki
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l,1_2 , eHX/n(ell/n_l) HZ/ , eI»LX/n
n = n > 0

(o)

an(x)"'= L

oldugundan konvekstir.
3.2.2. Ustel Bernstein polinomlarinin incelenmesi:

n. dereceden n+1 tane Ustel Bernstein polinomu vardir.
Ornegin, 1. dereceden istel Bernstein polinomlar1 iki tanedir ve 0 < x <1 ve p=1

icin 1. dereceden Ustel Bernstein polinomlar1

G1,0(a1(x)) =1-a;(x)

e* -1
G1,1(a1(x)) T e_1

olarak elde edilir. O halde f, [0,1] araliginda taniml1 herhangi bir fonksiyon olmak

Uzere 1. dereceden Ustel Bernstein operator

Gif(x) = G(f5x) = f(O)exGl,O(al(x)) + f(l)ex_1G1,1(a1(x))

seklindedir. Bu operatorii olusturan 1. dereceden Ustel Bernstein polinomlarinin

grafikleri ise sekildeki gibidir:
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0.9 [T
0.8
0.7

0.6

0.4
0.3
0.2

0.1 Sq,m

Sekil 3.1. 1. dereceden Ustel Bernstein polinomlari

2. dereceden Ustel Bernstein polinomlari Ui¢ tanedir. 0 < x <1 ve p=1igin

2. dereceden Ustel Bernstein polinomlari

Goo(a,(0) = (1 - a,(0))’°
GZ,l(aZ(x)) =2a, (x)(l —az (x))

Gy (az (x)) = (ax(x))?

olarak elde edilir. O halde f, [0,1] araliginda taniml1 herhangi bir fonksiyon olmak

Uzere 2. dereceden Ustel Bernstein operator
x 1\ jx—=
Gof (1) = £(0)e*Gao(a,(0)) + £ (5) €7 2621 (a2 ()

+ f(l)ex_le,z(az (x))

seklindedir. Bu operatorii olusturan 2. dereceden Ustel Bernstein polinomlarinin

grafikleri ise sekildeki gibidir:
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Sekil 3.2. 2. dereceden Ustel Bernstein polinomlart

3. dereceden ustel Bernstein polinomlar1 dort tanedir. 0 < x <1 ve p=1icin

3. dereceden iistel Bernstein polinomlar:
Gso(a:00) = (1 - a5 ()’
G,1(az(x)) = 3a;(0) (1 — a3 (x))"
Gs2(asz(x)) = 3a;(x)?(1 — a;(x))

Gs3 (as (x)) = (az (x))3

olarak elde edilir. O halde f, [0,1] araliginda taniml1 herhangi bir fonksiyon olmak

Uzere 3. dereceden Ustel Bernstein operator
X 1 x—l
6 () = (O Go(as () + [ (5) € 3631(as ()

+f (2) ¥ 7363,2(as @)+ F(1)e*2635(as ()

seklindedir. Bu operatorii olusturan 3. dereceden Ustel Bernstein polinomlarinin

grafikleri ise sekildeki gibidir:
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Sekil 3.3. 3. dereceden iistel Bernstein polinomlari

10. dereceden tistel Bernstein polinomlari onbir tanedir. 0 < x <1 ve p=1i¢in

10. dereceden iistel Bernstein polinomlari
Gro(a10(0)) = () [a10()I¥[1 — a10(x)]*°* olarak elde edilir. 10. dereceden

ustel Bernstein polinomlarmin grafikleri ise sekildeki gibidir:

G10,2 GlO,3 G10,4- GlO,S G10,6 G10,7 G10,8 GlO,9

Sekil 3.4. 10. dereceden iistel Bernstein polinomlari
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Teorem 3.2.1 (Ustel Bernstein polinomlari igin indirgeme bagitis1): Derecesi n
olan bir iistel Bernstein polinomlar1 derecesi (n-1) olan iki Ustel Bernstein
polinomlarinin toplami seklinde yazilabilir. Yani derecesi n olan bir Ustel Bernstein

polinomu

Gn,k(an(x)) = (1 - an—l(x))- Gn—l,k(an—l(x)) + an—l(x)- Gn—l,k—l(an—l(x))
bi¢iminde yazilabilir.

Ispat: Ustel Bernstein polinomu tanimi ve temel matematik hesaplar ile esitligin sag

tarafin1 acalim:

(1 - an—1(x))- Gn—1,k(an—1(x)) + ap_1 (). Gn—l,k—l(an—l(x))

= (1= 2,100 (", ) et T~ g GO

+an 100, _ 1) [ana GO = apy I

1

= (n;l) [an—l(x)]k[]- - an—l(x)]n_k-l'(;l:i [an—l(x)]k[l e an—l(x)]n_k

- (n ; 1) + (: : 1)] [an—1(x)]*

(n—1)! (n—1)!

NN * (n—k)! (k- 1)!l [an—1()]*[1 — a1 ()]"7*

[ —k+k
= [t D1 =] s GO L = s GO
|
= ﬁ] [an—1 COI*][1 — ap_, )] K
= Gn,k(an(x))
elde edilir.

Teorem 3.2.2: [0,1] araligindaki iistel Bernstein polinomlarinin her biri negatif

degildir.
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Ispat: Ustel Bernstein polinomlarmin indirgeme bagmtisindan ve tiimevarimdan

yararlanarak ispat edilebilir.

0 < x<lve n=1igin

et —et*
= 1 — = —
Gl,O(al(x)) a; (x) ol _ 1
ve
_ _eMr-1
Gl,l(al(x)) =a;(x) = T

fonksiyonlar1 negatif degildir.
Soyle ki pu>0 ve x€ [0,1] igin 1<e"* < e ve

ehxr—1
et—-1

0<a(x)= < 1'dir.

O halde G, o(a;(x))ve Gy,(a;(x)) negatif degilidir.

n=m i¢in dogru oldugunu kabul edelim. Yani derecesi m olan tlim Ustel Bernstein

polinomlar1 negatif olmasin,

G (@m (%)) =0, Gpyp—1(am(x))=0,..., Gpo(@m(x)) =0

olsun. Derecesi m+1 olan iistel Bernstein polinomlari da negatif degil midir?

Indirgeme bagintisindan biliyoruz ki

Gmk(an(x)) ::(1'_'an—l(x))-Gn—Lk(an—l(x))4'an—l(x)-Gn—Lk—l(an—l(x))

dir. Burada n=m-+1 yazilirsa

Gm+1,k(am+1(x)) = (1 - am(x))- Gm,k(am(x)) + am(x)- Gm,k—l(am(x))

esitligin sag tarafinin negatif olmadigini biliyoruz. O halde esitligin sol tarafi olan
Gms1x(@ms1(x)) de negatif degildir. Tiimevarimun ikinci sarti da saglandigt icin

[0,1] araligindaki Ustel Bernstein polinomlarinin her biri negatif degildir.

Teorem 3.2.3: Ustel Bernstein polinomlari simetriktir. Yani
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Gn,k(an(x)) = Gn,n—k(l - an(x))
dir.

Ispat: Ustel Bernstein polinomlari tanimindan ve kombinasyonun (7)= (")

Ozelliginden yararlanarak;

Gn,k(an(x)) = (:) [a,()]*[1 — a,(x)]**
n
= (" )11 = @Gl Ha, T

= Gn,n—k(1 - an(x))
elde edilir.

Teorem 3.2.4: Derecesi n olan n+1 tane Ustel Bernstein polinomlarinin toplami 1’¢

esit oldugu icin birim pargalanis olusturur. Yani

Z Gn,k(an(x)) =1
k=0

dir.

Ispat: Tiimevarimla ispatlayalim.

n=1i¢in

G1,0(a1(x))+ G1,1(a1(x)) =1-a;(x) +a;(x)
=1’ dir.

n=m i¢in dogru oldugunu kabul edelim. Yani
m
Z Gm,k(am(x)) = Gm,O(am(x)) + Gm,l(am(x)) + et Gm,m(am(x)) =1
k=0
olsun. n=m+1 i¢in de dogru mudur?
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m+1

Z Gm+1,k(am+1(x)) = Gm+1,0(am+1(x)) + Gm+1,1(am+1(x)) + -
k=0

+Gmr1me1(amer ()

= (1= am(®)).Gmo(am(x)) + am (). Gp—1(am ()
+(1 = apn (). Gri(am (@) + am (). Gmo(amx)) + -
+(1 = an (). Grmr1 (@m (%) + @ (x). Gy (am (%))

= (1 = an(®)): [Gmo(am(®)) + Gp1(am(x)) + -
+Grmi1(am ()]
+ 0 () [Gr—1 (@ (X)) + G0 (@m(x)) + -
+ G (am ()]

olur. Késeli parantez igi k<0 ve k> n oldugu durumlarda

Gm,mﬂ(am(x)) =0, Gm,_l(am(x)) = 0 alinirsa, geri kalanlar

D Gmu(an@) =1
k=0

olur. Esitligi tekrar diizenlersek

m+1

D miri(@mia (0) = 1= () + an(@ =1

k=0

bulunur. Timevarimin ikinci sart1 da saglandigi i¢in derecesi n olan n+1 tane Ustel
Bernstein polinomu birim pargalanis olusturur.

3.2.3. Ustel Bernstein operatoriiniin incelenmesi:

Her x € [0,1] ve n € IN={1, 2,...} i¢in Ustel Bernstein operatdrleri altinda test

fonksiyonlarinin gortnttlerini inceleyelim.
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Gu(10) = ) e Wk/mer (1 [a, (M1 - an (1"
k=0
n

= o Z e/ () [anCOT*[1 — an (o]~

= e Z () e an(o]“I1 - ap(1m

olur. Binom ag¢ilimindan
Gn(1;x) = e [e ™ ay(x) + 1 = ap(X)]"
= e"¥[(e™™™ — 1)a,(x) + 1]"

elde edilir. (3.3)’de ki a, (x) fonksiyonu yerine yazilirsa

/ ehx/n _q
. — plx -u/n _ ZJE n
G,(1;x) = e"™[(e 1) S 1 + 1]
[(1—eW/m\ew/m—1 T
— kX
€ ( ew/n >eu/n_1 +1l

n
= e

( -1 )e”x/” -1

)+

o eW/n 4 1 — ehx/n\"
€ ell/n

— ph(x-1) (eW/m 41— eux/n)n (3.4)

elde edilir. Benzer sekilde f(t) = e*t igin

Ga(expyix) = ) em/memwk/mer (1) [a, COJ[1 = an GOI"*
k=0
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e > (1) [an(I[1 - a1

k=0
olur. Binom agilimindan
Gn(expu; x) = eM¥ (3.5)

elde edilir. Benzer sekilde f(t) = e?"t igin

Gu(explix) = ) et/ wkimer (0 [a, ()M - ap (1"
k=0

n
= ¥ euk/n (

k

NgE

) [an (T[T — ay ()]"*

&
I
o

= WX

NgE

(Z) [eu/nan(x)]k[l — a, ()] 7k

&
I
o

elde edilir. Binom agilimindan
Gn(exp?; x) = e [e"a, (x) + 1 — a,(O)]"
= e**[(e"™ — 1)a, (x) + 1]

elde edilir. (3.3)’de ki a, (x) fonksiyonu yerine yazilirsa

etr/m — 1
Galexptix) = e~ 1) S L4 4y
— eux(eux/n)n
= g2Wx (3.6)

elde edilir. (3.4) ve (3.5) esitliklerinden Ustel Bernstein operatérlerinin exp,, ve expf1

fonksiyonlarii korudugu kolayca goriluyor. Diger taraftan bilindigi tizere klasik

Bernstein operatorleri de e, ve e; fonksiyonlarimi korur.
Benzer sekilde f(t) = e3" igin
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n

Gu(explix) = ) e3k/memwkmer (0 [a, (IHI1 - an (1"

k=0

= et Z 24/ (1) [anCOTH(1 = an GO

k=0
= et Z () [e2/man @] 1 = a1

olur. Binom ag¢ilimindan
Go(exp3;x) = e™[e?/may(x) + 1—a,(0)]"
= e"*[(e?™ — 1)a,(x) + 1]"

yazilabilir. (3.3)’de ki a,,(x) fonksiyonu yerine yazilirsa

ehx/n _ 1

Gn(expﬁ'x) — eUX[(eZIl/n _ 1)W

+ 1"
iy |

n

et/n — 1) (eM™ + 1) (e™/m -1
@D 4 1) ),

(W= 1)

= e"*[(eM™ + 1) (e 1) + 1"

= eM[ehr+D/n | gux/n _gw/n _q 4 1]”
= X [eh(r+D/n 4 ux/n _ eu/n]” (3.7)

elde edilir. f(t) = e**t icin

Gu(explsx) = ) etk/memwkmer (1 [a, (IH[1 - an (1"
k=0

= e Z ek/m () [anoTHI1 - ap (1"

k=0
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= e Z () [/ man@] 11 = anCor*

k=0
yazilabilir. Binom a¢ilimindan
Gn(expl;x) = e*[e3Wma, (x) + 1 — an(x)]n
= e“x[(e3“/” — 1)an(x) + 1"
olur. (3.3)’de ki a, (x) fonksiyonu yerine yazilirsa

ehx/n _ 1

G (exppt; x) = e™[(e3V/™ — 1)eu/n—_ +1]"

n

(e"/™ — 1) (e®/™ 4 eW/™ 4 1) (e"/™ — 1)

= el¥ +1
(ev/m —1)

= e" [(e® + eV + 1) (e — 1) + 1]"

r eux[(eu(x+2)/n + eMO+D/ny jux/n _ p2u/n _ gu/n _ q 4 1]"
= eux[(eu(x+2)/n + ehG+D)/ngy pux/n _ p2p/n _ eu/n]” (3.8)
esitligi elde edilir.

Tanim 3.2.2: N,, , (t) = L,,((t — x)™; x), m € IN ile tanimlanan ifadelere L,

operator dizisinin m-inci merkezi momentleri denir.

(3.4)—(3.8) esitliklerinden yararlanarak her x € [0,1] ve n € IN i¢in Ustel Bernstein

operatorlerinin ilk dort merkezi momentleri asagidaki gibi hesaplanir :
m = 1iginve G, operatorii lineer oldugundan
Gn(expyx; x) = Gp((e — e"); x)

= Gn(e"%5x) — Gp(e";x)

=e — e, (1;x)
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= e"[1 = G,(1; )]
= eRE[1 = R D(eW/n 4 1 — gwe/m)"| (39)
yazilabilir. m = 2 i¢in ve G,, operat6ru lineer oldugundan
Gr(expyx®; x) = Ga((e" — e)?% %)
= Gp((e?Ht — 2ehtehx + @21X); x)
= G, (e x) — 2e* G, (eM; x) + e?*G,(1;x)
— p2HX _ Dp2ux 4 eZux[eu(x—l)(eu/n +1-— eux/n)n]
= eZux[eu(x—l)(eu/n v . eux/n)" —1]
= e?"|G,(expD; x) — 1] (3.10)
yazilabilir. Benzer sekilde m = 3 i¢in ve G,, operatorii lineer oldugundan
Gr(expyx®; x) = Ga((e" — ") %)
= Gp((e3Ht — 3e2Hteh¥ 4+ 3ehte2hX 4 o3KX); x)
= G, (e3"; x) — 3e"*G,(e?M; x) + 3e2M G, (et x) — e3M* G, (1; x)
— eux(eu(x+1)/n + ehx/n _ eu/n)n — 3e3HX 4 3g3Mx
_e3ux[eu(x—1) (eu/n +1— ew/n)”]
= eux[(eu(xﬂ)/n 4 ehx/n _ eu/n)” _ eu(3x—1)(eu/n +1— eux/n)”]
(3.11)
yazilabilir. m = 4 icin ve G,, operatorii lineer oldugundan
Gn(expux® x) = Gu((e" — e*)%;x)

= Gp((e™t — 4e3Hteh¥ + fe2HleZlX — 4oHteBHY | g4UY); x)
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= G, (e*; x) — 4eM*G, (e3%; x) + 6e2M7 G, (e?M; x)
—4e3% G (eM x) + e*™ G, (1;x)

— eux(eu(x+2)/n + eMx+D)/ny pux/n _ p2u/n _ eu/n)n
_4eZux[eu(x+1)/n + ghx/n _ ep/n]n + 6ethx — getux
+eH(5x-1) (eu/n +1-— eux/n)"
= eWX 231X 4 ght4x-1) (eu/n +1-— eux/n)n
_4eux(eu(x+1)/n 4 ehx/n _ eu/n)n
+(eHCr+D/n 4 QUGHD/n L i/ _ gu/n _ g2u/nyn] (3.12)
yazilabilir.

Eger f (x) fonksiyonu [0,1] araliginda siirekli ise G, (f; x) operatori f(x)
fonksiyonuna diizgiin yakinsar. Bu ileride ispatlanacaktir. Simdi bazi fonksiyonlar

icin G,, operatdrindn gorintilerini elde edelim.

.. X
Ornek 3.1: f(x) = G) fonksiyonunun ve bu fonksiyonun G,, operatorii altindaki

5.,50. ve 100. dereceden goriintiilerini hesaplayip [0,1] araliginda grafiklerini
gosterelim.

. X
Oncelikle p = 1icin f(x) = G) fonksiyonunun G,, operatorii altindaki

goriintiisiinii hesaplayalim.

Acgiktir ki,
n 1\ K/
Gf@ = (3) e Gualan®)
k=0
n 1 k/n iy n ~
=)z re* () [an(0)]*[1 = an ()]
kZO<4) e e (k) a,(x an(x
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x C m [ 1 Y —1/n-k (n—k)
= e ,Z:O(k) 0,00 (7) e 1= o]
= o [ n" o 1 B
= (a@(3) | 1=
k=0 - /

1/n

= ¥ :an(x) G) e”/n 41— an(x)r

~erfanco((§) e 1) 4

X
seklinde hesaplanir. Simdi ise f(x) = G) fonksiyonunun G,, operatorii altindaki

n

5.,50.ve 100. dereceden goriintiilerini hesaplayalim.

Gsf(x) = e* [a5(x) (G)l/s e 1/5 — 1) + 1]5,

1/50 50

Gsof (x) = e* [aso(x) <(Z) e~1/50 _ 1> + 1]

ve

100 100

1
Gioof (x) = €* Iamo(x) ((Z) e /100 — 1) + 1]
seklinde hesaplanir. Bu operatorlerin x € [0,1] araliginda goriintuleri ise asagidaki
gibidir. Karigiklik olmamasi igin f (x) fonksiyonunun grafigini diiz ¢izgi ile,
G1oof (x)’in grafigini (-« - -+ ) ile, Ggof (x)’in grafigini ( -------- ) ile ve

Gsf(x)’ in grafigini (— — —) ile gosterdik.
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X
Sekil 3.5. [0,1] araliginda f(x) = G) fonksiyonunun ve bu fonksiyonun

G, operatorii altindaki 5.,50.ve 100. dereceden goruntuleri

Ornek 3.2: f(x) = sin(mx) fonksiyonunun ve bu fonksiyonun G,, operatorii

altindaki 3.,5.ve 7. dereceden goriintiilerini hesaplayip grafiklerinin gosterelim.
Oncelikle u = 1 igin f(x) = sin(mx) fonksiyonunun G,, operatdrii altindaki
gorlintiisiinli hesaplayalim.

n

Gof (x) = Z sin(rk/n)e™*/"e* G, i (an(x))

k=0
= * ,Z sin(r e/me ™/ (1) [an GOTF[L = 2 ()]0

Simdi ise f(x) = sin(mx) fonksiyonunun G,, operatorii altindaki 3.,5.ve 7. dereceden

goriintlilerini hesaplayalim

3

G:f ) = &% ) sinGrk/3)e™ () [ay G = as

k=0
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3

3
Gsf(x) = e* Z sin(mk/3)e /3 (k) [az()]*[1 — as(x)]37F

k=0
ve
6,10 = e Y sin(k/3)e™” () [ay (I - as (I
k=0

seklinde hesaplanir. Bu operatérlerin [0,1] araliginda goruntileri ise asagida ki
gibidir.

1
0.9
o8 f(x) -“‘.‘ LT T T TS --:“.
-~ -7 ~
-'. ” ‘\"‘
- L - 2
0.7 < T —_—— 2
. - . - o 3
(x) - Gsf(xL -7 BA:
7f_ X xd 5f X ~
0.6 == 't e -~ ~
el - N
s /’ S
0.5 =
SR <Gz f (%)
Eied ' \
aars e \N
0.4 Ll & e
’ e \
-
S s
= % 7| \
0.3 S d re ‘\
K L4 %
A 4 A
-~ &
A XY
0.2 AR 4
s
_;I e ‘
L4
on | f7
- rd
£
7
4
o 0.1 o0z 0.3 0.4 05 06 0.7 o8 0.9 4

Sekil 3.6. [0,1] araliginda f(x) = sin(mx) fonksiyonunun ve bu fonksiyonun

G, Operatorii altindaki 3.,5.ve 7. dereceden gortntileri

Simdi de Ustel Bernstein operatoriintin klasik Bernstein operatorii ile olan yakin

iligkisini gorelim.
Lemma 3.2.1: Her x € [0,1] ve n€IN igin

Go(f;x) = expu<x>Bn(e,f—pu; an (X))

esitligi saglanir.
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Ispat: Lemmadaki esitligin sol tarafin1 goz 6niine alalim.

exp (B (Lo an(0) = e N L () (DlanCIIH - a1

k=0 €*Pu

= Zkzof () em#/m erx (M) [an ()11 — an ()]
= G, (f; x) elde edilir.

Lemma 3.2.2: (3.1) de tanimlanan Ustel Bernstein operatori lineer pozitif bir

operatordur.

Ispat: £>0 olsun. Bu durumda

Gufix) =) (E) e /mer G (an(0)20

olur. Teorem 3.2.2 geregi listel Bernstein operatorlerinin her biri negatif degildir. O

halde G, (f; x)=0 oldugundan dolay: Ustel Bernstein operatori pozitif operatordir.

Simdi operatdriin lineerligini gosterelim. a, b€ IR igin

n

Gy (af +bg;x) = Zk:o [of (£) + bg (£)] /e G,y (an(x)
- Z::o af (S) e_uk/neuxcn,k (an(x))
M Zk bg (%) e KK/ e G,y (an (X))
=0

=Y (€)oo (0,0)
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th Zkf (2) e#e/menxG, o (an(x))

= aG,(f; x) + bG,(g; x)

yazilabilir. Buradan da Ustel Bernstein operatoriiniin lineer pozitif operator oldugu

anlasilir.

Lemma 3.2.3: Her x €[0,1] ve t € [0,1] i¢in p = 1 oldugunda
ez (t) < expii,(t)

dir.

Ispat: Ortalama deger teoreminden

eht — piX

=peto > 1, t<xy <x
F—x U 0

olur. Buradan
It — x| < |e"t — e¥|
elde edilir. Her iki tarafin karesi alinirsa ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.2.5: f € C[0,1] ve x € [0,1] olsun. Tanim 3.2.1 ile tanimlanan G, f (x)

Ustel Bernstein operatorl f (x) fonksiyonuna diizgiin yakinsar.

Ispat: Lemma 3.2.2 geregi Uistel Bernstein operatorii lineer pozitif operatordiir.
Korovkin teoreminde {1, t, t? } test fonksiyonlar1 yerine {1, e"t, e?*t} fonksiyonlari

g0z Ontine alinabilir. [9]
(3.4) gere@i Gn(eo; x) = Gp(1;%) = =D (eW/n 4 1 — eh/n)" i,

lim [G,,(ey; x) — 1] limitinin 0 oldugunu gostermeliyiz.
n—oo

lim [Gn(eo;x) — ]_] = lim [eu(x—l)(eu/n +1 - ep.x/n)n _ 1]
n—-oo

n—oo

= e"r-1) [im (e“/" +1-— e“x/n)n -1

n—-oo
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lim (e"/" 4 1 — /)" limitinde 1® belirsizligi oldugu icin gerekli hesaplamalar

n—.oo
yapilirsa
In lim ("™ + 1 — e"/")" = limn.In(e"/™ + 1 — /™)
n—.oo n—>o00
gh/n _ gix/n
In lim (e"/™ + 1 — e®/™)" = lim
1’1—)00( ) n—-oo 1/Tl

:l_yeu/n +%eux/n
= lim
—1/n?

n—»,oo

= lim (ue“/” — uxe“"/”) =u— ux

n—»,oo

oldugundan lim (e"/™+1 — e”x/")n = e#(1=9) g|de edilir. O halde
n—oo

lim [G,(eq; x) — 1] = phx-Dou(1-2) _ q
n—oo
=] eO — 1

= 0’dr.

(3.5) geregi Gn(expu; x) = eM* idi. O halde
i [Go(expyi2) — e8] = lim el — e
= 0’°dir.
(3.6) geregi G (exp?;x) = e?** idi. O halde

{6 (expi x) = 7] = Jim et - e

= 0°dir.

Boylece G, (f; x) operatorii f(x) fonksiyonuna noktasal yakinsaktir. G, e,(x)

operatdrinin ey (x) fonksiyonuna diizgiin yakinsadigini ispatlayalim.

Gpeo(x) = e*D(e/m 41— e”x/n)n idi.
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Grey(0) = e”(o‘l)(e“/" +1-— e“'o/n)n =1
ve

Grheo (1) = e“(l_l)(e“/” +1- e“'l/”)n =1
oldugundan ispat x = 0 ve x = 1 i¢in agiktir.

Simdi ise G, (ey; x) operator dizisinin [0,1] araliginda alabilecegi maksimum degeri

bulalim. Bunun i¢in operatdriin tiirevini alalim.
Gn(eg; x) = eM=D(eW/n 41 — e“x/")nidi.
=G, (eg; x) = ue”("_l)(e“/” +1-— e”x/”)n
+eh-1) g, (e"m+1-— e”x/”)n_l. (— p/n).ex/n

= peMCD(gh/n 4 — eWx/m)"TT (/M 4 ] — gHx/m _ ghix/n)

= pet@D(ew/n 41 — e”x/”)n_l. (e"/m+1—2ew/m) =0
olur. Bu esitligin sifir olmast i¢in (e Wn 41— Ze”x/n) = 0 olmas1 gerekir.
Ginkii pe"-D(el/m 41 — ewx/n)" £ 0 oldugunu biliyoruz.
e"/m 4+ 1 — 2e"/™ = 0 denklemi ¢ozilir.

eh/m 41

eW/m 41— 2/ = = et/ = >

et/m 41
= lnT = ux/n

n_ e*m41
>x=—.In———
1 2

kritik noktas1 elde edilir.

Buldugumuz x noktasint G,, operatoriinde yerine yazalim,
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n eV 41
sup Gp(eg;x) = Gy, eo;a.ln—

x€[0,1] 2

/
u(ﬂ.lneu;-’-l—l) lrle“/”+1 n
=e ! e+ 1—e" 2

2 2

T et/m 41 n
=e _
2

= e #(e"™ +1)"47 elde edilir.

w/n n w/n n
=<e +1) _e—u_<eu/n+1_e +1>

2n
eh/m 41
lim e"“(e”/” + 1)2n4‘” =e M lim <—>

n—->0oo n—->oo 2

eu/n _ 1 2n
=e M lim <1 + —>

n-oo 2
=1

oldugundan G, (ey; x) operatorii e, fonksiyonuna diizgiin yakinsar. Bu sekilde
G, f (x) Ustel Bernstein operatdrinin f(x) fonksiyonuna diizgiin yakinsadigi

ispatlanmuis olur.

Teorem 3.2.6: f € C[0,1], x € (0,1) ve >0 olsun. Bu durumda
G, (f; %) — fOOIIf (0)].(Gnleg; x) — 1)

esitsizligi saglanir. Eger p > 1ise w( f o log,; 8) yerine w( f, 8) yazilabilir.

Ispat: |f(t) — f(x)| = |f o log,(e*) —fo logu(e“x)| oldugundan

39



sreklilik modilundn |f(t) — f(x)| < w(f, |t — x]|) Ozelligi kullanilirsa,
If () = FO] = |f o log,(e") — f o log,(e*)|
< w( folog,; |e" —et¥|)

yazilabilir. Streklilik modulinin w(f; ad) < (1 + a)w(f; &) 6zelliginden

o)
w( fology; |e" —e"¥|) =w/( folog,; |e* —e"¥|.=
m 8u 5

et — et
< <1 +T>.w(fologu; 5)

elde edilir. Teorem 3.2.7 den yararlanarak

(eut_eux)z
a)(fologu; et — e”xl) < <1 +T>-w(f°logu; 5)

elde edilir.

[10] makalesindeki, klasik Shisha ve Mond 6zelliginden, (3.10) kullanilarak ve

Gn(expQ; x) = 1 oldugundan,
|G (f; %) — fOOISIF()].(Grleg; x) — 1) + (Gr(ep; x) + D (py, )
= |f()].(Gn(eg;x) — 1)

G 2
+ <Gn(eo;x) + W) a)(f olog,; 6)

= |f()].(Grleg; x) — 1)

2ux . _
+<Gn(eoix) +e - (Gn(;(Z)IX) 1)>w(f°10gu; 6)

elde edilir. Benzer sekilde p = 1 olmast durumunda asagidaki esitliklere ulagilir.

Lemma 3.2.3°deki ef(t) < expj,(t) esitsizligini kullanarak
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2 n ux
@ -t < (1452 ) o) < (14552 a0

elde edilir.

Teorem 3.2.7: Eger f € C [0,1] fonksiyonu x € (0,1) noktasinda ikinci tiireve sahip

ise, 0 halde

lim 2n[G, (f(£); %) = fCO] = x(1 = ). [ f"(x) = 3uf'Ce) + 20 f (X)]
dir.

Ispat: f(t) = (f o log,)(e"") fonksiyonunun x noktasindaki Taylor agilimi

f(@©) = (f °logy)(e*)
_ Z (f°10gu)(")(e”") _ )k

= (f o log,)(e") + (f o log,) (") (" — ")

LU log2|>"<em( _ ory2

+(e" — e")?[h (D]

seklindedir. Burada h, (t) = t — x seklinde tanimlayalim. h, (t) fonksiyonu x

noktasinda siirekli ve h, (x) = 0’dur.
Ustel Bernstein operatori yukaridaki esitlige uygulanirsa
Gu((f o logy)(e*); x) = (f o log,)(e"*) Gy (eo; x)

+(f o log,)' (e")Gp((expy(t); x)

(f o log,)" (")
21!

G (expﬁ,x(t); x)
+G,, (exppzl,x (t) hy (t); x)
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yazilabilir.

v f1®
(feT™H'T(®) =T
ve
e _ f”(t) ’ T”(t)
eI = 7wy = Oy
esitlikleri kullanilarak
(f olog,) (") = LD = LD — purym1£1(y) (3.13)

(emx)  pew

ve

(f o log,) " (") = L& — 1) 07 = em2mx(u2f7(x) - lf' () (3.14)
gl»l - pZe2hx p3e3nx - B B .

esitlikleri elde edilir. (3.6), (3.7), (3.10) ve (3.11) esitlikleri kullanilarak,

Go(f ()5 %) = f(X)Gp(eg; x) + e u~tf' (x)e"™ [1 — Gy (ep; x)]

PO @)

Gn(eo; x) - 1]
+Gp(expl r(Dhy (£); x)
= f(x)Gp(eg; x) + ™ f'(0)[1 = Gy (eg; x)]

+(u‘ £ (x) 2— e f’(x))[

Gn(eg; %) — 1] + Gy (expf (O (£); x)
elde edilir. iki taraftan f(x) ¢ikaralim ve (G,,(eq; x) — 1) parantezine alalim.

Gu(f(£);%) = £ () = () [Gn(eg; x) — 1] + p7Hf' ()1 — G (eg; X)]

+(u‘ fe0) —p f’(x))[

2 Gn(eoix) - 1]

+G,, (exppzl,x (t) hy (t); x)
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3 1
= [Gn(eg; x) — 1] (f(x) - Zf’(x) + z_lﬂf”(x)>

+Gp(exp2(Dhy (£); x)

elde edilir. Her iki tarafi n ile ¢arpip, n — oo limitini alalim.

. . 3 ! 1 r

lim n[G, (f (t); x) — f(x)] = limn.[G,(ep;x) — 1] <f(x) —5 ) +5=f (x)>
n—oo n-oo 2‘u 2#

+ lim nG, (exp? (O hy (t); x) (3.15)
n—->oo

elde edilir. (3.15) limitinin i¢inde yer alan ifadelerin ayri ayr1 limitlerini aragtiralim.

lim n[G,(ey; x) — 1] limitini hesaplayalim.

n—->0o

lim n[G,(ey; x) — 1] = lim n[eu(X—l)(eu/n +1—ew/m)" - 1]
n—oo n—oo

= lim e~ D n[(eu/n +1— eux/n)n _ e“(l‘x)]

n—-oo
oG- (eu/n +1-— euX/n)” — er(-x)
= lime

L’Hospital kural1 geregince
lim n[G,(e; x) — 1] = lime"*~D(eh/n 4 1 — gwx/n)"
n—->oo n—00

U ep/n_l_lrll_gzcep.x/n

w/n _ pux/n _F
ln(e +1—e )+n. Y R Ty

_1/n2

= lime“(x_l)(e”/n +1-— e”x/”)n

n—o0o

2 w/n — ehx/n
J—n ln(e +1—e )+n'eu/n+1_eux/n

= lim [e“(x_l) (e”/n +1-— e“x/")n]

n—o0o
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. lim

n—-oo

—n?ln(e™ + 1 — e/™) + n,

olur. lim [e**=D(et/m +1 — e”x/n)n] = 1 oldugu i¢in

n—-oo

lim n[G,(ey; x) — 1] = lim
n—-00

n—-oo

—n2in(eM™ + 1 — e™/m) + n,

‘ueu/n — llxeux/n
ew/n 41 — e“"/"l

= lim n [—nln(eu/n +1-— eux/n) +

n—-oo

ue u/n_#xeux/n
eW/n41—ehx/n ]

e/n +1 — eix/n

—nin(e"™ + 1 — eM/m) +

—p Wnoux wx/n
—e€ + ?6’
= lim { —In(e"™ + 1 — eW/n) —n L
n—oo e/n 4 1 — ewx/n

2

2 2
= X
Gzet/ "+

e ux/ny(gh/n41—elx/m)—(pel/n—pxehx/m) (;_;le u/n+i_’2‘e wx/my

(e/n1—enx/n)?

}/(—1/712)

m_ /
= hnl Inzln(gll)’n + 1 _ gl‘len) _ ﬁe“ mn ﬁxellx nl
n—co

'epfn +1— gux/’n

+lim
n—oo

{#Zep;’n _#szepx;’n}{jep;’n +1_e|.tx;’nj_(#e|.u’n _uxepx;’n}z
(el _phx/my2

elde edilir. Son durumda,

= lim n[G,(ey; x) — 1] = — lim n[G,(ey; x) — 1] + 2u?x(1 — x)
n—oo n—»oo

= lim n[G,(ey; x) — 1] = u?x(1 — x) (3.16)
n—->oo

esitligi elde edilir. Ispatin tamamlanabilmesi igin lim nG,, (expﬁ,x(t)hx (©); x)
n—-oo

limitinin 0’a esit oldugunu gostermeliyiz.

Cauchy-Schwarz esitsizliginden
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n|Gp(expd . (Dhy(2); x)| < J n2Gy (expl(1); x).y/ G, (h3(1); x) (3.17)

yazilabilir.

Teorem 3.2.5’¢ gore rlli_r&(;n(h’z‘(t); x) = h2(x) = 0’dur.

I11_r)rolo n?Gp(exp;l ,(¢); x) ifadesinin limitini hesaplamaltyiz. Bunun igin dnce

Gn(expf{,x(t); x) ifadesinin limitini arastiralim.

(3.12)’deki esitlikten yararlanirsak

r{i_l)rgoGn(expﬁ,x(t); x) = r{i_r)goe“"[Ze“" + ehxD (/1 4 1 _ gur/m)"
_4eux(eu(x+1)/n 4 ehx/n _ eu/n)n
+(HO+2/n g QhGHD/ny ghix/n _ gu/n _ g2u/myn]  (3.18)

esitligi elde edilir. Bu esitligin iginde yer alan (e*/™ + 1 — et¥/n)",
(eu(x+1)/n 4 eh¥/n _ eu/n)n’ (eu(X+2)/n + etx+D)/ny pux/n _ qu/n _ 92u/n)n

ifadelerin limitlerini ayri ayri hesaplayalim.

lim (e"/™ + 1 — e"*/™)" ifadesinin limitini hesaplayalim.

n—»,oo

n eh/n _ oux/n
lim(e“/”+1—e”x/”) =lim——
n—oo n—-oo 1/n

__;leu/n +%eux/n

— ki
noon —1/n?

= lim (ue“/n - uxe“x/n) =u— pux
n—-oo

oldugundan

lim (e"/™ + 1 — e”x/”)n = et(1—0) (3.19)
n—->oco
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elde edilir.

lim (e*&+D/n 4 gix/n _ o/ jfedesinin limitini hesaplayalim.

n—oo

lim (—1 4 etG+D/n L pux/n _ ou/ny p

n—oo

—1 4 eMx+D)/n 4 pux/n _ ou/n

= lim

n—oo 1/n
- u(xn-: D juGr+n/n _ B ew/ny b ewn
= Jim “1/n? = p(x + 1) + e — = 2px
oldugundan
lim (eH¥+1D/n 4 gix/n _ gh/myn = g2ux (3:20
n—oo
elde edilir.

lim (e +2)/n 4 gh(x+D/ny pux/n _ olt/n _ 020/ |imitini hesaplayalim.

n—oo

lim (=1 4 eHG+2)/n | ohlx+D/npux/n _ p/n _ p20/ny g

n—»>oo

—1 4 et&x+2)/n o oux+D)/ny oux/n _ pu/n _ g2u/n

= lim
n—oco 1/n
_ H(x ': 2) ep(x+2)/n _ lvl(x ‘: 1) ep(x+1)/n _ p‘_)zcepx/n_l_%eu/n_l_z_l;ezwn
= lim n n / - n n n
n—oo —-1/n

u(x + 2) + p(x + 1) + px — 3p = 3px oldugundan

lim (ep.(x+2)/n + eu(x+1)/n+eux/n _ eu/n _ eZu/n)n — e3ux (3_21)

n—-oo

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikleri (3.18)’de yerine koyarsak

hm Gn(expﬁ‘x(t); x) — eux[zeSle + eu(4x—1)ell(1—x) _ 4eux62ux + e3p.x]
n—oo
= eM¥[2e3HX 4 @3MX — 43HX 4 o3KX]
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elde edilir. O halde
limn2G, (exp;t  (£); x) = limn?e"*[2e3H* 4 ex—D(gW/n 4 1 — e”x/")n
n—.oo n—-oo

_4eux(eu(x+1)/n 4 ehx/n _ eu/n)n

+(eu(x+2)/n _.|_ eu(x'l'l)/n_l_eux/n f— eu/n f— ezu/n)n]

limitinde oo. 0 belirsizligi vardir. Oncelikle bu limitin kolay hesaplanabilmesi icin

koseli parantez i¢ini e3"*’e boliip parantez disin1 e3"* ile ¢arpalim.
lim nan(expﬁ,x(t); x) = e*"* lim n? [e”("_l)(e“/n +1-— e“x/”)n -1
n—oo n—oo

_4[9—2ux(eu(x+1)/n 4 ehx/n _ eu/n)n —1]

+e—3ux(eu(x+2)/n + eu(x+1)/n+eux/n _ eu/n _ eZu/n)n _ 1]

elde edilir. oo. 0 belirsizligi oldugu i¢in 0/0 haline getirip L’Hospital kuralini

uygulayalim.
lim n?G, (exp;} (); x)
n—-oo

“How/n BX ux/n
zet e

. - n
= M lim Jet* D (eh/m 41 — e/n) | [In(eM™ + 1 — eh¥/) + nt

n—-oo
_46—2ux(eu(x+1)/n 4 ehx/n _ eu/n)n

_ U(xn‘; 1) ehl+1)/n _ %eux/n_l_n_uzeu/n

ux+1)/n ux/n _ ,u/n
.|In(e te e ) +n eh(x+1)/n 4 gux/n _ ou/n

+e—3ux(eu(x+2)/n + eu(x+1)/n+eux/n _ eu/n _ eZu/n)n

wert2) , u(x+2)/n _BOHD ppe+1)/n KX ux/n K on/n g 28 j2p/n
2 Y Y nZ

u(x+2)/n wGe+1) /ny ux/n _ u/n _ L2u/n n n?
. [l“(e te +e e e )tn eh(x+2)/non(x+1)/n g oux/n_gu/n_g2u/n

/(_2/n3)
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lim n2G, (exp;t (); x)
n—-oo

4ux
:_62” lim {neu(x—l)(eu/n +1-— eux/n)n]n [nln(eu/n +1-— e“x/") n

n—-oo

—pel/ Mg pxehx/n
eM/ny1—ehx/n

_4ne_2|‘lx (e P—(X+1)/Tl + eux/n — eu/n)n

—u(x + 1)eu(x+1)/n - uxe“x/n + p.e”/”]

nx+1)/n pux/n _ ,u/n
.n[nln(e +e e )+ eu(x+1)/n+eux/‘l’l_ell/n

+ne—3ux(ep(x+2)/n + eu(x+1)/n+eux/n _ ep/n _ eZu/n)n

.n [nln(e“(erz)/n + enH)/np ohx/n _ op/n _ o2u/my 4 —H(X+2)9“(x+z)/"—ll(x+1)9“("“)”’—er“"/"+ue“/"+2u6“/"]}

eM(x+2)/n 4 ou(x+1)/n 4 WX/ _op/n_o2p/n

elde edilir. Bu limitin icinde yer alan

_ueu/n + uxeux/n
e/n 1 — ehx/n

)

n|nin(e"/™ + 1 — eW/m) 4

—ux + 1)eu(X+1)/n - uxe“x/" + ue“/n
eh(x+1)/n 4 opx/n _ op/n

n|nin(e"G+D/n 4 oux/n _ pu/ny 4

)

ve

n [n In(ehxr+2/n 4 gulet)/ngux/n _ pu/n _ g2u/ny 4 —u(X+2)e“("”)/”—u(X+l)e“("“)/”—uxe“"/"+ue“/”+2ue”/”]}

eh(x+2)/ny gu(x+1)/ny gux/n_gu/n_g2u/n

[fadelerin limitlerini arastiralim.

—pen 4 yxehx/n
lim n nln(e”/n +1 - eLlX/n) + H u
n—oo eh/n +1— ehx/n

_#eu/n + Mxeux/n
e/n 4 1 — ehx/n

nin(eV™ + 1 — e"/n) +
= lim

n—-oo 1/n

TR X

2
= lim ln(e“/"+1—e“x/")+n.n
n—oo e/n 4 1 — ehx/n

+u2 2,2 -

1(—1/n?)

(en/n41—enx/n)?

48



_ueu/n + uxeux/n
W+ 1 — i/

= lim {—nzln(e”/" +1—eW/n)—n,

n—»>oo

(+p2et/™ — p2x2e*/m)(eW/m + 1 — et¥/m) — (—peM™ 4 uxe /™) (—pet™ + pxet*/m)
B (eMm + 1 — ewx/n)2

— 1 —n2 u/n — phx/nY) _
lim [ n ln(e +1 e ) n. eu/n +1— eux/n

n—»,oo

—lim

n—oo

(+u26p./n_u2x2eux/n)(eu/n+1_eux/n)_(_ueu/n_'_uxep.x/n)z
(eW/n41-eux/n)?

oldugundan

= —u’x (3.22)

_ueu/n _.|_ uxeux/n]

. uw/n _ ux/n
limn lnln(e +1—-e"") + eh/n 4 1 — gx/n

n—oo

elde edilir. Benzer sekilde

—pu(x + 1)eu(X+1)/n - p.xe”x/” + ue”/"
eh+1)/n 4 oux/n _ ou/n

lim n [nln(e”("“)/” 4 er/m _ gt/

n—oo

C (x4 1)eAEHD/n g/ 4 on/n
G D/n 4 g/ _ gu/n

nln(eu(x+1)/n + eux/n _ eu/n) +

= lim 1
_ —u(x -; 1) ehl+1)/n _ u_;C e/ 4 %e“/"
= 1i n(x+1)/n we/n _ Lu/n n n n
r{l—g}o ln(e te € ) R ehx+1)/n 4 oux/n _ ou/n

2 2 2.2 VX/" 2
(+B (xnr D s KX %e../,.)(eu(m)/n + el ) = (e + DD el 4 o) (- u(anzr D /o _ %Ew/n 4 n—qu“/")}

nZ

" (enGD/n  gue/n _ gu/n)2

/ (=1/n?)

“u(x + 1)/ ypu/n 4 ygu/n
HGHD/n 4 g/ _ gi/n

= lim {_nzln(eu(xﬂ)/n + eux/n _ eu/n) —n.

n—-oo

(n? (x+I)ZEM(X+1)/n+u2xZehx/n_uZEu/n)(e HG+1)/n g gux/n_g u/n)_(_ Qe 1)eRCHD/m_yhx/n g /1y (—py (o4 1) eHEHD/ M bt/ oy o/
(eu(x+1)/n+eu>c/n_eu/n)2
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= lim [_nZZn(eu(xH)/n + eux/n _ eu/n) —n

n—oo

G+ 1)eHEED g/ g o/
ell(x+1)/n + ellx/n — eli/n

—lim

n—oo

(uZ (x+1)2€u(x+1)/n+u2x26p.x/n_HZeu/n)(ep.(x+1)/n+ep.x/n_eu/‘n)_(_u(x+l)eu(erl)/n_uxeux/n_'_ueu/n)Z
(eh(xr+1)/nyonx/n_eu/ny2 ]

oldugundan

_ nx+1)/n _ wx/n w/n
; u(x+1)/n we/n _ u/n Wx + De Hxe T e — _q2 _
111—{2; n [n In(e +e e"™ + JRCTEy e r—n =—u*x(1—x)

(3.23)

elde edilir. Benzer sekilde

= (x + Z)Eu(x+2)/" = p(x + l)e“(“l)/" - uxeux/" + peu/" + Zpeu/"
I S n ey goln gl ey 4 T
Jim n nin( * + )+ G n 4 fCe g gl _ gl _ gl

+ 7u(x+2)e”(x+2)/"7u(x+1)eu(x+1)/n7uxe“x/n+pe“/n+2pe“/"

wx+2)/n wGet1)/n jwx/n_u/n_ 20/n
nln(e pre te € € ) (ELl(erZ)/n+Eu(x+1)/n+eux/n,£,u/n,ezu/n

=lim
n—-o0o

B

=lim {ln(el‘(’f“)/n " eu(X+1)/n+eM/n _ M ezu/n)

n—oo

_ H(x -; 2) ep(x+2)/n _ M(X -; 1) eu(x+1)/n _ I’L_cheux/n + Lzeu/n + Z_Eleu/n
+n. n n n n n
eu(1+2)/n + eu(1+1)/n+eM/n _ eu/n _ 6211/"

+ (uz(x-:z)z eu(x+2)/" n uz(xijl)zeu(xﬂ)/n + L’zfzellx/n
— n n

2
x B /) (e pse D gl

w/n _ 82u/n)

e

_( —H(X + z)eu(ﬁz)/n _ ll(x + 1)eu(’f+1)/n _ uxam/n + ueu/n + Zue“/n)

ulx +2 x+1 x )
(_ ( _ )ep(x+2)/n_u(—z)eu(xn)/n_u_eux/n_l_n_l'lzep/n_l__;leu/n)

n n n?
/(eu(“z)/n + eu(X+1)/n+eHX/n _ eu/n _ eZu/n)Z}/(_l/nz)

= lim {—nz ln(eu(XJrz)/n + eu(x+1)/n+euX/n _ eu/n _ eZp/n)

n—-oo

(x4 )M e 4 1) MO D/n et/ ot/ 4 b/
’ (eu(X+2)/n + eu(X+1)/n+ewc/n _ eu/n _ eZH/n
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_ [(uz (x + 2)2eHGHD/n 4 1 2(x 4 1)2h G/ g 22 llzeu/n) (oD gulesd iy gueln _ gu/n _ gau/n
—(=u + 2) D/ (e D) CD e et/ 1 et/

(—nCe + 2) D/ — (e + 1) CDm — e/ 4 et/ 4 20|

/(eu(x+2)/n 4 MGt /ny ux/n _ u/n eZH/n)Z]}

= lim [—n2In (G o Dol _ e _ i)

— €
n—oo

— i + 2)e D/ (e 4 1)eh D/ gii/n 4 gi/n 4 g pn/n
' G/ 4 f D)y g/ _ gl _ gauln

{
i)

(eHOH2)/My gh(x 1)/ g QM _gh/m_ eZu/n)

oldugundan

lim n[n In(e"CH2/n 4 oGt D)/ny gx/n _ gu/n _ ez“/")]

n—-oo

—W(x + 2)erCHD/n — (x4 1)erCHD/n — [xehx/n 4 pet/n 4 2pet/n
+ enx+2)/n 4 eu(x+1)/n+eux/‘ﬂ — el/n — g2u/n

= —3px(1 - x) (3.24)

elde edilir. lim n?G, (exp;; ,(¢); x) limitini tekrar diizenlersek
n—oo

lim nan(expu,x(t) x)=—— ~ lim { eMD (/1 4 1 — /M) [—p2x(1 — x)]

n—-oo
—4ne‘2“x(e“(x+1)/" + ehx/n _ e“/")" . [—uzx(l —x)]

+ne—3ux(eu(x+2)/n + eu(x+1)/n+eux/n _ eu/n _ eZp./n)n

.[—3y2x(1 — x)]}
elde edilir. O halde —u?x(1 — x)n ortak parantezine alinirsa

4px

etx(1-x) lim n{et*=D(et/™ + 1 — e“x/n)
2

n—-oo

lim n?G, (expl . (t); x) =
n—-oo
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_43—2ux(eu(x+1)/n 4 ehx/n _ eu/n)n
+36—3ux(eu(x+2)/n + eu(x+1)/n+eux/n _ eu/n _ eZH/n)n}

yazilabilir. (3.19), (3.20) ve (3.21) deki esitlikler dikkate alinirsa yukaridaki esitligin
igindeki limitte de co. 0 belirsizligi goriiliir bu limiti 0/0 haline getirip L’Hospital

kuralint uygulayalim.

lim n2G, (exp;t (); x)
n—-oo

_ e ulx(1-x) li plx=1) ( ,u/n 1 ux/n)n [l n/n 1 ux/n) ;_;‘e“/"+nﬁzeux/n
- 2 oo ) € (e +1-e 1|In(e™" +1—e R

_43—2ux(eu(x+1)/n + ehx/n _ eu/n)n

r u(x_—;—l) eh@rD/n _ B px/ny B ou/n
n

. ln(e”(x+1)/” 4 ehx/n _ol/ny 4y n

ehx+D)/n 4 oux/n _ ou/n

+3e—3ux(eu(x+2)/n + eu(x+1)/n+eux/n i eu/n _ eZu/n)n

) ln(eu(X+2)/n + et /ny gux/n _ gu/n _ eZu/n) +n

en(+2)/ny ouCx+1)/ny gix/n_gu/n_g2n/n

“(X;Z)cu(aﬁz)/n “(le)cu(x+1)/n_“_’zfeux/n+%eu/"+2_;‘ezll/n‘|}
n n n’

11 n2)
lim n%G, (exp;; (); x)
n—-oo

4ux 2401 — .
— ey x(1—x) lim

2 n-oo

— n —ueu/n+pxe“"/n
{e”(" 1)(6”/” +1-— e”x/") In [nln(e”/” +1-— e”x/") + Wl ]

_46—2ux(eu(x+1)/n 4 ehx/n _ eu/n)n

_H(x + 1)eu(x+1)/n — uxeux/n + ue“/n
ep-(x"'l)/n + ehx/n _ ou/n

.n [n ln(e“(“l)/n + ehx/n _ gi/ny 4

+3e—3p.x(eu(x+2)/n + eu(x+1)/n+eux/n _ eu/n _ eZu/n)n

p(x+2)/n nx+1)/ny oM/ _ u/n _ L2u/m —p(x+2)ehOt/m—y (x4 1)@+ D/n— xeld/M4 yel/N4 2 gh/n
-n [n ln(e + e +€ e e ) + Eu(erZ)/n_'.eu(erl)/n_'_ewf/n_ep/n_EZu/n
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Bu ifadenin ayr1 ayri limitlerini alalim.
lim n2G, (exp;t (); x)
n—->oo

_ 34“";12)((1—96){

= > lim e“(x‘l)(e“/n +1- e“x/")n .limn [nln(e“/" +1—e/my ¢
n—-oo

n—oo

—ue“/”+uxe“x/”
el/nyq—enx/n ]

—lim 4e_zux(eu(x+1)/n + eux/n — eu/n)n

n—-oo

— (x+1)/n_ ux/n w/n
; u(x+1)/n wx/n _ ,u/n Hx+1)et uxe +pe ]
ggon nln(e te € )+ eh(x+1)/nyonx/n_gpu/n

+3lime—3ux(eu(x+2)/n + eu(x+1)/n+eux/n _ eu/n _ eZu/n)n

n—-oo

lim n [nln(e“(x+2)/n + ehxtD/ng X/ _ p/n _ g2i/m)

n—oo

—u(x + 2)etx+2)/n n(x + 1)er+D/n uxe“x/” + ue“/" + Zue“/"
+ eu(x+2)/n + eu(x+1)/n+eux/n i eu/n r eZu/n ]}

(3.22), (3.23) ve (3.24) esitlikleri kullanilarak

et yZx(1—x) {

lim n2G, (exp; »(£); x) =- . lim e D (eh/n 4 1 — /M) [—p2x(1 — x)]
n—oo

n—oo

— lim 4e‘2”x(e“(x+1)/" + ehx/n _ e”/n)”. [—u?x(1 — x)]

n—oo

+3lim e 3MX (e +2)/n 4 pulx+D/ny plix/n _ plt/n _ p20/myn (3125 (1 — x)}

n—>oo

elde edilir. —u?x(1 — x) ortak parantezine alip limn?G, (exp . (t); x) limitini
o n Pu,x

tekrar diizenlersek;

4p.x'u4-x2(1_x)2 {

lim n2G, (expit ,(£); x) == - lim e" =D (eh/n 4 1 — ei/m)"
n—->oo

n—0oo

—41lim e—Zux(eu(xH)/n 4 ehx/n _ eu/n)n

n—-oo

+9lime—3ux(eu(x+2)/n + eu(x+1)/n+eux/n _ 6,p./n _ eZu/n)n}

n—oo

esitligi elde edilir. (3.19), (3.20) ve (3.21)’de ki esitliklerinden yararlanarak,
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lim nan(exprx(t); x) = 3e**utx2(1 — x)? elde edilir.
n—-oo

(3.15) ifadesi tekrar diizenlenirse;

lim n|G, (exp2 (), (£); x)| < lim \/nan(expﬁ’x(t);x). lim+/ G, (h2(t); x)
n—oo n—oo n—oo

= /3e2" ;2x(1 — x).0

=0
elde edilir. O halde buldugumuz esitlikleri (3.13) denkleminde yerine koyarsak
= lim 2n[G, (f (£); %) — f(0)] = x(1 = 0)(f" () = 3uf' (x) + 2u*f (1))
bulunur ve ispat tamamlanur.
Teorem 3.2.8: f€C[0,1]]ve0 < a < b <1 olsun. Her bir x €(a, b) icin

2n[G,f(x) — f(x)] =0 f, f" —3uf' + 2u%f = 0 diferansiyel denkleminin bir

coziimiidir.
ispat: Kabul edelim ki 2n[G,,f (x) — £(x)] = 0 olsun. Teorem 3.2.7 geregince
2n[Gpf () = f)] = 0= x(1—x).[f"(x) = 3uf'(x) + 2p*f ()] = 0

= f" = 3uf' + 2u%f = 0°dur.

Kabul edelim ki f, f"” —3uf’ + 2u?f = 0 diferansiyel denkleminin bir ¢6zimii
olsun. O halde Teorem 3.2.7 geregi

x(1=2x).[f"(x) = 3uf'(x) + 20 f ()] = 0

= 2n[G,f (x) — f(x)] = 0 elde edilir.

Teorem3.2.9: fe€C[0,1]]ve0<a<b <1 olsunve M >0 olsun.
Her bir x €(a, b) icin

2n|G,f(x) — f(x)] < M < Hemen hemen her t€(a, b) igin
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If" (&) = 3uf' (1) + 21 f ()| < M dir.

Ispat: Kabul edelim ki her bir x €(a, b) igin

2n|G, f(x) — f(x)| < M olsun.

= x(1—x).1f"() = 3uf'(x) + 20 f ()| < M

= |f"(x) = 3uf'(x) + 2p2f ()| < Mdir.

= Hemen hemen her t€(a, b) icin |f"(t) — 3uf'(t) + 2u%f(t)| < M dir.
Kabul edelim ki hemen hemen her ¢ €(a, b) igin

If" (&) = 3uf'(¢) + 2p*f ()] < M olsun

=t -0 If"(© = 3uf O+ 20 f O] < M

= Her bir x €(a, b) icin x(1 — x). |f""(x) — 3uf'(x) + 2p%f (x)| < M dir.
3.2.4. Ustel Bernstein Operatoriinin Sekil Koruma Ozellikleri

Her bir n €(a, b) icin Teorem 3.2.6’da G,, operatoriiniin pozitif oldugu ve (3.2), (3.3)
esitliklerinde exp,, ve exp;; fonksiyonlarini sabit tuttugu gosterilmisti. Yine her bir
n € (a, b) icin G,, operatori, [0,1] araliginin ug noktalarinda G, (f;0) = f(0) ve
G,(f; 1) = f(1) esitliklerini saglar.

Simdi daha fazla sekil koruma 6zelliklerini bulmak adina (e(j:lpf ) ‘niin ilk iKi tdrevini
u
hesaplayalim.
l n-1
Gnf (x) = na’ (x)z L(E)— f (5) Gy e(@n () (3.25)
exp, T expy \ n expy \n n-1k\*n '
k=0
ve
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+n(n - 1)a,’1(x)2.2:;: [L (£2)-2-L () + L (f)] Gr-ox(a,(0))

expy expy

elde edilir.

3.2.1°de a,(x) fonksiyonunun artan ve konveks oldugu gésterilmisti.

Gnf

f ecC[0,1]igin L artan ise 2L artandr, artan ve konveks ise
expy expy expu
5ol onvekstir. Ancak ——niin yalnizca konveksligi, &S hiin konveksligi i¢in
expy expy expu
yeterli degildir.
Bir tane karsit 6rnek verelim. f(x) = 1 oldugunda; R ,

expy expy ehx

( ! ) (x) = u?e M* > 0 oldugundan konvekstir.

expy

Halbuki (3.11) esitliginde n = 1 aliir ise (ﬂ) (x) = —u?et*~D < 0 oldugu
p

exp

!
' niin yalnizca konveksligi, Snf hiin konveksligi

expy expy

i¢in konveks degildir. O halde

icin yeterli degildir. [11] nolu kaynaktan asagidaki tanimlari ve sonucu verebiliriz.

eltto eht1
fto) f(t)

{expu}’ye gore konvekstir, denirve f € C(expu) ile gosterilir.

Tanim 3.2.3. |

>0 (0<ty<ty<1l)ise feC][0,1] fonksiyonuna

eﬂto e “tl thZ
ezﬂto eZutl ezﬂtz

f(to) ft) f(t2)

fonksiyonuna {exp,,, exp?} ye gére konvekstir, denir ve f € C(exp,, exp?) ile

Eger >0 (0<ty<t;<ty<1)ise, feC[01]

gosterilir.

Teorem 3.2.10: f € €[0,1] olsun. O halde asagidaki 6nermeler denktir:

(1) f € C(exp,),
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(2) —_ monoton artan,
expy
(3) t € [0,1] igin f'(t) = u f(t) dir.
Ispat: . f € C(expu) olsun.

e#to e#tl

fto) f(t)

@ ‘

>0, 0<ty,<t; <1

& et f(t) —eltr f(ty) 20,0 <ty <t; <1

£ _ f(to)

=
ehts — pHto

0<ty<t; <1

f f
exp, (&) = exp,

& (te),0<ty<t; <1

oldugundan monoton artandir.

expy

f

XDy

(:)( f >(t)20

expy

monoton artan oldugundan

e f'(e ™™ —uf(t)e™ >0
S ('O —uf)e™™=0
@f’(t)—uf(t) >0

T
SfO-u®)=0
e f1(1) = uf)
elde edilir.

Teorem 3.2.11: f € €?[0,1] olsun. O halde asagidaki 6nermeler denktir:
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(1) f € C(exp,, exp?),

2) t € [0,1] igin (eL) ®) > u(

XPp
(3) t € [0,1] igin f"(¢) — 3uf'(t) + 2u?f(t) = 0’dr.

! ) ®),

expy

Ispat: (1) © (2), [12] nolu kaynakta ispatlanmistir.

(2) & (3) oldugunu gosterelim.

t € [0,1] icin (exf—pu) ®) = u( fu)' ®

e f"(®e™ = 2uf' (e ™ + p*f (e ™ = puf' (e ™ — p?f(t)e™
e f1(®) —2uf' @) + pPf(©) =2 uf'(O) — w2 f ()

e f(t) = 3uf'(t) + 2> f(t) = 0dur.

Teorem 3.2.12: f € C*[0,1] olsun:

f e C(expu) = G,f€ C(expu)’dir.

f

expy

ispat: f € C(exp,) olsun. Teorem 3.2.10°dan monoton artandir. (3.25) esitligi

Gnf

kullanilarak ” > 0 elde edilir. Yani Gnf monoton artandir. Tekrar Teorem 3.2.10

XPy expy

kullanilirsa sonug elde edilir.

Teorem 3.2.13:f € €?[0,1] olsun:

fe C(expu, expﬁ) = G, f(t) = f(t),0 <t < 1’dir.

Ispat: Teorem 3.2.11 geregince

fe C(expu, expﬁ) = () = 3uf'(t) + 2u%f(t) = 0olur.
Teorem 3.2.7 geregince

f€C(expy, expd) = Gof () —f(£) =0, 0<t<1
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=G, f(t)=f(),0<t<1
elde edilir.

Teorem 3.2.14: f € C?[0,1] olsun:

_EC(expu)} = Gnf € C(exp,, exp?)dir.

convex
expp

Ispat: Teorem 3.2.10 geregince

—f € C(expu) = jmonoton azalandir.
f !

= f'()e™ —puf(t)e™™ <0

= (f'O-pf®)e ™ =<0

_IO-wo

et
= f'(t) < pf(d)
elde edilir.

f

expy

= f =0
< expu>

= (e M = 2uf' (e ™™ + u?f(t)e ™™ =0

konveks oldugundan

s '@ = 2uf' (@) + p2f () -

ekt

= ") = 2uf'(®) + 2 f() 2 0
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elde edilir.
(@) ile (b) esitlikleri alt alta toplanirsa,
= () = 3uf'(t) + 2u%f(t) = 0 bulunur, bu ise Teorem 3.2.11 geregi

Gnf €C(exp,, exp?) ile denktir.

60



4. USTEL BERNSTEIN OPERATORLERI iLE KLASIiK BERNSTEIN
OPERTORUNUN KARSILASTIRILMASI

Bu bolimiin amaci hangi durumlarda Gstel Bernstein operatdrlerinin klasik Bernstein
operatorlerinden daha iyidir sorusunun cevabini bulmaya c¢alismaktir. Oncelikle (3.5)
ve (3.6) esitlikleri incelenirse

Gn(expy; x) = e ve G, (exp3; x) = e?¥* esitliklerinden anlagilacagt iizere almis
oldugumuz {istel fonksiyonun kuvvetinin katsayisi p sabit reel parametresine esit
veya iki kat1 ise G,, operatorii altinda goriintiisti hangi dereceden olursa olsun
farketmez yine kendisine esit ¢ikmaktadir. Ornegin et iistel fonksiyonunun G,
operatori altindaki gorintileri p = 10 ve p = 5 i¢in kendisine esit ¢gtkmaktadir.
Yani G, (e1%; x) = G, (exp10(t); x) = 1% (u = 10igin),

G (e x) = G, (exp2(t); x) = e (u = 5icin)’ dir.

Bu ince ayrintiy1 fark ettikten sonra simdi inceleyecegimiz teorem, B, ve
G, operatorleri tarafindan ifade edilen asimptotik formilleri kullanarak ustel
Bernstein operatorunin klasik Bernstein operatérinden hangi durumlarda daha iyi

oldugunu gosteren bir fonksiyon ailesi bulmaktir.

Teorem 4.1.1: Varsayalim ki hern > n, , t € (0,1) i¢in

f(@®) < Guf(t) < Bof (1) (4.1)
olacak sekilde n, € IN var olsun. O halde

f"(@® = 3uf'(®) —2p*f(6) 2 0, t€ (0,1) (4.2)
esitsizligi saglanir.

Ozel olarak f"'(x) = 0’dur.

Diger taraftan eger (4.2) esitsizligi x € (0,1) i¢in saglanirsa n > n, igin

f(x) < G,f(x) < B,f (x) olacak sekilde n, € IN vardir.

Ispat: f(t) <G, f(t) < B,f(t) olsun. Buradan
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0< 2n(G,f (1) — f(©) < 2n(Bnf(t) — f(©)),n = n,, t€ (0,1) oldugundan
Teorem 2.3.2 ve Teorem 3.2.7°i kullanarak

& 0<t(1=O(f"®) = 3uf' (1) + 20 (1)) < t(1 =" (1)

& 0< f"() = 3uf'(t) + 21 f (1) < f" (1)

e —f"(t) < =3uf'(t) + 21’ f(t) <0

© 0<3pf'(t) —2p*f(®) < (1), t€ (0,1)

dir. Boylece (4.2) esitsizligi elde edilmis olur.

Diger taraftan eger (4.2) esitsizligi x € (0,1) icin saglanirsa

f"'(x) = 3uf'(x) = 2p*f(x) = 0

& —f"(x) < =3uf'(x) + 2p*f(x) <0

& 0< £ (x) = 3uf' (%) + 2p2f (x) < f"(x)

& 0= x(1 - 0)(f"(x) = 3uf @) + 2%F (1) < x(1 — O)f"(x)

dir. Boylece (4.1) esitsizligi elde edilmis olur.

Teorem 2.3.2 ve Teorem 3.2.7°i kullanarak

© 0< 2n(G,f (%) — fF(x)) < 2n(Bof(x) — f(x)),n = ny, x € (0,1).
© f(x) < Gpof (x) < Bpf (%)

olacak sekilde n € IN vardir.

Dikkat edilmelidir ki Teorem 3.2.10 ve Teorem 3.2.11’ e gore

f(€) = 3uf'(t) — 2u*f(t) = 0 esitsizligi ancak {exp,} ve {exp,, exp3} ye gore

konveks olmasi durumunda saglanir.

Soyle ki Teorem 3.2.13’e gére
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fec(exp,) & f'(1) 2 nf(©)

e 2uf'() = 2p® f(t)

& 3uf'(t) = 2p® f(t)

© 3uf'(t) — 2p® f(£) = 0’ dur, (a)
Yine Teorem 3.2.11°e gore
feC(exp,, exp) & f"(t) — 3uf'(t) + 2uf () = 0

 f() = 3uf' () — 2p*f(t)’ dir. (b)

(a) ve (b) esitsizliklerinden "' (t) = 3uf'(t) — 2u2f(t) = 0 esitsizligi elde edilir.

4.1 Ustel Bernstein operatériniin f(x) fonksiyonuna klasik Bernstein
operatérinden daha yakin oldugunu ve Ustel Bernstein operatorinin f(x)
fonksiyonuna klasik Bernstein operatoriinden daha hizh yaklastigimi gosteren

fonksiyon aileleri

Simdi ise buldugumuz bu esitsizligi kullanarak tezimizi destekleyen bir fonksiyon

ailesi bulalim.

Kabul edelim ki f(t) = exp(qt) olsun. O halde

() = 3uf'(t) — 2u2f(t) = 0 esitsizliginde yerine koyarsak
q?e?t > 3uqedt — 2p%ett > 0

o q?>3ug—2p5 =0

o g% —3pug+2p° =0

o (@—-20)(@—w =0, f'(t) = uf(t) oldugundan dolayr q = p idi.
& q = 2p olmast durumunda gegerlidir.

O zaman Ustel Bernstein operatdrinin f(t) = exp(qt) fonksiyonuna klasik

Bernstein operatdriinden daha yakin oldugunu ve Ustel Bernstein operatdriinin
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f(t) = exp(qt) fonksiyonuna klasik Bernstein operatoriinden daha hizli yaklastigini

gosteren fonksiyon ailesi g > 2p’dir.
Kabul edelim ki f(t) = t? olsun. O halde
p.(p—1) t?72 > 3 wp.t?71 = 2%t = 0
p.(p—1) tP72 =3 wp.t?P 1 + 2p%tP > 0
p.(p—1) — 3 wp.t + 2u%t?2 >0

p? —p +(=3 pwp+2pc.t) .t >0, te (0,1)
p?—p—3up+2pi.t =0, te (0,1)
p?—p—-3up+2u?2=0

p? — (Bu+ Dp + 2p? = 0 olur. Bu esitsizligi ¢ozdiigiimiizde ve f'(t) = u f(t)
oldugundan dolay1 p = ut idi, bu esitsizligi de dikkate alarak

{112
p= M oldugunda gecerli oldugu anlasilir.
O zaman ustel Bernstein operatdrinin f(t) = tP fonksiyonuna klasik Bernstein
operatoriinden daha yakin oldugunu ve Ustel Bernstein operatoriiniin f(t) = t?

fonksiyonuna klasik Bernstein operatoriinden daha hizli yaklastigini gosteren

3u+1+\/u2+6u+1,dir

fonksiyon ailesi p > 5

Ornek 4.1: f(x)= x? fonksiyonunun B,, operatorii altinda 3. dereceden gorintiisti
ile ayn1 fonksiyonun p=1/3 ve u=1 igin G, operatorii altinda 3. dereceden

goruntdlerinin grafiklerini karsilastiralim.

Karisiklik olmamasi igin f(x) fonksiyonunu diiz ¢izgi ile gosterdik, sart1 saglayan p

degeri i¢in olusturdugumuz operatori G5, f olarak adlandirdik ve grafigini ise (--- -+ )
olarak gosterdik , sart1 saglamayan p degeri i¢in olusturdugumuz operatorii ise G f
olarak adlandirdik ve grafigini ise (-.-.-.-.-. ) olarak gosterdik. B5 f (x) fonksiyonunu

ise (-----) ile gosterdik.
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Sekil 4.1. [0,1] araliginda f (x)=x? fonksiyonunun goruntist ve f(x)

fonksiyonunun B,, ve G,, operatorii altindaki 3. dereceden goruntileri

(u=1/3 ve p=1igin)

Grafik incelendiginde sart1 saglayan p degeri i¢in f(x) < G, f(x) < B, f(x)
siralamasinin saglandigi goriiliir. Sart1 saglamayan p degeri i¢in ise

f(x) < G, f(x) < B, f(x) siralamasi saglanmaz.

Ornek 4.2: f(x)= e* fonksiyonunun B, operatdrii altinda 2. dereceden goriintiisi
ile ayn1 fonksiyonun u=2 ve u=1/3 i¢in G,, operatorii altindaki 2. dereceden

gorintdlerinin grafiklerini kargilagtiralim.

Gerekli hesaplamalar yapildiktan sonra;
2
B,(f;x) = ((31/2 —1)x + 1)

K=UB igin Gy (fx) = &3 (V6 +1)(e¥/6 = 1) +1) =6y

. 2
u=2 icin G,(f;x) = e?* ((e‘l/z -1) ee_11 + 1) = Gy
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Karisiklik olmamast ic¢in f(x) fonksiyonunu diiz ¢gizgi ile gosterdik sarti saglayan p
degeri i¢in olusturdugumuz operatorl G,, olarak adlandirdik ve grafigini ise (-« -+
ile gosterdik , sart1 saglamayan p degeri igin olusturdugumuz operatori ise G,y
olarak adlandirdik ve grafigini ise (-.-.-.-.-. ) ile gosterdik. B, f (x) fonksiyonunu ise
(-----) ile gosterdik.

0.0.102030405060.70.80.9 1

Sekil 4.2. [0,1] araliginda f (x)= e* fonksiyonunun goruntisu ve f(x)
fonksiyonunun B,, ve G,, operatorii altindaki 2.dereceden goruntileri

(u=2 ve u=1/3 icin)

Grafik incelendiginde sart1 saglayan p degeri igin (n = 1/3 icin)
f(x) < G,.f(x) < B,f (x) siralamasinin saglandigi goriiliir. Sart1 saglamayan p

degeri i¢in ise (1 = 2i¢in) f(x) < G,f (x) < B, f(x) siralamas1 saglanmaz.
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Simdi de f(x)= e>* fonksiyonunun bazi n ve x degerleri igin B,, Ve G, operatori
altindaki goruntulerinin f(x) fonksiyonuna yaklasiminin niimerik tablosunu ¢izelge

halinde gosterelim. (u=2 igin)

Cizelge incelendiginde hangi x degerini alirsak alalim derece arttikga hem G,, igin
hem de B,, i¢in aradaki fark 0’a yaklasmaktadir. Bu sekilde sonsuza gidildiginde

aralarinda hemen hemen hi¢ fark kalmamaktadir.

Burada asil vurgulamak istedigimiz nokta; uygun fonksiyon ailesinden aldigimiz
(u=2) degeri i¢in hangi dereceyi alirsak alalim f(x) fonksiyonuna G,, operatori
B,, operatoriinden daha yakindir ve derece biiyldikce G, operatori B,

operatoriinden daha hizli yaklagmaktadir
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f (x) fonksiyonuna yaklagiminin niimerik tablosu (u=2 icin)

Cizelge .4.1. f(x)= e>* fonksiyonunun bazi n ve x degerleri i¢in B, Ve G, operatorii altindaki gérintilerinin

n=5 n=50 n=100 n=500
[Gaf () = FCO | 1Bof () = fCOl | 1Guf ) — fCOI | 1Bof () = fOOI | 1GfC) = fFII | [Buf (x) — F (O] [Gof () = fCII | 1Buf () — f(x)
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0.1 0.0501 0.5609 0.0045 0.0385 0.0022 0.0189 0.0004 0.0037
0.2 0.1442 1.6613 0.0131 0.1132 0.0065 0.0554 0.0013 0.0109
0.3 0.3056 3.5121 0.0284 0.2448 0.0141 0.1200 0.0028 0.0236
0.4 0.5623 6.2875 0.0535 0.4598 0.0266 0.2257 0.0053 0.0444
0.5 0.9407 10.0281 0.0917 0.7853 0.0457 0.3866 0.0091 0.0763
0.6 1.4470 14.4699 0.1447 1.2330 0.0723 0.6095 0.0144 0.1207
0.7 2.0247 18.7493 0.2081 1.7602 0.1041 0.8747 0.0208 0.1740
0.8 2.4623 20.9068 0.2605 2.1828 0.1306 1.0918 0.0261 0.2183
0.9 2.2069 17.0555 0.2407 1.9939 0.1209 1.0048 0.0242 0.2022
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5. TARTISMA VE SONUC

f (x) fonksiyonunun tistel Bernstein operatorl ve klasik Bernstein operatorii
altindaki goriintiilerinin her ikisinin de n sonsuza giderken limitleri f(x)
fonksiyonuna esit ¢ikmaktadir. Burada bizim dikkatinizi ¢ekmek istedigimiz nokta,

“ Hangi derece olursa olsun fark etmez f (x) fonksiyonuna, hangi p degerleri i¢in

f (x) fonksiyonunun iistel Bernstein operatorii altindaki goriintiisii, klasik Bernstein
operatorii altindaki goriintiistinden daha yakindir?” ve “ Hangi p degerleri i¢in derece
arttikg¢a f (x) fonksiyonunun iistel Bernstein operatorii altindaki gériintiisii, klasik
Bernstein operatorii altindaki goriintiisiinden daha hizli bir sekilde f(x)

fonksiyonuna yaklagir? ” sorulariin cevabini bulmaktir.

Bu sorularin cevabi igin 4.1 bagligi altinda yapilan islemler ve 4. bolimdeki nimerik
tablo ve grafikler incelendiginde uygun fonksiyon ailesinden aldigimiz her p degeri
icin hangi dereceyi alirsak alalim farketmez f (x) fonksiyonuna, Ustel Bernstein
operatdrii altindaki goriintiisiiniin klasik Bernstein operatorii altindaki goriinttistinden

daha yakin oldugu anlagilmaktadir.

Diger taraftan uygun fonksiyon ailesinden aldigimiz her p degeri i¢in derece arttik¢a
f (x) fonksiyonuna, f(x) fonksiyonunun iistel Bernstein operatorii altindaki
goriintlisii klasik Bernstein operatdrii altindaki goriintiisiinden daha hizl

yaklagsmaktadir.

Yine uygun fonksiyon ailesinden aldigimiz her p degeri i¢in olusturdugumuz
operatoriin [0,1] araliginda alinan her X degeri i¢in f(x) < G,,f (x) < B,.f(x)
esitsizligi saglanmaktadir. Uygun fonksiyon ailesinden almadigimiz her p degeri i¢in
olusturdugumuz operatoriin [0,1] araliginda alinan her x degeri icin ise

f(x) < G, f(x) < B, f(x) esitsizligi saglanmadig1 goriilmiistiir.

Sonug olarak; uygun fonksiyon ailesinden aldigimiz p degerleri icin incelemis
oldugumuz iistel Bernstein operatOri klasik Bernstein operatoriinden daha iyi

ozelliktedir.
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