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OZET

HERMITE VE LAGUERRE GENISLEMELERI ICIN
POISSON INTEGRALLERININ YAKINSAMA HIZI
VE VORONOVSKAYA TEOREMI

COBAN, Cemaynur
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans tezi
Danisman: Dog. Dr. Recep SAHIN
Mayis 2018, 100 sayfa

Bu ¢alisma doért bolimden olusmaktadir. Birinci bélimde; bu konuda yapilan
calismalar ve tezin genel amaci verilmistir. Ikinci boliimde; temel kavramlar ve
teoremler iizerinde durulmustur. Ugiincii bélimde; Hermite ve Laguerre
genislemeleri i¢in Poisson integrallerinin yakinsama hizi ve Voronovskaya teoremi

incelenmistir. Dordiincii boliim tartigsma ve sonug kismina ayrilmistir.

Anahtar kelimeler: Poisson integrali, Hermite ve Laguerre genislemeleri,
yakinsama hizi, Voronovskaya teoremi, Sinir deger

problemleri



ABSTRACT

THE RATE OF CONVERGENCE OF THE POISSON INTEGRALS
FOR HERMITE AND LAGUERRE EXPANSIONS
AND THE VORONOVSKAYA THEOREM

COBAN, Cemaynur
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, M. Sc. Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Recep SAHIN
May 2018, 100 pages

This study consists of four parts. In the first section, studies and general purpose of
thesis are given. In the second section, some basic concepts and theorems are given.
In the third section, the rate of convergence of the Poisson integrals for Hermite and
Laguerre expansions and the VVoronovskaya theorem are investigated. The fourth

chapter is devoted to discussion and conclusion.

Key Words: Poisson integral, Hermite and Laguerre expansions, Rate of

convergences, VVoronovskaya theorem, Boundary value problems
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SIMGELER DiZIiNi

.1l Norm

> Toplam sembolii

w(f;9d) f fonksiyonunun siireklilik modiilii

Je(x) Birinci tiir Bessel fonksiyonu

Y, (%) Ikinci tiir Bessel fonksiyonu

I, (x) Birinci tiir Modifie Bessel fonksiyonu

K, (x) Ikinci tiir Modifie Bessel fonksiyonu

r'(x) Gamma fonksiyonu

F(x,t) Dogurucu fonksiyon

Fs Genellestirilmis Hipergeometrik
fonksiyonlar

Ln(“) (x) Genellestirilmis Laguerre polinomu

H,(x) Hermite polinomu

p(x) Agirlik fonksiyonu

A(f) Laguerre polinomu genislemeleri

icin Poisson integrali

B(f) Hermite polinomu genislemeleri igin
Poisson integrali

K(r,x,z) Poisson ¢ekirdegi

1, Modifie Bessel fonksiyonu



1. GIRIS

Yaklagimlar teorisindeki asil amag keyfi bir fonksiyonun daha basit, daha kullanigh

diger fonksiyonlar cinsinden bir gésterimini elde etmektir.

Yaklagimlar teorisinin bir diger problemi de operatorlerle birim operatorlere hangi
hizla yaklasildiginin bulunmasi problemidir. Bu hizi bulmak ic¢in de genellikle

sureklilik modila kullanilir.

Bu calismada Poisson integrallerinin, Hermite ve Laguerre genislemeleri i¢in ayri

ayr1 yakinsama hizlari incelenmistir.

1.1 Kaynak Ozetleri

Bu tez hazirlanirken oncelikle Grazyna Toczek ve Eugeniusz Wachnicki’nin yazmig
oldugu “On the rate of Convergence and the VVoronovskaya Theorem for the Poisson
Integrals for Hermite and Laguerre Expansions” isimli makaleden [1], Prof. Dr.
Abdullah Altin’in “Uygulamali Matematik” kitabindan [9] ve Richard Askey’in
Special Functions isimli kitabindan [10] faydalanilmistir. Bununla birlikte daha 6nce
konuya yakin olarak yapilan ¢aligmalardan ve konu ile ilgili dnceden hazirlanmig

tezlerden ve kitaplardan yararlanilmistir. [11-19]

1.2 Cahsmanin Amaci

Bu tez ¢alismasinda Hermite ve Laguerre genislemeleri i¢in Poisson integrallerinin
yakinsama hizini incelemek, ayrica bu integrallerle ilgili siir deger problemlerini

¢ozmek ve VVoronovskaya tipli teoremleri gostermek amaglanmaistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

2.1 L, Uzaylan

Tamm 2.1.1 (Lineer Uzay)

N bos olmayan bir climle ve R, reel sayilar cismi olsun. Eger asagidaki sartlar

saglaniyorsa N ye R {izerinden lineer uzay veya vektor uzay1 denir.

(1) N, + islemine gore degismeli gruptur. Yani,
Al)Her x,y € N i¢in x+y € N dir.
A2)Her x,y,ze N i¢in x + (y +2) = (x+y) +z dir.
A3)Her x € N i¢in x + 6 = 8 + x = x olacak sekilde 8 € N vardir.
A4) Her x € N igin x + (—x) = (—x) + x = 6 olacak sekilde (-x) e N
vardir.
A5)Her x,y € N i¢in x +y =y + x dir.
(i) x,yeN ve a,fB € R olmak iizere asagidaki sartlar saglanir.
Bl) ax e N dir.
B2) a(x+y) = ax + ay dir.
B3) (a + f)x = ax + Bx dir.
B4) (af)x = a(Bx) dir.

B5) 1x = x dir. Burada 1, R nin birim elemanidir.

Yukaridaki (B3) sartindaki + sembolii birinci tarafta R deki toplamayi, ikinci
tarafta ise N deki toplamayr belirtmektedir. (B4) deki carpma islemleri de ayni

anlamdadir.

Tanima dikkat edilirse lineer uzay, N ciimlesi ve sirasiyla (i) ve (i1) sartlarim

saglayan toplama ve skalerle ¢arpma doniisiimlerinden ibarettir.



Tanmm 2.1.2 (Normlu Uzay)

N, bir lineer uzay olsun. || |[: N — R fonksiyonunun x deki degerini ||x]|| ile

gosterelim. Bu fonksiyon i¢in;

() x|l = 0
i) [x|=0ex=0
(i) lax]|| = |alllx]|

(iv) Al +yll < llxll + Iyl

sartlar1 saglaniyorsa || || fonksiyonuna N iizerinde norm denir. Eger bir lineer uzay

tizerinde norm tanimlanmigsa bu uzaya normlu uzay denir.

Bir L, uzaymin elemanlar1 olan dl¢iilebilir fonksiyonlarin modiilleri; p = 1 olmak
tizere p-yinci mertebeden Lebesque anlaminda integrallenebilen fonksiyonlardir.
Eger integrallenme bolgesi bir (a, b) araligi olursa (tiim reel eksende olabilir) L,

de olan fonksiyonlar i¢in

b
ﬁﬂ@PM<w

olur. Bu uzaylarda

1

b
Ifllp = ﬁﬂmwm <o

seklinde bir norm tanimlarsak L, normlu uzay olur [12].
Tanim 2.1.3 (Minkowsky Esitsizligi)
f,9 € L, igin

If +3gllp < lIfll, + 19l

esitsizligine Minkowsky Esitsizligi ad1 verilir [12].



Tamim 2.1.4 (Genellestirilmis Minkowsky Esitsizligi)

D, ve D, tiim reel eksenler veya onlarin bir alt kiimesi olmak tizere

1 1
14 P ?

[|[ o ax) < [{ [iromrenr ax) a

Dy |D; D,

= [ro| [keyp ax) ay
D, Dy

esitsizligine Genellestirilmis Minkowsky Esitsizligi ad1 verilir [12].
Tamim 2.1.5 (Holder Esitsizligi)

ai, ... ,ay Ve by, ..., b, lerherhangi reel sayilar ve
1
-+-=1

olmak tuzere

esitsizligine Holder esitsizligi ad1 verilir.
Tanim 2.1.6 (Siirh Operatorler)

L:X —Y bir operatér olsun. D(L) € X,L nin tanim kiimesi olmak {iizere

Vf € D(L) igin,

LG 0lly < MIfllx

esitsizligini saglayan M € R* varsa L ye D(L) de sinirh operator denir.

ILllx—y = inf{M: IL(F; ) lly < MIIflx}

sayisina L operatOriiniin normu denir.



Lemma2.1.1

L:X — Y sinirh lineer operatorii igin,

IL(F5 ) ly

IIL||x=y =
Iflx=o N lx

esitligi saglanir [14].

2.2 Lineer Pozitif Operatorler

X ve Y iki fonksiyon uzayi olsun. Eger X den alinan herhangi bir f fonksiyonuna
Y de bir g fonksiyonu karsilik getiren bir L kurali varsa bu durumda X uzayinda

bir operatdr tanimlanmis olur ve

g(x) =L (f;x)

bigiminde gosterilir. X uzay1r L operatoriiniin tanim bolgesidir ve X = D(L) ile
gosterilir. Bu durumda L(f;x) = g(x), Y uzayinin bir elemani olur ve bu sekilde g
fonksiyonlar1 kiimesine L operatdriiniin deger kiimesi denir. Bu kiime de R(L) ile

gosterilir. Burada R(L) c Y dir.
Tanmim 2.2.1 (Lineer Operator)

L:X — Y bir operator olsun. f; ve f,, X uzayinda herhangi iki fonksiyon a ve b

keyfi iki reel say1 olmak {iizere,

L(afy + bfz;x) = aL(fy; x) + bL(f2; x)
kosulu gergekleniyorsa L operatoriine lineer operator denir [12].
Tamim 2.2.2 (Pozitif Operator)

XtT={feX:f(x) =0}, Y* ={geY:g(x) =0} fonksiyon siniflarin1 g6z 6niine
alalim. Eger X uzayinda tanimlanmig L lineer operatoriic X kiimesindeki her bir

f fonksiyonunu Y* kiimesindeki bir fonksiyona doniistiiriiyor ise L operatdriine



lineer pozitif operator denir. L lineer pozitif operator ise L(XT) c YT saglanir.

Yani f(x) = 0 oldugunda L(f;x) =0 olur.
Lemma2.2.1

Lineer pozitif operatorler monotondur [12].
Ispat

Her x i¢cin g(x) = f(x) ise g(x)—f(x) =0 dir. L lineer pozitif operator
oldugundan

Lig—f;x)=0
dir. L lineer oldugundan
L(g;x) —L(f;x) =0
yazilabilir. Dolayisiyla
L(g;x) 2 L(f;x)
dir.
Tamm 2.2.3 (Lineer Fonksiyonel)

F =R ve F = Colmak iizere X, F cismi lizerinde bir lineer uzay olsun. T: X — F
operatoriine fonksiyonel denir. Eger T lineer ise T ye lineer fonksiyonel adi

verilir [11].
Tamim 2.2.4 (Limit)

(Sy) reel terimli bir dizi olsun. (S,) dizisinin sonlu adetteki terimleri hari¢ diger
tim terimleri bir s sayisinin keyfi € > 0 komsulugunda kaliyorsa (S,) dizisinin

limiti s dir denir ve (S,) = s ile veya

lim S, =s

n—-oo

ile gosterilir [11].



Tanim 2.2.5

f:A = R bir fonksiyon ve a, A kiimesinin bir yigilma noktasi olsun. Eger terimleri
A\{a} kiimesinden segilen ve a noktasina yakisayan her (x,,) dizisi igin (f (x;,) )
goriintli dizisi ayn1 L sayisina yakinsiyorsa x degiskeni a noktasina yaklasirken

f(x) fonksiyonunun limiti L dir denir ve

lim f(x) =1L

x—-a

seklinde gosterilir.
Tamim 2.2.6 (Sinirh Fonksiyon)

f nin tamim kiimesindeki her x eleman i¢in |f(x)| < k olacak bi¢imde bir k

pozitif reel sayis1 bulunabiliyorsa, f fonksiyonuna sinirli fonksiyon denir.
Tanim 2.2.7
(X, U, ) bir ol¢ii uzayi olsun. 0 < p < oo olmak iizere,
Ly ={f e u(X,U):IfIP € L(X, U, )}
kiimesine p. kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar sinifi denir.

Tamm 2.2.8 (L, Yakinsakhk)

fn Ve f fonksiyonlar1 L, uzaymin elemanlari olsun. (f,) dizisi f fonksiyonuna
p —yinci mertebeden ortalama yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart V& > 0 igin

dny € N vardir 6yleki vV n > ny igin

I = fllp <e

dur. Bu yakinsaklik ¢esidine L, de yakinsaklik da denir. Buradap = 1 olup

I = £l = f If — FIP di
X
dir.

Buna gore (f;,) dizisi f fonksiyonuna L, de yakinsaktir < lim||f, — fll, = 0.
n—-oo



Tanim 2.2.9

f € L, olmak iizere

1
p

wg, (8, f) = Isu<p<flf(ac+t)—J"(X)I’f’crl»c)

t|<é
integraline f nin L,— siireklilik modiilii denir [11].

Tamm 2.2.10 (Operatoriin Siirekliligi)

XveY normlu uzaylar L: X — Y bir operator olsun. Her € > 0 sayisina karsilik
oyle bir pozitif §(E f;) sayist bulunabilir ki ||f — folly <& oldugunda
IL(f) — L(fo)lly < € esitsizligi saglanirsa L operatoriic  f; € X igin siireklidir

denir.
Tamim 2.2.11 (Mutlak Siireklilik)

f fonksiyonu [a, b] izerinde mutlak siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart V& > 0

icin bir § > 0 vardir oyleki

n
D e—a) <6
k=1

sartin1 saglayan her sonlu ve ikiserli ayrik
{(ak,, bk) cla,bl:k =1,2, ,n}

aralik ailesi i¢in

Db - flal <e
k=1

saglanir. Bu tanima gére mutlak siirekli her fonksiyon siireklidir fakat bunun karsitt

dogru degildir.



Tamm 2.2.12 (Diizgiin Siireklilik)

f:X =Y fonksiyonunun x, noktasinda siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart her

€ > 0 sayisina karsilik
[Xo —x| <8 = |f(xo) —f(¥)| <&

olacak sekilde yalniz verilen x, noktasina ve & sayisina bagli olan bir § > 0

sayisinin var olmasidir [11].
Tanim 2.2.13 (Siireklilik Modiilii)

x,y € [a,b] olmak iizere |x —y| < § sartini saglayan & > 0 i¢in |f(x) — f(¥)]

nin en kii¢iik iist sinirma f nin siireklilik modiilii denir.

w(f;6) = S |f () = F)I

x-y|<8
veya

w(f;6) = sup|f(x+h) = f(x)
|h|<8

sembolleri ile gosterilir.
Siireklilik modiiliiniin baz1 6zelliklert;
1) w fonksiyonu monoton artandir. Yani;
61 <6, = w(f;61) <w(f;6,)

dir.



2) meN ise

dir. Gergekten

dir.

3) >0 igin

dir. Gergekten

olarak yazilabilir.

w(f; mé) < mw(f;8)

w(f;mé) = sup |[f(x+h)— f(x)]
|h|smé

= sup |f(x+mh)—f()l

|mh|smé

m

[f (x + kh) = f(x + (k = Dh)]

k=1

= sup
|h|<8

< Z sup|f (x + kh) — f(x + (k — DR)|

k=1|h|s§
=mw(f;6)
w(f;26) < (1 + Dw(f;6)
w(f;28) < w(f; ([1] + 1)6)

< ([ + Do (f; 6)

<A+ Dw(f;6)

10



4) f,la,b] de siirekli ise

If(©) = fF] < w(f; [t = xI)

olup,
w(f;lt—x]) = |t—9§|:|rt):—x||f(t) = f(l
=, felfgb]lf (&) = ()
> |f(©) - f(0)l
saglanir.

5) Siireklilik modiiliiniin tanimindan

If ) = f < w(fs|lx —yD

<w <f; Slx; yl)

< <1+|x;y|>w(f;6)

yazilabilir.
Teorem 2.2.1 (Korovkin Teoremi)

{L,} lineer pozitif operatorler dizisi olsun. a,(x), B.(x) ve y,(x), [a,b] de

diizgiin olarak sifira yakinsayan diziler olmak tizere Vx € [a, b] igin,

L,(1;x) = 1+ a,(x) (2.1)
L,(t;x) = x + Bp(x) (2.2)
Lp(t%x) = x* 4+ (%) (2.3)

kosullar1 saglaniyorsa bu durumda L, (f;x), [a, b] araligi tizerinde f(x) e diizgiin
olarak yakinsar. Burada f,[a,b] de siirekli, a da sagdan, b de soldan siirekli ve

R de sinirh bir fonksiyondur [11].

11



Ispat

Kabul edelim ki f € C[a, b] olsun. f fonksiyonu siirekli oldugundan her pozitif &

sayisina  karsihlk  dyle bir &  bulunabilir ki, [t—x| <& oldugunda
If(®) — f(x)| < & olur.

|t —x| >&  oldugunda ise f fonksiyonunun sinirli olmasindan ve tiggen

esitsizliginden,;
lf@®) = FC <1 (®) + fFOOl < 2Mp (2.4)

olur.

t
Ayrica |t — x| > & iken | 5

> 1 olacagindan;

(t —x)*

5> 1

saglanir. f fonksiyonunun sinirliligindan ve (2.4) den

N2
1F@ - FGol < 2my < 2m, 2

yazabiliriz. Bu islemler sonucunda

|t —x| <& igin [f(t)—f(x)|<e

(t—x)?
52

|t —x| > & icin [f(t) — f(x)| < 2Mf
olur. Yani Yt € R ve V x € [a, b] icin

(t —x)?

() = FGOI < &+ 2Mp—;

(2.5)
dir.
Simdi teoremin ifadesinde verdigimiz ii¢ kosulu saglayan L, operator dizisinin,

Lm Lo (f(€);%) = f()lcrapy = O (2.6)

esitligini sagladigin1 gosterelim. L, lineer oldugundan

12



L (F (0 2) = FOOI = L (F(£); ) = F () + L (F(); ) — L (F(0); )]
= 1Ln(F (£ %) = Ln(F () %) + Ln(F (x); %) = f @)
=L ((F@®) = F@)) 2) + F OO Ln(L52) = 1)
dir.
Uggen esitsizliginden
1L (£ (£ ) = FE < |La ((F(O) = £GOD) )| + IF@IILA(L;2) — 1]
yazilabilir. L, lineer pozitif bir operatsr oldugundan ve (2.6) dan

ILn(f (); %) = fOO| < Lp(If (&) = fFOO L) + [f(O)IILn (1) — 1]

esitsizligi saglanir. f fonksiyonunun sinirliligindan
ILp(f(8); %) = fFOO| < Lp(If () = FQO %) + Mp|(Ly(1;x) = 1)

yazilabilir. L, monoton artan olup, (2.5) kullanilirsa

M
L, (s + =L x)Z;x>| ML (L0 - D (@27)

ILn(f () %) — f(0) <
elde edilir. Ayrica L, nin lineerliginden
L 2, = . L ZMf 2.
s+—(t X)) x| =Ly(&x)+ L, ?(t—x) ;X

2Mg
= &L, (1; x)+FL (t? — 2tx + x?; x)

ZM
=¢eL,(1;x) + —L 2L(t% %) — x%2 — x2 + 2x% — 2xL,(t; x) + x2L,,(1; x)]

2My
=¢el,(1;x) + =

52 Lo[(t%x) — x? + 2x% — 2xL,(t; x) + x2L, (1; x) — x?]

2M
=elL,(1;x) + —[(Ln(t2 x) —x2) + 2x(x — Ly(t: %)) + x2(L,(1;x) — 1)]

yazilabilir. (2.7) nin kullanilmasiyla

13



L, (f(£); x) — f(X)]| < el (1;x) + M| (Lp(1;x) — )| +
2My 2 2 2
>z [(Ln(t%5%) — x2) + 2x(x — Ly (£ %)) + 22 (L (15 x) — 1)]

esitsizligi elde edilir. Teoremdeki kosullarin kullanilmasiyla

IL,(f(t);x) —f()| < ¢
elde edilir. Buradan

lim max |L,(f(t);x) — f(x)| =0

n-o asxs<b

sonucu elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

{L,} lineer pozitif operatérler dizisi f € C[0,1] fonksiyonuna diizgiin yakisak

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul [0,1] de diizgiin olarak
L,(1;x) — 1
L,(t;x) — x
L, (t% x) — x?
yakinsamasinin olmasidir. Ayrica burada
}j_}%”l’n(li x) — 1||C[0,1] =0
ﬁijglolan(t; x) = xllcfo,13 =0
151'_{210||Ln(t22x) —x*|lcoa) =0
olur. Burada norm, aralik [0,1] kapali aralig1 oldugu igin
Ifllcro,1y = ()‘Efsxllf(x)l
olarak tamimlhidir. Yani, Vf € C[0,1] i¢in
Lim|Ln (f;2) = F()llejon = 0

dir.
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2.3 L, Normunda Yaklasim

D tiim reel eksen veya onun bir alt kiimesi olsun. X ise bu D kiimesi lizerinde
tanimli fonksiyonlardan olusan bir lineer normlu uzayr gostersin. Y € X olacak

sekilde X in bir alt uzay1 olsun. Her f € X i¢in
Lim |1 () = ¢ ()l = 0

olacak sekilde ¢, € Y bulunabiliyorsa Y ciimlesine X ciimlesinin yogun alt uzay1
denir. Yaklasim teoremlerinde ¢, nin yapisini belirlemek bu teorinin esas

amaclarindan biridir.

Yaklagim teorisinin esas problemlerinden ikincisi ise yaklasim hizinin bulunmasi

problemidir.
I () = pn()lx = an ve liman =0

ifadeleri ¢,(x) nin f(x) e yaklasim hizini belirtir. Bu hizi bulmak i¢in «,, i sifira
giden baska bir dizi ile karsilastirmak gerekir. Yani

0<a,<p,ve limpB,=0
n—>oco

ise a, nin [, den daha hizli sifira gittigini gosterir. Fonksiyon uzaylarinda £,
dizisi f fonksiyonunun siireklilik modiilii ile baglantili olarak incelenebilir. Ciinkii
f  fonksiyonunun siireklilik modiili ~ w(d,f) ifadesi sifira yakinsayan bir

fonksiyondur.
Teorem 2.3.1

f,la,b] kapali araliginda siirekli bir fonksiyon oldugunda derecesi n den biiyiik

olmayan 6yle bir P,(x) polinomlar dizisi vardir ki bu araligin her noktasinda
lim B,(x) = f(x) = lim max|P,(x) — f(x)| =0
n—oo n—oo asxs<b

esitliginin saglanmasi1 B,(x) in f(x) e diizglin yakinsakligin1 gosterir [12].
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Teorem 2.3.2 (Bernstein Operatorii i¢cin \Voronovskaya Teoremi)

B,:C[0,1] - C[0,1], f € C[0,1] ve her x € [0,1] i¢in

n

B, (f;x) = z f (%) (Z) xk(1 = x)nk

k=0
bi¢iminde tanimlanan ifadeye f  fonksiyonunun n —inci (n € N) Bernstein

polinomu denir [17,18].

Eger f, [0,1] araligi iizerinde ikinci basamaktan tiirevlenebilir bir fonksiyon ise, o
taktirde bir B, (f,x) Bernstein operatérii igin x € [0,1] olmak tizere

1 —_
Lim n[f (x) = Bo(f, )] = —gf”(@

dir [19].
Teorem 2.3.3 (Ortalama Deger Teoremi)

[a, b] araliginda tiirevi sinirli ise yani x € [a, b] i¢in |f'(x)| < ¢ ise bu taktirde
f@—-f&x)=f(Dz-x), a<{<b
lf @) = fl=1f" (D= =1f"(D].|z—x|
< swlf' @1z x|
<clz—x|

olur.

2.4 Bessel Diferensiyel Denklemi ve Bessel Fonksiyonlari

2.4.1 Bessel Diferensiyel Denkleminin Coziimii

k reel bir sabit olmak iizere

x2y" +xy' + (x2 —k?)y =0 (2.8)
denklemine k-ymci basamaktan Bessel diferensiyel denklemi denir. x =0 bu
denklemin bir diizgiin aykir1 noktasidir. Frobenius yontemini uygulayarak x =0
noktasi komsulugunda Bessel denkleminin ¢6ziimlerini arayalim. a, # 0 olmak

luzere

16



y = Y(x;m) = xm(ao + alx + a2x2 + oo + anxn + ”.)

oo

= z Apx™FT (2.9)

n=0

Frobenius serisi ifadesini ve

(m + n)a,x™tn1

‘<~
I
s

0

S
Il

II

Nk

(m+n)(m+n—Da,xm "2
0

S
Il

tiirev serilerini (2.8) denkleminde yerlerine yazarsak,

09] o

x? Z(m +n)(m+n—1)a,x™" 2% +x Z(m + n)a,xm*tn-1

n=0 n=0
+(x? — k?) z a,x™t =0
n=0
elde edilir. Gerekli indis kaydirma ve sadelestirme islemlerini yaparsak
(m? — kHayx™ + [(m + 1)? — k?]a;x™*?!

+ Z{[(m +n)? —k?la, + a,_,}x™" =0 (2.10)

esitligini elde ederiz. ay # 0 oldugundan (2.10) esitligi
m? —k?=0 (2.11)

alinmasim1 gerektirir. Indisel denklem olarak bilinen bu denklemin m = +k

koklerine karsilik a; teriminin katsayisi sifir olmadigindan a; =0 almamiz

gerekmektedir. Diger katsayilar1 ise x™*™ nin katsayisini sifira esitledigimiz zaman
ortaya ¢ikan
[((m+n)?-k%la,+a,_ ,=0 , n=>2 (2.12)

17



indirgeme formiilii yardimi ile bulabiliriz. Once (2.12) bagmtisin1 asagidaki gibi

yazalim:

1
 (m+n)2— k2 n-2 ’

a, = n>2 (2.13)

a; = 0 olmast (2.13) geregince tek indisli tiim katsayilarin sifir oldugu sonucunu

verir. Yani,
A1 =03 = A5 = cov e e =ay;1 =0 ; n=012,..

dir. O halde (2.9) Frobenius serisinde sadece ¢ift indisli katsayilar bulunacaktir.
(2.13) esitliginde n ye siraile 2,4,6...... ,2p degerlerini vererek elde ettigimiz
esitlikleri taraf tarafa carparsak

(-1

A2p = [(m +2)2 — k2] [(m + 4)%2 — k2] ... ... [(m + 2p)? — k2] ag (2.14)

bagintisini buluruz. Boylece,

Y(x,m) = aoxm{l + i T — (2_1_)p2 - (2.15)
£i[m+2)? = k2] [om + 2 = k2] ... [Gm +2p)? = k7]
fonksiyonu
x2Y" + xY' + (x? — k?)Y = (m? — k?) qpx™
denklemini saglar. Simdi, indisel denklemin kdkleri olan my; = k ve m, = —k igin

Y(x,my) veY(x,m;,) ¢oziim fonksiyonlarini bulalim.

(2.8) Bessel denkleminde k? bulundugundan k > 0 kabul edebiliriz. k >0

kabul edelim ve m; = k kokiinii goziiniine alalim. (2.15) de
(m+2p)?—k?=(m-k+2p)(m+k+2p)

oldugunu gézoniinde tutarak m = k yazarsak

i - (-1
V(oK) = apx* 1+ pz P G+ DK+ D kD)

(2.16)
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esitligini elde ederiz. Diger taraftan Gamma fonksiyonunun bilinen 6zelliklerinden

dolay1
rk+p+1)=(k+prk+p) =Ck+p)k+p—Drk+p—-1)
=(k+p)k+p—1)....ck+Drk+1)

oldugundan (2.16) ifadesini biraz daha kisa olarak

o (—1D)Payl'(k + 1)

22rp' 'k +p + 1)
p=0

2p+k

Y(xrk) =Y =

seklinde yazilabiliriz. Bessel denkleminin bir ¢6ziimii olan bu ifadede a, keyfi
sabiti yerine

1
% =0k + D

Ozel degerini alarak elde ettigimiz Y (x, k) = y; fonksiyonuna k-ymnci basamaktan

birinci tiir Bessel fonksiyonu denir ve

> (-1)P s k42D
Jie(x) =Zp!1"(k+p+1) (E) (2.17)
p=0

olarak gosterilir. k mnin pozitif tamsayr olmast halinde I'(k+p + 1) = (k +p)!
oldugundan (2.17) ifadesi
> (=1)P  jx\k+2p
=) —— (= 2.1
Ji®) Zp!(k—i—p)!(Z) (2.18)

p=0

seklinde olur. (2.17) ve (2.18) serilerinin x in her sonlu degeri igin yakinsak

olduklar1 kolayca goriilebilir.

Simdi de indisel denklemin ikinci kokii olan m, = —k y1 g6z Oniine alalim ve

J_x(x) Bessel fonksiyonunu tanimlayalim. (2.15) de m = —k yazarsak

_ N (—DPa, —k+
V0o =l = Z 2Pl (1- )2 k) . (p— k) o

p=0

olur. Burada yine
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1
Qg

2k (1 — k)
alarak
~ = (—1)P s 2P—K
Jor () = ;)p!F(—k+p+ S (E) (2.19)

esitligini elde ederiz. k nin negatif bir tamsay1 olmasi halinde
Ir'—k+p+1)=((p-—-k)!

yazilabildiginden (2.19) daki J_,(x) fonksiyonlarin

Ji(x) = Z p!((;—l_)pk)! (g)zp_k (2.20)

p=0

seklinde yazabiliriz. (2.17) ve (2.19) serilerinden goriildiigii gibi, k bir tamsayi
olmadikga bu serilerin olusturdugu J,(x) ve J_p(x) fonksiyonlar1 x = 0 noktasi
hari¢ x in her sonlu degeri i¢in yakinsak ve birbirinden bagimsiz iki ¢oziim verirler.
Bu durumda A ve B Kkeyfi sabitler olmak tizere, Bessel diferensiyel denkleminin
genel ¢oziimii

y=AJk(x) + B]_;(x), kel

olacaktir [9]. k=0 olmast halindeki J,(x) sifirinci basamaktan Bessel

fonksiyonunun ifadesi

Jo(x) = (2.21)
olur. (2.18) ve (2.20) serilerinden goriilyor ki, k nin negatif bir tamsay1 olmasi
halinde J,(x), k nin pozitif bir tamsay1 olmasi halinde ise J_j(x) taniml degildir.
Cunki

I'k+p+1)=((p-—-k)!

ifadesi p =0,1,2, ....,(k — 1) i¢in sonsuzdur. Yani, k nin tamsay1 olmasi halinde
Ji(x) ve J_p(x) in serileri bastan itibaren p = 0,1,2,....,(k —1) i¢in tanimsiz
olabilirler. Paydasi sonsuz olan bu terimler yerine sifir alinabileceginden seri p = k

dan baglatilabilir. Ornegin, k nin pozitif bir tamsay1 olmas1 halinde
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> (—=1)P 2p—k
Jo G0 = Zk—p! o= (3)
o

= ( 1)p+k x 2p+k

p+ k)p'

= (=" (x)

dir. Goriildiigii gibi k mnmn bir tamsayr olmasi halinde [, (x) ve J_p(x)

fonksiyonlar1 tanimli ve yakinsaktir. Ancak lineer bagimsiz olmayip

J_ () = (=D* (), keZ

bagintisi ile birbirine baglidirlar [9]. Bu durumda

y = AJp(x) + BJ_(x) = [A + (=1)*B]Ji(x) = CJ(x)

tek keyfi sabitli ¢oziim Bessel denkleminin genel ¢oziimii olamaz. Oyle ise k € Z

icin ikinci bir lineer bagimsiz ¢oziimiin tanimlanmasina ihtiyag¢ vardir.

2.4.2 Tkinci Tiir Bessel Fonksiyonu

k mnin bir tamsay1 olmasi halinde Bessel diferensiyel denkleminin genel ¢oziimiiniin
dogrudan dogruya elde edilemeyecegini gordiik. Boyle bir durumda J,(x) den
bagimsiz olan baska bir ¢oziim fonksiyonu tanimlama yoluna gidilmistir. Bu

fonksiyon,

cos(km) ], (x) — J_1(x)
sin(km) ’

V(%) = 0<x<o (2.22)

seklinde tanimlanmis olup, k-yinct basamaktan ikinci tiir Bessel fonksiyonu adim
alir. k bir tamsay: degilse Y;(x) in Bessel denkleminin bir ¢oziimii oldugu agiktir.

Eger k bir tamsay1 ise Y, (x) belirsizdir. Bu durumda Y, (x) fonksiyonu,

cos(vm)f, (x) — J_, (%)

sin(vm)

Y, (x) = 11)1_1)1}1{ , kel

olarak tanimlanir.
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Sonug olarak, herhangi bir k reel sayisi i¢in Bessel diferensiyel denkleminin genel

¢Oziimii

y = Al (x) + BY;(x)

dir. Burada A ve B keyfi sabitlerdir.

2.4.3 Baz Ozel Bessel Fonksiyonlari

Jo(x) ve Ji(x) fonksiyonlari uygulamalarda sik¢a karsilasilan iki fonksiyon olup,

Ji(x) intanim bagintisinda k = 0 ve k = 1 alinarak asagidaki gibi elde edilirler:

p=0
. x2+ 1 x* 1 x6+ (1) 1 x2p+
2t 2z 2F T B2z ()2 229
> (=1)P xy\2P+1
=3
pl(p+1)\2
p=0
x 1 x3 1 x° (=1)P x?pt1
- .3 + .
2 112123 213125 p!(p+1)!22p+1

Bu iki fonksiyondan birincisinin tiirevinin ters isaretle ikinciyi verdigini kolayca

gorebiliriz. Yani,

d —
—Jo(0) = ~/1(x)
dir.

Jo(x) =0 ve Ji(x) =0 denklemlerinin kokleri, bir kuvvet serisinin sifira
esitlenmesiyle elde edilen denklemin kokleri olup, bu koklerinin incelenmesi, yani
varligl ya da yoklugu, varsa reel ya da kompleksligi hakkinda bilgi edinmek oldukc¢a
zor bir problemdir. Boyle olmakla birlikte Sturm teorisi yardimiyla bu denklemlerin

kokleri incelenmis ve her birinin sonsuz sayida kdke sahip olduklar1 gosterilmistir.
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Sekil 2.1. J,(x) Bessel Fonksiyonlari

Sekil 2.4.1 de bu denklemlerin kdklerinin dagilimlar goriilmektedir.

Bu grafige gore Jo(x) =0 ve J;(x) =0 denklemlerinin koklerinin hepsinin reel
oldugu anlasilmaktadir. Ayrica ispat edilmistir ki, bu denklemlerden her birinin
ardisik iki kokii arasindaki fark, bu kokler biiyiidilkge m sayisina yaklasir. Bu
ozelliginden dolayr Jy(x) ve J;(x) fonksiyonlarina hemen hemen periyodik

fonksiyon denilmektedir.

Ozel Bessel fonksiyonlarindan diger ikisi de Ji(x) ve J 1(x) olup, bunlar
2 2

elemanter fonksiyonlar cinsinden ifade edilebilirler. Gergekten, (2.17) esitliginde

k= % ve k = —% konulmasiyla,
oy =y 5y
1 = e
2 — pI T (P + E) 2
p=0 2

2 s (—1)P2prtt X 2D+1
~ |nx Z)p! 135..(2p + 1) (E)
p:
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Coren 2
j;z 2p + 1)! _j; simx

ve

2 i (=1)P2P (x)ZP
X Op!1.3.5 ~(Cp—=1)\2
p:

Z (=DPx?? |2
X (2p)!  |mx P
olarak elde edilirler. Yukaridaki islemler sirasinda kullanilan bazi kisaltmalar asagida

verilmistir.

123..2p)2p+1)  (p+1)!
2.4.6 ...(2p) - 2pp!

"(p+3)=(r+)rlr+a)
=(+3) (-3 (-2 -G ErG)

@+ DEp-1D(2p-3)...3.1

135..2p+1) =

2p+1 \/E
(2p + 1)! (2p +1)!
=2 prav VT = g VT

Ji(x) ve J i(x) fonksiyonlarmin yukaridaki ifadelerinden goriilmektedir ki, bu
2 2

fonksiyonlar

2
JAax) + )% 1(x) = —
2 2 X

bagintisini saglar [9].
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2.4.4 Rekiirans Bagintilari

Birinci tiir Bessel fonksiyonu olarak verdigimiz ve (2.17) ile gosterdigimiz

- (-1)" xs k+2n
Jie(0) = Z nT(n+k+1) (E)

n=0

serisinden hareketle Bessel fonksiyonlar1 arasinda ¢ok degisik rekiirans bagintilari

elde edilmektedir. Bunlardan 6nemli bazilarini asagidaki teoremlerde verelim:
Teorem 2.4.1

k ve p reel sabitler olmak tizere J,(x) Bessel fonksiyonu asagidaki bagmtilart

gercekler:

8) =[x (px)] = px* iy (px) | (2.23)
b) =[x~ [ (Px)] = —px 1 (px) . (224)
Ispat

Bessel fonksiyonunun (2.17) ile verdigimiz serisinde x yerine px alarak elde

ettigimiz

- (—1)" pacy 2tk
Jiepx) = Z W+ k+1) (7)

n=0

serisinden hareket edecegiz.

- (—1)" pxy\2Zn+k
@) xi(px) = Z nlrn+k+1) (7) 2

n=0

_ Z =" (E)2n+k 5 2(+K)
nl'n+k+1)\2

n=0

olup, her iki tarafin tiirevi alinirsa
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d B - (—1)" py 2Ntk
2 Tk p0] = Z nT(n+k+1) (E)

n=0

2(n + k)x2n+k)-1

_ i (—D"2(n+k) (B)2n+k 2n+zk=1
- nn+k)(n+k)\2

n=0

> (-D)" 2n+k-1
=Z‘.n!l”(n+k) (pZ_x) xp

n=0

~ - (-D)" py 20+ (k=1)
- pXRnZ;n!F(n+ k-1 +1) (7)

= ka]k—1(Px)

elde edilir ki, bu istenilendir.

(_1)71 (px)2n+k

nrn+k+n2/) %

b) x M) = )

n=0

- (-1)" ek
:anmkﬂ)@ x

n=0

olup, her iki tarafin tiirevi alinirsa

(_1)71 (p)2n+k

T 2n-1
WT(n+k+1)\2 (2n)x

d o0
— 0] = )

n=0

® (_1)np p 2n+k—1 _
:;(n—1)!r(n+k+1)(i) x

< (-1)" 2n+k—1
= px ";(n— DIT(n+k+1) (%)

oo

y (—)ntt pxy 21 +k—1
—px Zn!r(n+k+2)(7)

n=0

26



Tk 0 (_1)71 px 2n+(k+1)
- P zn!r(n+ k+D+1) (7)

n=0
= =X i1 (px)
olur.
Teorem 2.4.2
Ji(x) Bessel fonksiyonu asagidaki rekiirans bagintilarin1 gergekler:
8) =[] = Pl (p2) — = Ji(px) |
b) < Ue@X)] = —Pliar(px) + = Ji(px)

0) =@ =L [eea @x) = Jiras (p2)]

d) Ji(@x) =2 Uk (%) + Jiea (0]
Ispat

a) Teorem 2.4.1.(a) dan ¢arpimin tiirevini agik yazarsak

d d
= [x¥ i (px)] = kx*"1J, (px) + x* = V(@]

= ka]k—1(Px)

olur. Bu esitliklerin ikinci ve iiglinciisiinden

d k
— e@O) = s () = < S (o)
elde ederiz ki, bu istenilen bagintidir.

b) Teorem 2.4.1.(b) den ¢arpimin tiirevini agik yazarsak

d d
= X Tl = —kx ™ i (px) + x7F [ (px)]

= _px_k]k+1 (px)

olur.
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Bu esitliklerin ikinci ve iiglinclisiinden

d k
Ix Uk(px)] = —pJi+1(px) + o Jx (px)

elde ederiz.

¢) Bu teoremin (a) ve (b) siklarinda verdigimiz (2.25) ve (2.26) esitliklerini taraf
tarafa toplayip ikiye bolersek

d p
x Uk (px)] = > Uk-1(x) = Jir1(px)]
esitligini elde ederiz.

d) Bu teoremin (b) ve (c) siklarinda verdigimiz (2.26) ve (2.27) esitliklerinin sol

taraflar1 ayn1 oldugundan, sag yanlarini esitlersek,

k
D S ) + = o) = S U1 (0) — Jira ()]

yazabiliriz. Buradan J,(px) i gozersek

Je@x) = Z- U1 03) + Jer ()]

elde ederiz ki, bu istenilendir.

2.45 Bessel Fonksiyonlarimin Diklik Ozelligi ve Normu

Teorem 2.4.3
a reel bir sabit olmak tizere u = J, (ax) fonksiyonu

x2u" +xu' + (a®x? = kPHu =10

denklemini saglar [9].
Ispat
u = Ji(ax) = u' = af,'(ax), u' = a?J," (ax) olacaklarindan,

x2u" + xu' + (a?x? — kPu = (ax)?]," (ax) + (ax)],' (ax) + [(ax)? — k?] Jp(ax) =0
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elde edilir. J, fonksiyonu k — yinc1 basamaktan Bessel fonksiyonu olup, (ax)
argimentine gére k —ymnc1 basamaktan Bessel diferensiyel denklemi

saglanmaktadir.

Teorem 2.4.4

Qq, Ay, ... Ay, .. ler [ (@) = 0 denkleminin pozitif kokleri olmak {izere,
() = Vx Jy(anx) , n=12,..

fonksiyonlar1 (0,1) araliginda dik bir sistem teskil ederler [9].

Ispat

Teoremin ispati igin

1

o) = [ Fn a0 = [ Wam)(@nIdx =0, m=n
0

0

ortogonallik bagintisini sagladigin1 gostermeliyiz. Simdi bunun saglandigini gorelim.
u = Jy(ax), v =J(Bx) dersek, Teorem 2.4.3 ten dolayi,

x2u" +xu' + (a?x? = kPHu =0

x2v" +xv' + (B*x2 = kv =0

ya da tiim terimlerin x ile bdliinmesiyle elde edilen

2
iz ! z_k_ _
xu'+u +x|a 22 u=20

kZ
17 ! 2 —
xv +v +x<ﬁ ——x2>v—0

esitlikleri saglanir. Bu iki esitlikten birincisini v ile ikincisini u ile ¢arptiktan sonra
elde edilenleri taraf tarafa gikarirsak,

x(uv” —vu") + (wv’' —vu') + x(B? — a®PH)uv =0

ya da
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4 [x(uv' —vu")] + (B? — a®)xuv = 0
dx -

bulunur. Bu ifadenin [0,1] araliginda integralini alirsak,

1
(B? — a?) f xuvdx = —x(uv’ —vu')|}

0
=x(vu' —uv)|}

olur. u' = aj'(ax), v' = BJi'(Bx) olduklarmi dikkate aldigimizda yukaridaki
esitligi

1
(B? —a?) f xJi(ax) Je(Bx)dx = afi'(@)]k(B) = Bli' (B (@) (2.29)
0

seklinde yazabiliriz. Bu bagintida a =a,,, f =a, segip ve© m#*n i¢in
am? — ap? # 0 olacagm ve de Ji(a,,) =0, Jix(a,) =0 olduklarini gézoniinde

tutarsak istenilen sonucu elde ederiz. Yani,

1

f (@) Ji (tn)dx =

0

amjk,(am) ]k(an) - an]k,(an) ]k(am) —

an? — ay,?

0

olur.
Teorem 2.4.5

Jk (@) = 0 olmak iizere f,(x) = vx Ji(a,x) lerin normu

1

Ifnll = 7

]k+1 (an)

ile verilir [9].
Ispat

Teorem 2.4.4 de elde ettigimiz (2.29) bagintisinin her iki tarafinin § ya gore tiirevini

alirsak
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1
d

B ) xJi (ax) Ji (Bx)dx

1
28 f (@) Jx(Bx)dx + (B2 — a?)
0

= afi' (@) Ji'(B) = BJi." (B) Ji(a) — Ji' (B) Ji ()
olur. Bu esitlikte B = a = a,, koyup ve Ji(a,) = 0 oldugunu dikkate alirsak

1

1
J.x[]k(anx)]zdx = ﬁ{an[/k’(an)]z - an]k”(an) ]k(an) _]k,(an) ]k(an)}

0

— 1 U 2
- E []k (an)]

seklini alir. Diger taraftan, (2.26) ile verdigimiz

d k
- Uk (px)] = —pJi+1(px) + pr Tk (px)

rekiirans bagintisinda p =1, x = a, alip ve Jy(a,) =0 oldugunu gbézoniinde

tutarsak

]I’c (@n) = —Jik+1(an)
oldugunu goriiriiz. Bu degeri yukarida yerine koyarsak

1

1
[ U@ dx =5 Ui (@? (230)

0

elde ederiz. Buradan goriiliiyor ki, f,(x) = Vx J(a,x) fonksiyonlarinin ||f,]|l

normu

1

1l = [ f2@rdx = [[VE @] dx = [ x Ul Pax = 3 J?@)
0 0

0
den
1

Ifall = 7

]k+1 (an)

olarak bulunur.
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2.4.6 Bessel Serileri

Belirli kosullart saglayan bir f(x) fonksiyonu bir Sturm-Liouville sisteminin
ozfonksiyonlar1 cinsinden seriye acilabilmektedir. (0,a) araliginda Bessel
diferensiyel denklemi ile olusturulan bir aykir1 Sturm-Liouville sisteminin
ozfonksiyonlart i (x) Bessel fonksiyonlari olup, herhangi bir f(x) fonksiyonu bu

fonksiyonlar cinsinden seriye agilabilmektedir.

[0,1] araliginda siirekli ve de bu aralikta sonlu sayida ekstremuma sahip bulunan bir

f(x) fonksiyonu, k — yinci1 basamaktan Bessel fonksiyonlari cinsinden

) =) Anfelan) (231

seklinde bir seriye agilabilir. Burada a,, ler /i (a) = 0 denkleminin pozitif koklerine
karsilik gelmektedir. A,, katsayilarinin bulunmasi i¢in (2.31) esitliginde her iki yan

xJi (a,x) ile carptiktan sonra [0,1] araliginda integral alalim.

jf(x)x]k(amx)dx = j ZAn]k(anx)] x]k(amx)dx
0 0 tn=1

1

o0 1
— [ WP @nddx + Y A [ 2t iam)dx

0
n+m

olur. Teorem 2.4.4 ve Teorem 2.4.5 in sonuglarini kullanirsak,

1 1

[ 4 @amIdx = A [ 31 @ma)dn

0 0

1 2
= Am 5 k1 (am)

olur. m yerine n olarak A, Bessel katsayilarini

n

= ( ) j xf () (@nx)dx (232)
k+1 n

olarak buluruz.
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Ornek 2.4.1: a, ler J,(a«) = 0 denkleminin pozitif kokleri olmak iizere f(x) = 1

fonksiyonu i¢in

) = Anfo(@n®)

seklinde bir a¢ilim elde edeniz ve bu agilimdan yararlanarak

o

z an]ll(an) B %

n=1
oldugunu gosteriniz.

Coziim: Bessel katsayilarinin (2.32) formiiliinden

1
= —— [ (@)
= ——— | xJo(a,x)dx

EVECHE S

olur. Ikinci yandaki integralin hesabu icin, (2.23) deki

d
i [xk]k (px)] = ka]k—1(Px)

rekiirans bagitisinda k = 1, p = a,, alirsak

1d
xJo(anx) = ———[xJ; (anx)]

a, dx
olur. O halde
1
s f 2= (@)l
2
= m?(h(%?é)l%
2 2
= mh(%) aNACH)
dir.
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Boylece istenilen seri

—1—oo 2 0<x<1
f(x) = _;Wjo(anx)r <x<

olur. J,(0)=1ve 0<x<1 igin f(x) =1 oldugundan, x = 0 igin

o 2 SR
fO=1=) 3@ =2 ) ara

den

[0e]

1 _ 1
Z anJi(ay) 2

n=1

elde ederiz.

Ornek 2.42: «a, ler Jo(a) =0 denkleminin pozitif kokleri olduguna gére,
flx) = —%lnx fonksiyonunu sifirinci basamaktan Bessel fonksiyonlar1 cinsinden

seriye aciniz.

Coziim:
FG) = ) Anolan)

serisi i¢in A,, Bessel katsayilar1

A, =]12(26¥n) Oj (—%ln x) xJo(apx)dx

olur. ikinci yandaki integralin hesabi igin (2.23) deki

d
= [k (px)] = px*J)e—1(px)

rekiirans bagintisinda k = 1, p = a,, alalim. Bu taktirde

1d
Ko@) = — =[x (@]

olur.
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Bu degeri yukaridaki integralde yerine koyup kismi integrasyon uygularsak

o= = f (n) [ (@)l

e noh @l - f J1 (@nx)dx
an]lz(an) " ° 0 "

= —)jjl(anx)dx

an]l

esitligini elde ederiz. Simdi de (2.23) deki

d
i [x %] (px)] = —px ™[44 (px)

rekiirans bagintisinda k = 0, p = «,, alalim. Bu taktirde

jl(anx) - _(X__ []O(anx)]

olacagindan

Ay =—a—(-=) fl = o)l
0

an]lz(an) C(n
— 1 1
= —mlo(anx)lo
 Uo(a) = Jo(0)}
e — a i
anzjlz(an) ° " °
_ 1
) ()

buluruz. Boylece istenilen seri,

1 - a,X
—=lnx = M , 0<x<1
2 (anjl (an)

n=1

olur.
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2.4.7 Bessel Fonksiyonunun Degisik Tipleri

x2y" +xy'+ (x2 —k?)y =0

Bessel diferensiyel denkleminin iki lineer bagimsiz ¢ézliimiiniin

= (-=1)P N
St = Z pTk+p+1) (E)

p=0

cosvrrf, (x) = J-v (%)

sinvm

Y, (x) = lim
v-k
olduklarini (2.17) ve (2.22) de gordiik. J,(x) ve Y (x) ler sirasiyla birinci ve iKinci

tiir Bessel fonksiyonu olarak ifade edilmektedir. Y, (x) lere Weber fonksiyonu da

denilmektedir.

Bessel fonksiyonlariin bazi 6zel tiplerinden biri olan Modifie Bessel fonksiyonlarini

inceleyelim.

2.4.7.1 Modifie Bessel Fonksiyonlar:

x2y" +xy' —(x2+k?)Dy=0 (2.33)

denklemine k-ymci basamaktan Modifie Bessel Denklemi denir. Bu denklemi x =
0 diizgiin aykir1 noktast komsulugunda Frobenius Yontemi ile ¢ozdiigiimiizde,
indisel denklemin kokleri m; =k, m, = —k olup, m; =k ya karsilik gelen

¢Ozlim,
I(x) = i ! (;)mp (2.34)

Lip!T(k+p+1)

olarak elde edilir. I;(x) fonksiyonuna birinci tiir Modifie Bessel Fonksiyonu denir.

Modifie Bessel denkleminde

t =ix, (i=v-1)
degisken degistirmesini yaparsak,
d? d
t2 y+t—y+(t2—k2)y=0

dtz © Cdt
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k—ymc1 basamaktan Bessel diferensiyel denklemini elde ederiz. Bu ozellik bize
Bessel fonksiyonlari ile modifie Bessel fonksiyonlar1 arasinda asagidaki esitliklerin

var oldugunu ifade eder.

R T Gt O L £
St = Jieix) = ;p!r(k Tp+1) (?)
@ 1 k+2p
) 6
p_op!F(k-i-p-i-l) 2
= i*I (x)
ya da
I (x) = i7" (ix) (2.35)
dir. k nin bir tamsay1 olmamasi halinde
> 1 x\ 2D~k
I (x) = Z)p!F(_k v 3) (2.36)
p:

fonksiyonu modifie Bessel denkleminin ikinci lineer bagimsiz ¢6ziimii olur. Bu
fonksiyon x = 0 i¢in sonsuz olmaktadir. Genel olarak, k-yinct basamaktan 2.tir
modifie Bessel fonksiyonu

g (x) — L (x)

Ke()=5————— k&L (2.37)

olarak verilmektedir. k nin bir n tamsayist olmasi halinde bu ¢dziim
K,(x) = Il{im K,(x), n€eLZ (2.38)
-n

olarak tanimlanmaktadir. Modifie Bessel denkleminin genel ¢oziimii, k bir tamsayi

olmadig1 zaman

y = 1l (x) + a1y (x)
olarak ve k bir tamsayi1 oldugu zaman da

y = ¢l (x) + c;Kp (x)
olarak verilir.
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2.4.8 Dogurucu Fonksiyonlar

F(x, t) iki degiskenli fonksiyonu degiskenlerinden birine gore

F(x,t) = 2 .00t (2.39)

seklinde bir Taylor serisine agilmis olsun. Boyle bir durumda F(x,t) fonksiyonuna
{fn(x)},n=0,1,2... fonksiyonlan i¢in dogurucu fonksiyon denir. (2.39) serisinin
tim x Ve t lerigin yakinsak olmasi gereckmez. [ belirli bir aralik ve r pozitif
bir sabit olmak iizere [t| <r ve x € igin yakinsak olmasi yeterlidir. Ortogonal
(dik) fonksiyon ailelerinin pek ¢ogunun dogurucu fonksiyonu bilinmektedir. Bu tip
ailelerin 6nemli baz1 6zelliklerinin ortaya ¢ikarilmasinda dogurucu fonksiyon biiyiik
rol oynar. Boyle Ozelliklerin varlifin1 gostermek i¢in asagidaki teoremlere ihtiyag

olacaktir.
Teorem 2.4.6

Bir f(u) fonksiyonu u = 0 da analitik ve onun kuvvet serisine a¢ilimi

f@ =) am, [ul <R (2.40)
n=0

olsun. z=0 da analitik ve g(0) = 0 olan bir fonksiyon da u = g(z) olsun.

Kabul edelim ki, g(z) nin a¢ilim1

g(2) = Z b,z™ , |z| <r (2.41)
n=0

dir ve |z| <r i¢in |g(z)| < R saglanir. Bu takdirde f(u) = f[g(2)] = F(2)

fonksiyonu da z = 0 da analitik ve

o)

F(z) = Z ez, lz] <7 (2.42)

n=0

acilimina sahiptir. Ayrica F(z) serisi, f(u) serisinde u yerine g(z) serisini
alarak da elde edilebilir [9].
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Simdi, x € [ igin t nin analitik bir F(x,t) fonksiyonunu géz oniine alalim.

F(x,t) = an(x)tn , ltl<r, x €l (2.43)
n=0
seriye ac¢iliminda yakinsaklik araligi igerisinde kuvvet serisinin tlirevi gegerli
kaldigindan
F(x,t)
ot Z nf,)t" 1t |t <r, x €1 (2.44)
n=1

yazilabilir. x degiskenine gore tlirevin varligini ise Teorem 2.4.7 de verecegiz.

Teorem 2.4.7

F(x,t) ve % fonksiyonlar1 x € [ i¢in t =0 da t nin analitik fonksiyonlari

olsunlar. Yani, bu fonksiyonlar |t| <r ve x €I igin

Fx,t) = Z .00t (2.45)
n=0
aF (x, =
=0 nZOgn(x)tn (2.46)

acilimlarina sahip olsunlar. Ayrica, kabul edelim ki, |t| <r ve x €1 igin F(x,t)
fonksiyonunun her basamaktan kismi tiirevleri siirekli olsunlar. O taktirde f, (x)

tiirevi vardir ve x € I i¢in g,(x) =f, (x) , (m=0,1,2,..) dir[9].
Ispat
F(x,t) nin kismi tiirevlerinin stirekliligi

0™IF (x,t) B 0™IF (x,t) _
oxiat) —  adtiax)

i,j=012,..

karmasgik tlirevlerinin esitligini garanti eder. (2.45) esitiliginden

o (2.47)

£ G0 = _IB”F(x t)l

39



ve (2.46) esitliginden

1 [0 1F(x,t)
9n(0) =3 [W (2.48)
t=0
yazabiliriz. Béylece (2.47) ve (2.48) den f,'(x) tiirevi
, 1 0 |[0™F(x,t) 1 [0™1F (x,t)
S =5z o ~ | atrox = ()
t=0 t=0
olarak bulunur.
2.4.9 Bessel Fonksiyonlari icin Dogurucu Fonksiyon
Teorem 2.4.8
x reel ve pozitif, t kompleks bir degiskeni gostermek iizere,
(2.49)

x(, 1
eE(t_?)z Z]n(x)t”;x>0, teC,t+#0

n=—oo

dir. Yani
x,t) = exp > .

fonksiyonu tam basamaktan Bessel fonksiyonlar1 i¢in dogurucu fonksiyondur [9].

ispat
E( _1) xt _x
F(x,t):ez t)] = eze 2t
_ i 1 (Xt)mi 1( X)k
B mi\2 kI\ 2t
m=0 k=0
[ee] (o] k
PPN O N
k!'m! \2
k=0m=0
yazabiliriz.



Bu esitlikte m — k = n alarak, F(x,t) fonksiyonunu
2k+n

(-1
F(x, t)_ZZk'(rH-k)' x) t"

seklinde ifade edebiliriz. (k,m) indis giftlerinin m — k = n doniisiimii ile (k,n)

indis ciftlerine nasil dontstiigii Sekil 2.4.2 de goriilmektedir.

m n
N . N .
4 4
3 m—k:n 3
n»—‘——} —_— ﬂy—‘——}
1 1
0 1 2 3 4;k- [1] 1 |2 3 4>k
_1_.
_2_.
0<k< oo, keZ |
0<=<m < oo, mezZ -4T \
n=-—k
0 =<k < oo, kel
—k <n < oo, ner

Sekil 2.2. Indis ¢iftlerinin déniisiimii

Bu doniisiim yardimiyla yukaridaki F(x,t) esitligini

F(x,0) = ex(td) -,
w -1 C(=DF 1)k x 2k+n e (=1)F x 2kt
:kZan '(n+k)' ,ZZ k! (n+k)!\2 ) t
= y (-1 x 2k+n AN (—1)* x 2k+n n
_nzoo Zn""'(””‘)' +,Z=O,;k'(n+k)l 2

seklinde yazabiliriz. n > 0 igin t™ nin katsayilar1
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(_1)k 2k+n
&

AR k0 m= 012

olmaktadir.

n € Z~ ise o takdirde m = —n konumu ile t" nin katsayis1 yine,

( 1)k x 2k+n ( 1)k x 2k—-m
Z k'(n+k)' Zk'(k m)! \2 )

(D)™ oy zieem
i (ke +m)! k! \2

= (=D™n()

= (=D _pn(x)

= Jn(x)
olarak elde edilir.

Bulunan bu esitlikleri (2.50) te yerine yazarsak

Fo ) = el Z Jn(x)t"+z/n(x)tn— Z Jn ()"

n=-—oco n=-o

bulunur.

2.5 Ln(“) (x) Genellestirilmis Laguerre Polinomlar: ve Ozellikleri

a > —1 olmak tizere (0,00) arahiginda p(x) = x%e™

agirlik fonksiyonuna gore
ortogonal olan Ln(“) (x) genellestirilmis Laguerre polinomlar1 asagidaki sekilde

ifade edilmektedir:

n xk

®,(x) = L, @ (x) = Z( ne("F + Z) — ., (1=0123,..) . (2.51)

k=0
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L,““(x) Laguerre polinomlarmin ilk birkagi;
P =1,
L(la)(x) =—x+a+1,

2
L (x) = % P G 2)2(“ D

x3 (@+3)x? (a+2)(@a+3)x (a+D(a+2)(a+3
Oy =, @D @D+ Pr @+ D@+ D@+3).

6 2 2 6
19 () = xt B(at+4) N (@+3)(a+Dx* (a+2)(a+3)(a+4)

4 24 6 4 6
(a+D(a+2)(a+3)(a+4)
+
24
dir.
Ln(“) (x) genellestirilmis Laguerre polinomlarinin baslangi¢ teriminin katsayisi
="
n!

dir.
L, P (x) genellestirilmis Laguerre polinomlarmm sabit terimi 0 oldugunda,
n n F'a+1)
dir.
a =0 06zel halindeki Ln(“) (x) = L,(x) Laguerrre polinomlarinin ilk birkaginin
acik ifadesi asagidaki gibidir;
Lo(x) =1,

Ll(x)=1—x,

1
L,(x) = 1—2x+§x2,

3 1
Ly(x) =1—-3x+=x?—=x3,

2 6
L (x)=1—4x+3xz—zx3+ix4
* 3 247
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Kapali sekli ise

k i
) = 37 ()

i=0
dir.

Bunu kullanarak her bir k > 1 igin asagidaki esitlik gosterilebilir:

1
L () = 7 (@k + 1= 0L(0) = kL1 ()

2.5.1 Laguerre Diferensiyel Denklemi

Teorem 2.5.1
Ln(“) (x) genellestirilmis Laguerre polinomlari,

xy" +(a+1—x)y'+ny=0 (2.52)
Laguerre diferensiyel denklemini saglar [15].

Ispat
d 1,- ( )
— [x“+ e —L,'% (x)] (2.53)

(2.53) ifadesinin tiirevini alip agik olarak yazarsak,

d d d?
(Of + 1)xae_xal,n(a)(x) — a+1 -Xx d — (a)(x) + xa+1 -X d — — (a)(x)
d2
=x%e[(a+1- x) o 2P0 + X zk (a)(x)l (2.54)

elde ederiz. Koseli parantez i¢indeki ifade n. dereceden bir polinom oldugundan,
d d? -
(@+1—x) aLn("ﬂ (x) + xwLn(“) (x) = Z a;L; % (x) (2.55)

i=1

olarak yazilabilir.
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(2.55) esitligini (2.54) de yerine yazarsak (2.54) esitligi

n

d d
| +1e‘xaLn(“)(x)] = x“e‘xz a;L; P (x) (2.56)

i=1

halini alir. Burada a; leri elde etmek igin (2.56) esitliginin her iki tarafini L;‘® (x)
ile garpip ve (0, ) araliginda integralini alirsak

(o) a+l,-x (a)
f L' (x) - [x e — L, (x)] dx
0

(o]

n
= ajf x“e‘x[Lj(“)(x)]de +2aif x“e‘ij(“)(x)Li(“)(x)dx
=1

0

(0]

0
i+j

olarak bulunur. Sag taraftaki esitligin ikinci tarafi, L,"Y (x) Laguerre polinomlari
ortogonal oldugundan 0 dir. Buradan da

d d [
fLf(“)(x)a[x““e‘xaLn(“)(x)] a5 “J‘f xe™ (1, @ )] dx (2.57)
0 0

elde edilir. (2.57) esitliginde j yerine i yazip ve a; Vi yalniz birakip denklemi

diizenlersek
oo d _ d
Jy Li(“)(x)a[x““e xaLn(“)(x)] dx 258)
a; = - 3 .
Jy x“e‘x[Li(“)(x)] dx
olur. (2.58) esitliginin payin1 [ olarak gosterirsek
@y L[ ar1,x %, @
=1L (x)a x%le aLn ()| dx (2.59)

0

olarak yazilacaktir. (2.59) dau = L;¥(x) ve

oo

d d
dv = f L) P [x““e‘xaLn(“) (x)] dx
0
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olarak iki kez kismi integrasyon uygulanirsa

[0e]

| = f L (“)(x)—[ at1 -xdiL (“)(x)] dx (2.60)

0

ele edilir. (2.60) esitliginde parantez icerisindeki ifadenin tiirevini alip diizenlersek

co

I=J. L, P (x)x%e~ I(a+1—x) L9 +x— @

L L, (x)l dx (2.61)

0
olur. (2.61) esitliginde parantez igindeki ifade i. dereceden bir polinom olup,
i

d a2
(@+1-0 =L@ + x5 L@ = ) al @)
k=1

seklinde ifade edilebilir. Bu polinomlar i <n icin L, (x) ler ile ortogonaldir.
Yani i =0,1,2,3,...,n—1 i¢in [ =0 dir. Boylece (2.58) den dolay1
i=0123,...,n—1 i¢in a; =0 dir. Buradan da

(a+1-— x) —L D) +x— @ L, (x) = apl, @ (x) (2.62)

dx

elde edilir. Bu esitlikte Ln(“) (x) = y olarak gosterirsek

d
L) =y

ve

dZ
ELn(a) (x)=y

olur. Bunlari da (2.62) de yerlerine yazarsak
xy"+(@+1—x)y =ayy (2.63)

denklemi saglanir. a, Yibulmak i¢in, L, ®(x) in n - yinci dereceden bir polinom
oldugu ve (2.62) nin her iki yanindaki polinomlarda ayni dereceli terimlerin
katsayilarinin esit olmas1 gerektigi gerceginden hareket eder ve en yiiksek dereceli

terimleri, yani x™ lerin katsayilarin esitlersek a, = —n buluruz.
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Béylece (2.63) den L, ¥ (x) genellestirilmis Laguerre polinomlarinin saglandig1,
xy" +(@+1—x)y'+ny=0

Laguerre diferensiyel denklemi elde edilir.

2.5.2 Ln(“) (x) Genellestirilmis Laguerre Polinomlarimin Dikligi

Teorem 2.5.2

Ln(“)(x) genellestirilmis Laguerre polinomlari, @ > —1 olmak tizere [ = [0,00)

X

araliginda p(x) =x%e™* agirhkli fonksiyonuna gore ortogonal bir sistem

olustururlar. Yani,
j x%e~*, (@ (x)Lj(“) (x)dx =0, [ #j (2.64)
0

ortogonallik 6zelligi saglanmaktadir [15].
ispat
Ln(a) (x) genellestirilmis Laguerre polinomlarinin sagladig: diferensiyel denklem,
xD2L, 9 (x) + (¢ + 1 — x)DL, ¥ (x) + nL, P (x) = 0 (2.65)
seklindedir. Lm(“) (x) ler de bu denklemi saglayacagindan,
xD2L,, P (x) + (@ + 1 —x)DLp, @ (x) + L, P (x) =0 (2.66)

yazilabilir. (2.65) ve (2.66) esitliklerinin her iki yanlart x%e™ ile ¢arpilir ve

gerekli diizenlemeler yapilirsa,
D[x““e‘xDLn(“)(x)] +nx%*L, D (x)=0 , (2.67)

D[x** e *DL,, @ (x)] + mx®e~*L, @ (x) = 0 (2.68)
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denklemleri elde edilir. (2.67) esitligini L,,(P(x) ile (2.68) esitligini de

Ln(a) (x) ile garpip bulunan esitlikleri taraf tarafa gikarirsak,
(m —n)x%e~*L, P (x)L,,' ¥ (x)
— Lm(a) (x)D [xa+1e—xDLn(a) (x)] _ Ln(a) (x)D [xa+1e—xDLm(0l) (x)]
= D[x** e {L,, P ()DL, (x) — L, ()DL, (x)}] (2.69)

elde edilir. Bu esitligin her iki yanin1 (0, ) araliginda integre edersek,

oo

(m—n) = j x%e™*L, @ (x) L, @ (x)dx
0

=[x e (L, @ )DL, @ () — L, ()DL, @ (0)}] (2.70)

bulunur. Esitligin sag tarafi 0 olacagindan m # n igin,

f x%e~*L, @D ()L, @ (x)dx =0 (2.71)
0

bulunur. Buradan goriiliiyor ki Ln(“) (x) genellestirilmis Laguerre polinomlari

(0,00) da p(x) =x%e™ agirlikli fonksiyonuna gore dik bir sistem teskil eder.

2.5.3 Ln(“) (x) Genellestirilmis Laguerre Polinomlari i¢in Rekiirans Formiilleri
Ln(a) (x) genellestirilmis Laguerre polinomlari igin bir rekiirans bagintisi elde etmek
icin Oncelikle asagidaki teoremi verelim.

Teorem 2.5.3

[a,b] araliginda p(x) agirlik fonksiyonuna gére ortogonal olan N. dereceden

ortogonal polinomlarinin her @, ailesi
Pyy1(x) = (xAy + By)Ppy(x) + Cy®y_1(x) =0

tipinde bir rekiirans bagmtisini saglar ( Ay, By ve Cy sabitlerdir) .
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Teorem 2.5.4

—-X

[0,00)  arahiginda  p(x) = x%e agirlik fonksiyonuna gore L, ®(x)

genellestirilmis Laguerre polinomlart i¢in bir rekiirans bagintisi,

XL, D) = —~(n+ DLy Q@) + 2n+ 1+ )L, P () — (n + )Ly (%)
seklindedir [15].
ispat

Ln(“) (x) genellestirilmis Laguerre polinomlari,

L@ @) = i(—l)k Geia) 77’: (272)

—-X

seklinde ifade edilir ve 0 < x < oo araliginda p(x) = x*e™* agirlik fonksiyonuna

gore ortogonal bir polinom ailesidir. Bu polinomlar Teorem 2.5.3 geregince,
L1 @ () = (Anx + B)Ln @ () + Cul—y @ () = 0 (2.73)

n>=-—1 i¢in (2.73) formunda bir rekiirans bagintisin1 saglamalidir. Burada
A,, B, ve C, ler n ye bagh olarak belirlenecek sabitlerdir. (2.72) ve (2.73) den

n+1 n

D (a0 (5 BZ< e

k=0 k=0

k

+ an(—l)" (it =0 2.74)
k=0

yazilabilir. Bu esitlik her x i¢in dogru olacagindan x in her bir kuvvetinin katsayis1
0 olmalidir. O halde yukaridaki esitlikte x™*1,x™ ve x™ 1 lerin katsayilarmi

diizenleyip sifira esitlersek asagidakiler elde edilecektir;
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{(_1)n+1 (n +a+ 1) % — A, (-1)" (Tl + a) xn+1}

n+a+1 n+a/ n!
_anntl+a ﬁ_ -1 nta x™
+{( D ( n+a )n! An(=1) (n+a—1)(n—1)!
_ (Mt a ﬁ}
Bn(=1) (n+a) n!
i mAa+1y X nta x"!
+{( D (n+a—1)(n—1)! An(=1) (n+a—2)(n—2)!
_p(_1yn-1( Nta L_l gy mta-—1 X"t
Bn(=1) (n+a—1)(n—1)!+cn( D (n+a—1)(n—1)!
+o=0 . (2.75)
Bu esitlikte x™*1 lerin katsayilarini sifira esitlersek
0t [t A, ]t = 0
(n+1) ""nl
olur. Buradan,
A, = iy _ ! 2.76
T (m+1D! n+1 (2.76)
olarak bulunur. (2.75) den x™ lerin katsayilarin1 sifira esitlersek
L T .
e R e S T Y] e
olarak bulunur. Boylece
B - '[n+a+1 n+a 1 — ntati n(n+a)_2n+a+1 577
n =T ntim—n - "¢ n+1  n+l 2.77)
olur.
Son olarak da x™~1 lerin katsayilarm sifira esitlersek
1yt m+ain+a+1) 1 1 m+a)(n+a—-1)
2 n-1! n+1 2(n—1)!

2n+a+1 n+«a 1

+C "l=0
n+1 (-1 "m-D!|”

olacaktir.
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Buradan da gerekli diizenlemeleri yaparsak,

c _n+ta
" n+1

(2.78)

olarak elde edilir. A, B, ve C, nin bulunan degerlerini (2.73) de yerine yazarsak,

1 2n+l1+«a

N (n+a)L
n+1x n+1

n+1

L @00 — (- )1 @0 + @@ = 0

olacaktir. Bu ifadeyi de diizenlersek istenilen

M+ Dl 90— (x-2n—a—-DL, Y@+ (n+ )L, Px) =0, n=>1(2.79)

rekiirans bagintis1 elde edilir. Bu rekiirans bagintis1 yalin (ii¢ terimli) rekiirans

bagintis1 olarak bilinmektedir.

25.4 Ln(“) (x) Genellestirilmis Laguerre Polinomlari icin Dogurucu Fonksiyon
Ln(“)(x) genellestirilmis Laguerre polinomlart i¢in bir dogurucu fonksiyon elde
etmek icin oncelikle asagidaki lemmay1 verelim.

Lemma2.5.1

iZA(k,n) - iiA(k,n+k) drr.

n=0 k=0 n=0 k=0

ispat
Diizlemde (k,n) dogal sayi ¢iftlerinin olusturdugu bir nokta ciimlesi,
D={(kn):0<k<ow, 0<n<ow; nke€N,}

seklinde tanimlansin. Burada yeni indisler k =j, n=m —j olarak tanimlanirsa

D ciimlesi,
D*={(k,n):0<j<m, 0<m<o; jme Ny}

climlesine doniisiir. Buna gore,
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olur.

m,j indisleri yerine sirasiyla n, k konulursa,

iiB(k,n) =§:iB(n,n—k)

0 k=0 n=0 k=0

S
Il

bulunur. Bu esitlikte B(n,n — k) = A(k,n) alinirsa ispat tamamlanur.

Lemma 2.5.2
Ln(“) (x) genellestirilmis Laguerre polinomlari igin bir dogurucu fonksiyon

xt =
il t) = Z Ln(a) (x) "
n=0

1
(1—p)ira &P (_ 1

seklindedir. Burada |t| < 1 dir [6].
Ispat

Simdi Ln(“) (x) Laguerre polinomlarinin dogurucu fonksiyonunu elde etmek igin

(2.51) esitliginin her iki yanini ile carpip ve her iki tarafta sonsuz toplam

1
(1+a),
alip Lemma 2.5.1 1 dikkate alirsak,

(a)(x)tn (—1)kxken ~ o £n o (=1)"xmtn
z 1+ a), sz'(n—k)!(1+a)k_ ;E n=0n! 1+ a), (2.80)

elde ederiz. Esitligin sol tarafi (F; hipergeometrik fonksiyonlari cinsinden

o Ln(a) (x) tTl

EFi(—1+a;—xt) =
e 01( a x) ~ (1+a)n

(2.81)

seklinde yazilabilir. Buradan

o Ln(a) (x) tTl

Fi(—1+a—xt)=et
01( a x) e — (1+a)n

dir [8].
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Ayrica buldugumuz (2.81) ifadesini Bessel fonksiyonu yardimiyla

L, (@) ()™

ETN (2.82)

F(1+ a)(xt)” zet](Z\/_) Z

seklinde de yazabiliriz [13]. Simdi de (2.51) ifadesinin her iki yanin (13;) ile

carpip, her iki tarafin da sonsuz toplamini aldiktan sonra (2.81) esitligini g6z oniine

alirsak,
C (Dl PO O @0 OO (@i (—0)KEHE
Z 1+ a), _;kzok!(n—k)!(1+a)k -;Zo k'(n)! (14 a),

n=0
_ i i (¢ + k)nt™ ()i (—xt)*
B n! k!'(1+ a),

k=0n=0
LS e s A
g 0 v k! (1 + a)k
k=0
= o) (—xt)*
(c) g (=xt) (2.83)
_Ok! 1+ a) (1 —t)ctk
elde edilir. Burada hipergeometrik fonksiyonlarin tanimini goz oniine alirsak,
t had () n
1 .7 O L' P (o)t
(1-1t)° 1F1 < 1—t]= ( )1211:_“)( ) (2.84)
1+a = n
elde ederiz. Ozel olarak eger ¢ = 1 + a segilirse
1 xt = @ n
mexp (- 1— t) = Z Ln (X) t (285)
n=0

olur. Bu ise ispat1 tamamlar.
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255 L,“(x) Genellestirilmis Laguerre Polinomlarinin Normu

Teorem 2.5.5

Ln(“)(x) genellestirilmis Laguerre polinomlarinin ||Ln(“)|| normu,

o

|L @] = f x@ e [L, @ ()] dx = W (2.86)
0
dir [15].
Ispat
Teoremin ispat1 i¢in,
Z L, @ (x) tn = (1_—1tyme_1x__tt (2.87)
n=0

seklinde ifade edilen Laguerre polinomlarinin dogurucu fonksiyonundan
yararlanabiliriz. Yukaridaki esitligin her iki yanin1 Laguerre polinomlarinin agirlik

fonksiyonu olan p(x) = x*e™* ile garparsak,

> 1 xt
z x“e‘me(“)(x) t" = x“e‘xme_ﬁ (288)
m=0

elde edilir. (2.87) ve (2.88) esitliklerini taraf tarafa garpip, (0,00) araliginda

integral alirsak,

[oe]

N a,-x7 (@) () m+n 1 a —x(l—ﬁ)
Z x%e ™ L, (x)L,, " (x)dx | t :W x%e "\i-t/dx (2.89)
0 0

m,n=0

bulunur. Sol tarafi m =n ve m # n durumu i¢in iki toplam olarak yazip ve [t| <
1 igin 1—j > 0 oldugunu ve Gamma fonksiyonunun tanimini dikkate alarak, sag
taraftaki integrali hesapladigimizda,

[ee]
n=0

oo

f x“e‘x[Ln(“) (x)]zdx
0

mn=0
m#n

t2n 4+ Z [f x“e‘an(“)(x)Lm(“)(x)dx] tmtn
0
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1 _ a+1l

- (1- :)2a+2 (1 n t) FMa+1) =

1
mr((l + 1) (290)

elde edilir. m # n igin polinomlarin ortogonalliginden dolay1 sol yandaki ikinci
integral sifira esit olup, sagdaki ifade Taylor serisine acilarak yazildiginda ve t2"

lerin katsayilar1 esitlendiginde istenilen elde edilir.

2.5.6 Laguerre Polinomlar: Cinsinden Seri A¢ilimlari

f(x) fonksiyonunun Laguerre polinomlari cinsinden seri agilimi

o) =) L)
2
olsun. O halde;
o_ (L0 st
f _f(i+a) TR
0 [

dir.

2.6 Hermite Polinomlar:

—0 < x <o ve n€N, olmak iizere
y'=2xy'+2ny =0 (2.91)

denkleminin ¢6ziimlerinden biri

Z]
(—1Dkn! (2x)"2k
() = K (n—zk)y
k=0

n=01,.. (2.92)

ile gosterilen H,(x) Hermite polinomlaridir.

Hermite polinomlarinin ilk birkaginin agik ifadesi asagidaki gibidir :
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Ho(x) =1,
H,(x) = 2x,
Hy(x) = 4x*> -2,
Hj(x) = 8x3 — 12x,
H,(x) = 16x* — 48x% + 12
dir.
Hermite polinomlar1 I = (—oo, 00) araliginda

x2

p(x) =e”

agirlik fonksiyonuna gére ortogonal olup,
j e‘szn(x)Hm(x)dx =0; m#n m,n € N,

bagintisin1 gergekler. Ote yandan

[0e]

1H, |12 = j e 1 2(0)dx = 27 i VT

— 00

dir. Hermite polinomlari

oo

H,(x)t"
Z ——— = exp(2xt — t?) (2.93)

n!
n=0

dogurucu fonksiyon bagintisina ve

n

2 d 2
Hy(x) = (-D"e™ —— (™)

Rodrigues formiiliine sahiptir. Hermite polinomlari i¢in ii¢ terimli rekiirans bagintisi
Hp.q(x) — 2xH,(x) + 2nH,_1(x) =0; n=12,...

seklindedir [7,8]. Ayrica, Hermite polinomlart ile P, Jacobi polinomlari arasinda
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_n 2
H,(x) =n! 1}1_)r£10 1/(2(—1/),1 Pn(""%"‘i) ( X )
v+ E)
n

formunda bir limit gdsterimi vardir. Bunun bir sonucu olarak, C,” Gegenbauer

(2.94)

polinomlar1 ile Hermite polinomlar1 arasinda da

Ha(x) = n! lim {v‘§ c,V (%)} (2.95)

esitligi gergeklenir [7].

H,(x) Hermite polinomlarina benzer olarak He, (x) ifadesi de olasilik teorisinde
sikea kullanilan Hermite polinomudur. Bu He,(x) Hermite polinomlar1 da

[ = (—o00,00) araliginda

2

p(x)=e T

agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldirler. Yani,

oo xz
f e 2He,(x)He,(x)dx = V2un! 6,

bagintisin1 gergekler. Bu polinomlar

2 gt X
He,(x) = (=1)"e> I (e 2)

formunda bir Rodrigues formiiliine sahip olup, ikinci basamaktan
y'—xy'+ny =0 (2.96)

diferensiyel denklemini saglar.
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2.6.1 Hermite Polinomlari ile Laguerre Polinomlarinin Iliskileri

Hermite polinomlari, Laguerre polinomlarinin 6zel bir durumu olarak

n 1 i
Hyp(x) = (=)™ n! L, "P (x?) = 4" n! Z(—nn-i (” - 5)’“1—2, (2.97)

i=0 n—i

n 1\ . 2i+1
. X
Hopey (x) = 2(=4)™n! xL, Y2 (x2) = 2.4"n! E (=1t (n + 5) T (2.98)
i=0 n—i '

seklinde ifade edilebilir.

3. HERMITE VE LAGUERRE GENISLEMELERI ICIN
POISSON INTEGRALLERININ YAKINSAMA HIZI
VE VORONOVSKAYA TEOREMI

a>—-1 i¢in f €LP(z% %) nin bir fonksiyonu olarak Laguerre polinomu

genislemeleri i¢in Poisson integralini A(f)(r, x) olarak

A(f)(r,x) =A(f;r,x) = J K(r,x,2)f(z)z%%dz, 0<r<i1 (3.1)
0

seklinde tanimlanir.

Lgf‘) n. dereceden genellestirilmis Laguerre polinomu ve [, Modifie Bessel

fonksiyonu olmak {izere Poisson ¢ekirdegi

® n
r’*n!

ITm+a+1)
n=0

B (rxz)_% —r(x + z) ; 2(rxz)1/2
C 1-r exp< 1-—7r )“ 1—7r

K(r,x,z) = L, (X)L, " (2)

seklinde ifade edilir.

A(f) operatorii i¢in asagidaki sonuglar elde edilebilir [5]:
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a) 1<p<ooicin [[A(f;7,)ll, <IfOlp,
b) r—> 17 iken 1<p <o icin [[A(f;7,.) = f()Ill, =0,

¢) [0, ) araliginda hemen hemen her yerde 1 < p < o i¢in lirerl_A(f; r,x) = f(x) dir.
Vg

Burada [|f|l, sembolii, R, =[0,00) da tammlanan bir f fonksiyonunun

p —yinci normunun z%e~%?dz o6l¢iisiine gore belirlenmesi i¢in kullanilir.

Bir f € LP(exp(—z?2)) fonksiyonunun Hermite polinom genislemeleri i¢in Poisson

integrali
B(f)(r,x) = B(f;r,x) = f P(r,x,z)f(z) exp(—z%)dz, 0<r<1 (3.2)
seklinde tanimlanir.
Burada
S H, () H,(2) 1 —r2x? + 2rxz — r?z?
P(r,x,z) = =

exp(
=R CERC NI CEE) 1-r?

dir ve H, , n.dereceden Hermite polinomudur. f € LP(exp(—z?)) igin asagidaki

sonuglar elde edilebilir [5]:
a)1<p<ooicin [[BUf;r, ), <NfOllp
b)r > 17 iken 1<p <o icin ||B(f;r,.) = f()ll, =0,

c) 1 < p < o i¢gin hemen hemen her yerde lir{l_ B(f;r,x) = f(x) dir.
e

Burada [|f|l, , R iizerinde tanimlanan bir fonksiyonun LP(exp(—z2)) deki normu

gosterir.

3.1 Yardimca Sonuclar

Bu bolimde A(f) ve B(f) operatorlerinin bazi o6zelliklerini elde edecegiz. Bu

ozellikleri de ilerideki teoremlerin ispatlarinda kullanacagiz.
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Lemma 3.1.1

Herbir x € R, igin

A(Lr,x) =1, (3.3)
Aiz,r,x) =(a+ DA =-1r)+7rx, (3.4)
AL, x) =122 + (@ +2)(r — D((e+ D(r—1) — 2rx), (3.5)

A(Z3r,x) =13x3 = 3(a + 3)r3x? + 3(a + 3)(a + 2)r3«x
—(a+3)(a+2)(a+ D73+ 3(a + 3)r?x?
—6(a+3)(a+2)r*x + 3(a +3)(a + 2)(a + 1r?
+3(a+3)(a+2)rx —3(a+3)(a+2)(a+ Dr
+(a+3)(a+2)(a+1), (3.6)
A(zYr,x) =r*x* —4(a + 4)r*x3 + 6(a + 4)(a + 3)r*x?
—4(a+D(a+3)(a+2)r*x+ (a+4)(a+3)(a+2)(a+ 1)r*
+4(a + 4)r3x3 — 12(a + 4)(a + 3)r3x?
+12(a+ D (a +3)(a+ 2)r3x —4(a+ 4)(a + 3)(a + 2)(a + D73
+6(a+ 4)(a +3)r?x? —12(a + 4)(a + 3)(a + 2)r3x
+6(a+ D) (a+3)(@+2)(a+Dr?+ (@a+4)(a+3)(a+2)(a+1)
+a(a+ ) (a + 3)(a + 2)rx
—4(a+ D (a+3)(a+2)(a+Dr (3.7)

elde edilebilir.
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Ispat

2.51) de gosterdigimiz L(a) tanimini kullanarak
g g n

- ITm+a+1) n!

n _— 1 kL(a) )
z I‘(k+a+1)(n k)'( ) ) (38)
esitligini yazabiliriz [8]
f K(r,x,2) [ (2)z%e2dz = r"L'9 (x) (3.9)

0

esitliginin var oldugunu biliyoruz [5]. Simdi bu esitligi ispatlayalim;

K(r,x, Z L ()L
(rx,2) = F(n +a+1) " (DL (2)
ifadesini (3.9) esitliginin sol kisminda yerine yazalim.
f K(r, %, 2)LD (2) 2% dz = f ZLL(“)(x)L(“)(z)L(“)(z)z“e_Zdz
A [(n+a+1) ™ " n
0 o n=0
C r’*n! r 2
(@) () a,—z
= —L L
0F(n+a+1) " (x)f ( n (Z)) g e dz
= 0
[8] den
( 2 F(n+a+1
j (Lgl“)(z)) z%?dz = fhtatl)
n!
0

oldugu bilinmektedir. Bu ifade son esitlikte kullanilirsa

[ee]
rn!

F(n+ a+1)
m+a+1)
n=0

L9 (x) fm (25 (z))z 2%z = L9 (x)
0

;F(n+a+1)

= Z T'nLgla) (x)
n=0

olur. Boylelikle ispat tamamlanir. (3.9) esitliginde n = 0 alirsak,
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o

f K x,2)l{(2)z% %dz = 17 (x)
0

elde ederiz. Burada L (2) = L (x) = 1 oldugundan

o)

f K(r,x,z)z%?dz =1 (3.10)
0
dir. Bu da

A(L;r,x) =1
oldugunu ispatlar.

(3.9) esitliginde n =1 alirsak

o)

f K(r,x,z)L,%(2)z%?dz = rL,%(x)
0

olur. L*(z) =-z+a+1, L;“(x) =-x+a+1 oldugundan

[0e]

j K(r,x,z2)(—z+a+ 1)z%?dz =r(—x+a+1)
0

esitligini elde ederiz. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa
Azyr,x) =(a+ 1A —71)+7rx
elde edilir.

(3.9) esitliginde n = 2 alirsak

o)

f K(r,x,z)L,*(2)z%?dz = r%L,%(x)
0

olur.
a+2D(a+1 7?2
L = EFD@HD oy, 2
2 2

ya da
a+2)(a+1 x?
LGy = D@D s D
2 2

oldugundan
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[ee)

f K(r,x,z) (W— (a+2)z+ Z?) z%e?dz = r? (W —(a+2)x+ x?)

0
dir.
Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

A(Z5rx) =r*x* + (a+2)(r — 1)((a +1D(r-1) - er)
elde edilir.

Benzer sekilde (3.9) esitliginde n=3 ve n=4 alarak A(z37,x) ve

A( z*;r, x) agihimlarin1 da kolayca gorebiliriz.

(2.92) de verdigimiz H,, tanimindan

T (n + —) 1
22 — ;m(ﬁ)ﬁmk@ (3.11)
ve
LY o P
S+ kZO - Ek 4 gg (Z) 22;1 Hopr1(2) (3.12)
olur.

Simdi bu esitliklerin dogrulugunu gosterelim.

z?™ in ispati i¢in (3.8) deki z™ esitliginde a yerine —% , z yerine z* alinirsa

T3 -1
d Z;r(ké) CET TR IR (3.13)

olur. (2.97) deki

Hyn(x) = (—4)™n! L, 2(x?)

esitliginde n yerine k, x yerine z yazarsak

Hyp(2) = (4)*k! L, 2(22)

elde edilir. Burada
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! Hyy (2)
L, 2(z%) = (_i’;)kk!
olur. Bu ifadeyi (3.13) de yerine yazalim.
72N — Zn: r (n + E) n! (_1)k HZk(Z)
L (k + 1) (n—k)! (—4)kk!
n 1
- 1 A —1\k4k]1
k=0r(k+§) (n—k)! (=D)k4kE!
I I'(n ‘|‘l n!
> !
-> —Hy(2)
1 — ) el 92k 112K
=0 r + E (n k) k!'2

N— I

— i

I
NIE

(Z) 22k Hyi(2)

olur. Buise (3.11) ispatin1 tamamlar.

&
Il
=}

2n+1

Simdi z in ispatin1 yapalim. Bunun i¢in (3.8) deki z" esitliginde a yerine %,

z yerine z? alinirsa

ZZn —

n r (n + %) n! . 1 ,
Zir (1 +3) (= 1! (=)L 2(z%) (3.14)
olur. (2.98) deki
Hypii(x) = 2. (—4)”n!x[,n%(x2)

esitliginde n yerine k, x yerine z yazarsak;

Hapes1 (2) = 2(—4)*k! z L, 3(2%)

elde edilir. Burada

H2k+1(Z)

Li2(z%) = 2(—4)Fk! z

dir. Bu deger (3.14) de yerine yazilirsa
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n N F(n+§) n! Hyp41(2)
=0 2

_ N F(n+§) n! Kk Hypi1(2)

_kZOF(k+§) (n—k)!(_l) 2(—1)k4kk! z
oty  w Honn @)
=0 >

T (n + E) Hyprr(2)
22 7 = kzo (s g) (%) -
LT (n+=
z2n+l = kz; X Ek N %; (Z) Zziﬂ Hap41(2)

olur. Bu ispati tamamlar. [5] den
f P(r,x,z)H,(2)exp(—z?)dz = r"H,(x) (3.16)
esitligini yazabiliriz. Simdi bu esitligi ispatlayalim;

(o]

N 7" Hn (X) Hy (2)
P(r,x,z) =
_J (%) & m2mn!

ifadesini (3.16) esitliginin sol kisminda yerine yazalim.
‘ i r"H,(x)H
f P(r, x, 2)H, (2)exp(—2z2)dz = f Z O ) e (—22)dz
7 J L m2nnl

" Hy (%) f

= Y ——— | (H,(2))?exp(—z?)dz
;mnn!_ (Ho(2))2exp(—72)

j (H,(2))%exp(—z?)dz = v/m2™n! dir [8]. Bu durumda;
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> IS () o)z =y 2D

[ee]

= ) 1"H, ()

n=0

olur. Boylelikle ispat tamamlanir. (3.16) esitliginde n = 0 alirsak,

(0]

f P(r,x,z)exp(—z%)dz = 1 (3.17)

olur. Bu ise Lemma 3.1.2 nin ispatinda kullanilacaktir.
Lemma 3.1.2

Her bir x € R igin

B(Lirx) =1, (3.18)
B(z;r,x) =rx , (3.19)
1
B(z%71,x) =r®x? + E(l -r?), (3.20)
3 3
B(z%1,x) = —Er3x+r3x3+5rx , (3.21)
3 3 3

B(z*r,x) = r*x* — 3r*x? + ZT4 + 3x%r? — Erz +7 (3.22)
dir.

ispat

(3.16) esitliginde n = 0 alirsak

oo

f P(r,x, Z)Ho(z)e‘z2 dz = Hy(x)

— 00

elde edilir. Burada Hy(z) = Hy(x) = 1 oldugundan
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oo

f P(r,x,z)e % dz =1 (3.23)

olur. Buda B(1;r,x) =1 oldugunu ispatlar.

(3.16) esitliginde n =1 alirsak

oo

f P(r,x,z) Hy(z)e ?"dz = r Hy(x)

elde edilir.

H,(z) = 2z veya H,(x) = 2x oldugundan

(0]

f P(r,x,z) 2z e %*dz = 2rx

— 00

[0e]

j P(r,x,z)z e~ ?’dz = rx

olur. Buda B(z;r,x) = rx oldugunu ispatlar.

(3.16) esitliginde n = 2 alalim. Buradan

(o]

J P(r,x,7) Hy(z)e 2 dz = r2H,(x)

— 00

elde edilir.

H,(z) = 4z% — 2 veya H,(x) = 4x% — 2 oldugundan

j P(r,x,z) (4z% — 2)e %" dz = r2(4x% — 2)
4 f P(r,x,z) z%e? dz — 2 f P(r,x,z) e % dz = 4x*r? — 2r?
dir.
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o] o9)

f P(r,x,2) z%e %’ dz = B(z%1,x) ve J P(r,x,z) e ?'dz = B(1;1,x) = 1

oldugundan

AB(z%;1,x) — 2 = 4x%r? — 2r?
1
B(z%r,x) = x%r? +§(1 —-r?)

olur. (3.16) esitliginde n = 3 alalim

co

f P(r,x,z) Hy(2)e 2 dz = r3H;(x)

—00

elde edilir. H;(z) = 823 — 12z veya H;(x) = 8x® — 12x oldugundan

co

f P(r,x,2) (823 — 122)e™%"dz = r3(8x3 — 12x)

—00

8 __foP(r, x,z)z3e %" dz — 12 fP(r, x,z)ze % 'dz = 8r3x3 — 12r3x
olur.

jOP(r,x, z)z3e ?"dz = B(z3;1,%x) ve JOOP(r,x,Z)Z e ?’dz = B(z;1,x) = rx
oldugundan

8B(z3;r,x) — 12rx = 8r3x3 — 12r3x

8r3x3 —12r3x + 12rx
8

B(z%1,x) =

3 3
B(z%1,x) = —Er3x +7r3x3 + STX

olur.
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(3.16) esitliginde n = 4 alalim

co

J. P(r,x,z) Hy(z)e % dz = r*H,(x)

elde edilir.

H,(z) = 16z* — 48z% + 12 veya H,(x) = 16x* — 48x? + 12 oldugundan

co

J. P(r,x,2) (162* — 482% + 12)e % dz = r*(16x* — 48x% + 12)

—00

16 ]P(r,x,z)z4e‘zzdz—48 jP(r,x,z)zze"szz + 12 jP(r,x,z)e"szz

= 16r*x* — 48r*x? + 12r*
dir.
16B(z*;r,x) — 48B(z%;7,x) + 12B(1;1,x) = 161*x* — 48r*x? + 12r*
B(z%1r,x) = x*r? + %(1 —r?) ve B(1;1,x) =1
oldugundan
16B(z*;r,x) — 48 (xzrz + % (1-— r2)> + 12 = 161*x* — 48r*x? + 12r*
16B(z*; 1, x) — 48x%r? — 24 + 24r* + 12 = 16r*x* — 48r*x* + 12r*
16B(z%*;1,x) — 48x%r? + 24r% — 12 = 16r*x* — 48r*x? + 12r*

16r4x* — 48r*x? 4+ 12r* + 48x%r? — 24r% + 12
16

B(z%r,x) =

3 3 3
B(z*r,x) = r*x* — 3r*x? + Zr“’ + 3x2%r? —Erz +7

olur.

69



Lemma 3.1.3
Her bir x € R icin
Az-xr0)=1-r1+a-x), (3.24)
A((z = %)% 7, %)
=1 -r{x*AQ-r+2(a+2)rx—2(a+Dx+ (a+2)(a+1)(1—-1r)}, (3.25
Alz=0%5rx) =0 -7 x* A -1+ (a+dD(a+3)(a+2)(a+ 1) —1)?
—4a(1—-7)?x3+4(a+3)(a+2)(a+ 1A —-1)x
—4(a+4)(a +3)(a+2)r(l —r)x
+6(a + 4)(a + 3)r?x? — 12(a + 3)(a + 2)rx?
+6(a + 2)(a + 1)x?>—4(4r? — 5r + 1)x3} (3.26)
dir.
ispat

A(f) operatorii  lineer oldugundan A(z —x;7,x) = A(z;1,x) — xA(1;1,x)

seklinde yazilabilir.
A(z;r,x) = (a+1)(1 —71)+rx ve A(1;r,x) =1 oldugu gbz 6niine alinirsa
Az—x;ryx)=(a+1)A—-1r)+rx—x

=1-rm1+a—x)
olur.
Yine A(f) operatoriiniin lineerliginden
A((z=x)%1,x) = A(z2 — 2zx + x%;1, %)

= A(z%71,x) = 2x A(z; 1, x) + x2A(L; 7, %)

yazilabilir.
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AZ5r,x) =122 + (a+2)(r — D((a + D(r — 1) — 2rx),
Alzr,x) =(a+1)A—-7r)+rx ve A(L;r,x) =1
oldugu goz éniine alinirsa
Alz=0)%7r,x) =122 + (@ + 2)r — D((a+ D — 1) — 2rx)
—2x(a+1)(1 —1) — 2rx? + x*
=r’x2+(a+2)(a+ DT —-1)?-2(a+2)r - Drx
+2(a+ 1D — Dx — 2rx? + x?
=r2x2 = 2rx*+x*+ (a+2)(a + 1)(r—1)2
+2(a+2)(1 —r)rx — 2(a + 1)(1 = r)x
=x2(r2=2r+ 1D+ (a+2)(a + 1)(r — 1)?
+2(a+2) A —r)rx—2(a+ 1A —1)x
=x?(1-r)?+(a+2)(a+ 1) —1)2
+2(a+2)(A —1)rx — 2(a + D1 — r)x
=1-nNx*A-r+(a+2)(a+ 1A —-7)+2(a+ 2)rx — 2(a + 1)x}
olur.
Béylece (3.25) ispatlanmus olur.
A((z—x)%1,x) = A(z* — 4z3x + 62%x% — 4zx3 + x*; 1, %)

= A(z% 1, x) — 4xA(Z3%; 7, x) + 6x2A(z%;1,x) — 4x3A(z; 1, x) + x*A(L; 7, %)
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=rtx*—4(a+Dr*xd3 +6(a+4)(a+3)r*x? —4(a + 4)(a + 3)(a + 2)r*x
+a+4)(a+3)(a+2)(a+ Dr*+4(a+ 4)r3x3 — 12(a + 4)(a + 3)r3x?
+12(a+ ) (a +3)(a+ 2)r3x —4(a + 4)(a + 3)(a + 2)(a + D13
+6(a+4)(a+3)r*x? —12(a + 4)(a + 3)(a + 2)r’x
+6(a+D(a+3)(a+2)(a+Dr*+4(a+4)(a+3)(a+ 2rx
4+ (a+3)(a+2)(a+Dr+(a+d)(a+3)(a+2)(a+1)
—4x[r3x3 = 3(a+3)r3x? +3(a + 3)(a+ 2)r3x — (a + 3)(a + 2)(a + )13
+3(a +3)r*x?2 —6(a+ 3)(a + 2)r?x + 3(a + 3)(a + 2)(a + D7r?
+3(a+3) (@ + 2)rx — 3(a + 3)(a + 2)(a + Dr + (e + 3)(a + 2)(a + 1)]
+6x2[r2x? + (@ + 2)(r — D((a + D — 1) — 2rx)]

—4x3[(a+ DA —71) + rx]+x*

=rix* —4(a+ Dr*xd3 + 6(a + 4)(a + 3)r*x? —4(a + 4)(a + 3)(a + 2)rx
+(a+4)(a+3)(a+2)(a+ Dri+4(a+ 4)r3x3 — 12(a + 4)(a + 3)r3x?
+12(a+ D (a +3)(a+2)r3x —4(a+ 4)(a + 3)(a + 2)(a + D713
+6(a+4)(a+3)r?x?2 —12(a + 4)(a + 3)(a + 2)r’x
+6(a + 4)(a +3) (e + 2)(a + Dr? + 4(a + 4)(a + 3)(a + Drx
—4a+4d)(a+3)(a+2)(a+Dr+(a+D(a+3)(a+2)(a+1)—4r3x*
+12(a + 3)r3x® —12(a + 3)(a + 2)r3x? + 4(a + 3)(a + 2)(a + Dr3x
—12(a + 3)r?x3 + 24(a + 3)(a + 2)r?x* — 12(a + 3)(a + 2) (a + Dr?x
—12(a+3)(a +2)rx?>+12(a + 3)(a + 2)(a + Drx
—4(a+3)(a+2)(a+ Dx + 6r°x* + 6x*(a + 2)(a + 1) (r — 1)?

—12rx3(a+2)(r— 1) —4x3(a + 1)(1 — 1) + 4rx*+x*
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=rtx*—4(a+Dr*xd3 +6(a+4)(a+3)r*x? —4(a + 4)(a + 3)(a + 2)r*x
+8(a+4)(a+3)(a+2)r3x+4(a+4)(a+3)(a + 2)r3x
—8(a+4)(a+3)(a+2)r*’x—4(a+4)(a+3)(a+2)r’*x
+4(a+D(a+3)(a+2)rx+ (@+ D) (a+3)(a+2)(a+ Dri+4(a + 4)r3x3
-12(a+ ) (a+3)r3x?> —4(a + D (a +3)(a + 2)(a + D13
+6(a+4)(a +3)r*x?2 + 6(a + 4)(a + 3)(a + 2)(a + Dr?
—4a+4)(a+3)(a+2)(a+Dr+(a+D(a+3)(a+2)(a+1)—4r3x*
+12(a + 3)r3x® —12(a + 3)(a + 2)r3x? + 4(a + 3)(a + 2)(a + Dr3x
—8(a+3)(a+2)(a+ Dr3x—4(a+3)(a+2)(a+ Drx
+8(a +3)(a + 2)(a + Drx + 4(a + 3)(a + 2)(a + Drx
—4(a+3)(a+2)(a+ Dx —12(a + 3)r?x3 + 24(a + 3)(a + 2)r?x?
—12(a + 3)(a + 2)rx? + 6r2x* + 6x*(a + 2)(a + D (r — 1)?
—12rx3(a+2)(r— 1) —4x3(a + 1)(1 — 1) + 4rx*+x*

=rix*—4(a+ Dr*x3+6(a+4)(a+3)r*x?(?-2r+1)
—4(a+4)(a+3)(a+2)r*x@?-2r+1) +
(a+D(a+3)(a+2)(a+ Dr2(? —2r+ 1D)—4r3x*+4(a + 4)r3x3
2@+ (a+3)(a+2)(a+Dr@*-2r+1)
+(@+D(@+3)(a+2)(a+ D)2 -2r+1)+4(a+ 4)(a + 3)(a + 2)rx(r?
=2r+ 1)+ 12(a + 3)r3x3 + 4(a + 3)(a + 2)(a + Drx(r? — 2r + 1)
—12(a+3)r?x3 —4(a+3)(a+2)(a+ Dx(r?—2r + 1)

—12(a+3)(a + 2)rx?2(r? = 2r + 1) + 6r%x* + 6x%(a + 2)(a + 1) (r — 1)?

—12rx3(a+2)(r—1) —4x3(a + 1)(1 — 1) + 4rx*+x*
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=x*(r*—4r3+6r2+4r+ 1) + 6(a+4)(a + 3)r?x%(r — 1)?
+a+4d)(a+3)(a+2)(a+Dr—-12*G@?%-2r+1)
—4(a+D(a+3)(a+2)r*’x(r—1D?>+4(a +4)(a + 3)(a + 2)rx(r — 1)
+4(a+3)(a+2)(a+ Drx(r —1)? —4(a +3)(a + 2)(a + Dx(r — 1)

—12(a +3)(a + 2)rx?(r—1)? +6x*(a+ 2)(a+ 1) — 1)?+4(a + 4)r3x3(1 —1)
—12(@+3)r2x(1—-1)—12rx®(a + 2)(r— 1) —4x3(a + D(1 — 1)

=x*(r—D*+6(a+ 4)(a+ 3)r*x2(r —1)?
+a+4D(a+3)(a+2)(a+ 1D —-1)2%0r —1)?

—4(a+ (@ +3)(a+2)T - D4rx@r—1)
+4(a+3)(a+2)(a+ D —1)*x(r—1) —12(a + 3)(a + 2)rx?(r — 1)?
+6x%(a + 2)(a+ 1)(r — 1)?
—4x3(r—D((@+Dr®-3(@+3)r’+3(@+2)r—(a+ 1))
= x*(r — 1)* + 6(a + 4)(a + 3)rx%(r — 1)?
+(a+ D) (a+3)(a+2)(a+ D — 120 —1)?
+4(a+3)(a+2)(r — D3x((@ + 1) — (@ + D)
—12(a+3)(a + Drx*(r —1)? + 6x%(a + 2)(a + 1) (r — 1)?
—4x3(r— 1)((4r3 =92 + 6r — D+a(r® —3r2 +3r— 1))

=x*(r—=1D*+6(a+ 4)(a+ 3)r*x2(r —1)?
+a+4d)(a+3D(a+2)(a+ 1D —-1)2%0r —1)?
+4(a+3)(a+2)(r — D3x((a + 1) — (@ + Dr)

—12(a+3)(a + )rx*>(r — 1?2+ 6x%(a + 2)(a + 1) (r — 1)?

—4x3(r — 1)(3r® — 6r? + 3r+(r — 1) + a(r — 1)°)
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=x*(r—1D*+6(a+4)(a+ 3)rx*(r — 1)?
+a+4)(a+3)(a+2)(a+ 1D —1)2%7r—-1)>?
+4(a +3)(a+2)(r—1)3x((a+1) — (a + 1)
—12(a+3)(a + 2)rx?(r—1)? + 6x%(a + 2)(a + 1) (r — 1)?
—4x3(r — 1)((r — 1)3 + 3r(r? = 2r + D+a(r — 1)3)
=x*(r—-D*+6(a+4)(a+3)r*x?(r —1)*?
+(a+ D (a+3)(a+2)(a+ D — 120 —1)?
+4(a+3)(a+2)(r— D3x((a + 1) — (@ + Dr)
—12(a+3)(a + 2)rx?(r — 1)? + 6x%(a + 2)(a + 1)(r — 1)?
—4x3(r—=D((r— 12+ 3r(r — D?+a(r — 1)3)
=x*(r—D*+6(a+4)(a+3)r2x?(r—1)>2
+a+4d)(a+3)(a+2)(a+1Dr—1)2%0r —1)?
+4(a+3)(a+2)(r— D3x((a + 1) — (@ + Dr)
—12(a+3)(a + 2)rx?(r —1)? + 6x%(a + 2)(a + 1) (r — 1)?
—4x3(r — 1D2((4r% = 57 + D+a(r — 1)?)
dir. Buradan diizenleme yapilirsa
AZ=-0%rx) =0 -r)*x*A -1+ (@+4)(a+3)(a+2)(a+ 1)(r —1)?
—4a(1—-7)?x3+4(a+3)(a+2)(a+ 1A —-1)x
—4(a+D(a+3)(a+2)r(1 —1)x +6(a+4)(a+ 3)rx?
—12(a + 3)(a + 2)rx? + 6(a + 2)(a + 1)x?—4(4r? — 5r + 1)x3}

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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Lemma 3.1.4
Her bir x € R i¢in

B(z—x;r,x)=—x(1—-71) , (3.27)

B((z—-x)%1rx)=0-71) {xz(l -7) +%(r + 1)} ) (3.28)

B((z — x)%7,x) = (1 —1)? {(1 — )2t =32 — 1) + % r+ 1)2} (3.29)

vardir.

Ispat

B(f) operatoriiniin lineerliginden ve B(z;r,x) = rx ve B(1;7,x) =1 oldugundan
B(z—x;7r,x) = B(z;r,x) — xB(1;1,x)

=rx—x=-x(1-r)

olur.
B(z%1,x) = x?r? + %(1 —7r2) ve B(z;1,x) =rx ve B(1;7,x) =1 oldugundan
B((z—x)%1,x) = B(z? — 2zx + x%;7,%x)

= B(z%71,x) — 2xB(z;1,x) + x*B(1;1,%)

1
= x2r? +§(1—r2)—2x.rx+x2
1
= r2x? +§(1—r)(1+r)—2rx2 + x?
1
=x2(r2—2r+1)+5(1—r)(1+r)
1
=x2%(r — 1)2+§(1—r)(1+r)

e —r){x2(1 Mt +r)}
2
olur.
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3 3 3
B(z* 1, x) = r*x* — 3r*x? + Zr“‘ + 3x%r? — Erz + 2

3 3
B(z3r,x) = —zr3x +7r3x3 + STX
B(z%71,x) = x*r? + %(1 —r?)
B(z;r,x) =rx ve B(1;r,x) =1
oldugundan
B((z—x)%1,x) = B(z* —4z3x + 62%x% — 4zx3 + x*;7,x)

= B(z%1r,x) —4xB(z3;1,x) + 6x?B(z%;1,x) — 4x3B(z;1,x) + x*B(1;71,%)
3 3 3 3 3
=r*x* - 3rtx? + Zr“‘ + 3x2r? — Erz +g 4 (—Er3x +7r3x3 + Erx)
1
+6x2 (x2r2 +2 (1- r2)> — 4x*r + x*
3 3 3
=r*x* —3rtx? + ZT4 + 3x?%r? — Erz + 2 + 613x% — 41r3x* — 61rx% + 6x*1r?

+3x2(1 —1r?) — 4x*r + x*

=xt(rt—4r3 +6r2 —4r + 1) + x?(=3r* +3r2 + 6r° — 61 + 3(1 — 1))

3

+Z(r4 —2r?+1)

4 3

=x*(r—D*+x3(-3r*+3r2+ 613 — 6r + 3 — 31?%) +Z(r2 —1)?
3
=x*(r—D*=3x2@*—2r34+2r—-1+ Z(r2 —1)2
3

=x*(r—-D*=-3x2(r - 1D)(r-1)>2*+ Z(r2 —1)?

= (1—1) {(1 Cr)2xt = 3(r% — 1)x? + % (r+ 1)2}

dir.
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Lemma 3.1.5
Her sabit x € R, igin

1
111}1 —A(z xrx)=14+a—x,
r-1-1 —

1
lim —A((z — x)%1,x) = 2x ,
ro1-1—r

1

- — )4 _ 2
)Lr{‘- =2 A((z x)*r,x) =12x
dir.
Ispat

1 1

111‘{1_1—A(Z—x r,X) = 11m 1—[(1—r)(1+a—x)] =l4+a—x
r— -

olur.

1 1
lim ——A((z—x)%7r,x) = lim —— (1 —7)[x?(1 = 1) + 2(a + 2)rx
ro1-1—r ro1-1—7r

2@+ Dx+(a+2)(a+1)(1—71)

=2(a+2)x—2(a+Dx=2x(a+2—a—1) =2x
dir. Ayrica

lim = G =207, 2)

rll)r{l_ﬁ [(1=r)*{x*(r—12 —4a(r —1)%x3 - 4(4r*> - 5r + 1)

+6(a + 4)(a + 3)r?x? —12(a + 3)(a + 2)rx? + 6(a + 2)(a + 1)x?
—12(a+3)(a+2)r—Dx+(a+4)(a+3)(a+2)(a+ 1) —1)?}]
=6(a+4)(a+3)x?-12(a+3)(a+2)x*+6(a+ 2)(a+ 1)x?
=6(a+3)x*(a+4—2(a+2)+6(a+2)(a+ Dx?
= —6(a +3)x?a + 6(a + 2)(a + 1)x? = 6x*(—(a + 3)a + (a + 2)(a + 1))
= 6x%(—a? —3a + a? + 3a + 2) = 6x2.2 = 12x?

olur. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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Lemma 3.1.6

Her sabit x € R i¢in asagidaki esitlikler vardir.

1
rlLr{l-1—B(Z xXTr,X) = —Xx ,

1
lim 1—B((z -x0%4rx)=1,

r-1-

li 1 4. —
rLI'{l ﬁB((Z—X) ,T',X) =3

Ispat

1 e
rlg?—]__B(Z xX;r,X) = rllgl_:(—x(l -7r) =—x,

rll)r{l_%B((z—x)z r,X) = hr{l—l—ir(l_r)( 2A-7r)+= (r+1)> % 2=1,
1 1 4.
rl)r{l_ﬁB((z —x)%7r,x)
= lim ——— ! (1—17)? {(r —1)2%x* = 3(?% - 1)x? +§(r + 1)2} =
r-1" (1 )2 4 B

3.2 Yakinsama Hiz1

Bu boliimde, A(f) ve B(f) operatorlerinin yakinsama oranina iliskin bazi tahminleri

aciklayacagiz. Burada Q = R, veya Q = R olanve

w(f;8) = sup |[f(x +¢) — fF(x)] (3.30)
0<t<é

x€Q

ile tanimlanan klasik siireklilik modiiliinii kullanacagiz. Ayrica [2,3] numarali

referanslarda kullanilan yontemleri uygulayacagiz.
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Teorem 3.2.1
0<r<1ve x>0 igin
feCR)NLP(z% %)

|A(f57,%) = F(x)]

< 3w <f,\/(1 —)((x2+a2+3a+2)(1—1)+2x((@¢+2)r—a— 1))>
dir.
Ispat

Once f nin [0,+) arahiginda siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon oldugunu

varsayalim.

f(2) = F@) + f f(@)de

seklinde yazabiliriz. Lineerlik ve A(f;r,x) tanimini kullanirsak
|A(f5 1,20 — FOl = [A(f (2); . x) — FO)| = |A(f (2); 7, %) — A(f (x); 7, %)
= A(f(2) — f(x); 7, )]

(o]

[ k@x 2221 @) - reez

0

olur. Mutlak deger 6zelliginden ve Ortalama Deger Teoreminden

[00]

[ ke x 2z (1@ - pepaz

0

(0]

< J K(r,x,z)z% % |f(z) — f(x)|dz

0

o

SJK(r,x,z)z“e‘zl sup |f'(2)||z —x||dz
)

x€[0,+ 0
0

x€[0,+00)

< sup If’(z)lfK(r,x,z)z“e‘zlz—xldz
0

dir.
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Holder esitsizligi ve (3.10) esitligi kullanilirsa

sup |f'(Z)|f K(r,x,z)z%%|z — x| dz
0

x€[0,+c0)

(0] (0]

< ?31}3 )If’(z)l fK(r,x,z)z“e‘Zdz fK(r,x,z)z“e‘le—xlzdz
x€[0,+ 0
0 0

olur.

f K(r,x,z)z%%dz =A(1;r,x) =1
0

ve

(o]

f K(r,x,z)z% %z — x|?dz = A((z — x)?; 1, x)
0

oldugundan

(00] [ee]

sup |f'(2)] jK(r,x,z)z“e‘Zdz fK(r,x,z)z“e‘le—xlzdz
x€[0,+c0) 5 5

= sw If@I (A, 0) (A = 0%7,2)
olur. Lemma 3.1.3 den
Alz=0%rx)=0-71) ((x2 +a?+3a+2)1-1r)+2x((a+2)r—a-— 1))

oldugunu biliyoruz. Bu durumda

x€[0,+ 0

sup_If (] (4, 0) (A - 0%r0) "

= sup |f’(z)|J(1—r)((x2+a2+3a+2)(1—r)+2x((a+2)r—a—1))

x€[0,+ )

elde edilir.
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5
1
fs(x) = gff(x + 7)dt olmak iizere
0

)
FO =00 = 5 [ (F0) = Fa 4 D)
0

dur. Mutlak deger 6zelliginden

é

f(f(x) —flx+1))dr

0

1 16
) = oG] = 5 <5 [If@ - rec+ olar
0

olur.

S

1)
1 1
suplf @) = 5] < sups [ 1F @) = o+ Dlde =5 [ suplf G = fx + Dl
0

0

dur. (3.30) dan

suplf(x) — f(x + D] = w(f;6)

dir.

1 1
5 [ suplrCo = pGe ol = 5 [ ;)
0 0

5
1
=—w(f;8) | dt
6 Of

_1 .66
_Sw(fr )

= w(f;0)

olur. Buradan

suplf (x) = fs(0)| < w(f;8)

oldugu gortiliir.
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Bu da bize

If () — f6()| < w(f;8) (3.31)

esitsizliginin varligini gosterir.

o

f K(r,x,2)z%*[f (2) - f3(2)] dz

0

|A(fir,x) = f(0)] =

+ f K(r,x, 2)2%[fs(2) — (0] dz + f K(r,x, 2)z%*[f3 (x) — f(0)] dz
0 0

= |A(lf = fslir,0) + A(fsir, x) = fs(x) + f5(0) — fF ()]

< |ACSf = fslim, 01 + 1A(fs; 7, %) — fsQ| + 1A(fs(x) — f(x); 7, %)
= |A(lf = fslir, O + |A(fs; 7, 0) = fs Ol + 1fs () = F(O AL 7, x)
= |A(lf = fsl . Ol + 1A(fs; . %) = fsCO + 1fs(0) = F (0]

olur.

|A(f57, %) = F ()

< sup If'2)| (1—r)((x2+a:2+3a+2)(1—r)+2x((a+2)r—a—1))

x€[0,+0)
esitsizliginde f yerine fs alirsak

|A(fs; 7, %) = f5 ()]

< sup )|f5'(z)|J(1—r)((x2+a2+3a+2)(1—r)+2x((a+2)r—a—1))

x€[0,+00
elde edilir.

1
f5'(x) = FACREINIC]
esitligini kullanirsak

1
sup |f5'(2)| < gw(f; 5)
)

x€[0,+ 0

olur.
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J(l—r)((xz+a2+3a+2)(1—r)+2x((a+2)r—a—1))=6

dersek

A7)~ 50 £ 505508 = w(f36)
dr.

|ACLf = fsl;r, 01 < A(lf = foli 7 %)

A(f = fslirx) = j K(r % DI(f - f5)(@)] 29 dz

0

[0e]

- [ kKGxDIF@ - fi)] 2% dz

0

o)

< f K(r,x,z)sup|f(2) — fs5(z)| z%~* dz

0
< suplf (@) — f(2)| f K(r,x,2) 2% dz < w(f; §)
0

oldugu icin
lACLf = fsl; 2| < w(f;6)

olur.

(3.32)

(3.33)

|A(f57,0) = FOOI < |AUS = fslim, O + 1A 7, x) — fsCOl + Ifs(x) — f (0]

seklinde yazabiliriz.

|ACLf = fslim, 01 < w(f58), 1A(fs; 7, %) — fs(0)| < w(f;6)

ve

Ifs(x) = f()| < w(f; 6)

oldugundan

84



|A(f57,%) — f(0)] < 3w(f;6)

= 3w (f;J(l -7) ((x2 +a?+3a+2)1-7r)+ Zx((a +2)r—a— 1)))

dir. Boylelikle ispat tamamlanmis olur. Benzer sekilde B(f) operatorii igin
asagidaki teoremi ispatlayabiliriz.

Teorem 3.2.2

0<r<1vex€eR icginf € C(R) N LP(exp(—z?) olmak iizere

|B(f;7r,x) — f(x)] < 3w <f,\/(1 -7) <%(r +1) +x%2(1 - r)))
dir.
Ispat

|B(f;7,%) = f()| = [B(f;7,x) = f(x).B(1;7,x)|

= fP(r,x,z)f(z)e‘szz—f(x) fP(r,x,z)e‘szz
= fP(r,x,z)f(z)e‘szz— fP(r,x,z)f(x)e‘szz
=| [ P22 @) - Fle s

[00]

< ]P(r,x,z)lf(z)—f(x)le"zzdz

dir.

Ortalama Deger Teoremi geregince

f P(r,x,2)|f (2) — f(x)|e % dz < f P(r,x,2)e % sup |f'(2)|lz— x|dz
X€E(—00,00)

= sup |f'(2)] fP(r,x,z)e‘Zzlz—xldz

X€(—00,00)
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olur. Holder esitsizliginden

[0e]

sup |f'(2)| P(r,x,z)e‘zzlz—xldz

XE(—00,00)

o VA v,
< sup |f (Z)I(fP(r,x,Z)e_Zz(Z_x)de> <fP(T,X,Z)€_ZZdZ>

XE(—o00,00)
—00 — 00

= s If'DI(B(z=0%m0) 2B T, ) "2

XE(—00,00)

= sup |f’ (Z)Ij(l—r){xz(l—r)+%(r+1)}

XE(—00,00)

dir. Buradan

B(fim,2) = F < suplf ()] J A-n{ea-n+ze+en) @63y

esitsizligi elde edilir.
|B(fir,x) = fCO| = |B(fir,x) = fF()B(L;1,x0)| = [B(f;7,%) = fF(0)]
= |B([f(2) — f()]; 7, %)

seklinde yazilabilir.

(o]

IB([f(2) = f(O)];m,0)| = JP(T,x,Z)e‘Zz[f(Z)—f(x)]dz

= j P(r,x,2)e"% [f(2) — f5(2) + f5(2) — fs(x) + f5(x) — f(x)]dz
< f P(r,x,2)e~% [f(2) — f5(2)]dz| + f P(r,x,2)e™% [f5(2) — f5(x)]dz
+| [ Pen e 1500 - Felds
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= B(f = fosr, | + [B(fs; %) = fs (O] + |1B(fs(x) — F(x); 7, %)
= |B(f = fa;r, ) + |B(f5;ir, %) = fs (O] + | fs(x) = fF(0)|B(L; 7, x)
= |B(f — fo;r,0)| + |B(f5;7, %) — fo()| + | f5(x) — f ()]

olur.

(3.34) esitsizliginde f yerine fy alirsak

|B(fs;7,%) — f5(x)| < sup|f5'(z)|\/(1 -7) {xz(l -7) +%(r + 1)}
— 57 w(f;6)5

= w(f; 6)
dir. Boylece
|B(fs; 7, %) — fs ()| < w(f;6) (3.35)

olur.

|B((f = f5)im,x)| < BUf — fsl; 7, %)

= [ P22 - @l <z

—00

o)

< [ PexDsuplf @) - fi2)leds

—00

< suplf (@) — f5 ()| f P(r,x,2)e " dz

dir.
jop(r, x,z)e ?'dz = B(;1,x) = 1
oldugundan B
suplf(2) — f5(2) jw P(r,x,2)e % dz = suplf(2) - f5(2)| < w(f; 6)
olur. Yani; -

B((f = fy)i 7 %)| < w(f;8) (336)
dir. (3.31) den

IB(f;7,x) — f()| < [B((f = fsdi . x)| + IB(fs; 7, %) — fs()| + Ifs(x) — f ()
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seklinde yazabiliriz. Burada
|B((f = f5)i7,x)| < w(f; 6)
|B(fs; 7, %) = fe(x)| < w(f;6)
Ifs(x) = f()] < w(f; 6)

oldugundan
|B(f;7,%) = f(x)] < 3w(f;6)
olur. Burada
6= \/(1 —7) <x2(1 —71) +%(r+ 1))
dir.

3.3 Voronovskaya Tipli Teoremler

Teorem 3.3.1
x €[0,+) olsun feC(R,)NLP(z%" %) , f,x noktasinin belirli bir

komsulugunda C! smifindaysa ve f''(x) varsa,

lim L[A(f; rx)—f)]=0QA+a—-x)f"(x)+xf"(x) (3.37)

r»1-1—r
olur.

ispat

@ —x) e (338)

0 sZ =X

f@—-fx)-(@Z-x)f"(x) - %f”(x)(z —x)?
olsun. Bu durumda
lim (z,x) = 0

olur. Sadece z nin fonksiyonu olarak i fonksiyonu [0, +o) araliginda siireklidir.
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(3.1), (3.38) esitliklerinden ve Lemma 3.1.1 den

A(f(z);r,x) — f(x)

= FAG ~ 57,0 + 5 [ WA = 0570 + AQ(E )z — D% 7,2)

esitligini elde ederiz.

Holder esitsizligini kullanarak

|A(Y(z,x)(z — )% 1, x)| < (A@W?(z,x); T, x))% (A((z = )%, x))é
esitsizligini yazabiliriz.

Ayrica, oyle bir ¢(z,x) fonksiyonu vardir ki, bazi s > 1 i¢in
9(z,x) :=9*(z,x), 220

ll_r)rjlc p(z,x)=0 , @€L(z% %)

dir.

Buradan ve Teorem 3.2.1 den

lim A@?(z,x);7,x) = lim A(p(z,x);7, %) = ¢p(x,x) =0
yazabiliriz.

(3.41), Lemma 3.1.5 ve (3.40) 1n kullanilmasiyla

1
1 [ — 2. =
rlLril_l_rA(v,lJ(z,x)(z x)%r,x)=0
elde ederiz.

Simdi (3.39), (3.42) ve Lemma 3.1.5 i kullanirsak;

lim —— [A(f: 7 %) — F(2)]

r->1-1—7r

r-»1-1—r

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

. 1 1
= lim —— [A(¢(z, 0z = 257,50 + /A = 20im,%) + 5 1 (A = 2%, x)]
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= lim ;A(lp(z x)(z—x)?%7,x) + lim ;f’(x)A((z —X);T x)
r-1-1—7r ' Y r-1-1—r T

1 1
. I o _ 2.
+T1Lr{1_1_r2f ()A((z —x)*%;1,x)

=0+ () +a—x) +%f”(x) 2x

=@ +a-x)f"()+xf"x)
esitligini elde ederiz. Boylelikle ispat tamamlanmis olur.

Benzer sekilde, Teorem 3.2.2 yi kullanarak asagidaki Voronovskaya teoremini B(f)

operatorii i¢in kanitlayabiliriz.
Teorem 3.3.2

x € Rolsun f € C(R) N LP(exp(—2z2)), f, x noktasmm belirli bir komsulugunda

C! smifindaysa ve f''(x) mevcutsa,

1 1
lim ———[B(f;7,%) = f()] = —xf'(x) + 5 (%) (3.43)

olur.

ispat

Teorem 3.3.1 in ispat1 ile benzer sekilde;
lim = [B(f7,2) ~ £ (0]

= rll)nlq_ﬁ [B(l/J(Z, x)(z—x)%571,%) + f'(x)B((z — x); 7, %)
1
+5f OB - %7,
= i 1 2, li 1 / .
= lim :B(t/)(z,x)(z —x)51,x) + lim :f (x)B((z —X);T, x)
+ lim > (IB(G ~ 57,0
1
=) +5f7(0)

olur. Boylece (3.43) esitligi ispatlanmis olur.
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3.4  Sinir Deger Problemleri

Bu bolimde A(f) ve B(f) operatorleri ile ilgili smir deger problemlerini
gorecegiz.

Teorem 3.4.1

f €LP(z*exp(—z)) olsun. A(f), D ={(r,x):0<r <1,x =0} kiimesindeki
C*” sifindadir ve A(f), D de 1s1 difiizyon denklemi

ou(r, x) ou(r,x)  0%u(r,x)
r + x =

or +(1+a-x) 0x 0x?2

m bir ¢oztimidiir.

0 (3.44)

Ispat
0<p;<p,<1Vve 0<5C; <Gy

D(p1,p2,C1,C2) = {(r,x):py <7 < pp, €y < x < Cp}

olsun. n,m € N olmak tzere

d -v — o,V
E(z IV(Z))_Z Iv+1(Z)

esitligini ve timevarim yontemini uygularsak

e an+m
f P K(r,x,z)f(z)z%e*dz (3.45)
0

integral, Tt > a, £ =0, y,u,v € R igin asagidaki formun bir lineer kombinasyonu

olur:

j ZPrYx*(1 —r)’exp
0

r(x + 2)\ (2Vrxz\  [2Vrxz
<_ 1—r )(1—r> IT(l—r

) f(z)z%e %dz.

Tiimevarim yontemiyle k € N, v > —% icin
22kIT(v+ k+1) > T(v + 1)(2k)! (3.46)

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligi kullanirsak v > —% ve z >0 i¢in
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L (2)] < (3.47)

VA v
I zZ
v+ 1) (2) ¢
olur. Bunu gorelim;

ZU+2TL

b (@) = Z V2 T(w+n+ 1)
n=0

co

Zv+2n
L@l=[>
I () ] 2v2nIT(w+n+1)
n=
had ZvZZn
- 12727 T (v + n+ 1)
n=
dir.

(3.46) esitsizliginde k yerine n yazarsak
22" T(w+n+1) =T+ 1)(2n)!
olur. Buradan

1 1
<
227uiT(w+n+ 1)~ T(w+ D(2n)!

oldugu kolayca goriiliir. Bu esitsizligi |I, (z)| de kullanalim. Boylece

oo

1L, (2)| <

ZUZZn
Z 2T (v + 1)(2n)!

n=0
i 42N
]
o] (2n)!

v

z 1
- (E) Trw+1)

olur.
® 421 ® s
Z Tl T
n=0( n) n=011
oldugundan,
Z\Y 1
I <(=z) ——e*
I, @< (3) T D
olur.
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herbir > a > —1, z >0 icin [4] de verilen

L@ =2 9 4 1 @

esitligini kullanarak K; pozitif sabit oldugunda

e <K (3) e

esitsizligi yazabiliriz.
Bunun i¢in;

4

L, (2)| < m(g) e’

esitsizligini ele alahm. Boylece;

[oe]
ZTL
ez - Z n!
n!
n=0
[oe] [ee]
227 (2z)" 2nzn
B nl n!
n=0 n=0
e? < e??

dir.

v yerine t alalim. Bu durumda;

T

O ) (5) e

1
olur. m sabit oldugu i¢in K; diyelim

e (| < K (2) e

2
olur. (3.49) esitsizligini kullanarak a = 1% b= tvf ,
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rXx

K, = |r¥x*(1 — r)”le( 1- r)2 ~TK, 0Ozel pozitif sabitler oldugunda

(r,x) € D(py, p2, €1, C3) igin

r Wrxz\ © (2
f ZPrYx*(1 —r)’exp (— r(lx_-l-rz)) ( 1\/i7:> I; < 1W>f(z)z e ?dz

0

o

< Kzf exp(—az + bVz) zP|f (2)|z%e%dz (3.51)
0

esitsizligi elde ederiz.

Simdi buradan

f zPrYxH(1 —r)’exp (— r(lx b Z)) <2W> I; <21\/in> f(z)z%e ?dz
0

-r 1—r
< f zPrYxF(1 —r)’exp (_r(lx_-l—rz)> <21 ixrz> I; <21 i ) |f (2)|z%~%dz
0
I; (2 er) <K ( er) exp <4 rxz> esitsizligini kullanirsak
1-r 1- Fr
f zPrYxt(1 — r)”exp r(x il Z)) (2 rz ) <2 s > |f(2)|z%*dz
1-—r 1-

0
< -[ 2PrYxh(1 —r)Y exp( rect Z)>< 1\/17:> Ky (F) exp <41W> lf(2)|z%e%dz

0

(o] =T

_rx _rz (2\rxz
=fzﬂ|ryx”(1—r)V|e 1-re 1—r<1_r)

Vrxz f e
K1< e 1 |f(2)|z%e?dz

0

r _rz XZ - rXZ ! Wrxvz
=|rYx*(1—-r)Y|e 1- r2 KJ zBe 1 T ) |f(2)|z%%dz
0

41X
dir. Burada — ~=a ve T—_= b  diyelim
© -7 T
veh(1 | e 2k, [ et (YPE) (V) NEE L s
[rYx*(1—7r)Y|e 1727 K, | zPe 1 T, 1= e 17 |f(2)|z%%dz

0
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=K, J. exp(—az + b\V'z)zP|f (2)|z%e~?dz
0

olur. Yani

r(x + 2)\ (2Vrxz "’I 2NTxz
1—-r ><1—r> T<1—r

f zPrYxt(1 —r)Yexp <— >f(z)z“e‘zdz

o

< Kzf exp(—az + b\Vz)zP|f (2)|z%e~?dz
0

ispatlanmis oldu.

Esitsizligin sag tarafindaki integralde Holder esitsizligini kullanirsak;
1 1
—+—=1 oldugunda
P q

1
q

f zPexp(—az + b\z)|f (2)|z%e~?dz < f z9P*%exp(—aqz + bqvz — z)dz | |If|l,
0 0

elde edilir. Bunu da (3.51) esitsizliginde yerine yazarsak;

(r,x) € D(py, p2, €1, C2) igin

r(x + 2)\ (2Vrxz 'TI 2\rxz
1—7 ><1—r> T(l—r

] zPrYx*(1 —r)Vexp (— )f(z)z“e‘zdz
0

© q
<K, f z9P*% exp(—aqz + bqVz — z) dz | |Ifll, (3.52)
0

esitsizligi elde edilir.

f z9P*% exp(—aqz + bqVz — z) dz
0

integralini incelersek yakinsak oldugunu goriiriiz.

Bundan dolay1 (3.45) ile gosterdigimiz integral D( pq, p,, Cq, C,) lizerinde diizgiin
yakinsaktir.

Bundan dolay1
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n+m ©o an+m
Ye~* = | ——— a,-z
0 0

esitligi elde edilir.
Sonug olarak A(f) fonksiyonu D deki C* simifindadir. D deki her z € (0, +o0) igin

0K (r, x,
. (rxz)+

0K (r,x,2) 0%°K(r,x,z)
+ =
or

A+a-—x) Fp X 922

esitligini kolaylikla dogrulayabiliriz. Bu da Teorem 3.4.1 in ispatin1 tamamlar.
Sonu¢ 3.4.1
f eLP(z%exp(—z)) ise A(f);

ou(r, x) ou(r, x) 0%u(r, x) y
- +(A+a—x) 7% + x 72 =0

r D de,

linln_ u(r,x) =f(x) [0, +) araliginda hemen hemen her yerde
i

siir deger probleminin ¢oziimiidiir [1].
Sonug¢ 3.4.2

f € CR,)NLP(z% exp(=2)) ise A(f);

ou(r, x) ou(r, x) N 0%u(r, x)
x

r pm +(1+a—x) Fp 32 =0 D de,

lim u(r,x) =f(),  x € [0,+0)

sinir deger probleminin ¢oziimiidiir [1].

B(f) i¢in de benzer sonuglar1 agsagidaki gibi elde ederiz.

Teorem 3.4.2

f € LP(exp(—2z?)) ise B(f),D ={(r,x):0 <r < 1,x € R} kiimesindeki C®
smifindadir ve B(f) ;
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ou(r, x ou(r,x) 9%u(r,x
- ( )—Zx ( )+ ( )=O

or Ox O0x? D de
esitliginin ¢oztiimiidiir [1].
Sonug 3.4.3
f € LP(exp(—z?)) ise B(f);
u(r, ou(r, d%u(r,
2r ur, x) —2x u(r, x) + u(r,x) =0 Dde,

or ox 0x?
rll)r{l— u(r,x) =f(x) hemen hemen her yerde
sinir deger probleminin ¢ozimiudiir [1].
Sonug¢ 3.4.4
f € C(R) N LP (exp(—z?)) ise B(f);

ou(r, x) ou(r,x) 0%u(r,x)
2r ar Yy dx * 0x?

=0 Dde,
lir{1_ u(r,x) =f(x) x €R
r—

siir deger probleminin ¢oziimiidiir [1].
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu tezin baslangicinda bize yardimci olacak temel kavram ve teoremleri ele alindi.
Daha sonra bu temel kavram ve teoremleri kullanarak Laguerre ve Hermite polinom
geniglemelerinin Poisson integralleri olan A(f) ve B(f) operatorleri i¢in bazi
Ozellikler gosterildi. Bu ozellikler makalenin ilerleyen kisimlarindaki teoremlerin
ispatlarinda kullanildi. Daha sonra A(f) ve B(f) operatorleri i¢in ayri ayri
yakinsama hizini ve Voronovskaya teoremini gosterildi. Son olarak da bu operatérler

i¢in bazi sonuglar elde edildi.
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