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OZET

TAM OLMAYAN COK DEGISKENLI HIPERGEOMETRIK
FONKSIYONLAR VE GENISLETMELERI

YAGCI, Oguz
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlisu
Matematik Anabilim Dali, Yiksek Lisans Tezi

Danisman: Dog. Dr. Recep SAHIN

Bu tez alt1 boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde yapilan calismalar ve tezin
genel amaci1 hakkinda bilgiler verilmistir. ikinci boliimde ise Gama fonksiyonu, Beta
fonksiyonu, tam olmayan Gama fonksiyonu, bir, iki ve ti¢ degiskenli hipergeometrik
fonksiyonlar gibi temel ifadeler aciklanmistir. Ugiincii béliimde tam olmayan Gauss
hipergeometrik fonksiyonlarinin tanimlar1 ifade edilmis ve bazi 6nemli 6zellikleri
verilmistir. DOrdunci boélimde ise tam olmayan birinci ve ikinci tip Appell
hipergeometrik fonksiyonlar1 tanitilmis ve bazi onemli formiilleri incelenmistir.
Besinci boliimde, tam olmayan ii¢ degiskenli bazi Srivastava hipergeometrik
fonksiyonlari ifade edilmis ve bazi 6zellikleri sunulmustur. Altinci bolim ise tartisma
ve sonu¢ kismina ayrilmistir.

Anahtar Kelimeler: Gama fonksiyonu, Beta fonksiyonu, Pochhammer
semboll, Tam olmayan Gama fonksiyonlari, Tam olmayan Pochhammer sembold,
Gauss Hipergeometrik fonksiyonu, Appell Hipergeometrik fonksiyonlari, 3 degiskenli

Srivastava Hipergeometrik fonksiyonlari.



ABSTRACT

CERTAIN INCOMPLETE MULTIVARIABLE HYPERGEOMETRIC

FUNCTIONS AND EXTENTIONS

YAGCI, Oguz
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, M. Sc. Thesis

Supervisor: Assoc. Prof. Recep SAHIN

This thesis consists of six sections. In the first section of the work is given
information about purpose of the thesis. In the second section, basic expressions such
as Gamma function, Beta function, incomplete Gamma functions, single, double and
triple hypergeometric functions are explained. In the third section, the incomplete
Gauss hypergeometric functions defined and given some important properties. In the
fourth section, the incomplete first and second type Appell hypergeometric functions
defined and investigated certain formulas. In the fifth section, the incomplete three
variables Srivastava hypergeometric functions identified and presented various
properties. The sixth section is reserved for discussion and conclusion part.

Keywords: Gamma function, Beta function, Pochhammer symbol, Incomplete
Gamma functions, Incomplete Pochammer symbols, Gauss Hypergeometric function,

Appell Hypergeometric functions, Srivastava’s triple Hypergeometric functions.
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1. GIRIS

Miihendislik ve fizik uygulamalari, uygulamali matematik bilgisi ve Ozel
fonksiyonlarin iyi anlasilmasini gerektirir. Bu fonksiyonlar digerlerinin yan sira 1s1
iletimi, iletisim sistemleri, elektro-optik, yaklasim teorisi ve elektrik devresi teorisi
gibi uygulama alanlarinda yaygin olarak ortaya c¢ikmaktadir. Miihendislik ve
uygulamali bilimlerdeki uygulama alanlarinda yeni fonksiyonlarin ortaya ¢ikmasiyla
0zel fonksiyonlarin konusu olduk¢a 6nem kazanmustir [1].

Uygulamali matematik, astrofizik, niikleer ve modiiler fizik, ulasim teorisi ve
akiskanlarin akisi, difraksiyon ve plazma dalgasi problemleri, sayi teorisi ve rastgele
yiirliylisler, Lorentz-Doppler ¢izgi genislemesi ve tasarimi, parcaciklarin hizlanmasi
gibi konular (2.19) ve (2.20) de tanimlanan tam olmayan gama fonksiyonlariyla ifade
edilebilmektedir. Bu nedenle tam olmayan gama fonksiyonlarinin ayrismasi gesitli
problemlerin kapali formlarinin ¢oziimlerini elde etmekte 6nemli rol oynamaktadir
[4].

Bu tezde, birinci boliimde baz1 6zel fonksiyonlardan olan, gama fonksiyonu,
beta fonksiyonu ve tam olmayan gama fonksiyonlari, bir, iki ve {i¢ degiskenli
hipergeometrik fonksiyonlari ele alinmis ve bazi 6nemli 6zellikleri incelenmistir.
Ikinci béliimde ise tam olmayan Pochhammer sembolii yardimiyla tanimlanmis olan
tam olmayan Gauss hipergeometrik fonksiyonlari incelenmistir. Ugiincii boliimde iki
degiskenli tam olamayan birinci ve ikinci tip Appell hipergeometrik fonksiyonlarinin
bazi 6zellikleri verilmistir. Son boliimde ise ¢ degiskenli tam olmayan Srivastava
hipergeometrik fonksiyonlar1 tanimlanmis ve bazi1 Ozellikleri, Grnegin integral
formulleri, tlrev formuld, Mellin-Barnes integral formiilii, rekiirans bagintilar1 ve

indirgenme formiilleri verilmistir.



1.1 Kaynak Ozetleri

Bu tez calismamizda temel kavramlar i¢in Hari Mohan Srivastava nin “A
Treatise on Generating Functions” ve M. Aslam Chaudhry, Syed M. Zubair in “On a
Class of Incomplete Gamma Functions with Applications” adli kitaplart temel
referanslarimiz olmustur [1, 3]. Ayrica bu alanda yaymlanmis pek ¢ok makaleden de

faydalanilmustir [4, 9, 10, 11, 12, 13].

1.2 Caliymanin Amaci

Bu tez c¢alismasinda tam olmayan Srivastava Uc¢li hipergeometrik
fonksiyonlarindan y£ ve L tanmimlannustir [12]. Bu fonksiyonlarin bazi énemli
oOzellikleri olan integral formulleri, tirev formull, Mellin-Barnes integral formalleri,

rekiirrans bagintilar1 ve indirgeme formiilleri elde edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
Bu boéliimde ileriki boliimde faydali olacak temel ifadelere yer verilecektir.

2.1 Gama Fonksiyonu

Euler 1729 yilinda x in herhangi bir pozitif tamsay1 oldugunda x! e bir anlam
vermek amaciyla n nin bir pozitif tamsayr degerleri arasinda n! interpolasyonu
problemini ele almistir. Boylece 6zel fonksiyonlarin incelenmesinde karsimiza ¢ok
¢ikan ve iyi bilinen Gama fonksiyonuna yonelmistir [1, syf. 19].

n pozitif tamsay1 ve

0

f(n) =jt”exp(—t)dt

0

olsun. Yukaridaki integrale kismi integrasyon uygularsak,
f(n) = [-t"exp(—t)]g + nJ t" Lexp(—t)dt
0

=nf(n—1), (n=2,3,..)
olup, f(1) = 1 iken
f(m)=nn-1)..3.2.1 =n!

elde edilir. Boylece,

0

n!= J t"exp(—t)dt, n=12..)
0

dir. Aslinda n nin Re (n) > —1 olan herhangi bir reel say1 olmasi halinde yukaridaki
integral ifadesi tanimlidir. Bagka bir ifadeyle yakinsaktir. Bu Oneriler altinda bizde

faktoryel fonksiyonunu



zl = f t?exp(—t)dt =T'(z+ 1), (Re(z) > -1)

seklinde tanimlayabiliriz. Yukaridaki ifadede z yerine z — 1 yazilirsa kolaylikla

o0

r(z) = f tZ lexp(—t)dt

0

elde edilir. Simdi, Euler, Gauss ve Weierstrass tarafindan ele alinmis Gama

fonksiyonun Ug farkli gésterimini verelim.

Tamm 2.1.1 [1, syf. 19]:

r'(z) = f t?~texp(—t) dt, Re(z) >0
0

Tamm 2.1.2 [1, syf. 20]:

z

A n'n
I = b {Z(Z +1)..(z+ n)}'

Tamm 2.1.3 [1, syf. 20]:

% = z exp(62) 1_[ [(1 + %) exp (_ g)]

olup Euler-Mascheroni sabiti &,

11 1
§ = lim {1 LRI 1nn} ~ 0,5772156649 ..

3

n—-oo

olarak tanimlanmustir .

z#0,-1,-2,..

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.1) de verilen ifadede z yerine z + 1 yazilip daha sonra kismi integrasyon

uygulanirsa,

o0

r(z+1) = J tZt1"1exp(—t) dt
0

= f t? exp(—t) dt
0



= [—tZexp(—)]5 + zf t? Lexp(—t) dt
0

= zI'(2)
olup,
r(z+1) =2zl(2) (2.5)
reklirans bagintis1 elde edilir [1, syf. 20]. (2.5) teki rekiirans bagintisi z #

0,—1,—2,.. igin (2.2) ve (2.3) kullanilarak kolaylikla ispatlanabilir. T'(1/5)

fonksiyonu o = —1,—%,..., basit kutuplarina sahip oldugu i¢in, 0 = 0 noktasi

F(l/g) nin kutup yigilma noktasidir. Ayrica, (2.2) de F(l/z) nin kutup noktasi

yoktur ve I'(z) asla sifir olamaz. BOylece,

1
jtz‘l exp(—t) dt ,Re(z) >0
_ 0
F@=\re+1
v, ,Re(z) <0,z# —1,-2, ...
\ (2.6)

tanmimlanir [1, syf.20].

2.2 Beta Fonksiyonu

Beta fonksiyonu B(x,y) iki kompleks degiskeni x ve y olan birinci tlr

Eulerian integrali tarafindan

[ee]

B(x,y) = f t*"1(1 —t)Y 1dt, (2.7)
0

(Re(x) > 0,Re(y) > 0)

olarak tanimlanmustir [1, syf. 25]. (2.7) ifadesinde sirasiyla t = sin?6 ve t = ﬁ

alinirsa



1

B(x,y) = f(sin 0)2%=1 (cos 6)?P~1dg (2.8)

0

ve

° x—1
0

elde edilir. Bunlara ek olarak (2.1) esitliginde t = s? doniisiimii yapilirsa,

rx) = f t* lexp(—t)dt = Zf s?* lexp(—s?)ds (2.10)
0 0

olup, I'(x) nin bu esitliginden dolay1

0

r(y) = 2] t2 " lexp(—t?)dt (2.11)
0

elde edilir. Simdi, (2.10) ve (2.11) ifadelerini taraf tarafa garpip,
rer(y) = 4j- f 527 1t2Y"loxp(—s? — t?) dsdt
00

s = rcosf vet = rsinf kutupsal koordinatlarina gecis yapilirsa,

reory) =4

S Y— LIy

j r2H2Y-2(cos0) 21 (sin) > lexp(—r2)rdrd6 (2.12)
0

T

i ILi
= lZf(cos@)zx‘l(sine)zy‘ldﬁ [2[ r2**2Y="loxp(—r?)rdr
0 0

=B,y (x +y)

esitligi bulunur. Boylece, B(x,y) = ID-TY) §ir Buradan da kolayca gortlmektedir
I'(x+y)

ki
B(x,y) = B(y,x) (2.13)

saglanip, Beta fonksiyonunun simetri 6zelligine sahip oldugu gozlenir.



Dolayistyla, (2.6) ifadesine benzer sekilde

(1
ftx‘l(l —t)¥ 14, ) Re(x) > 0,Re(y) >0

B =\ rare)
'x+y)
L (2.14)

, Re(x) > 0,Re(y) > 0, x,y+—1,-2,..

yazabiliriz [1, syf. 26].

2.3 Pochhammer Semboli

Bu caligsma boyunca Pochhammer sembolii (A),,
1 , n=20
Mn =
AA+1)..(A+n-1) , n=12,.. (2.15)
olarak tanimlanmustir . Ozel olarak, A = 1 alinirsa
1,=11+1).A+n-1)=12..n=n!
oldugundan dolay1 (1),, sembolii temel faktoryel fonksiyonu olarak da tanimlanir [1,
syf. 21].
Simdi, (2.5) ifadesinde z + 1 yerine A + n yazilir ve bu islem n kez tekrar
ettirilirse
FrA+n)=A+n—-1DrA+n-2)
=A+n-1D)A+n-2)..A+1DrQ)
= Mnl'(D)

esitligi elde edilip,

rd+n) 1
ray ro

W = ft“n-lexp(—t)dt, A#—-1,-2,.. (2.16)

0



olur. Boylece, (A),, Pochhammer semboliiniin Gamma fonksiyonu tiiriinden esitligi

elde edilir [1, syf. 22].

Lemma 2.3.1 [1, syf. 22]:

Mmin = M)t +m)y, (2.17)
dir.
Ispat: (2.17) ifadesinde (2.16)uygulanirsa istenilen sonug kolaylikla elde edilir.m

Lemma 2.3.2 [2, syf. 47]:

(1—x)*= Z(A)nxn—T x| <1 (2.18)
n=0

dir.
Ispat: (1 — x)=* fonksiyonunu x = 0 noktas1 komsulugunda Taylor serisine agmak

yeterlidir. A € Z~ olmasi halinde (2.18) ifadesi sonlu bir binom agilimidir. m
2.4 Tam olmayan Gama Fonksiyonlari

Tam olmayan Gama fonksiyonlar1 y(z,x) ve onun timleyeni olan I'(z, x)

fonksiyonu (ayni zamanda Prym’ s fonksiyonu olarak da bilinir.),

X

y(z,x) = J tZ texp(—t)dt (Re(z) >0, larg(z)| < m), (2.19)
0

ve

r(z,x) = footz‘l exp(—t)dt (Re(z) >0, larg(2)| < m), (2.20)

X

olarak tanimlanir ve
y(z,x) +I'(z,x) =I(z) (2.21)

ayrisma formiiliinii saglar [1, syf. 27].



Sabit x i¢in I'(z, x), z nin tam (integral) fonksiyonudur. Ancak y(z, x) fonksiyonu
x = 0,—1, -2, .., noktalarindaki basit kutuplarla z nin bir meromorfik fonksiyonudur.

Simdi, (2.19) ifadesinde z yerine z + 1 yazilip kismi integrasyon uygulanirsa

X

y(z+1,x) = f tZ?t 1"l exp(—t) dt
0

X
= ftz exp(—t)dt
0

X
= [—tZexp(—t)]5 + zj tZ Texp(—t)dt
0

= zy(z,x) — x% exp(—x) (2.22)
0z yineleme formulii elde edilir. Benzer islemler (2.20) ifadesinde uygulanirsa,
I'(z+1,x) =zl (z,x) + x%exp(—x) (2.23)

kolaylikla elde edilir [3, syf. 37].
2.5 Tam olmayan Pochhammer Semboli

(2.19) ve (2.20) ile ifade edilmis olan tam olmayan Gamma fonksiyonlari
y(z,x) ve I'(z, x) e gore tam olmayan Pochhammer sembol,

yA+nx) 1
rca ro

X
AL x), = f tA* " lexp(—t)dt, An€Cx >0 (2.24)
0

ve

1 _I'A+nx) 1
=T @

f tA " lexp(—t)dt, A,n€Cx >0 (2.25)
X

seklinde tanimlanir ve

(4 X)n + [A x]n = (D (2.26)



yineleme formiiliinii saglar. (1), (2.16) ifadesinde verilen Pochhammer sembolddir
[4, syf. 662].
Lemma 2.5.1 [4, syf. 662]:

A ) men = DA +m,x), (2.27)
dir.
Ispat: (2.27) ifadesinde (2.25) esitliginden faydalanarak istenilen sonucu kolaylikla

elde edilir.m

2.6 Gauss Hipergeometrik Fonksiyonu ve Serisi

a,b ve c reel ya da kompleks olsun. ikinci dereceden lineer diferensiyel

denklem
1 2w+[ +bhb+1 ]dw bw =0 2.28
z( Z)dZ2 c—(a )z 7 abw = (2.28)
ya da
d
@ +c-1)-26+)@E+b)w=0 5=Z(E> (2.29)

hipergeometrik denklem olarak adlandirilir. Burada sadece z = 0, 1, o da tekillikler
mevcuttur [1, syf. 30].

(2.28) ifadesindeki hipergeometrik denklemin z = 0,1, daki seri
¢ozlimleri dogrudan klasik Frobenius yontemi kullanilarak elde edilebilir. Fakat, ¢ tam
say1 degilse, orijin komsulugundaki (2.28) ifadesinin genel ¢bzimi

w=A,F(a,b;c;z) + Bz ¢ ,Fi(a—c+1,b—c+1;2—c;z) (2.30)
(2.30) daki ,F,(a,b; c; z) seklinde bulunabilir, burada A, B sabitlerdir.

a.b a(a+1).b(b+1) ,
z+ 7% 4 -
l.c 1.2.¢c(c+1)

oFi(a,b;c;z) =1+

10



" (@n(b)n 2"

L, n

,Fi(a,b;c;z) = c#0,—-1,-2,.. (2.31)

olup, (2.31) ifadesi Pochhammer semboliinden faydalanarak tanimlanmustir [1, syf.
29].
|z| < 1iken (2.31) deki hipergeometrik seriye uygulanan bazi testlerle

I.  Re(c—a—>b) > 0icin mutlak yakinsak,

ii. —1 < Re(c—a—>b) < 0igin sarth yakinsak,

lii. Re(c—a—>b) < —1 igin wraksak,

oldugu gosterilebilir [1, syf. 30]. Gergek su ki; (i) durumunda bize iyi bilinen Gauss
toplam formullndn

rc)f(c—a-»n)
I'(c—a)l(c—Db)

,Fi(a,b;c;1) = (2.32)

(Re(c—a—b)>0;c+#0,-1,-2,..)
olugsmasina yol acar [1, syf. 30].

(2.31) ifadesinde z yerine Z/ p Yazilir ve |b| — oo giderken limiti alinirsa

_  (@)n(h), 2"
Jm_oR(abic?),) = ) ?c' WE o

n=0

elde edilir. Yukandaki ifadede  Iim {(b)n=} = 1 oldugundan dolayr Kummer

fonksiyonu olarak da bilinen bir degiskenli konfliient hipergeometrik fonksiyonu

asagidaki gibi tanimlanmstir [1, syf. 36].

- (@), z"
, ©n — c#0,-1,-2,.. (2.33)
n=

Fila;c;z) =

11



Simdi, Gauss hipergeometrik fonksiyonunun Gama fonksiyonu ve Beta

fonksiyonunun integral gosterimlerinden faydalanarak yeni esitlikler elde edilecektir.

Teorem 2.6.1: Gauss hipergeometrik fonksiyonu olan ,F;(a, b; c; z) nin

1 (o]
oFi(a,b;c;z) = mf t%lexp(—t). {F;(b;c; zt)dt (2.34)
0

integral gosterimi mevcuttur [4, syf. 665].

Ispat: ,F,(a, b;c;z) in (2.31) deki seri gosterimi

(a)n(b)n

ZFl(aF b; C, Z) = (C)n n'

n=0

olup, (2.16) ifadesi ve (2.6) esitligindeki integral gosteriminden faydalanarak

1~ b), 2"
oFi(a,b;c;z) = F(a)Zj t* =1 exp(—t) EC; %dt
0

n=0
saglanip, seri diizgiin yakinsak oldugundan dolay1 kolaylikla toplam ve integral

ifadelerinin yerleri degistirilirse agsagidaki esitlik saglanir.

(b)n @z .
()n n!

1 co
2F1(a,b;C;Z)=mJ t?1exp(— t)z
0

1 (o]
=—)f t*ltexp(—t) ,F,(b;c;zt)dt.
0

Burada, F;(b;c;z), (2.33) te verilen Kummer (konflient) hipergeometrik

fonksiyonudur [1, syf. 36]. m

Teorem 2.6.2: Gauss hipergeometrik fonksiyonu olan ,F, (a, b; c; z) nin
F,(a,b;c;z) = ;J th=1 (1 — )¢ b71(1 — zt)~4dt (2.35)
Zanmm B(b,c — b) '
0

bir bagka integral gosterimi de mevcuttur [2, syf. 47].
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Ispat: (2.7) esitliginde tamimlanan Beta fonksiyonu ve Pochhammer semboliiniin

asagidaki 6zelligi kullanilarak

(b)n B +mnc—b) 1
(),  B(b,c—n)  B(bc

1
b+n-1 _ \c—b-1
—n)]t 1-1¢) dt (2.36)
0

elde edilir [2, syf. 47]. Simdi, (2.36) daki esitlik (2.31) de yerine yazilip, seri diizgiin

yakinsak oldugundan dolay1 gerekli diizenlemeler yapilirsa

1 0
1 (@n(zt)"
o) — b-1 (1 _ $\c—b—1
JFy(a, b; ¢; 2) B(blc_b)jt 1-0 Z) L2 de
0 n=

elde edilir. Yukaridaki ifadede (2.18) deki esitlikten faydalanarak istenilen sonucu

kolaylikla elde edilebilir. m
2.7 Appell Hipergeometrik Fonksiyonlar:

Tek degiskenli hipergeometrik fonksiyonlar teorisindeki biiyiik basar1 iki veya
daha fazla degiskenli hipergeometrik fonksiyonlar tizerine ¢alismalar1 yonlendirmistir.
1880 yilinda P. Appell iki tane Gauss hipergeometrik fonksiyonunun carpimini
asagidaki sekilde ele almistir [1, syf. 52].

2F1(a1, bs; c1; x1). 2F1(a2, by; 35 x3) (2.37)

N (al)m(bl)m(az)n(bz)n xlm xzn

(c)m(c2)n m! nl’

m,n=0
(2.37) ifadesinde (2.17) ozelligi kullanilip ve a,, b, ve c, ifadelerinin yerine a, =
a, +m, b, = by + m, ¢, = ¢, + m yazilirsa,

(al)m(az)n: (bl)m(bz)n' (Cl)m(cz)n

carpim ifadeleri sirasiyla,

(@) m+n (b)) mans (€1)man

13



olup
2F1(ay, by; ci5x1). oF1(az, by; ¢35 x3) (2.38)

(a)m(a; + m)y(by)pm(by + m)y 2™ 2™
(c))m(cs + m), m! n!

m,n=0

(@) m+n (b)) mn 1™ g

(¢ )msn m! n!

mmn=0
elde edilir.

(2.38) esitliginde 0 = m + n alinip gerekli diizenlemeler yapilirsa
2F1(ay, by; ¢15%1). 2F1(ag, ba; ca;5 %)

SN (a)o(b)gx™ x77™
z Z (c1)g m! (6 —m)!

o=0m=0

(al)a(bl)a o—-m
L (eo0! (Z - m)'m' s )

- (a)g(b1)g (X1 + x2)7
(c1)g a!

a=0
= Fi(ay, by; 151 + x3)
saglanir [1, syf. 52].
(2.37) ifadesinde a, = a; + m ve ¢, = c¢; + m yerlerine yazilirsa ve gerekli
islemler yapildiktan sonra meydana gelen iki degiskenli hipergeometrik fonksiyona
birinci tip Appell hipergeometrik fonksiyonu adi verilir.Boylece asagidaki serisel

gosterimi mevcuttur [5, syf. 73].

(al)m+n (bl)m(bz)n xlm xzn
(c)msn m! n!

Filay, by, by; cq5 %1, x5] = (2.39)

mn=0

{(xpxz): |x1| <1, |x2| < 1}-
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Benzer sekilde (2.37) ifadesinde a, =a; +m almirsa ikinci tip Appell
hipergeometrik fonksiyonu, tekrar (2.37) de ¢, = ¢; + m koyulursa tigiincti tip Appell
hipergeometrik fonksiyonu ve en son olarak (2.37) da a, =a; +m, b, =b; + m
alinirsa dordiincti tip Appell hipergeometrik fonksiyonu elde edilir. Bu ifadelerin

serisel gosterimleri asagida sirastyla verilmistir [5, syf. 73].

0

(@) men (b)) m(b2)n x,™ x2™

Fy[ay, by, by; €1, €25 %1, X2] = Z D) mya—" (2.40)
mmn=0
{Ce,x0): |xq ] + [xp| < 13,
O (@0)m(@2)5 () (by)n 2, %,
Fs[ay, az, by, by; ¢45 %1, %3] = Z L (C1§m+nm . yp— (2.41)
m,n=0
{Ceg, x2) x| < 1, |xp| < 1}
ve
a b x M x,"
F4[a1,b1;c1,cz;x1,x2] — ( 1)m+n( 1)m+n 1 2 (2-42)

- (c)m(Cc2)n m! n!
mmn=0

{(xl,xz): lx,| + \/Ix_zl < 1}.

Burada yukaridaki sartlar altinda seriler yakinsaktir.
Simdi, birinci tip Appell hipergeometrik fonksiyonu F; in (2.39) ifadesinde

yer alan x;™x,"™ teriminin 6niindeki katsay1 A,, ,, olsun.

00

XM
w = F]_[al, bl' bz, Cl; xl,xz] = Z Am,nWF (243)
mn=0
burada
A _(ag+m+n)(by +m)
T m+ D (e, +m+n) ™"
ve
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(a + m+n)(b, +n)
m+D(,+m+n) ™"

Am,n+1 =

dir.

0

K = X1 %1

ve A =x, % alinirsa Appell hipergeometrik fonksiyonu F; i¢in asagidaki
2

kismi diferensiyel denklemler
1
{(K+A+a1)(K+b1) —x—ic(lc+l+cl — 1)}(1) =0
1
1
{(K+/1+a1)(ic+b2) —x—K(K+/1+c1 — 1)}(» =0
1
saglanir [5, syf. 76]. Birinci ve ikinci dereceden kismi tiirevler i¢in yu = %,v =
1

i _ 62 E _ 62 Z _ 62
axl'p ™~ axlaxz’ - aX12, - axzz

gosterimlerinden faydalanarak F; in sagladigi

kismi tiirevli denklem sistemi

X (1 —x9)¢ +x,(1 —x1)p + [y — (ag + by + 1)xq]u — byx;v —aybiw = 0
F,: (2.44)
X2(1 = x3)0 + x,(1 = x3)p + [c; — (ag + by + 1)x3]v — byxqp — a1b,0 = 0

elde edilir. Diger Appell fonksiyonlar1 i¢in asagidaki kismi tiirevli denklemler benzer
bi¢cimde saglanir.

x1(1 = x1)§ —x12x50 + [c1 — (ag + by + Dxy [ — byxv — aybyw = 0
Fy: (2.45)
x2(1 = x2)¢ — x1%2p + [c; — (a1 + by + D)xz]v — byxypu — ayby0 = 0

x1(1 = x)§ +x20 + [¢y — (@ + by + Dy Ju — aybyw =0
Fy: (2.46)
X, (1 —x){ +x1p+ [c; — (ag + by + Dxy]lv—a;b,w =0

ve

(x(1—2x1)& — x22€ — 2x1%,p + [c; — (a; + by + 1)x;]u
—(a1 + b1 + 1)x2V - alblw = O
Fy: (2.47)
x2(1—x,)¢ — x129z — 2x1%p + [¢; — (ay + by + 1)x,]v
_(al + bl + 1)x1[1 - albzw == 0
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dir [5, syf. 76].
Teorem 2.7.1: Appell hipergeometrik fonksiyonlart F;, F, ve F; un integral

gosterimleri asagidaki sekilde sirasiyla verilmistir [5, syf. 76].

Filaq, by, by; c15 %1, x,] = Fe) (2.48)
r'(b)I(bx)I'(cy — by — by)
11-v
f J. pbr=lyb2=1(1 — y — v)1=b1=P2=1(1 — yx; — vx,) "% dudv,
00
I'(c)I(c
Falay, by, by; ¢4, ¢35 %1, X5 (e)l(c) (2.49)

B F(b1)r(b2)r(c1 - b1)F(C2 - bz)
1 1

. j f ubi=1yba=L(]  p)erbiml(1 —y)eabam1(1 — iy — vxy)Mdpdv,
00

_ I'(cy)
- I'(by)I'(bx)I'(cy — by — by)

Fslay, az, by, by; €15 x4, x5] (2.50)

v

11—
f f pbr=tyb2=1(1 — g — v)r7Prmham (1 — px )~ (1 — vx,)~*2dudv
0 0

wu=0,v=0,u+v<1.

Ispat: F; in (2.39) daki serisel gosteriminde Beta fonksiyonunun integral formilii

(b)m 1
(c)m - B(by, ¢4

1
bi=1 (] — y)e-bi-1qy
—bl)of” (1—w U

kullanilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa, (2.48) deki esitlik kolaylikla elde edilir.
Ayni yontemler (2.40) ve (2.41) deki serisel gosterimlerde uygulanirsa, (2.49) ve
(2.50) integral ifadeleri saglanir. m

Teorem 2.7.2: Appell hipergeometrik fonksiyonu F; in doniisiim formiilleri asagidaki
sekilde sirasiyla verilmistir [5, syf. 77].

F; [a1; by, by; cq; x1,x2] =(1- x1)_b1(1 - xz)_bz (2.51)
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X1 X3 ]

Fy [01—a1:b1’b25C11—1_x A
1 2

Filay, by, by;cp5x9, %3] = (1 —x)™ %

X1 XX
.F1 a,, g — b1 - bz, bz, Ci1,—

1_x1’ 1—x1

Filay, by, by;c15%1, %3] = (1 — x5) ™%

F[ b by — by; ¢yt 2 i ]
.rq|a Cq1 — - ; C1, -
IR P 1 21D 1—X2 ) 1_x2

Fylay, by, by; cq; 1, %3] = (1 — xq)17P17% (1 — x,) 722

X1~ X3
'Fl Cl - a1, Cl - b1 - bZI b2; Cl;xli
1 —x2

Filay, by, by;cy5%x1, %3] = (1 — x1)_b1(1 - xz)cl_bz_al

Xy — X7
2

.F1 [Cl —al,bl,Cl — bl _bz, C,,—7/—, X
1—x1

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)

Ispat: F; in asagida verilen

I'(cy)
r'ta)r(c, —ay)

Filay, by, by; c15 %1, %2] =

1
-fu“l‘l (1 — @)™ (1 — puxy) ™ (1 — pxy) ~P2dy,
0

integral gosteriminde swrasiyla u=1—v, y = —-

1-x1+vx,’

v 1-v

T 1—x,4vx,’ K= 1-vx,

Ve u = 11% dontigiimleri yerlerine konulursa, istenilen sonuglar kolaylikla elde
- 2

edilir.m

Teorem 2.7.3: Appell hipergeometrik fonksiyonu F, nin doniisim formiilleri

asagidaki sekilde sirasiyla verilmistir [5, syf. 77].
FZ [alr blf b2; C1,C2; X1, xZ] = (1 - xl)_a1

X1
F, [ap ¢y — by, by 04,005 —

18
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Fylaq, by, by; €1, 25 %1, %] = (1 — x3) 7% (2.57)

X1 X2
'FZ al)bl’cz_bz;cl'cz;l—xz'_l—xz

Fylaq, by, by;cq,C05 %1, %] = (1 —x1 — %)™ " (2.58)

X1 ) ]

.F[aC—bC—b'CC'— —
2 11 2 212 1_x1_x2’ 1—X1—x2

Ispat: (2.49) esitliginde sirasiyla,

u=u,v=1-v'
u=1—-py,v=1-v'
dontisiimleri uygulanir ve gerekli islemler yapilirsa istedigimiz sonuglara kolaylikla

ulasilabilir.m
2.8 Srivastava U¢ Degiskenli Hipergeometrik Fonksiyonlari

1893 yilinda Lauricella tarafindan 14 tane ii¢ degiskenli hipergeometrik
fonksiyonlar olusturuldu [1, syf. 68]. Lauricella nin ii¢ degiskene sahip olan 14
hipergeometrik fonksiyonu iizerine yapilan ¢alismalar sonucunda Srivastava
tarafindan U¢ tane U¢ degiskenli hipergeometrik fonksiyon elde etmistir. Bu
fonksiyonlar agsagida sirasiyla verilmistir [7, 8].

Hylay, ay, az; by, by; xq, X5, X3]

0

(al)m+p (a2)m+n (a3)n+p x,™ ﬁﬁ
(bl)m(bz)n+p m! n! p!

(2.59)

m,n,p=0
(Jeg] <1y lxy] < s, lx3] <t,r+s+t=1+st),

Hglay, ay, as; by, by, bs; x1, x5, xg]
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o8]
(al)m+p (az)m+n (a3)n+p xlm xzn x3p

_— 2.60
Gmn(b)y  ml nl P (2:60)
mmn,p=0
(|x1| <71 lx] <s x|l <t,r+s+t+2Vrst = 1),
Hclay, az, az; by; x4, x5, x3]
z (al)m+p(a2)m+n(a3)n+p xlmgg (2.61)
(bl)m+n+p m! n! p! .

m,n,p=0

(|x1| <r, x| <s,|xs] <t,r+s+t—Z\/(l—r)(l—s)(l—t) < 2).

Acik sekilde, H; hipergeometrik fonksiyonu birinci tip Appell hipergeometrik

fonksiyonunun, Hg hipergeometrik fonksiyonu ikinci tip Appell hipergeometrik

fonksiyonunun ve H, hipergeometrik fonksiyonu hem birinci tip hemde ikinci tip

Appell hipergeometrik fonksiyonlarinin genellestirilmeleridir [1, syf. 69].

Teorem 2.8.1: Srivastava Ucli hipergeometrik fonksiyonu H, asagidaki kismi

diferensiyel denklemlerini saglar [8, syf. 106].
[6(0@+b,—1)—x,(0+DP+a)(@+Y¥ +ay,)]H, =0

W@ +D+b,—1) —x,(0 + ¥ + a)) (¥ + P +az)]Hy =0 (2.62)
[@(W + D +by—1) —x3(0 + D +a) (¥ + P+ a3)]H, = 0.

a a Ja .
Burada, 6 —xla—xl,‘l’—xzavecb —x3a—x3dur.

Ispat: (2.62) ifadesinde

6(0 + b, — 1)H,

_ i m(m + bl - 1)(a1)m+p (az)m+n(a3)n+p xlm xzn x3p
(bl)m(bz)n+p m! nl p!

mn,p=0

— i (m + b1 - 1)(a1)m+p (az)m+n(a3)n+p xlm xzn x3p
(bl)m(bz)n+p (m—-1)! n! p!

m=1,np=0
elde edilir. Yukaridaki esitlikte m yerine m + 1 yazilip ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa,
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8(0 + b, — 1)H,

(m + b1) (@) mrp+1(A2) man+1(Az)n4p 21 ™ 2™ X3P

_ (b)) m+1(b2)n4p m! nl p!
mn,p=0
. (m + b)) (@) mip (@ + M+ p)(@)min(@z + M + 1) (@3)nsp 1™ %" X5
LA (b1 + M) (b)) (b nsp m nl p!

saglanir. Boylece,
0@ +b;,—1)—x;06+DP+a)O@+¥ +ay,)|H;,=0
elde edilir. Diger esitliklerde benzer sekilde saglanir. m
Teorem 2.8.2: Srivastava Ugcli hipergeometrik fonksiyonu Hp asagidaki kismi
diferensiyel denklemlerini saglar [8, syf. 106].
6@ +b,—1)—x;(0+DP+a)(@+Y¥ +a,)]Hg =0

W@ +b,—1)—x,0+¥P +a,)(W+D+a3)|[Hg =0 (2.63)
[®(@+b3—1)—x30+D+a) (P +P+a3)]Hg = 0.

a a Jd .
Burada, 6 —xla—xl,ll’—xzavecb —x3a—xsdur.

Ispat: Teorem 28.1 in ispatindaki islemleri Srivastava (clii hipergeometrik
fonksiyonu Hy ye benzer sekilde uygulanirsa istenilen sonug elde edilir. m

Teorem 2.8.3: Srivastava Ugli hipergeometrik fonksiyonu H, asagidaki kismi
diferensiyel denklemlerini saglar [8, syf. 107].

[@O+¥P+DP+by—1)—x30+DP+a)(¥Y+ D+ a3)]H; =0.

a a J .
Burada, 68 = x, a—h,lp = xza—xzve D = x3 a—xgdur.

Ispat: Teorem 2.8.1 in ispatindaki islemleri Srivastava iiclii hipergeometrik
fonksiyonu H. ye benzer sekilde uygulanirsa istenilen sonug elde edilir. m
Teorem 2.8.4: Srivastava U¢lU hipergeometrik fonksiyonlar1 Hy, Hg Ve H, nin integral

gosterimleri agsagidaki sekilde sirasiyla verilmistir.
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1
Hylay, az, as; by, by; xq, x5, 3] = —f f exp(—u —v)
I'(a)I'(a
(a)I ( 2)0 ,

T2 G F (= by xqpv) (Fy(as; by xv + xsp)dudvy

(Re(xZ) < 1, Re(X3) < 1, Re(al) > 0 ve Re(az) > 0),
H a,a,a;b,b,b;x,x,x —_— expl—u —v
BLY41, %2, 43, V1, Y2, Y3, A1, A2,43 F( l)ru( 2)0 J

T2 F (=5 by uv) W5 (ag; by, bs; xv, xap)dpdv

(Re(x,) < 1,Re(x3) < 1,Re(ay) > 0 ve Re(a,) > 0),

1
Hclay, ay, as; by; x4, %5, %3] :—f f exp(—u —v)
I'(a;)I'(a
(a)r( 2)0 )

0 ﬂal_lvaz_l. d)3 (a3; bll XV + X3U, xl‘uV)d,udV
(Re(x;) < 1,Re(x3) < 1,Re(a;) > 0 ve Re(a,) > 0).

Burada, ¥,ve @5 iki degiskenli Humbert fonksiyonlar1 olup,

- (@41 xkyl
Yla;b,c;x,y] = T
2la;b,c;x,y] () (©), k! 11
k,1=0
(Ix] < oo, ly| < )
ve
sla; b; x,y] (@ X y
1]l
kl:o(b)kﬂk o

(Ix] <o, |y| <o)

dir [6, syf. 26]. Yukaridaki sartlar altinda seriler yakinsaktir.

(2.65)

(2.66)

(2.67)

Ispat: (2.59) esitliginin sol tarafindaki (@) m+p Ve (az)m4n terimlerine (2.16)

ozelligini uygularsak,
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1 0 0 o
Hylay, ay, as; by, by; xq, x5, %3] = @) (a,) Z f f exp(—u —v)
mnp=00 0

yaztmin-1 (aZ)nﬂ) xlmxznﬂdﬂdv
(b)) m(b2)psp mt n! p! ’

a;+m+p-1

u

elde edilir. Yukaridaki ifadede gerekli diizenlemeler yapilip ve toplam semboliiyle

integralin yerleri degistirilirse,

1 o ©o
Hylay, az, as; by, by; xq, x5, 3] = —f f exp(—u —v)
I'(a)I'(a
(a)I ( 2)0 .

(0]

(az)n+p Qe pv)™ (xv)™ (x3p)P

al—lvaz—l
_ (bl)m(bz)n+p m! n! p!
mn,p=0

U dudv,

esitligi saglanir. BOylece, (2.65) esitligini kolaylikla elde edilir. (2.66) ve (2.67)
ifadelerini, (2.60) ve (2.61) esitliklerinde benzer islemler yapilarak kolaylikla elde
edilir. m

Teorem 2.8.2: Srivastava U¢ll hipergeometrik fonksiyonlar1 Hy, Hg Ve H, nin integral

gosterimleri agsagidaki sekilde sirasiyla verilmistir.

_ Iy
I'(az)I' (b, — as3)

Hylay, ay, az; by, by; xq, X5, X3]

1
f6a3—1 (1 _ 6)b2—a3—1
0

— —-a — —-a . . xl )
(1= 2,6)"%(1 — x35) 1ZFl(al,az,bl,(l_x26)(1_x36) 45 (2.68)

(Re(b;) > Re(as) >0),

1
r'(a, + a;)
Hglay, ay, as; by, by, ba; x1, %5, %3] = —————< | 64971 (1 = §)%1
B[ 1, 42,43 1 Y2, V3, A1, A2 3] F(al)r(az)o ( )
.X4[a1 + a,,as, bl) bz, b3, 5 X15(1 - 5), xz(l - 5), x35]d6 (269)
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(Re(ay) > Re(ay) >0),

rb,)
I'(a)r(b; —a,)

1
Hclay, az, az; by; x4, X5, x3] = j §91(1— )Pt
0

x,(1—6)
(1—=2x,0)(1 — x36)

. (1 - x16)_a2 (1 - X36)_a3 2F1 <a2, ag; bl - al; >d6 (2.70)

(Re(by) > Re(a,) > 0).
Burada X,, [6, syf. 84] te verilen Exton un tanimlamis oldugu yirmi hipergeometrik

fonksiyondan biri olup,

(a1)2m+n+p (az)n+p x ™ ﬁﬁ
D=0 (bl)m(bz)n(b3)p m! n! p!

X4-[a1) aZ; bll bZ; b3: H xl; le x3] =

mn

(r=lehs = lxol t = xsl, 2v7 + (Vs ++)" < 1)
dir.
Ispat: Srivastava lcli hipergeometrik fonksiyonu H, nin bir diger serisel gostremi
olan

Hylay, ay, az; by, by; xq, X5, X3]

" (@)m(a2) X"
(ZITTnYnFl[a3, az +m, a1 +m, bz, xz,xlz)]m (271)

m=0

ifadesine [5, sy.77] de Picard tarafindan verilen integral formal

_ I'(cy)
B r'(a)r(c; —ay)

Filaq, by, by; ¢q; %1, %3] (2.72)

1
f o 1 (1—0)1™ (1 — x,0) ™01 (1 — x,0) P2do
0

uygulanirsa ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

Hyla,, ay, as; by, by; x1, X5, xg]
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- '(a;)I' (b, —as) (b1)m

m=0

r(b,) Z f5a3_1 (1 — §)ba—as-1 (a)m(az)m

m
(1 = x,8)"92 (1 — x,6)~ @™ % ds (2.73)

elde edilir. (2.73) te (2.35) ifadesinden yararlanarak (2.68) esitligi saglanir.

Simdi, Srivastava Ug¢lii hipergeometrik fonksiyonu Hg nin serisel gosterimi
olan (2.60) un sag tarafini (a; + az)am+n+p ile carpip bolersek, asagidaki serisel
ifade

Hglay, az, as; by, by, bs; x4, %3, %3]

(o]
Z (a; + a2)2m+n+p (a3)n+p (al)m+p (a2)man 1™ 2™ ﬁ

BDmbDnbs)y (@1 + G)mansy m! 1l P! (2.74)

I"(al + ay) Z (a1 + a2)omin+p(@3)nep x.™ xznﬁ
F(a1)r(a2) (bl)m(bz)n(b3)p m! n! p!

.B(a; +m+p,a, + m+n)
saglanir. Daha sonra, (2.74) esitliginde (2.7) ozelliginden faydalanip ve gerekli
islemler yapilarak istenilen sonug (2.69) elde edilir.
Son olarak, (2.61) esitliginde (2.68) ifadesinin ispati i¢in kullandigimiz

benzer yontemler uygulanirsa, (2.70) esitligi kolaylikla saglanir. m
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3. TAM OLMAYAN GAUSS HIPERGEOMETRIK FONKSiYONLARI

Bu bolimde, [4] te H.M. Srivastava, M.A. Chaudhry ve R.P. Agarwal

tarafindan ifade edilmis olan ,y;(z) ve ,I;(z) tam olmayan Gauss hipergeometrik
fonksiyonlar1 ve bu fonksiyonlarin bazi 6zellikleri verilmistir.

Tamim 3.1: Tam olmayan Gauss hipergeometrik fonksiyonlari

(0, %) (b) 2"

2v1l(a,x), b;c;z] = o, a = 0,—-1,-2,.. (3.1)
n=0 n '
ve
[, %], (B)n 2"
2l1l(a,x), b; c;z] = 2 %i—, , c#0,-1,-2, .. (3.2)
. !

n=0
olarak ifade edilmistir. (3.1) ve (3.2) ifadelerinde (2.26) o6zelligini kullanarak
asagidaki ayrisma formiilii
2val(a, %), b; ¢; z] + ,11[(a, %), b; ¢; Z]
= ,F(a,b;c;2) (3.3)
saglanir [4, syf.664].
Teorem 3.1: Tam olmayan hipergeometrik fonksiyonlart ,y;(z) ve ,I[;(z) igin

asagidaki diferensiyel denklem saglanir.

2

d d
z(l—z)d—z(:+[c—(a+b+1)z]d—(:—abw=0 (3.4)

burada
w=w(z) = y1l(a x),b;c;z] + ,1[(a,x),b;c;z]
dir [4, syf.665].
Ispat: (3.4) deki denklem, (3.3) iliskisinden dolay1 (2.28) de verilen Gauss

hipergeometrik fonksiyonunun denkleminin bir sonucudur. m
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3.1 Tam Olmayan Gauss Hipergeometrik Fonksiyonlarinin integral Gosterimleri

Bu bolumde (3.2) ile ifade edilmis tam olmayan Gauss hipergeometrik fonksiyonunun
bazi integral gdsterimlerini ele alacagiz.
Teorem 3.1.1: ,I;(z) tam olmayan hipergeometrik fonksiyonu igin asagidaki integral

goOsterimi mevcuttur [4, syf. 665].
1 [ a 1
I1[(a, x),b; c; z] _—)f exp(—t). F1(b; c; zt)dt (3.5)
X

(x=0; x=0ikenRe(a) > 0)
dir.
Ispat: Tam olmayan Pochhammer semboliiniin integral gosterimi olan (2.25) i (3.2)

ifadesinde yerine koyarsak,

,I1[(a,x),b;c; z] Z (Ign f t@*"lexp(—t)dt, (3.6)

elde edilir. (3.6) esitliginin sag tarafinda mutlak yakinsakliktan dolay1 seri ve integral

sembollerinin yerleri degistirilirse,

1 r n
N[(a,x),b;c;z] = m] ta—lexp(_t)zg in (ZT:!) it

saglanir. BOylece, bizden istenilen (3.5) ifadesi kolaylikla elde edilir. m

Hatirlatma 3.1.1: Ozel olarak (3.5) ifadesinde x = 0 alinirsa Gauss hipergeometrik
fonksiyonunun (2.33) deki integral gosterimi elde edilir [4, syf. 665].

Teorem 3.1.2: ,I;(z) tam olmayan hipergeometrik fonksiyonu i¢in agsagidaki integral

goOsterimi mevcuttur [4, syf. 673].

1

N1l(a,x), b ¢; 2] = Bhc—D)
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.ftb‘l(l — )bt n[(a,x); —; ztldt  (3.7)

0
(x = 0; Re(c) > Re(b)>0)
dir.
Ispat: (2.7) esitliginde tanimlanan Beta fonksiyonu ve Pochhammer semboliiniin

asagida verilen ozelligi

(b)n_B(b+n,c—b)_ 1
(),  B(b,c—n)  B(bc

1
b+n—1 1— c—b—-1
—n)Jt 1-1) dt
0

(Re(c) > Re(b) >0;n €N, )
(3.2) de yerlerine konulursa ve seri duzgiin yakinsak oldugundan dolay1 gerekli

diizenlemeler yapilirsa,

1
I [(a,x),b;c;z] = B(b.c—b)
1 [o'e) .
j tP=1 (1 - t)”‘b‘lz Lo X ()" x]"'(Zt) dt
J L n!

saglanir. BOylece istenilen sonug(3.7) kolaylikla elde edilir. m

Teorem 3.1.3: ,I7(z) tam olmayan hipergeometrik fonksiyonunun y(s,x) tam

olmayan Gamma fonksiyonu ile olan iligkisi asagidaki gibidir [4, syf. 671].

bzP

,h[(a,x),b; b+ 1;—2] = F(a)f taP=1exp(—t).y(b, zt)dt (3.8)

(x=0; x =0iken Re(a) >0)
dir.

Ispat: (3.5) esitliginde ¢ = b + 1 alip, z yerine - z yazilisa

LG[(a,x),b;b+ 1;—2] =

1 [ee]

a—-1 _ . P
F(a)f t*texp(—t). 1F;(b;b + 1; —zt)dt (3.9)
X
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saglanir. (3.9) ifadesinde [2, syf. 127] de ifade edilen
Fi(b;b+1;—2) = bz"by(b,2)
Ozelligi kullanilarak, (3.8) esitligi elde edilir.m

Sonug¢ 3.1.1: ,I7(z) tam olmayan hipergeometrik fonksiyonunun erf(z) hata

fonksiyonu ile olan iliskisi asagidaki gibidir [4, syf. 672].

13 1 r
213 (a;x);iiz; —Z] = 2F(a)\/§f t* 2 exp(—t).erf(\/ﬁ)dt (3.10)

(x=0; x=0iken Re(a) >0 )

dir.

Ispat: (3.8)de b = %yazﬂlp ve [4, syf. 660] da verilen

1
v (5.x) = Vrerf(vx)
0Ozelligi kullanilarak, (3.10) ifadesi elde edilir.

Teorem 3.1.3: ,I;(z) tam olmayan hipergeometrik fonksiyonunun I'(s,x) tam
olmayan Gamma fonksiyonu ile olan iligkisi asagidaki gibidir [4, syf. 672].

_ Q-2

.I1[(a,x),b; b; z] = 1Lhl(a,x),—;z] = W

I'l(a,x(1—-2)) (3.11)
x=0; |z| < 1)

dir.

Ispat: (3.5) esitliginde c = b alinirsa,

! [ a-1 1 d 3.12
s f t* Lexp(—(1 - 2)t) dt (3.12)

.I1[(a,x),b; b; z] =

(Re(z) < 1;x = 0;x = 0 iken Re(a) > 0)

saglanir. (3.12) ifadesinde t = é ve dt = % alinirsa
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(1-2)"

I1[(a,x),b; b; z] = f p* lexp(—p) dp

elde edilir. Boylece, (3.11) sonucu kolaylikla saglanir. m
Sonug 3.1.2: (3.10) esitliginde z yerine 1 —zve a = % alinirsa, ,I;(z) nin erfc(z)

tamamlayici hata fonksiyonu ile olan iliskisi asagidaki gibi mevcuttur [4, syf. 673].

YRS Y IR QI
241 2Jx yu, v, Z|l = 1do Z)x )y z _1"(3) erz
2

= %erfc(\/ﬁ) (3.13)

(x=0; |z] <1,)

burada
r (%,x) = Vrerfc(Vx)

dir [4, syf. 660].
3.2 Tam Olmayan Gauss Hipergeometrik Fonksiyonlarmin Tiirev Formiilii

Bu boélimde (3.2) ile ifade edilmis tam olmayan Gauss hipergeometrik
fonksiyonunun tirev formali elde edilecektir.
Teorem 3.2.1: ,I;(z) tam olmayan hipergeometrik fonksiyonunun ttrev formili
asagidaki gibi mevcuttur [4, syf. 666].

DE{ JTi[(a ), by ;21 = %

(k € Np).

JNlla+k,x),b+k;c+k;z] (3.14)

Burada D, f = df/dz dir.
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Ispat: (3.2) ifadesinde z ye gore k kez tiirev alinirsa,
z‘” In (D
k : _
DZ{ZI—;[[(alx)rbic z } L (C)n Z {n'}

In(b)n 27"
(C)n (Tl - k)!

Il
||M8

elde edilir. Yukaridaki ifadede n yerine n + k yazilirsa,

DX{ ,Li[(a,x),b; c; 2]} = Z @ X (Brre 27 (3.15)

=0 (C)n+k Tl!

(3.15) esitliginde (2.17) ve (2.27) 6zelliklerinden faydalanarak

Dé‘{ 21—'1[(61, x), b; c; Z]} _ (@) (b)g z [a+ k,x],,(b + k), z"

(O« (c+ k), n!

saglanir. m
Sonug 3.2.1: Ozel olarak (3.14) esitliginde x = 0 almirsa Gauss hipergeometrik

fonksiyonu icin tirev formula elde edilir [4, syf. 666].

3.3 Tam Olmayan Gauss Hipergeometrik Fonksiyonlarimin Doniisiim ve

Rekiirens Bagintilar:

Bu boluimde (3.2) ile ifade edilmis tam olmayan Gauss hipergeometrik
fonksiyonunun doniisiim ve yineleme bagintilarini verecegiz.
Teorem 3.3.1: ,I;(z) tam olmayan hipergeometrik fonksiyonunun déniisiim formiilii
asagidaki gibi saglanir [4, syf. 666].
JNGl(a,x),b;c;zl =1 —-2)"%,I [(a,x(l - z)),c — b;c; —%] (3.16)
Ispat: (3.5) ifadesinde [2, syf.125] de ifade edilmis olan Kummer fonksiyonunun

birinci formuli
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1Fi(b; c;2) = exp(2). {F,(c —b;c; —2)

yi kullanirsak,
1 a-1
N[(a,x),b;c;z] = m[ t* texp(—(1 — 2)t). ;F,(c — b;c; —zt)dt (3.17)
X

olur.(3.17) esitliginde & = (1 — z)t dontisiimi yapilirsa

(1-2)"¢

Ni[(a,x),b;c; z] = @)

5% texp(~8). 1F; (¢ — by c; - (%) 5)ds (3.18)

x(1-2)

elde edilir. Bu da bize (3.16) ifadesinin ispatin1 gostermektedir. m
Sonug 3.3.1: Ozel olarak (3.16) esitliginde x = 0 almirsa Gauss hipergeometrik
fonksiyonu i¢in doniisiim formiiliinii saglanir [2, syf.60].
Teorem 3.3.2: ,I;(z) tam olmayan hipergeometrik fonksiyonunun yineleme bagintisi
asagidaki gibi saglanir [4, syf. 669].
[b—(c—1)]. ;i[(a,x),b;c; z] = b. ,1[(a,x),b + 1;¢; Z]

—(c—1). ,1[(a,x),b;c —1; 2] (3.19)
dir.
Ispat: (3.5) ifadesinde [2, syf.124] de verilen ,F, konflilent hipergeometrik
fonksiyonunun bir 6zelligi olan
(c—b—-1). {Fi(b;c;z) =(c—1). {Fi(b;c—1;z) — b. Fi(b+ 1;c;z)

yi uygularsak,
(c—b—-1). ,1[(a,x),b;c;z] = LJoota_l exp(—t)
- 241 ) y Y L F(a)
X

A(c—1). 1Fi(b;c —1;2t) — b. (Fy(b + 1;¢;zt) }dt (3.20)
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saglanir. Boylece,(3.19) ifadesi kolaylikla elde edilir. m

Sonug 3.3.2: Ozel olarak (3.19) esitliginde x = 0 alinirsa Gauss hipergeometrik
fonksiyonu icin yineleme bagintisina ulasilir [4, syf. 670].

Teorem 3.3.3: ,I;(z) tam olmayan hipergeometrik fonksiyonunun bir diger yineleme
bagintis1 agagidaki gibi saglanir [4, syf. 670].

az
e JGla+1L,x),b+1;c+ 1z = L [(a,x),b+ 1;¢; 2]

— 2li[(a, x), b; c; 2] (3.21)
dir.
Ispat: Asagidaki esitligi dikkate alirsak,

az. ,l1[(a+1,x),b+ 1;¢c + 1; 2]
a
- - a-1 _ . )
I'(a+ 1)f t9texp(—t) {zt. 1F,(b+ L;c + 1;z0)}dt (3.22)
X

dir. Simdi, (3.22) esitliginde [4, syf.670] de verilen ,F; in asagida verilen 6zelligi
c. 1Fi(b;c;z) —c. {F;(b—1;¢;2) =z Fi(b;c+1;2)

kullanilirsa,
c
az. ,I;[(a+1,x),b+1;c+ 1;z] = m[ t% texp(—t)
X

{1Fi(b+1;¢2) — (Fi(b;c;2)}de (3.23)
elde edilir. (3.23) ifadesinin her iki tarafini ¢ ile bolersek, (3.21) esitliginin
saglandigini gorebiliriz. m
Sonug 3.3.2: Ozel olarak (3.21) esitliginde x = 0 almirsa Gauss hipergeometrik

fonksiyonu i¢in yineleme bagintis1 elde edilir [4, syf.671].
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3.4 Tam Olmayan Gauss Hipergeometrik Fonksiyonlarinin Dogurucu

Fonksiyonlar:

Bu bolumde (3.2) ile ifade edilmis tam olmayan Gauss hipergeometrik
fonksiyonunun dogurucu fonksiyonlarini verecegiz.
Teorem 3.4.1: ,I;(z) tam olmayan hipergeometrik fonksiyonunun dogurucu
fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir [9, syf. 164].

i(— L[(a,x),A+m;c;z]tm = (1 —t)~* F[(ax)/lc z ] (3.24)
o 20l - 2l1 1—¢ -

m=0
(x=0;|t] <1,A1€0)

dir.

Ispat: (3.24) ifadesinin sol tarafim L ile sembolize edelim. (3.2) ifadesinde b = 1 +

m alinip, L ifadesinde yerine yazilirsa

o F t (3.25)

i[a (A +m), 2t

elde edilir. (3.25) esitliginde (2.17) ve (2.18) ozellikleri sirasiyla uygulanirsa

NSRRI NN n
L=(1—t)/1[z=;) a(:)nn! (1;)]

saglanir. BOylece, bizden istenilen sonug olan (3.24) i kolaylikla elde ederiz. m

Sonug 3.4.1: Ozel olarak (3.24) esitliginde x = 0 alinirsa Gauss hipergeometrik

fonksiyonu icin verilen dogurucu fonksiyona ulasilir [9, syf. 164].

Teorem 3.4.2: ,I;(z) tam olmayan hipergeometrik fonksiyonunun dogurucu

fonksiyonu asagidaki gibi saglanir [9, syf. 164].

Z(lerl [(a,x),—m;c;z]t™ = (1 — )™~ LI |(a,x),4;¢; ——] (3.26)

m=0
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dir.

Ispat: Teorem 3.4.1 in ispatindaki gibi benzer islemler sonucunda (3.26) ifadesi
kolaylikla saglanir. m

Sonug 3.4.2: Ozel olarak (3.26) esitliginde x = 0 alinirsa Gauss hipergeometrik
fonksiyonu icin verilen dogurucu fonksiyon elde edilir [9, syf. 164].

Teorem 3.4.3: ,I;(z) tam olmayan hipergeometrik fonksiyonunun dogurucu
fonksiyonu asagidaki gibi saglanir [9, syf. 165].

o (a+m—1
z(a " )-zﬂ[(a,x),b;l—a—m;Z]tm

m=0

=1-t)% ,L[(a,x),b;1 —a;z(1 —1t)] (3.27)
dir.
Ispat: (3.27) ifadesinin sol tarafin1 M ile sembolize edelim. (3.2) ifadesinde c = 1 —

a — m alinip, M ifadesinde yerine yazilirsa

V= i (a+m—1) [: Mi tm (3.28)

— g — !
£ _0(1 a—m), n!

elde edilir. Simdi, [1, 2] de verilen Pochhammer semboliinin dzelliklerinden biri olan

ay  Ta+1) ra—k) (=D
(k)_k!l"(a—k+1) Y TT@  (d-a)y

kullanilarak,

(1-—a-m), = (1_a)n(a+z—1>(a—n;m—1)_l (3.29)

yazilabilir. (3.29) esitligi (3.28) ifadesinde yerine konulursa

olur. (3.30) da asagidaki binom agilim1 formiiliinii
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i(a_n:;lm_l)tmz(l—t)‘“*”

m=0
uygularsak, (3.27) esitligi saglanir. m
Sonug 3.4.3: Ozel olarak (3.27) esitliginde x = 0 almirsa Gauss hipergeometrik

fonksiyonu igin verilen dogurucu fonksiyonelde edilir [9, syf. 165].
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4. TAM OLMAYAN APPELL HIPERGEOMETRIK FONKSiYONLARI

Bu bélumde (2.24) ve (2.25) ile ifade edilmis olan tam olmayan Pochhammer
sembolli (4,x), ve [Ax], yardimiyla olusturulmus tam olmayan Appell

hipergeometrik fonksiyonlar1 ve bu fonksiyonlarin bazi 6zellikleri verilecektir.

4.1 Tam Olmayan Birinci Tip Appell Hipergeometrik Fonksiyonlari
Bu kisimda, [10] da J. Choi, R.K. Parmar ve P. Chopra tarafindan ifade edilmis
olan y; ve I; tam olmayan birinci tip Appell hipergeometrik fonksiyonlarinin bazi

onemli ozellikleri verilmistir.

Tamim 4.1.1: Tam olmayan birinci tip Appell hipergeometrik fonksiyonlari
Y1 [(a! x)l bl! bZr C; X1, x2]

(@, X)) man (b)) m (D) x,™ x,™

= Omen il 7l &
mn=0
ve
1—11 [(ar x), blr bZ: c, xll xZ]
_ Z [@, X]an(B1)m(b2)p X1 ™ 2™ (4.2)
() man m! nl -

olarak ifade edilmistir [10, syf. 535]. (4.1) ve (4.2) ifadelerinde (2.26) o6zelligini
kullanarak asagidaki ayrigsma formiilii
v1l(a, x), by, by; ¢; x4, x5] + I [(a, x), by, by; C; X1, X5]
= Fila, by, by; ¢; x1, %3] (4.3)

elde edilir [10, syf. 535].
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Teorem 4.1.1: Tam olmayan Appell hipergeometrik fonksiyonlar1 y; ve I3 in kismi
diferensiyel denklemleri asagidaki gibidir [10, syf. 534].

X1 (1 —x1)¢ +x,(1 —x1)p + [y — (ag + by + D)xq]u — byx;v —aybyw = 0

(4.4)
X2(1—x2)¢ + x,(1 = x3)p + [c1 — (aq + by + Dx3]v — byxypp — arb,0 = 0.
Burada =2 =2 9 &= o {—az dir
y H= xy’ 9xy P = Bx10xy" > 9xi2' 0 Axy?

Ispat:(4.4) denklemi, (4.3) ayrigma iliskisinden dolayr (2.43) te verilen Appell
hipergeometrik fonksiyonunun denkleminin bir sonucudur. m
Teorem 4.1.2: Tam olmayan Appell hipergeometrik fonksiyonu I; in integral

gosterimi asagidaki gibidir [10, syf. 535].
1 co
I—'l[(alx)! bl»bzi (oH xlixZ] = —)j- a 1exp( t) ¢2[b1’ bz,C xlt xzt]dt (4 5)
X

(x = 0;max{Re(x,),Re(x,)} < 1;x = 0 iken Re(a) > 0.)
Burada, @, konfliient iki degiskenli hipergeometrik fonksiyonu olup asagidaki gibi

ifade edilmistir [1, 5, 6]

(b)) m(b2)n x,™ x,™
©msn m! n!

¢2 [bl; bz; o xltP th] =

m,n=0
(%1 < oo, X, < 00).
Ispat: Tam olmayan Pochhammer sembolii [a, X] .4+, NiN (2.25) deki tanimi (4.2)
ifadesinde yerine yazilirsa

I—;l [(a! x); bl! bZr C, X1, xZ]

a+m4n— 1 ( 1)m(b2)n n
r(a> Z f ‘ 7 N e (49

mn=0 x
olur. (4.6) da mutlak yakinsakliktan dolay1 toplam ve integral ifadelerinin yerleri

degistirilir ve gerekli islemler yapilirsa
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I [(a,x), by, by; c; x4, xz]

' (B (b2 (X1 0)™ (x,0)" "

Dmen ~ m! n!
mn=0

1 [ .
Zm! t 1exp(—t)

saglanir. Yukaridaki integral gosteriminden de gorilmektedir ki, (4.5) in ispatini
kolaylikla elde edilir. m

Sonu¢ 4.1.1: Ozel olarak (4.5) esitliginde x = 0 alinirsa birinci tip Appell
hipergeometrik fonksiyonu icin verilen integral gosterimine ulasilir [5, syf. 76].
Teorem 4.1.3: Tam olmayan Appell hipergeometrik fonksiyonu I7 in integral
gosterimi asagidaki gibi mevcuttur [10, syf. 537].

1

N1(a,0), by, by; €1, %) = m~pe

f f ubr= P21 exp(—u — v). ;I1[(a, X); ¢; xqu + xv]dudv  (4.7)
0 0

(x = 0; x = 0 iken Re(b1),Re(b,) > 0.)
dir.
Ispat: (4.2) esitligindeki (b;), ve (b,), Pochhammer sembolleri igin (2.16) daki
goOsterimden faydalanarak

1

I—i[(ar x), bl’ bz, ¢ X1 XZ] - m

[a' x]m+n xlm xzn

(©min  m! nl

dudv  (4.8)

o0 ©o
] j ub1+m—1vb2+n—1 exp(_u _ v)
0 0

m,n=0
olur. (4.8) de mutlak yakinsakliktan dolay1 toplam ve integral ifadelerinin yerleri
degistirilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

1

rl[(a: X), bl; bz; C;Xq, xz] = m
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0 v (qu+ xv)V

bl 1 bz 1 —_
ffu exp(—u — v) E ()N N dudv
0 0

elde edilir. Boylece, (4.7) ifadesi saglanir. m

Sonug 4.1.2: Ozel olarak (4.7) esitliginde x = 0 almirsa birinci tip Appell
hipergeometrik fonksiyonu icin verilen integral gosterimine elde edilir [5, syf. 77].
Teorem 4.1.4: Tam olmayan Appell hipergeometrik fonksiyonu I3 in integral

goOsterimi asagidaki gibi mevcuttur [10, syf. 538].

H[(a;x);bpbz;C;Xl,xz] jjjta 1 bl 1 bz 1
I'a)r (by)I'(b
(a) (1) (Z)xo )

.exp(—t —u —v). oFi[—; ¢; xqut + x,vt]dtdudv (4.9)

(x = 0; x = 0 iken Re(a) > 0,Re(b,),Re(b;) > 0.)

dir.
Ispat: (4.7) deki gosterimde tam olmayan bir degiskenli konfliient hipergeometrik

fonksiyonunun yerine [4, syf. 678] deki integral gosterimi
Nl(a, x);¢; 2] = j t% Lexp(—t). oFi[—;c; zt]dt
X

yerine yazilirsa, bizden istenilen sonug olan (4.9) u kolaylikla elde ederiz. m
Sonug 4.1.3: Ozel olarak (4.9) esitliginde x = 0 alinirsa birinci tip Appell
hipergeometrik fonksiyonu i¢in verilen integral gdsterimi ile ¢akisir [5, 6].

[1, 2] den bilinmektedir ki Bessel fonksiyonu J,(z) ve modifie Bessel
fonksiyonu I,,(z) nin ,F; hipergeometrik fonksiyonu cinsinden ifadeleri asagidaki
gibidir

&)

J,(2) “Tw+iD of1

1
[ ;v+1;—Zzz (4.10)
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ve

8l

F L2
rv+1) 1

1,(z) = [—;v + 1;Zz ] (4.11)

(veC\Z)
Simdi, (4.10) ve (4.11) ifadeleri (4.9) daki integral gosteriminde yerlerine yazilirsa
Sonug 4.1.4 elde edilir.
Sonug 4.1.4: Tam olmayan Appell hipergeometrik fonksiyonu I3(z) nin integral

gosterimleri agagidaki gibi mevcuttur.

I—‘l[(a!x)l bly bZ;C+ 1, _xl, _XZ] = fj--]-ta 2 ub1—1vb2—1
r'a)r(b))r
(@r(by) (z)x ) )

exp(—t —u —v)(xu + xzv)_gjc(Zw/xlut + x,vt)dtdudv  (4.12)

ve

L[(a %), by, by e+ 1;xq, %3] = I f f f AP TLE RS Pl
r'(@)r(b,)r(b
(@I (b)r( z)x o .

cexp(—t—u—v)(x;u+ xzv)_g IC(Z\/m)dtdudv (4.13)
dir [10, syf. 538].
Teorem 4.1.5: Tam olmayan Appell hipergeometrik fonksiyonu I in tirev formuli
asagidaki gibidir [10, syf. 539].

a by)y(b
DI (R0, ), by, by 50, 1) = <Dt De)
(O)re+i

LGlla+k+1,x),by +k,by+c+k+ 1 xq1, %] (4.14)

(k,1 € Ny).
Burada, Dy, ., f = af/axlax2 dir.

Ispat: (4.2) ifadesinde sirasiyla x; ve x, ye gore k kez ve [ kez tiirev almnirsa,
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D)Ichgcz{[;l [(a, x)r blr bZ' C; X1, xz]}

[a;x]m+n(b1)m(b2)n k+1 {ﬂﬁ}
(mn A m)! (n)!

NgE

(0]

Z a, X min(b)m(b2)n x™ X2
(©Omen (m—k)!(n-"D!

-k n-l1

MS ng
3
I

k n=l1

3
i

elde edilir. Yukaridaki ifadede m yerine m + k ve n yerine n + [ yazilirsa

Dﬁlccjgcz{[;l [(a, x)r blr bZ' C; X1, xz]}

_ z Z a, X]mantk+1 (B )mak (b2 npr x4 ™ ﬁ (4.15)

Fomper g (©Ominti+ m! n!
saglanir. (4.15) ifadesinde (2.17) ve (2.27) 6zelliklerinden faydalanarak

(@) k+1(b1) (b2),
@

DEH {I1[(a,x), by, by; ¢; %1, %51} =

~ i i [a+k + L x]man(B1 + )by + Dy 2™
2 (c+k+Dmin m! n!

elde edilir. m

Teorem 4.1.6: Tam olmayan Appell hipergeometrik fonksiyonu I; in reklrans
bagintis1 agagidaki gibi mevcuttur [10, syf. 540].

I[(a, x), by, ba; ¢; x1, 2] = [1[(@, x), by, by; ¢ — 15 x4, X, ]

abyx,

+c(1 - )

ab,x,

+c(1 —-c)

1—'1[((1 + 11 x)l bl + 1' bZr c + 1r xll xZ]

L[(a+1,x),by,by + 1;¢+ 15 x4, x5] (4.16)
dir.

Ispat: (4.9) da verilen integral gosteriminde [13, syf. 1786] da ifade edilmis ve
oF1fonksiyonunun bir 6zelligi olan asagidaki esitlik

oFi[—c—1x] = oF[—cx] — oFil[—c+1;,x] =0

(1 <)
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kullanilirsa, bizden istenilen sonucu (4.16) kolaylikla elde edilir.m
Teorem 4.1.7: Tam olmayan Appell hipergeometrik fonksiyonu I3 in dogurucu
fonksiyonu asagidaki gibidir.
z (/1 TP 1) I[(a,x), by, by; 1 — A —p;xq, x,]tP = (1 — )72
p=0

Ii[(a,x), by, by; 1 = 2,3, (1 =€), x2(1 — )] (4.17)

(t] < 1).

Ispat: (4.17) ifadesinin sol tarafim1 L harfi ile sembolize edelim. (4.2) ifadesinde ¢ =

1 — A — p alinip, L ifadesinde yerine yazilirsa

oo

_z /’l+p—1 Z [a, x m+n(b1)m(b2)n X" X" tP (4.18)
= 4 (1=2A=pP)m4n m! nl |

elde edilir. Simdi, [1, 2] de verilen

A T+ r—k) (=1)*
(k) TRTO—k+D 2 TT) (-1

ifadeleri kullanilarak,

a-1-pa=a-n, (T (Y (419)

saglanir. (4.19) esitligi (4.18) ifadesinde yerine konulursa

ax m+n(b1)m(b2)n xl /1 m—-n+p-— 1
L_[mn— G ]Z )tp (4.20)

olur. (4.20) de [1, syf.100] de ifade edilmis olan binom a¢iliminin asagidaki esitligi

kullanilirsa,

Z(a n-— m+p—1)tp=(1_t)—/1+m+n

p=0

olur. Boylece, (4.17) esitligi elde edilir. m
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4.2 Tam Olmayan ikinci Tip Appell Hipergeometrik Fonksiyonlar
Bu kisimda, [11] de A. Cetinkaya tarafindan tanimlanmis y, ve [, tam
olmayan ikinci tip Appell hipergeometrik fonksiyonlarinin bazi dzellikleri verilmistir.
Tamim 4.2.1: Tam olmayan ikinci tip Appell hipergeometrik fonksiyonlari

Y2 [(a,x), by, by; ¢q, €25 X4, xz]

(a, x)m+n (bl)m(bz)n x, ™"

= 4.21
(c1)m(c2)n m! n! ( )
m,n=
ve
I; [(a, x), by, by; ¢y, Cp5 x4, xz]
_ Z [@, X m+n (D) m (b2 X, x5 (4.22)
(Cl)m(cz)n m! n! '

seklinde ifade edilmistir [11, syf. 8333]. (4.21) ve (4.22) ifadelerinde (2.26) 6zelligini
kullanarak asagidaki ayrisma formiili
Y2l x), by, by; €1, €25 %1, X2] + [[(a, %), by, by; €4, €25 %1, X, ]
= F,[a, by, by; ¢4, €35 X1, X3] (4.23)
elde edilir [11, syf. 8333].
Teorem 4.2.1: Tam olmayan Appell hipergeometrik fonksiyonlart y, ve I, nin kismi
diferensiyel  denklemleri asagidaki gibi  mevcuttur [11, syf. 8333].

x1 (1= x1)§ — X120 + [c1 — (ag + by + Dxq]u — byx,v — a1byw = 0

(4.24)
X2(1 = x2)¢ — %1320 + [c; — (ay + by + D)x2]v — byxqpt — ayb,0 = 0.
Burada =2 v=2 p=_2 - - dir
» K _axl'v_axz'p_axlaxz’ E_axlz’(_axzz '

Ispat: (4.24) denklemi, (4.23) deki ayrisma iliskisinden dolay1 (2.44) de verilen

Appell hipergeometrik fonksiyonunun denkleminin bir sonucudur. m
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Teorem 4.2.2: Tam olmayan Appell hipergeometrik fonksiyonu I, nin integral
gosterimi asagidaki gibidir [11, syf. 8333].

1

L[(a,x), by, by; €1, €25 %1, %2] = m

f t*texp(=t) 1Fi[by; c;xit] 1Filby; cps xpt]dt  (4.25)
X

(x = 0;x = 0 iken Re(a) > 0).
Ispat: Tam olmayan Pochhammer sembolii [a, x],,+n NN (2.25) deki integral

gosterimini (4.22) de yerine yazilirsa,

- 1
" I'(a)

I; [(a,x), by, by; cq, €25 %1, xz]

= b)) m(by)y %™ x,™
z f patmin=loyn (1) ((63 Ecj)) .’21! %dt (4.26)

m,n=0 x
olur. (4.26) da mutlak yakinsakliktan dolay1 toplam ve integral ifadelerinin yerleri

degistirilir ve gerekli islemler yapilirsa

L[(a,x), by, by; €1, €25 %1, x5] = m

j t%Texp(—t) z (b)m(bz)n (2 )™ (x0)" dt

,Cmle)n mb nl

saglanir. Yukaridaki integral gosteriminden de gorulmektedir ki (4.25) in ispati
kolaylikla elde edilebilir. m

Teorem 4.2.3: Tam olmayan Appell hipergeometrik fonksiyonu I nin bir diger
integral gosterimi asagidaki gibidir [11, syf. 8335].

1
B(bb €1 — b1)B(b2' Cy — bz)

I [(a, x), by, by; €4, €25 %1, X52] =
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11
. f f tbl—l ubz—l(l _ t)Cl—bl—l(l _ u)Cz—bz—l
00

I'(ax(1—xt —xu))

@) dtdu (4.27)

(1=t —xu)™?

(Re(c;) > Re(b;) > 0,j = 1,2)
dur.

Ispat: (2.35) &zelligini (4.22) deki tammda uygularsak

1
B B(by,cq, — b1)B(by,c; — by)

I; [(a,x), by, by; cq, €25 %1, xz]

11
.f j- tbl—l ubz—l(l il t)cl_bl_l(l — u)CZ_bZ_l
00

.['2[(0,, X), bll bz, bli bz;xlt, xZu]dtdu (4’28)
elde edilir. Sonra [11, syf. 8334] te verilen asagidaki formiil

M(ax(1—x —x3))

I—'Z[(a, x)) bl; bZI bl, bz, xll xZ] =] (1 —_ xl — xz)—a F(a)

(4.28) de yerine yazilirsa, (4.27) ifadesi elde edilir. m
Teorem 4.2.4: Tam olmayan Appell hipergeometrik fonksiyonu I, nin déniisim
formiilleri asagidaki gibi saglanir [11, syf. 8334].

I [(a,x), by, by;cq,C05 %1, %3] = (1 —x1)7°

e [(a,x(l —x1)),¢1 = by, by; ¢4, ¢; _L' = ]’ (4.29)
1—=x 1—x
L[(a,x), by, by; €1, €25 %1, x5] = (1 — x5)7¢
I [(a,x(l — xz)), by, ¢y — by; €y, Cy; T flxz "1 izxz]' (4.30)
ve
I;[(a,x), by, by; ¢y, €5 %1, %3] = (1 —x1 — x3)7¢ (4.31)
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X1

I, [(a,x(l — X1 — xz)), ¢, — by, ¢ — by;cq,C05—
dir.
Ispat: [2, syf. 125] te ifade edilmis olan asagidaki esitlik
1F1[b; ¢; x] = exp(x) F;[c — b; ¢c; —x]

(4.25) te yerine yazilirsa

oo

1
L[(a,x), by, by; €1, €05 %1, %3] = mf g1 exp(—(1 —x;)t)

X

. 1F1lcy = by; cq; —x1t] 1F1[by; cp; x5 t]dt

X2 ]
1_x1_x2’ 1—x1—x2

(4.32)

elde edilir. (4.32) de (1 —x;)t yerine u konulursa, bizden istenilen sonug (4.29)

saglanir. (4.30) ve (4.31) ifadelerine, yukaridaki gibi benzer islemler uygulanmasi

sonucunda bizden istenilen sonuglar kolaylikla elde edilir. m

Teorem 4.2.5: Tam olmayan Appell hipergeometrik fonksiyonu I, nin ttrev formilu

asagidaki gibidir.

+1(b)(b
DJ’C(1+£62{FZ[(a x), by, by; €1, €5 %1, 2]} = (a)lzcgk(?:z)(l i

1}[((1+ k + l,X),bl +k,b2 + l, Cq +k,C2 + l;xl,xZ]

(k,l € Ny).
d .
Burada, Dy, x,f = f/axlax2 dir.

Ispat: (4.22) de x; ve x, ye gore sirastyla k kez ve [ kez tiirev alinirsa,

Dalccjgcz{rz [(ar X), bli bZ; C1,C2; Xq, xZ]}

i i X man(b)m(b2)n 4y {x1m xzn}
Dxl'xz 1 nl
(c1)m(c2)n m! n!

=0n=0

n-l

_ i i [a' x]m+n(b1)m(b2)n x1m_k Xy
B (Cl)m(cz)n (m — k)' (n — l)'
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elde edilir. Yukaridaki ifadede m yerine m + k ve n yerine n + [ yazilirsa

D,’fl"'icz{I} [(a,x), by, by; cy, C25 X1, X213}

(c)m+r(C2n+i m! nl! (4.34)

_ z Z [a, X]mtntk+1 (D) mk (D2)n+i xlmﬁ

o

m=0n=0

saglanir. (4.34) ifadesinde (2.17) ve (2.27) 6zelliklerinden faydalanarak

(a)k+l(b1)k(b2)l
DE+L (I [(a, x), by, by €1, Cos X1, X2} =
xl,xz{ 2[ P2, 12,41 2]} (Cl)k(cz)l
~ i i [@+k + L X]nan (g + ) (by + Dy s ™ 27
B (c; + K)p(cy + Dy m! n!
m=0n=0
elde edilir. m

Teorem 4.2.6: Tam olmayan Appell hipergeometrik fonksiyonu I, nin sonlu toplam

formiilii asagidaki gibi saglanir [11, syf. 8335].
n
Y Bl@ ), —k ke +m 12,00 = (04 1. 61(a,0), -2 + x,] - (435)
k=0

dir.

Ispat: Laguerre polinomlari icin [2, syf. 209] da verilen asagidaki iliskiler

L% (x) = (n : a) d(—n,a+ 1;x) = (—nll)” Y(—n—a;1—a;x) (4.36)
ve
D L@ ) = L 4 ) (4:37)
m=0

ele alinip, (4.35) te yerine konulursa

n
Z 112 [(ar .X), _kl k + n, 1111 xll xZ]
k=0
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n o0
1
Z f t*Lexp(—t). {Fi[—k; 1; x.t]. (Filk +n; 1; x,t]de (4.38)
X

- r'(a) i
= m! ta-1 eXp(_t) {kz(:) L(,)((xlt) L%—k(xzt)} dt

NgE

1 (0e]
= m! ta-1 exp(—t){ LL((y + xz)t)} dt

=
I
o

1 o
= mf t@ lexp(—t). (Fi[-n; 2;x; + x,]dt
X

olur. Son olarak (4.38) deki esitikte (3.5) integral gosterimi géz Oniine alinarak,
(4.35) kolaylikla elde edilir. m
Teorem 4.2.7: Tam olmayan Appell hipergeometrik fonksiyonu I, nin bir diger sonlu

toplam formiilii asagidaki gibidir [11, syf. 8336].
n

Zr [( )~k k + 51,1~ 1]
L 2 a,x, 1) n' 1) 12;2

re2—a+n) x®
rC-ar+n) r(a+1)’

=(n+1) { F[2+n,a;2,a+ 1; —x]} (4.39)

dir.
ispat: (4.25) esitliginde x; =, x, = - aliir ve [4, syf. 667] deki

I'(c)f(c—a—»b) x@
Fc—a)(c—b) I(a+1)

2Ii[(a,x),b;c; 1] = { Folc—b,a;c,a+1; —x]}

ifade goz Oniine alinirsa, (4.39) saglanir.
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5. TAM OLMAYAN SRiVASTAVA HIPERGEOMETRIK FONKSiYONLARI

Bu bolumde (2.24) ve (2.25) ile ifade edilmis tam olmayan Pochhammer
sembolli (4,x), ve [A4,x], yardimiyla olusturulmus tam olmayan Srivastava

hipergeometrik fonksiyonlar1 ve bu fonksiyonlarin bazi 6zellikleri verilecektir.

5.1. y# ve r'f Tam Olmayan Srivastava Uclii Hipergeometrik Fonksiyonlar

Bu kisimda, [12] de J. Choi ve R.K. Parmar tarafindan ifade edilmis olan y2!
ve I/ tam olmayan Srivastava iiglii hipergeometrik fonksiyonlarinin birtakim
Ozellikleri verilmistir.

Tamim 5.1.1: Tam olmayan Srivastava t¢li hipergeometrik fonksiyonlari

Vf [(a, x), by, by; 1, €25 X1, X3, X3]

z (a'x)m+p(b1)m+n(b2)n+p x1m££

1
COm@nry  ml i pr O
mmn,p=0
ve
[H[(a,x), by, by; ¢, Cp; X1, X3, X3]
I W LA s
(Cl)m(cz)nﬂa m! n! p! )

mn,p=
olarak tanimlanmistir [12, syf. 194]. (5.1) ve (5.2) ifadelerinde (2.26) ozelligini
kullanarak asagidaki ayrisma formiili
¥a'[(a,x), by, by; ¢1, €25 %1, X2, 3] + I [(a, %), by, by; 1, €25 X1, X3, X3]
= Hy [a, by, by; ¢4, €25 X1, X2, X3] (5.3)

elde edilir [12, syf. 194].
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Teorem 5.1.1: Tam olmayan Srivastava iiclii hipergeometrik fonksiyonlar1 y£ ve I}
nin kismi diferensiyel denklemleri asagidaki gibi mevcuttur [12, syf. 194].

YW +P+b,—1)—x,0+¥+a,) P +DP+a3)]lu=0 (5.4)
[P +DP+b,—1)—x30+P+a)(W+D+a;z)]u=0.

2 2
Burada, 6 = x; —,¥ = x,—,® = x3—veu—y£’+lj4H=HA dir.
8x1 axz 0x

Ispat: (5.4) diferensiyel denklemi, (5.3) ayrisma iliskisinden dolay1 (2.61) de verilen
Srivastava (¢l hipergeometrik fonksiyonunun denkleminin bir sonucudur. m
Teorem 5.1.2: Tam olmayan Srivastava Ul hipergeometrik fonksiyonu I}’ nin

integral gosterimi asagidaki gibi saglanir [12, syf. 195].
['AH[(a!x)Jbly b2r C1,C2; X1, xz,X3] F(a)['(bl)_]- f ta_l Sbl_le_t_s (55)
x 0

. oFil—; ci; tsxql. 1Filby; cy; sxy + txs]dtds
(x = 0; x = 0 iken max{Re(x,),Re(x3) } < 1,min{Re(a),Re(b;) } > 0).
Burada, ;F; (2.33) te ifade edilen konfluent hipergeometrik fonksiyondur [1, syf.
36].
Ispat: (2.25) te taniml1 olan tam olmayan Pochhammer sembolii ve (2.21) de ifade

edilen Pochhammer semboliinin 6zellikleri (5.2) de yerlerine yazilirsa,

1

I—:‘lH [(ar x), bl’ bz’ €1, C2; xl’ xz, x3] - W
1

00

x o
p
at+m+p-1 b1+m+n 1 -t (bZ)n+p X1 xz X3
‘ € ——dtds
00 (Cl)m(CZ)n+p m! n' p'

mmn p 0
olur. Yukaridaki ifadede yakinsakliktan dolay1 toplam ve integral sembollerinin yerleri

degistirilirse, (5.5) ifadesi kolaylikla elde edilir. m
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Teorem 5.1.3: Tam olmayan Srivastava uclii hipergeometrik fonksiyonu I/’ nin

integral gosterimi asagidaki gibi saglanir [12, syf. 195].

1
" T(@T (b (by)

o0 ©0 ©o
f f f ta—l Sbl—lubz—le—t—s
x 0 O

. oF1[—; e tsxql. oFi[—; cz; sux, + tuxs]dtdsdu

(5.6)

&H[(a, x), by, by; cq, €35 X1, X5, xs]

(x =2 0; x = 0iken min{Re(a),Re(b;),Re(b,) }>0).

Ispat: [2, syf. 678] de verilen asagidaki formiilii

o)

1
Filb;c; z] = mj- th=1e=t |F [—;c; zt]dt

0

(5.5) teki integral gosteriminde yerine yazilirsa, bizden istenilen sonug olan (5.6)

kolaylikla saglanir. m

Teorem 5.1.4: Tam olmayan Srivastava Uc¢li hipergeometrik fonksiyonu I}’ nin tirev

formiilii asagidaki gibi saglanir [12, syf. 198].

D;ffé:% {['[(a, x), by, by; 1, ¢35 X1, X7, X3]} (5.7)

— (a)r+t(b1)r+s (b2)5+t
(c1)r(€2)s4t

TH[(a+r+t,x),by +7+5,by +s+t;c, +1,¢, + 5+ t;x1, %, x3].
(r,s,t € Np).
_of N
Burada, Dy, v, x,f = /ax16x20x3 diir.
Ispat: Tam olmayan Srivastava iclii hipergeometrik fonksiyonunun (5.2) deki

taniminda sirastyla x4, x, Ve x3 e gore r, s ve t kez tiirevi alinirsa

DJTC.IJSC;S:@ {IjélH [(a, X), bli b2; €1, C2; X1, X3, X3]}
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_ Z Z z a,x m+p(b1)m+n(b2)n+p prstt {xl_xiﬁ}
(Cl)m(cz)n+p X2% (m! nl p!
-r n-s p-t

) o a,x m+p(b1)m+n(b2)n+p x,™ Xo X3
N mz Z Z COnedny  m-Dim-9p-0

olur. (5.8) de m yerine m + r, n yerine n + s ve p yerine p + t yazilirsa

D;;—;;—)t% {&H[(a’ X), bl) bZ; €1, C2; X1, X2, X3]}

o (o] (o]
Z Z z a,x m+p+r+t(bl)m+n+r+s(b2)n+p+s+t x™ xz x3

(Cl)m+r(cz)n+p+s+t m! n' p'

(5.9)

m=0n=0p=0
elde edilir. (5.9) da Pochammer semboliintn (2.17) ve (2.27) de verilen 6zelliginden

faydalanarak

(@74t (B1)rss(b2) st
(c1)r(C2) 54t

D;fasc:at@{rH[(a x), by, by; €1, €5 X1, X2, X3} =

i i i [a+ 7+ &, Xy (s + 7 + Snen(bz + 5 + Oy 12" 15" 25
' (c1 +1)m(cz + 5+ psp m! n! p!

saglanir. m

Teorem 5.1.5: Tam olmayan Srivastava uclii hipergeometrik fonksiyonu I}’ nin

yineleme formiilii asagidaki gibi mevcuttur [12, syf. 198].

I [(a, x), by, by; €1, €5 X1, X3, X3] (5.10)
= I/'[(a,x), by, by; c1 — 1, ¢35 X1, X2, X3]

abyx,
m Tl(a+1,x),by + 1,by;¢1 + 1,655 %1, X5, X3]
Ispat: Tam olmayan Srivastava (iclii hipergeometrik fonksiyonu I nin (5.5) te
bulunan integral gosteriminde, [1, syf.198] de verilen asagidaki formiil

abyxq

ofil—c1 = Lxq] = oFil—5 e 2] — (1—_61) of1[—

}C1+1ix1] =0

yerine yazilirsa, bizden istenilen sonug olan (5.10) kolaylikla elde edilir.m
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Teorem 5.1.6: Tam olmayan Srivastava uclii hipergeometrik fonksiyonu I}/’ nin
yineleme formiilii asagidaki gibi mevcuttur [12, syf. 198].
(by + ¢ — DI [(a, %), by, by; ¢4, C2; X1, X3, %3] (5.11)
= b, [(a,x), by, by + 1; ¢, Cp; Xq, X3, X3]
—(c; = DI [(a+1,%), by + 1, by; ¢y, (¢ — 1); x4, X5, X3]
Ispat: (5.11) ifadesinin sag tarafindaki ilk ifade

b,I'(c;)I(cy)
bZFAH[(a: x); b1;b2 +1; C1,Cp; X1, Xy, X3] = W (512)

i [@, X]mapl(by +m + ) (by + 1+ 1+ p) x;,™ 2,™ 157
I'(c; +m)l'(c; +n+p) m! n! p!
m,n,p=0

CTEl() O [0, X mapl (by +m+ 1) (by + 1+ ) x,™ X, x57

B I"(bl)l"(bz)mnp_o I'c,+m)I'(c, +n+p) m! n! p!

(b +n+p)
ve sag yanindaki ikinci ifade

(c; = DI (eI (cz)
r(br(by)

(2 — 1)FAH[(a' x), by, ba; cq, (€3 — 1); x4, X, X3] = (5.13)

i [a, x]m+pr(b1 +m+ n)r(bz +n+ p) xlm in x3p
I'c, +m)l'(c;—1+n+p) m! n! p!

mmn,p=0

CT(El() O [0, X]napl (by +m+ 1) (by + 1+ ) x,™ 2™ x57
(b (by) . I'c,+m)I'(c,—1+n+p) m! n! p!
mmn,p=

(c;—1+n+p)
seklinde yazilabilir. (5.12) ifadesi ile (5.13) taraf tarafa ¢ikarilirsa, (5.11) ifadesi
kolaylikla elde edilir. m
Teorem 5.1.7: Tam olmayan Srivastava Uclii hipergeometrik fonksiyonu I}/’ nin

dontisim formiilii asagidaki gibi saglanir [12, syf. 197].
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&H[(a; X), by, by; cq,Cq; X1, X7, x3] =(1- xz)_bl(l —x3)7® (5.14)

X1 X2 X3

B R = YRR CE=r

Ispat: Tam olmayan Srivastava iiclii hipergeometrik fonksiyonu I}’ nmn (5.5) te

bulunan integral gosteriminde, [2, syf. 125] te verilen asagidaki Kummer formulu
1Fila; b; z] = exp(z). {Fi[b — a; b; —z]

yerine konulursa, bizden istenilen sonug¢ (5.14) elde edilir. m

Teorem 5.1.8: Tam olmayan Srivastava Uclii hipergeometrik fonksiyonu I/’ nin

indirgeme formiilii asagidaki gibi mevcuttur [12, syf. 197].

LH(a, x), by, €35 €1, 025 %1, %, %3] = (1 — x3) 701 (1 — x3) ™ (5.15)

X1
-2l [(a,x(l —x3)),by; ¢4 (1—x,)(1— x3)]'

Ispat: Tam olmayan Srivastava iclii hipergeometrik fonksiyonu I}’ nn (5.5) te

bulunan integral gosteriminde ¢, = b, Ve F;[c,; Co; Sxo, tx2] = e5*211%3 yazilirsa
2 2 1'11C2;5 € 2, X3 y

oo

1 [ee]
&H[(a, x), by, €35 €1, Co; XoX3, X5, X3] = m f f et shimt (5.16)

x(1-x3) 0
e~ (=x3)t=(1=x2)s [ [ ¢ s tsx,x3] dtds
olur. Son olarak (5.16) da t(1 —x3) = u ve s(1 — x,) = v donisiimii yapilirsa ve

gerekli duzenlemelerden sonra bizden istenilen (5.15) elde edilir. m

Simdi ise yukaridaki formiillere ek olarak, yazar tarafindan y£ ve I/ tam
olmayan Srivastava ii¢li hipergeometrik fonksiyonlar1 i¢in elde edilmis olan bazi

formdaller verilecektir.
Teorem 5.1.9: Tam olmayan Srivastava uclii hipergeometrik fonksiyonu I}’ nin

integral gosterimleri asagidaki gibi saglanir.
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1

I—AH [(a, x), bl' bZ' Cl) CZ; xll XZ,X3] = B(bl S — bl)

1

f th1=1 (1 — )5 0171 H[(a, x), s, by; 1, Cp; X1, X5, x3]dt  (5.17)
0

(x = 0; Re(s) > Re(by) > 0),

1

I—AH [(a, x), bl' bZ' Cl) CZ; xll XZ,X3] = B(bz S — bZ)

1

j th2=1 (1 — t)s~b271rH[(a,x), by, s; 1, €35 X1, tX5, tx3]dt  (5.18)
0

(x = 0; Re(s) > Re(by) > 0)

1
1@, ), by, by e1, €23 20,22, %5] = G
1

j t571 (1 — )25 ICA[(a, x), by, by; s, €35 txq, X5, x3]dt  (5.19)
0

(x = 0; Re(cy) > Re(s) > 0)

1

L [(a,x), by, by; 1, €25 X1, X, %3] = B(s,c; —5)
,C2

1

. j ts_l (1 - t)Cz—S—ll';lH[(a’ x)l bll bz, C1,S; %4, ter tX3]dt (520)
0

(x = 0; Re(cy) > Re(s) > 0)
Ispat: (5.2) deki esitligin sag tarafinda pay ve payday1 ()4, ile arpip bélersek,

&H [(a,x), by, by; 1, €25 X1, X3, X3]

223 (5.21)

_ i (S)m+n[a:x]m+p(b1)m+n(b2)n+pxlmxznx3p
(S)m+n(cl)m(62)n+p m! n! p!

mmn,p=0

elde edilir. (5.21) de (2.35) 6zelligi uygulanip ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
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1
1
QH[(G' x), b1, by €1, €5 X1, X2, X3] = mf thi-1 (1- t)s—bl—l
1 1
0

i [, X]mtp (min (B2Insp (E21)™ (£2)" 257

(Cl)m(cz)n+p m! n!  p!
mn,p=0

esitligi saglanir. BOylece, (5.17) ifadesi kolaylikla elde edilir. (5.18) — (5.20)
esitlikleri de benzer sekilde ispatlanir. m
[1, syf. 39-40] dan bilinmektedir ki, Weber parabolik silindir fonksiyonu
D, (z), Hermite polinomu H,(z) ve Whittaker fonksiyonu My,,(z) nin ,F; ve
oF; hipergeometrik fonksiyonlari tiirlinden asagidaki gibi ifadeleri mevcuttur.

1 11

e
SVizinZ (5.22)

v 1
D, (z) = 2zexp (—Zzz) F [—

1 1
H,(2) = 2 2"exp (EZZ) D,(zV2) (5.23)
ve
m+2 1 1
My (2) = 27 2exp <_§Z) 1Fi [m —k+ > 2m+1;z| (5.24)

dir. Simdi, (4.10) ve (4.11) i (5.5) te, (5.22) i (5.5) te, (5.23) yi (5.5) te ve (5.24)
U (5.5) te swrasiyla uygularsak Sonu¢ 5.1.1 - Sonug¢ 5.1.4 de verilen integral
gosterimlerini elde edebiliriz.

Sonug 5.1.1: Tam olmayan Srivastava ticlii hipergeometrik fonksiyonu I}’ nin integral

gosterimleri agagidaki gibi saglanir.

xl_%cll"(c1 +1)
r(ar(b,)

0 o
1 1
f f ta_Ecl_lsa_Ebl_le_t_s
x 0

: ]V[Z,/tsxl]. 1F1[by; ¢35 5x5 + txs]dtds

LHE[(a,x), by, by; 1 + 1,005 —x1, %5, x3] = (5.25)
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ve

x1_§C1F (c;+1)
r(arb,)

cO ©O
ffta——cl 1 a——b1 1e_t s
x 0

. I,,[Z tsxl]. 1F1[by; €35 x5 + txs]dtds.

&H[(a, X), bl’ bz, C1 + 1, Cz;xl,xz,xg] = (526)

Sonug 5.1.2: Tam olmayan Srivastava ticli hipergeometrik fonksiyonu I}’ nimn integral
gosterimi asagidaki gibi saglanir.
1
Sl

2_%x1 I(c;+1)
r(a)r(by)

; 1 1
(a, x); bl) - EbZ' C1 + 1; _EI —X1, X2, x3] = (527)

o oo
f f ta—%cl—l Sa—%bl—le—t(l—%xg)—s(l—%xz)
x 0

v[2VEsx; Dy, (y2(sx; + tx3) )dtds.
Sonug 5.1.3: Tam olmayan Srivastava ticlii hipergeometrik fonksiyonu I} nin integral

gosterimi asagidaki gibi saglanir.

xl_%cll"(cl +1)
r(a)rb,)

oo 0o
ffta——cl 1 a——bl 1e_t s
x 0

. ],,[2,/1:sx1]Hb2 (sx, + tx3)dtds

B 1 1
(a,x), by, _Ebz; c;+1, _E; —xl,xz,x3] = (5.28)

Sonug 5.1.4: Tam olmayan Srivastava ticlii hipergeometrik fonksiyonu I}’ nin integral

gosterimleri asagidaki gibi saglanir.

1
x; 2T (¢ + 1)

1
I (a,x),by,c; —by + 5500 +1,— r(@rb,)
1

(5.29)

1
2 —X1, X2, X3 =
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co0 0o
f f ta——cl 1 a——b1 1e—t(1——x3) (1—%x2)
x 0

L(sxy + tx3)_(62+%) Jv[2\tsx;|My, ., (sx; + txs)dtds

ve

1
1 x, 2 (¢ + 1
+ -, C1 + 1, —_— 1 ( L )
2 2 r'(a)r(b,)

I;lH [(a, X), bl! Cy, — bz ; X1, X2, X3] = (530)

o oo
f f ta—%cl—l Sa—%bl—le—t(l—%xg)—s(l—%xz)
x 0

1
L(sxy + tx3)_(62+5) I[2\/tsx,|M,, . (sx, + tx3)dtds.
Teorem 5.1.10: Tam olmayan Srivastava Uclii hipergeometrik fonksiyonu I/7 nin
Mellin-Barnes integral gosterimleri asagidaki gibi mevcuttur.

&H [(a,x), by, by; €1, C2;5 X1, X3, X3]

+ico
1
=== I; [(a,x),b; + n, by +n;cq, 05 + 15 %1, x3]
2mi )
_joo
Mf(—n)(—xz)”dn, (5.31)
(c2)n
&H[(a, x), by, by; €1, €25 X1, X3, X3]
1 +ico +ico
= 2n? j J oI [(a+m,x), by +n; ¢y +n;x3]
—joco —joo
b b
(@m(b1)mn Z)nF(—m)F(—n)(—xl)m(—xz)”dmdn (5.32)
(Cl)m(cz)n

ve

Ij‘lH[(ar x)l blr bZI Cll CZ; xl) x21 x3]

+ico +ico +ico
_ 1 f f (a, x)m+p (bl)m+n(b2)n+p
—(2mi)3

(Cl)m(cz)n+p

—joo —joo —joo
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T (=m)I' (=n)I"(=p) (=x1)™ (=x2)" (—x3)Pdmdndp. (5.33)
Ispat: Tam olmayan Srivastava (cli hipergeometrik fonksiyonunun (5.2) deki

tanimindan faydalanilarak

o)

(b1)n(b2)
Iqu[(a; x), by, by; €1, €5 %1, X2, X3] = Z %
g 2)n
X"
L[(a,x), by +n, by, +1; ¢4, ¢ + 15 x4, 3] Tl (5.34)

elde edilir. Daha sonra, [4, syf. 667] de verilen integral formuli

1 (@n)s
27 (©)n

—ico

oFila, b;c; x] = r(—n)(—x)"dn

(5.34) te yerine yazilirsa, (5.31) esitligi saglanir. Benzer yontemlerle (5.32) ve

(5.33) ifadeleri kolaylikla elde edilebilir. m

5.2. y# ve r'f Tam Olmayan Srivastava Uclii Hipergeometrik Fonksiyonlari

Bu kisimda, [13] te J. Choi ve R.K. Parmar tarafindan ifade edilmis olan y} ve
If tam olmayan Srivastava {i¢lii hipergeometrik fonksiyonlarinin &zellikleri
verilmistir.
Tamim 5.2.1: Tam olmayan Srivastava tcli hipergeometrik fonksiyonlari

YE[(a, x), by, by; ¢1, ¢q, €35 X1, X3, X3]

_ (a, x)m+p (bl)m+n(b2)n+p X, xp™ x5P
= cOmen(cs),  miml pr O3

m,n,p=0
ve

FBH [(a,x), by, by; €1, 2, €35 X1, X7, X3]
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2.3 (536)

Z axm+p(b1)m+n(b2)n+px1 x,™ x5
(C1)m(C2)n(C3)p m! n! p!

mnp
olarak tanimlanmigtir [13, syf. 1781]. (5.35) ve (5.36) ifadelerinde (2.26) 6zelligini
kullanarak asagidaki ayrisma formiilii
VE [(@, %), by, by; ¢4, €3, €35 %1, X, x3] + 57 [(a, %), by, by; €1, €2, €35 %1, X2, X3]

= Hpg [a, by, by; cq, €3, €35 X1, X2, X3] (5.37)
elde edilir [13, syf. 1781].
Teorem 5.2.1: Tam olmayan Srivastava iiclii hipergeometrik fonksiyonlar1 y £ ve ;1!
nin kismi diferensiyel denklemleri asagidaki gibi mevcuttur [13, syf. 1781].

@ +b,—1)—x;0+P+a)@+¥+a)]u=0

YW +b,—1)—x,0+¥P+a,)(P+D+az)lu=0 (5.38)
[P(@+b;—1)—x30+DP+a)(W+ D+ a;)]u=0.

y A N S _ o H 4 PH _ -
Burada, 6 = x; T Y =x, dxz,d) = X3~ veu =yg + Iz = Hg dir.
Ispat: (5.38) denklemi, (5.37) ayrisma iliskisinden dolayr (2.62) de verilen
Srivastava ¢l hipergeometrik fonksiyonunun denkleminin bir sonucudur. m

Teorem 5.2.2: Tam olmayan Srivastava Uclii hipergeometrik fonksiyonu I nin

integral gosterimi asagidaki gibidir [13, syf. 1782].
TH[(a,x), by, by; €1, Cy, C3; X1, X5, X3] = fft“ 1gbi-1p=t=s (539
B 1, Y2, 1,402,403 142,43 I—v(a)l—v(bl)x J ( )

. oF1[=; c1; tsx1 ¥, [by; €2, €35 5X,, txs]dtds
(x =2 0; x =0iken Re(x,) < 1,Re(x3) < 1,Re(a) > 0,Re(b;) >0).
Burada, ¥, iki degiskenli hipergeometrik fonksiyonlarin konfliient formlarindan
biridir [1, 6].
Ispat: (2.25) te tanimli olan tam olmayan Pochhammer sembolii ve (2.21) de ifade

edilen Pochhammer semboliiniin 6zellikleri (5.36) da yerlerine yazilirsa,
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1

FH ] ;byb; ] ] ; ] ] e —
g [(a,x), by, by; ¢y, 2, C35 X1, X3, X3] T (@7 (by)

[00]

X ©o
(b2)n+ ™ x,™ x3P
2 3
ff tatm+p- 1Sb1+m+n 1p-t b 2 dtds
00

mn,p=0 (Cl)m(cz)n(c3)p m' n! p!

olur. Yukaridaki ifadede yakinsakliktan dolay1 toplam ve integral sembollerinin yerleri
degistirilirse, (5.39) ifadesi kolaylikla elde edilir. m

Teorem 5.2.3: Tam olmayan Srivastava Uclii hipergeometrik fonksiyonu I’ nin
integral gosterimi asagidaki gibi saglanir [13, syf. 1782].

FBH[(aJ X),bl, bZ' Cll Cz, C3;x11 x21 x3] (540)

jfjtalbllbzle—tsu
I"(a)I"(bl)I"(bz)x 5

coFi[—; e tsxq]. oFi[—; casusxy]. oFi[—; c3; tuxs]dtdsdu
(x =2 0; x = 0iken min{Re(a),Re(b,),Re(b,)} > 0).
Ispat : (2.25) te taniml1 olan tam olmayan Pochhammer semboliinii ve (2.21) de ifade

edilen Pochhammer sembolinin 6zellikleri (5.36) da yerlerine yazilirsa,

1
F(a)I (by)I (bz)

O 00 ©o
jjjta+m+p 1 b1+m+n 1ub2+n+p—1
x 0 0

~t-s-u ! Xt X
. e — sau
(Cl)m(cz)n(c3)p m! n! p!

FBH [(ar x), blr bZr C1,Cp, C3; X1,X2, x3] =

(o]

m,n,p=0

elde edilir. Yukaridaki ifadede yakinsakliktan dolay1 toplam ve integral sembollerinin

yerleri degistirilirse, (5.40) ifadesi kolaylikla saglanir. m
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Teorem 5.2.4: Tam olmayan Srivastava Uclii hipergeometrik fonksiyonu I’ nin
integral gosterimi asagidaki gibi saglanir [13, syf. 1783].
I3'[(a,x), by, by; c1, €2, €35 X1, X7, X3] (5.41)

1
" B(by,cq — by)B(by,c3 —by)B(1 —cy + by,c; + ¢, — by — 1)

11 1
.f f f tbl 1 Cl blubz 1(1 )Cl—C3—b1+b2 (1 _ S)C1+C2—b1—2(1 _ txl _ uxs)—a
0 00

I'(ax(1— tx; —uxs))

@ (1—t—u+tu—tsu)s 1 1dtdsdu

(x=20; x=0iken 0 < Re(c; — b;) < 1;Re(b;) > 1,Re(c; + ¢, —by) > 1,
Re(c3) > Re(by) > 1).

Ispat: (5.36) da verilen tam olmayan Srivastava iclii hipergeometrik fonksiyonunun

tanimindan

FBH [(a' x)) bll b2: Cll CZ; C3; xl; x21 x3]

b b x,"
= M L[(a,x),by +n,b, + n; cl,c3,x1,x3] (5.42)

(c2)n

mn,p=0
elde edilir. Yukaridaki ifadede (4.27) de verilen tam olmayan ikinci tip Appell
hipergeometrik fonksiyonunun integral gdsterimini yerine yazip ve yakinsakliktan
dolay1 toplam ve integral sembollerinin yerleri degistirilirse,

1
B(by,c; — by)B(by, C3 — b,)

FBH[(a, x).b1.b2; C1.C2.C3;x1.x2;x3] = (5.43)

F(a,x(l —tx; — uxg))
I'(a)

11
f f thi=lyb2=1(1 — ) D171 (1 — tx; —ux3)™@
0 0

tux,
A-vH(1-uw

. 2F1 [1 —C1 + bl) 1- C3 + bz, bz, ] dtdu

elde edilir. Simdi, (5.43) de (2.35) te verilmis olan ,F; in
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2Fila, b;c; z] = —F(b)l;"(((;)— 5 Of tP1 (1 - )P — zt) " %dt

integral gosterimi (5.43) te yerine yazilirsa, bizden istenilen sonug (5.41) kolaylikla
saglanir. m

[1, 12, 13] ten de bilindigi tizere, Bessel fonksiyonu J,(z) ve modifie Bessel
fonksiyonu I,(z) nin F; hipergeometrik fonksiyonu cinsinden, iki degiskenli
Whittaker fonksiyonu My, ,, », (x, ¥) nin, iki degiskenli hipergeometrik fonksiyonlarin

konfliient formlarindan biri olan ¥, fonksiyonu cinsinden asagidaki gibi ifadeleri

mevcuttur.
7 v
J,(2) = (i F [—'v +1; _122] (5.44)
v ro+1)° %t ' 4
7z v
I,(2) = i F [—'v + 1'122] (5.45)
v rv+1°° ’ "4
ve
oMt e 1
Mima(oy) = x5y e (-5 +3))  (5.46)

Yom+n—k+1;2m+12n+ 1;x,y]
dir. Simdi, (5.46) y1 (5.39) da, (5.44) ve (5.45) i (5.39) da, (5.44) ile (5.46) y1 ve
(5.45) ile (5.46) y1 (5.39) da ve son olarak (5.44) ve (5.45) i (5.40) ta sirasiyla
yerine yazarsak Sonug 5.2.1 - Sonug¢ 5.2.4 te verilen integral gosterimlerini elde
edebiliriz.

Sonug 5.2.1: Tam olmayan Srivastava ticlii hipergeometrik fonksiyonu I nin integral
gosterimi asagidaki gibi mevcuttur [13, syf. 1784].

TE[(a,x),by, ¢y +c3— by + 1;¢4,2¢, + 1,2¢3 + 1; x4, x5, x3] (5.47)
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—c cO ©o
273 3 3 1 1
— X2 x f f ta_c3_5sz_cz_Ee_(l_EXZ)t_(1_§x3)s
x 0

r(a)r,)
oF1[=; c15tsx1] My, ¢, ¢, (5x3, tx3)dtds
dir.
Sonug 5.2.2: Tam olmayan Srivastava ticlii hipergeometrik fonksiyonu I nin integral
gosterimleri asagidaki gibi mevcuttur [13, syf. 1784].

FBH [(a,x), b1, by;c1 + 1,5, 035 —X1, Xo, X3] (5.48)

__1 oo ©o
D
T (@7 (by)

x 0

: ]Cl(Z,/tsxl)‘l’z [b,; ¢y, C3; SX5, txs]dtds

ve
I3'[(a, x), by, by; c1 + 1, ¢, €35 X1, X3, %3] (5.49)
_£1 copcd
Tl +Dx 2 f f (a=2-1 bi1=F-1 s
r(a)r(b,)
x 0
. IC1 (21/ tsxl)l}lz [bz, Cy,C3,S8Xy, tX3]dtdS
dir.

Sonug 5.2.3: Tam olmayan Srivastava ticlii hipergeometrik fonksiyonu I nin integral
gosterimleri asagidaki gibi mevcuttur [13, syf. 1784].

I [(a,x),by,cy +c3— by + 1;¢1,2¢, + 1,2¢53 + 1; —x1, X, X3] (5.50)

1 1
(e + 1)x1 21x, 272, B2
r'(a)l (by)

CO0 ©o
3 1 1
f f ta c3— 2c1 25b1 Ccp— ch Ze (1—Ex2)t—(1—5x3)s
x 0

. ]Cl(Z,/tsxl) My, ., c.(sxp, txz)dtds
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ve

LH[(a,x),by,c; + c3 — by + 1;¢1,2¢, + 1,2¢3 + 1; x4, X, X3] (5.51)

1 1 1
F(G)F(b1)

00 ©o
f f ta C3—EC1 b1 Ccp— 201 28 (1——x2)t (1——x3)s
x 0

o, (24[tsxy) My, ., 0, (sx5, txs)dtds
dir.
Sonug 5.2.4: Tam olmayan Srivastava ticlii hipergeometrik fonksiyonu I nin integral
gosterimleri asagidaki gibi mevcuttur [13, syf. 1785].
TH[(a,x), by, by;cs +1,c, + 1,05 + 1; —xq, —x5, —x3] (5.52)

_&
2

I+ DI (e + DI (e3 + 1)x1_cz_1x2_c72x3
- I (@I bOr(b,)

cO0 00 ©o
Cl 6'3 c1 C2 Ccy C3
jjjta 1b1221ub22216—t5u
x 0 0

.]Cl(Z,/tsxl). ]CZ(Z,/usxz). ]C3(2,/tux3) dtdsdu

ve
FBH[(a, x),bl, bz, C1 + 1, Cy + 1, C3, X1, X3, x3] (553)
F(q + DI(c, + DI (c; + 1)x1 B Xy 22x3_73
r(a)rb)rby)

f f f R
x 0 O
. Icl(ZW/tsxl). ICZ(ZW/ust). Icg(Zw/tuxg) dtdsdu

dur.
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Teorem 5.2.5: Tam olmayan Srivastava U¢li hipergeometrik fonksiyonu I nin tirev
formiilii asagidaki gibi saglanir [13, syf. 1785].
D;;L;:g@{FBH [(a,x), by, by; 1, €, C35 X1, X2, X3]} (5.54)

_ (@r4e(b1)rss(b2) st
(c1)r(c2)s(c3)e

THl(a+r+t,x),by +7+5,b, +s+t;c; +1,¢, + 5,03 + t; %1, X, X3]
(r,s,t € Np).
Burada, Dy, v, x,f /ax16x26x3 diir
Ispat: Tam olmayan Srivastava uclii hipergeometrik fonksiyonunun (5.36) daki
taniminda x;, x, Ve x5 e gore sirasiyla r, s ve t kez tiirevi alinirsa

D;jascjatg {FBH [(a, X), bli bZ; €1, C2,C3; X1, X2, X3]}

_ Z Z 2 a,x m+p(b1)m+n(b2)n+p Dristt {ﬂﬁg}
(Cl)m(cz)n(c3)p 1X2%s (m! n! p!

_ Z [a, x]m+p(b1)m+n(b2)n+p X xS x3p—t (5.55)
— Lt L (cdmlcdnles)y  (Mm—1lm=—5)'{P-0!
m=r n=s p=t
olur. (5.55) te m yerine m + r, n yerine n + s ve p yerine p + t yazilirsa
D;;;:E@ {FBH [(al X), bl) bZI C1,Cy, C3; xll le x3]}
Z Z Z a,x m+p+r+t(b1)m+n+r+s(b2)n+p+s+t x,™ X2~ x3p (5.56)
(Cl)m+r(cz)n+s(53)p+t m! Tl' p'

m=0n=0p=0
elde edilir. (5.56) da Pochammer sembolinin (2.17) ve (2.27) de verilen

ozelliginden faydalanarak

(@74t (B1)rss(b2) syt
(c1)r(c2)s(c3)e

D;:_;:§C3{FB [(a x) bl) bz, Cl) CZ) C3; xl;xz;x3]}

iii [a+7+t,x]msp(by + 7+ S)man(by + 5+ Dpipx;™ Xy " x5

m=0n=0p=0 (C1 + r)m(CZ + S)n(CB + t)p m! n! p'
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saglanir. m
Teorem 5.2.6: Tam olmayan Srivastava uclii hipergeometrik fonksiyonu I nin
indirgeme formiilii asagidaki gibi mevcuttur [13, syf. 1785].

I3 [(a, %), by, 35 €1, Ca) €5 XpX3, X2, %3] = (1= x)7P1(1 — x3) ™ (5.57)

C1+C2 C1+C2_1 4‘X2X3

a,x(1—x3)),by, , ;

| @R ) TS TS A
Cl’ Cz, Cl + Cz - 1,

Ispat: Tam olmayan Srivastava iclii hipergeometrik fonksiyonu I}f nin (5.39) da
bulunan integral gbsteriminde ¢, =c3=b, Ve W,[cy;Cy, Cy; 8Ky, txs] =

eS¥2ttxs  F [—; cy; Sx,tx3] yazilirsa

(0]

1 [0/0)
LH[(a, x), by, C; Cq, Co, Col XXy Xy X | = ——— f ft“‘lsbl‘1 5.58
B [( ) 1,¢2 12,2 23 2 3] I—v(a)l—v(bl) J ( )

x(1-x3)
e~ (mxa)t=(1=X2)s F [ ¢ o tsx,x3] oFy[—; Cp; tSXpx3] dtds
olur. Son olarak (5.58) de t(1 —x3) = u ve s(1 — x,) = v doniisimii uygulanir ve

[13, syf. 1786] da verilen asagidaki formiil

a+p a+p-1
oFil= a;x]. oFi[= B;x] = ,F5| 2 2 ']
a,B,a+p—1;4x

yerine yazildiktan sonra gerekli diizenlemeler yapilirsa, bizden istenilen (5.57) elde
edilir. m
Teorem 5.2.7: Tam olmayan Srivastava Uclii hipergeometrik fonksiyonu I nin
yineleme formiilii asagidaki gibi mevcuttur [13, syf. 1786].
IF[(a,x), by, by; €1, Ca) C3; X1, X3, X3]

= I3'[(a, %), by, by; ¢y — 1,¢5, €35 %1, X, X3]

abyx,

—FBH[(a + 1, .X), b1 + 1, bz, Cq + 1, Cy,C3, X1, X7, X3]. (559)
c1(1—c¢y)

68



Ispat: Tam olmayan Srivastava iclii hipergeometrik fonksiyonu I nin (5.39) da
bulunan integral gésteriminde [13, syf. 1786] da ifade edilmis olan asagidaki forml

abyx,

T Rl Lx] =0
a(l—cy " 7aT oM

oFil—c1 = Lixq] = oFi[—cxq] —

yerine yazilirsa, bizden istenilen sonu¢ (5.59) elde edilir. m
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TARTISMA VE SONUC

Bu tezin birinci kisminda bize ileriki bolimlerde yardimci olacak temel
ifadeler ve teoremleri ele alinmistir.

Ikinci béliimde, bir dnceki kisimda ifade etti§imiz ifadeler ve teoremleri
kullanilarak elde edilen tek degiskenli yani 6zel olarak Gauss Hipergeometrik
Fonksiyonunun, iki degiskenli Appell Hipergeometrik Fonksiyonlarinin ve iig
degiskenli Srivastava Hipergeometrik fonksiyonlarinin bazi Onemli &zellikleri
sunulmustur.

Ugiincii béliimde, ikinici béliimde verilen tek ve iki degiskenli hipergeometrik
fonksiyonlarinin tamamlanmamis formlarin1 ve bu tamamlanmamis hipergeometrik
fonksiyonlarin 6zelliklerini verildi.

Son bolimde ise, tamamlanmamig iic degiskenli hipergeometrik
fonksiyonlarini tanimlanmis ve bu fonksiyonlarin bazi 6zellikleri olan Ornegin,
integral gosterimleri, tlirev formulleri, yineleme ve indirgeme bagintilarini verilmistir.

Bu ¢aligsmada, 6zel fonksiyonlarin 6nemli bir boliimiinii olusturan tam olmayan

hipergeometrik fonksiyonlar i¢in bir taban olusturmasi amaglanmistir.
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