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OZET

KOMPLEKS g-INTEGRALLER

YILMAZ, Gamzenur
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Prof. Dr. Kerim Koca

Temmuz 2018, 81 sayfa

Bu tez dort temel bolimden olusmaktadir. Tezin ilk boliimi, g-analizi ile ilgili
temel kavramlara ayrilmistir. Bu boliimde reel ve kompleks sayilarin Q-
analoglari, Qg-Binom gdsterilimleri ve Pochemmer gosterilimlerine yer
verilmistir. Ikinci boliimde reelde g-tiirev ve g-integraller yer almaktadir.
Ayrica bu boliimde Taylor formiilii, Jackson Integral, g-analizin temel teoremi
ve parcali g-integrasyon incelenmistir. Ugiincii boliimde kompleks ¢-
integraller ile ilgili tanim ve teoremler verilmistir. Dordiincti boliimde katli g-

integraller konusu ele alinmistir.

Anahtar Kelimeler : Kompleks g-egrisel integral, Katli g-integral, g-regiilerlik



ABSTRACT

COMPLEX g-INTEGRALS

YILMAZ, Gamzenur
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, M. Sc. Thesis
Supervisor : Prof. Dr. Kerim KOCA
July 2018, 81 pages

This thesis consists of four parts. The first part of this thesis divided into basic
concepts related to g-analysis. This section contains g-analogues of real and
complex numbers, g-Binomial display, g-Pochammer display. In the second
part contains real g-derivatives and g-integrals. Furthermore, Taylor formula,
Jackson Integral, fundamental theorem of g-calculus and integration by parts
are examined in this section. In the third part definitions and theorems related
to complex g-integrals are given. In the fourt part the multiple g-integrals is

taken up.

Key Words : Complex g- line integrals, Multiple g-integrals, g-regular
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1.GIRIS

Dogada olaylar kesikli ve siirekli olmak iizere ikiye ayrilir. Ornegin; akiskanlar,
1s1 yayilmasi, serbest diisme vb. olaylar siirekli oldugu halde, canlilarin
cogalmasi, bir toplumda hastalik yayilmasi, daha genel olarak tane ile

Olciilebilen olaylar ise kesikli olaylardir.

Siirekli olaylar, siirekli analizin temel teorisi (siireklilik, integral, tiirev)
yardimiyla incelenir ve olaylarin modellenmesi sonunda g¢esitli tipten
diferansiyel denklemler ortaya cikar. Kesikli olaylar modellendiginde ise fark
denklemleri ortaya ¢ikar. Fark denklemlerini ortaya g¢ikarmak icin kesikli
analizin teorisine ihtiya¢ duyulur. g-analizi teorisinin temeli kesikli olaylarin
incelenmesinden ortaya ¢ikmistir. Bu teorinin ¢ikis noktast Quantum Calculus

olup g-analizindeki g harfi “Quantum” kelimesinin ilk harfidir.

Son yillarda gQ-analizi teorisine ilgi ¢ok artmistir. Kesikli olaylarin
incelenmesinde zaman skalasi kalkiiliisii 6ne ¢ikmaktadir ve g-analizi de zaman
skalas1 teorisinin bir 6zel halidir. Klasik anlamda ve siireklilik analizinde
bilinen tiirev, integral kavramlarinin g-kalkiilisleri (g-analoglari) yapilmistir. g-
analizin kompleks g-analoglart ise 1970 1i yillardan sonra ¢alisilmistir.
Giintimiizde ise komleks g-tiirevler, g-analitiklik, g-kompleks katli integralleri,
g-Green formiilii, g-kompleks egrisel integraller detayli olarak incelenmistir.

Bu konular i¢in [4] , [6] ve [7] kaynaklarina bakilabilir.

1.1.Tezin Amaci

Bu tezin temel amaci g-analitik fonksiyonlarin 6zelliklerini ortaya koymada
karsimiza ¢ikan g-kompleks egrisel integralleri incelemektir. Klasikte, Cauchy

teoreminde, Cauchy integral formiiliinde, analitik fonksiyonlarin kuvvet



serisine acilimimda kompleks egrisel integraller kullanilmaktadir. Bu
kavramlarin g-analoglarini vermek icin kompleks g-egrisel integrallere ihtiyag

vardir.

1.2. Kaynak Ozetleri

Bu tezin hazirlanmasinda [1] nolu kaynak, c¢aligmalarimizin temelini
olusturmustur. Bu kaynaktan @-analizindaki temel kavramlar, g-Binom
gosterilimleri, g-tiirev, g-integral konular1 incelenmistir. [2] nolu kaynaktan |,
kompleks analizdeki g-tirev, g-integral konularindaki tanimlarkurallar ve
teoremler alinmistir. [3] nolu kaynaktan kompleks analizde g-analoglar,
Gauss’un -Binom formiilii, kompleks trigonometrik fonksiyonlar konularinda
yararlanilmistir. [4] kaynagindan kompleks g-Binom formiilii alinmistir. [5]
nolu kaynaktan g-Pochammer gosterilimleri konusunda faydalanilmustir. [6] ve
[7] kaynaklar1 kompleks g-integraller ve katli g-integraller konularinda temel
kaynak olmustur. [8] nolu kaynaktan kompleks analizde @-Pochammer

gosterilimleri alinmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Reel ve Kompleks Sayilarin g-Analoglari

Bu boéliimde ilk olarak reeldeki gésterimlerin g-analizindeki karsiliklari, daha

sonra kompleks sayilarin g-analoglari verilecektir.

Tanmm 2.1. [1]n € N ve 0 < g < 1 olmak lizere

_ _1_qn_ 2 n-1
[n] = [n]q = 1=¢ =1+q+q°+-+q

ifadesine n dogal sayisinin g-analogu denir ve [n] veya [n], seklinde gosterilir.

Burada n — oo i¢in limit alinirsa sonsuzun g-analogu

olur [7]. Diger yandan

lim[n],=lim14+qg+-+q" ' '=1+1+-+1
q-1" q-1-

=n

oldugu goriiliir. Ornek olarak

(0], =0
[1]q =1
[Z]q =1+gq

dir.

Ayrica;



i, lz Dz
qYy qY
seklindedir [3].
Tanimm 2.2. n € N olmak iizere
(]!, = { 1 n=20
g =[], [n - 1], ... [2]4[1], n=12,..

ifadesine n! ifadesinin g-analogu denir ve [n]! veya [n]!, seklinde gdsterilir

[1].

Tanim 2.3. n € N olmak lizere
1, n=20

- n—1
D PN - -0 -0 = [(c-d'e), w1
i=0

ifadesine (x — a)™ ifadesinin g-analogu denir [1].
Genelde m,n € N olmak tlizere
(x—a)g"" # (x —a)g(x — a)g
dir. Fakat
(x —a)g*m
=(x-a)(x—qa)..(x—qg" ta)(x — q™a)(x — ¢q""a) ...(x — g™ 1a)
= ((x-a)(x = qa) .. (x — ¢ ') ((x — ¢"a)(x — q(q™ @)) ... (x — ¢" " (q"@))
= (- )P - g )]
0zdesligi dogrudur. Yani

x—a)g"" = (x—a)g(x —q"a)} (2.1)

dir. Bu son esitlikte m yerine —n alinirsa, n pozitif tamsay1 olmak iizere ;
1=x-a)"(x—q "a)g

veya



n_ 1
HTOC S ey

olur [1].
(2.1) 6zdesliginin herhangi bir m ve n tamsayist i¢in dogru oldugunu

gormek i¢in [1] nolu kaynaga bakilabilir.

Tamm 2.4. [1]

eX—i—xj =1t
q j:O[j]q! 114! [2]4!

ifadesine e* fonksiyonunun g-analogu denir.

Tamim 2.5. [3] z = x + iy herhangi bir kompleks say1 olmak tizere

1_qx+iy 1_qx_qiy
1-q = 1-g¢

[z]g = [x +iy]q =
ifadesine z € C kompleks sayisinin g-analogu denir.
Burada ¢* = a denirse

iy.Inq = Ina
a = elvIna

elde edilir.Buradan

1 — q*(cos(yIng) + isin(yIng))
[Z]q = 1
- q
dir [3].
Tamm 1.6. [4] n € N olmak tizere
(x+iy)p= (x+iy)(x +igy)(x +ig*y) .. (x +iq"'y)  (2.2)
ozdesligine kompleks g-Binomial denir.

Ayrica (2.2) deki negatif kuvvetler

1
+1i - -
(x+1¥)q (x +ig ™y);

olarak tanimlanuir.



|g] < 1 olmak iizere baz1 kompleks fonksiyonlarin -analoglart ;
ez z (x +iy)g
' )
o] [n],!

¢ (x + iy)a*t
N N ’
Sthq? ZO( " T,
n=

B - L+ iyt
€0Sqz = ;(—1) [ZT]q!

seklindedir [4].

2.2. Reel ve Kompleks g-Binom Gésterilimleri, Pochammer Gosterilimleri

Tamm 2.7. [1]

n

(x+y)" = z (Z) x"Eyk

k=0

binom ag¢iliminda (Z) Binom katsayisinin g-analogu [Z]qile gosterilir ve

n,k € N olmak tizere

n [n],! n
[k]q “In- k]qq! [klg! [n - k]q

n!
(n-K)k! '’

ifadesine () = (k < n) ifadesinin g-analogu denir.
k

g-Binom katsayisinin ¢ — 17 i¢in limiti alinirsa reeldeki Binom katsayisi elde

edilir. Yani

tim 1] = (})

dir.



2.2.1. g-Binom Katsayisinin Ozellikleri

Bildigimiz anlamdaki Binom katsayilarinin 6zellikleri
(n) - ( " ) (Simetri Ozelligi)
K/ (n=k)'k! \n—k &
(n) — (n N 1) + (n B 1) (1<k<n-1) (Pascal Kurah)
K/ \k-1 k -
dir.

Klasik anlamda

()=0)+()

esitligine karsin g-analoglarda durum farklidir. Ornegin

Hq Ty, e
1o [y [ )
[OL " Hq QORI ORI T
olup
2¥1+g¢q
dur.

Lemma2.1l.[1]n,k € Nvel <k <n — 1 olmak {izere
a)
n n—1 n—1
_ k
[k] [k—1]+q [ k
ve

b)

R e

0zdeslikleri dogrudur.



Ispat.
a)l<k<n-1icin
[nl=1+q+q¢*+-+q"*
=14+q+q¢*++qg" +qg*Q+q+ - +q" )
= [k] + q*[n — k]

dir. Boylece

[k]![n — k]!
[n—1]! [n—1]!
R TE IR T =T
n—1 n—1
k-1 +qk[ k
elde edilir.
b)
n n n—1 . n—-1
[k]:[n—k]:[n—k—l tq k[n—k
n—1 _ -1
=k T k[k—l
bulunur.

Sonug¢ 2.1. Her [?] g-Binom katsayisi, baskatsayist 1 olan j(n — j). dereceden
g nun bir polinomudur.
Gergekten ;

n € N olmak tizere

n n

ol =[] =1
bir polinomdur. Lemma 1.1 de goriildiigii lizere herhangi bir 1 <j<n-—1
icin [;‘] iki polinomun toplami seklinde yazilabildiginden kendisi de bir

polinomdur. Ciinkii



[n] [n]! _Inlln-1]..[n—j+1][n—jl[n—j—-1]..[1]

jl o In—j1pn [n—jlln—j—1]...[1[IJ — 1] ... [1]
_ [n][n—1]...[n—j + 1]
UIU — 1] ... [1]

@ -DE"T =D . (@ -1
(@ -D(@t-1D..(q-1)

seklinde yazilabilir. Bu son esitlikte hem pay, hem de payda g nun birer

polinomu olup bagkatsayilar1 1 dir. Dolayisiyla bu iki polinomun boliimiiniin de
bagkatsayist 1 dir. Buradan m nin bagkatsayis1 1 olup, derecesi pay ve

paydanin derecelerinin  farkidir. Payin derecesi ; n+nm—1)+--+
(n—j + 1) ve paydanin derecesi; j + (j — 1) + -+ 1 oldugundan polinomun
derecesi
mM+n—-D+-+—j+D]-[+G—-1D+-+1]
=-PD+m-PD++m—-)=jn-))
dir.
Dolayistyla [7}] g-Binom katsayisinin ,baskatsayisi 1 olan j(n — j). dereceden q
nun bir polinomu oldugu elde edilmis oldu. Bu polinomu

ay + a q + -+ aj(n_j)_qu(”‘f)‘l + a](n_])qJ(n—])

_@"-D@" -1 ..@" -1
(¢ -D(@*'-D..(g- 1)

seklinde de yazabiliriz.

Elde edilen bu esitlikte q yerine é alinirsa

a Ai(n_ i\ Ai(r_ i
Qo+ =+ 4 2Dy T
q qi(n=J qi(n=J

F) () - )
(%—1) (q,-l_l— 1) ...(%_1)




(1-¢"Ha-¢""..(1-q" ")
qnj_(j—zl)j
1-¢HA-¢H..A-¢q)
7G+D

q 2

@ -D@" =D (v 1) 1
@ -D(@ T -1D..(q-1D) gD

dolayisiyla
a; Ain-H-1 , Ajn-))
Ao+ —+ -+ et Simp
q q q

@ =-D@" =D (g -1) 1
T @ -D@ D@1 grD

elde edilmis olur. Bu esitlikte iki tarafi q/™=/) ile carparsak
aoqj(n_j) + alqj(n_j)_l + “ee + aj(n—j)—lq + aj(n—j)

_ (@ -D@ -1 ..(¢" " -1)
(@ -D@t-1D..(g-1

- m (2.3)

bulunur.
(2.3) esitligine, [’;] nin daha 6nce yazdigimiz polinom seklini esitleyerek
aoq’ D 4 ayqf D1 4y Ain--19 + X))
=a,+a;q+-+ aj(n_j)_lqj(n—j)—l + aj(n_j)qj(n—j)
seklinde yazabiliriz. Katsayilarin esitliginden

Qo = Gj(n-))

a1 = Aj(n-j)-1

elde edilebilir. Buna gore katsayilar a; = a;c,—j)—; genel terimiyle yazilabilir.

Dolayisiyla || @-Binom katsayisinin polinom yazilisindaki katsayilarm
j Yy y

simetrik oldugu goriiliir.

10



g-Binom formiiliinii vermeden 6nce bir konuya deginmemiz gerekir. Klasik
analizde reel sayilarda ¢arpma isleminin degisme 6zelligine sahip oldugunu
biliyoruz. Yani her x,y € R igin xy = yx tir. Ancak genelde matris ¢arpimi ve
operatorlerin carpiminda degisme 6zelliginin olmadigini biliyoruz. Buna benzer

bir durum g-analizde de gegerlidir. Bu duruma bir 6rnek verelim :

Ornek 2.1. % ve 1\71q polinomlar uzayinda lineer operatorler olmak tizere bir

f (x) polinomu igin

X[f (0] = xf (x)

ve
MyLf ()] = f(qx)
olsun. Herhangi bir f(x) i¢in
Ma2[f (0] = Mylxf (0] = qxf (qx) = q2My[f (x)]
dir. Yani
M,x = q=M,

dir.

Teorem 2.1. Eger yx = qxy ise (burada g sayis1 X ve y ile degismelidir)

n
n . ,
e =S| o

dir.

Ispat. Ispati tiimevarim ydntemiyle yapalim. Esitligin n = 1 i¢in dogru oldugu
aciktir. Ozdesligin nigin dogru oldugunu kabul edelim.n + 1 icin dogru

oldugunu gosterelim.

g-analizinde

yEx = qy*txy = ¢*y*xy = - = gFxy®

0zdesligi mevcuttur.

11



x+y)"=+y)"(x+y)

%

HESAA[ER30
0

n
" xTy"Ix +Z [n] xJyn=i+1
: e | ]
j=0
n
1 . . . ny ...
A x7 (@ ey ) + Z [ ] xJynIH
: e | ]
j=0
n
_ Z gt [ n ]xjyn—j+1 +Z [n] xlyn=itt
- j—1 i L
j=1 j=0

n
— yn+1 + Z (qn—j+1 [ n ] n [Tl]) xjyn—j+1 + xntl
= J-u -y

n+1

n+1] .
= Z [ j ]x’ y™*1=J (g — Pascal kurali yardimiyla)
j=0

J

g

-
I
o

Il
INgE
- =

-
Il
o

S
+
=

elde edilir. Boylece esitligin n + 1 i¢in de dogru oldugu goriilmiis olur.

2.2.2. Gauss’un Binom Formiilii:

Degismeli x ve a igin (xa = ax) Gauss’un Binom formiilii

n
n k(k-1)
(x+a)3=2[ ] qg 2 xFa'k
k=0 kg

seklindedir.

Burada

denilirse Gauss’un Binom formilini

n

(x+a); = Z {Z} xk qnk

k=0

12



seklinde yazabiliriz. Bu esitligin  dogrulugunu tiimevarim yontemiyle

gosterelim.

Ozdesligin n = 1 i¢in dogrulugunu gérmemiz gerekir.

o 2+, =lol, e+ ] a0x =+
Oqa 1qx—0qqa 1qqx—a x

oldugundan esitlik n = 1 i¢in dogrudur.
Esitlik n i¢in dogru olsun. Bu durumda

(x+a)it' = (x + ) (x + q"a)

{Z}q x*a" *(x + q"a)

{:} xk+1 gn—k +zn:{:} xkqnranr+1,
q = *q

N

=
1l
o

olur. Daha 6nce gordiigiimiiz
n n—1 n—1
— k
i [k —q) T [ k
g-Pascal kuralindan yararlanarak

n+1

n+1
n+1 n n
k n—-k+1 _ k  n—-k+1 k n n—-k+1
Z{ k }xa _Z{k—1}xa +Z{k}xqa
q k=1 q q

k=0

elde edilir. Burada

v [ )

. m+1 n
k=n+11(;1n{ } ={}
n+1), n’g,

. m+1 n n ]
k=]1(;1n{ ) } ={, }+qn{,} ,(1<j<n
j ), U-1,

oldugu kolayca goriiliir.

13



2.2.3 Heine’nin Binom Formiilii:

x # 1ligin

_ n+1 n+]—1] »

(1- X)"

||'M 8

0zdesligi Heine’nin Binom formiilii adiyla bilinir [1].

Gauss’un Binom formiiliinden

O[] U
weog= S o5
=0
ve Heine’nin Binom formiiliinden

xJ

1 o+ n+j—1]
2

1-x)8 !

yazabiliriz.
n — oo i¢in bu formiillerin nasil yazilacagina bakalim.
1+x)7=0+x)1+gx)(1+q%x) ...

olup |q| < 1 olmak tizere

. . 1=q" 1
Jim [n] = lim 1-q 1-—gq
dir. Ayrica
. [ ] (A-g¢MHa- qv ) .. (1—qvI*)
1m n
n—co ER 1-91—-q?)..(1—-q))
_ 1
1-91-¢%..A-¢q))
dir. Buradan

xJ

o iU
(1+x)q=;q 2 1-g9)(1-g?)..(1—q))

xJ
(1-07 &S0-90-¢)..0-q)

14



bulunur.

N xJ _ C (1fq)j
Z(l (1 —q?).. (1—611')_21(1—612).__(1—61"

olup

)

QR

Il
D1s
C.| 8]
l:l ~.

olmasi1 nedeniyle

ve
y 1
“Ta-a-on7

elde edilir. Diger bir g-iistel fonksiyonu da

o iG=D x) .
5= q 7 tm=(+01- 0
49 Tm

seklinde tanimlanir. Buradan
ek =1

oldugu goriiliir. Ayrica

S e £
T e

_ Z g/U-1/2 1 -q)x ,
= (1-¢)(1-¢*)..(1-q))
dir. Buradan
ef/q =E7

elde edilir [1].

15



Tamm 2.8. g-trigonometrik fonksiyonlar

. eq eq—tx . Eéx _ Eq—lx

singx =————, Singx =—————
20 20

eg +eq”‘ EfF + Eg™

CO0Sq X =————, Cosgx =————
2 2

olarak tanimlanir. Burada
Sing x =siny /q x
ve
Cosqx =co0sq/q X
ozellikleri vardir. Ayrica

e EX + e WE;™ + 2
4

cosg xCosq X =

et B + e WE;™ — 2
4

Sin g xSing x = —
olup, buradan
cosq xCosy x + sin 4 xSing x = 1
esitligi elde edilir. Bu esitlik klasikteki sin®x + cos?x = 1 6zdesliginin
g-analogudur.

z € C olmak tizere kompleks g-iistel fonksiyonlar ise

i ik —7;q)
LG, - e

lz] <1

z 1
eg = Z =
(@G Dn (29w
dir. Burada |z| < 1i¢in ef E;* = 1 oldugu goriiliir [8].

z € C olmak tizere kompleks g-trigonometrik fonksiyonlar ise

_ iz iz _ p-iz
. eq €q : _Ef —Eg
Sing z =———, Slnqz——,
20 20
—iz iz —iz
_ q +eq _Eq +Eq
CoSqZ =—F——, Coqu——
2 2

bi¢imindedir [3].
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Tanim 2.9. 0 < g < 1ven = 1,2, ... olmak iizere

n-1
@@= 1-)1-q@ .- =] [a-d0, @an=1
k=0

gosterilimine g-Pochammer formiilii denir [8].

Dolayisiyla

GDn=0-q)A—¢g»)..(1—q")

dir. Ayrica
lim (@ 9)a = (@ Qe = | [(1-d*0)
k=0

olarak yazilir [5]. Buradan

(CHP

(a; CI)n = m n= 0,1,2,
CHOP
(@ Dn = @50

oldugu goriiliir.

n € Ny ve z € C olmak iizere

n
k(k—1)
@t =) (D[] @ 7 2
k=0 i

ve

k(k-1) zk

(z;q)°°=;<—1)kq T oy

esitlikleri gecerlidir [8].
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Simdi g-Pochammer sembolii ile ilgili bazi 6zellikleri verelim [5]:

k,n € N olmak tizere

D (@ @ik = (@ n(aq™ @i,

(aq™; D (@@

2) (aqk; Q)n B (a; Q)n '
3) (aq"; nk = (@ @)n k=012,..,n
( a; )k

4) (@ Qn = (@ ¢ n(-a)"q),  a=z0,

5) (@q7" Qn = (@' ()¢ ™G, a=zo0,

6 (aq™ Qn _ (@'q (a)”’

= - a+0,b=#0,
(bq™™q)n  (b71q;q@)n \b
(a; q)n aN® (o)
7) (& -k = @i a0, (— E) q(z) , a#0, k=012..,n

(@ Qe _ (3900 B¢ q)se

8 (—) ,a#=0,b#0,k =0,1,2,...,n
) G D B D (a_1q1 ™ D

(@ Dn (—1)¥q (4)-nk

NW@™Pr = @D ) k =012,..,n
n—

(a™'q; @
-n. __ - /' . -nk
“1,1-k.
10) (aq ’ q)k (a q1 k q) (a, Q)kq ) a+0 )
) n

a lg; a\"k i\
11) (aq™; Qn-r = %(— 5) q(z) G a%0k =012 ..n
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12) (& Qzn = (@90 (aq g%,
13) (@%q*)n = (@ Dn - P,
14) (4 Do = (@59% o (a5 3P o,
15) (% 4% = (@ Qoo (=0 P oo -

Simdi, daha 6nce g-analoglarini verdigimiz bazi reel sayilarin q-Pochammer

gosterilimlerini verelim :
0 < q <1ven,k € N olmak iizere
[n]! = [n][n —1] ... [2][1]
_(-¢)0d-q"") (-q)1-9¢
l1-q 1-q =~ 1-q 1-gq

_ (CI; Dn
1-"

biciminde yazilir.

(4D
[n] _ [n]! y (1—q)" b (@ Dn
kIl [n—k]'[k]'!  (@Dn-k @GDx (@ Dn-1(q Dk
Q- kA - gk

seklindedir [5].
g-tistel fonksiyonlarin gq-Pochammer gosterilimleri ise

1
(A-9xq)_

E(sc = (_(1 - Q)x; CI)oo

X —
eqg =

seklindedir [1].
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3. REELDE g-TUREYV VE ¢-INTEGRALLER

Tamm 3.1. Herhangi bir f fonksiyonunun g-tiirevi

def(x) _ f(qx) — f(x)
dex  (@—Dx '

Dyf(x) = x # 0, q+1

seklinde tanimlanir.

Ornek 3.1. n € N olmak iizere f(x) = ax? fonksiyonunun g-tiirevi

qax? —ax? ax?(q—1)
(g —Dx (g —Dx

2 _
anx =

dir. Diger taraftan

dnf(x) _ f(x+h)—f(x)
dpx h

Dpf(x) =

olmak tizere, g-tiirev ve h-tiirev arasinda

af (x)
dx

lim D f () = lim Dy f () =
iliskisi vardir.
g-tiirev operatorii lineerdir. Yani, her a, b € R olmak iizere
Dqlaf (x) + b(g(x)] = aDqf (x) + bDgg(x)
esitligi gegerlidir.
g-tiirev tanim1 yardimiyla

dq(f(x)g(x))

dqx
_ flax)g(gx) — fF(x)g(x)
(@ —Dx

_f (gx)g(gx) + f(gx)g(x) — f(gx)g(x) — f(x)g(x)
(g —Dx

= f(gx)Dqg(x) + g(x)Dqf (x)
yazilabilir. Dolayisiyla ¢arpimin g-tiirevi

Dy (f(x)g(x)) = f(ax)Dqg(x) + g(x)Dyf (x)

D,(f()g(x)) =

20



seklindedir.

Benzer sekilde
Dy(F(0g(0) =1 (q@g(glxz I)];(X)g(x)
_ F@0)g(@0) + @9 @) — f6)g(ax) = F)g()

(g —Dx
= f()Dqg(x) + g(qx)Dyf (x)
olup carpimin g-tiirevinin diger bir gosterilimi
Do(f()g(x)) = f(X)Dag(x) + g(qx)Def (x)
olarak verilebilir.
Simdi

f) _
g(x)ﬁ—f(x)

esitliginin her iki tarafinin g-tiirevini alalim.

g(qx)Dq<§%;%>4—§%§%Dqg(x)==qu(x)

olup buradan bdliimiin g-tiirevi

D <f(X)> _9@)Dgf (x) = f(x)Dgg(x)
q

g(x)) g(x)g(gx)

olarak elde edilir.

Benzer sekilde, g-tiirevin diger tanimini kullanarak da

D (f (X)> _ Daf(0)g(qx) — f(qx)Dqg(x)
q

gx)) 9(x)g(gx)

yazilabilir.

Bileske fonksiyonun Q-tiirevi, reeldeki gibi bir kuralla genellenemez. Bu

nedenle burada sadece bir 6rnek verecegiz.
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Ornek 3.2. u = u(x) = ax? olmak iizere f(u(x)) fonksiyonunu géz oniine
alalim.
f(aqﬁxﬁ) — f(axﬁ)
1= 0y [f(ax?)] = B
B f(aqﬁxﬁ) - f(axﬁ) aqﬁxﬂ — axP

aqPxP — axh qx — x

_ £(aP0) - Fa) u(gn) —u@)

qfu—u qx — x

= (Dqgf) (u(x))un(x)

Dy f (u(x)

dir .

3.1. g-Taylor Formiilii

f(x), derecesi N olan herhangi bir polinom ve a € Rolmak iizere,

f fonksiyonunun a noktasindaki g-Taylor genislemesi

F@ =Y 0 H@

n=0
seklindedir. Burada

. 1, n=20
(x—a)g = {(x —a)(x — qa) ...(x — q" a), nz1

oldugunu biliyoruz .

Ornek 3.3. n € N olmak iizere f(x) = x™ ve a = 1 olsun.j < n i¢in
(Dgf)(x) = [n]x™?
(DZf)(x) = [n][n - 1]x"~2

DI = [l = 1] o [ —j + 1)

oldugu agiktir. Buradan
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DIHQ) = [nlin—1] ..[n—j +1]

dir.Dolayisiyla x™ i¢in g-Taylor formiili

[nlin—1]..[n—j +1]
1!

(x—1)]

=
S
I
]+

-
I
o

NgE

]

] -

0

olarak elde edilir .

Lemma3.1.n = 1,2, ... i¢in Dy(x — a)} = [n](x — a)j~* dir.

Ispat. Formiil n = 1icin dogrudur. Herhangi bir k dogal sayis1 i¢in dogru

oldugunu varsayalim. Yani
D,(x — a)k = [k](x — a)k7t
olsun. Tanim geregi
(x — @)t = (x — a)§(x — ¢“a)
dir. Carpimin g-tiirevinden
D,(x — )& = (x — @)D, (x — g*a) + (gx — ") Dy (x — a)k
= (x—a)f +qlx—q" ') [k](x — a)k™?
= (x — ) + qlk](x — )

= (1 +qlkD(x - a)§

k

1-—
=<1+q 1_qq>(x—a)’5

_ L k+1
:<11_qq )(x—a)g

= [k + 1](x — a)k

olup 6zdeslik k + 1 i¢in de dogrudur. Boylece ispat tamamlanir.

n € Z i¢in esitligin dogru oldugunu gérmek i¢in [1] nolu kaynaga bakilabilir.
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Lemma 3.1.,

1 1
G-y T Goan

ifadelerinin g-tiirevlerini bulmak i¢in dogrudan uygulanamaz.
Ciinkii, 6rnegin (a — x)g # (—1)"(x — a)g dirn = 1 i¢in
(a—x)7=(a—-x)a—-qgx)(a—q*x)..(a—q" 'x)

=(a-x)q(@ra—x)q*(@*a—x) ..q" (7" a —x)
= (D" V2 (x — g7 a) . (x — g7 2a) (x — g7 ra) (x — a)
— (_1)nqn(n—1)/2(x _ q—n+1a)g

dir.

Lemma 3.2. [1] n herhangi bir tamsay1 olmak tiizere;

D 1 il n -n-1
qm = [-n](x —q a)q
Dy(a—x)j = —[n](a —gx)7~*

1 [n]
T(a—x)} " (a- x)gtt

D

esitlikleri dogrudur.

Ornek 3.4.n € Nve a € Rolsun. f(x) = (x + a)? fonksiyonunun x = 0

noktasindaki g-Taylor formiiliinii bulalim. j < n i¢in
Dyf (x) = [n](x + &) ™"

Dif(x) = [n][n — 1](x + a)§ >

DIf() =[nlln—1]..[n—j+1] (x + @)}’
dir.
(x + Cl)g_j =x+a)x+qa).. (x + qn—j—1a)

esitliginde x = 0 alinirsa sag taraf

(n—j-1D(n-))
2 n-j

(@(qa) ..(@" /@) =¢q a
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olur. Buradan

D;f(0) = [nl[n—1]..[n—j+1]q > an-i

dir. Boylece g-Taylor formiilii

n

(x+a)l = Z[n][n— 1 .[n—j+1lg

j=0

n
m—j-1D)(n-j) 1)(n 1) .
=2 ljls

olarak elde edilir. Bu ifadeyi j yerine n-j alarak yeniden yazabiliriz. g-Binom

e i )

oldugunu biliyoruz. Buradan
n
n] iG-» . .
(x + a)g =Z[j]q 2 alx™)
=0

yazilabilir. Boylece, daha once de ifade edilen Gauss’un Binom formiilii elde

e Y
(n—j ;)(n J)an_j (x .O)q
Ll

katsayis1 tanimindan

edilmis olur.

3.2. g-integraller

Tanm 3.2. D,F (x) = f(x) ise F(x) fonksiyonuna f (x) in g-belirsiz integrali

denir ve bu durum

ff(x)dqx

ile gosterilir [1].
Biliyoruz ki klasik analizde sabit fonksiyonun tiirevi sifirdir. Bu nedenle de
belirsiz integral tek degildir ; bir sabit farkiyla farkli integraller yazilabilir. g-

analizinde ise bu durum biraz farklhidir. D¢ (x) = 0 olmasi i¢in ¢(gx) = @(x)
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olmalidir. Bu 6zelligi saglayan fonksiyonlara g-periyodiktir denir. Buradaki ¢

fonksiyonu sabit olmak zorunda degildir. Ancak, ¢ yi

00 =) e
n=0

seklinde kuvvet serisi olarak yazarsak ¢(x) = ¢(gx) oldugundan

(o] (o]
S a3 e

n=0 n=0

olur. Buradan c,, = q"c, elde edilir. Bu durum her n > 1 igin ¢, = 0 olmasi
halinde miimkiindiir. Bu ise ¢(x) = ¢, oldugunu gosterir. Dolayisiyla ¢ sabit

fonksiyondur. Eger,

fG) = i anx"

n=0
seklinde bir kuvvet serisi ise f(x) in sabit terime kadar g-integrali tektir.

Bu g-integral

ff(x)dqx = ian [:_l_ 1] +C

n=0
bi¢imindedir. Baz1 kisitlamalar altinda g-integralin tekligini irdeleyebiliriz.
Tekrar Dgy(x) = 0 oldugunu diisiinelim. Buradan elde edilen ¢(gx) =
@(x) esitligi periyodik fonksiyonlara benzemektedir ve x, 0’a yaklastiginda
periyot kiigiiliir. Ornegin; g = 0.1 olsun ve periyotlar: (0.1,1], (0.01,0.1],
(0.001,0.01] vb. seklinde araliklar olarak disiinelim. (0.1,1] araligim ele
alalim. Bu aralikta ¢ nin grafigi diiz fakat yatay degilse,periyot sifira
yaklasacak ve grafik aymi seklini koruyacaktir. Ancak grafik daha dik olur.
Fonksiyonun 0 noktasindaki degeri tanimli olmadigindan x = 0 noktasinda

stirekli degildir. Dolayisiyla ¢ fonksiyonu sabit fonksiyon degildir [1].

Lemma 3.3. 0 < g <1 olmak iizereherhangi bir f(x) fonksiyonux = 0

noktasinda siirekli olan en fazla bir tane g-integrale sahiptir [1].
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Ispat. Kabul edelim ki, f(x) in x = 0 noktasinda siirekli olan iki g-integrali
Fi(x)ve F,(x) olsun.@(x) = F;(x) — F,(x) diyelim. Bu durumda ¢
fonksiyonu da x = 0 da siirekli olur.

DyFi(x) = DgFz(x) = f(x)
oldugundan

Dq<p(x) = DqFl(x) - Dsz(x) =0

olup Dy (x) = 0 dir. Buradan ¢(gx) = ¢(x) dir.
A > 0 olmak tizere

m = inf{p(x):qA < x < A}

M = sup{p(x): qA < x < A}

olsun. ¢ nin tstten veya alttan sinirsiz olmasi1 durumunda m ve M nin sonsuz

olmasi s6z konusudur.
Once m < M oldugunu kabul edelim.

@(0) #mvep(0) # M durumlarindan en az biri dogrudur .@(0) #m
oldugunu kabul edelim. ¢ fonksiyonun x = 0 daki siirekliligi geregi,verilen
€ > 0 igin dyle bir § > 0 bulunabilir ki
m+E & ¢(0,6)

saglansm. Ayrica,yeterince biiyilkk N i¢in gVA < & saglanir. p(gx) = ¢(x)
esitliginden de yararlanarak

m+E € (m M) C ¢[qa, Al = p[qV 1A, qV A] € ¢(0,6)
yazilabilir. Ancak bu, m + € & ¢(0,6) ile ¢elisir. Bu durumda m = M dir ve
¢ fonksiyonu [gA, A] araliginda bir sabittir. Bu, ¢ nin her yerde sabit oldugu
anlamina gelir. @ (x) = F;(x) — F,(x) = c dir
Bu Lemma, x = 0 noktasinda siirekli olan bir fonksiyonun g-integralinin tek
oldugunu gosterir.
Simdi, a, [ birer sabit olmak iizere u = u(x) = ax? fonksiyonunu ele alarak
degisken degistirmenin nasil yapilacagini gorelim. F(x), f(x) in g-integrali

olmak tzere

ff(u)dq u=F(u)= F(u(x))
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dir. Herhangi bir q' i¢in,daha 6nce ayni u fonksiyonu tizerinden elde ettigimiz

zincir kuralt yardimiyla

F(u(x)) = fDq: F(u(x))d,x
= f(Dq,/g F)(u(x))Dgru(x)d,x

= [ © 0 (e dgrut)

yazilabilir. ¢' = q*/# olarak segilirse, buradan Dq,pF = D4F = f olup

f fwdu = f f(u@))dgap u(x)

esitligi elde edilir. Bu, f(u(x))D 1/pu(x) in f(u) nun bir g-integrali oldugu

anlamina gelir.

3.3. Jackson Integrali

Herhangi bir f fonksiyonunun g-antitiirevi olan F fonksiyonunu elde etmek
i¢in

My(F(x)) = F(qx)
bi¢iminde tanimlanan 1\/4; operatoriinii goz Oniine alalim. g-tlirev tanimindan ;

Fx) = F(x) _

(@ = Dx fx)

1 .
(q_—l)x(Mq —~1)F(x) =

dir. Bu esitlikten, g-antitiirevi

1
1- M,

F(x) = ((1—@xf(x))
=1+ M, +Mz+-)((1 - Qxf(x))

= (1-9) ) M) (xf ()
=0
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= (1 — Q{xf o) + My(xf () + M2 (xf () + -+ }
= (1 - @){xf(x) + qxf(gx) + q¢*xf (q*x) + -+ }

= (-9 ) gIf @)
=0

seklinde yazabiliriz.

Tamm 3.3.
[ Fdgr == x Y @@
=0

ifadesine f(x) in Jackson belirsiz integrali denir [1].

Bu tanim yardimiyla
[ F@PgIdx = (1 - x Y f (@ DDeg(@'x)
j=0

g(a’x) — g(q’*'x)
1-q@q'x

= (1-9x ) ¢f @D
j=0

jf(X)dqg(x) = Zf(qj x) (g(qjx) — g(qj“x)) (3.1)
=0

seklinde daha genel bir formiil elde edilir.

Teorem 3.1. 0<g<1, 0<a<1 olmak tizere |f(x)x%|, (0,4] araliginda
sinirh ise Jackson integrali (0,A4] araliginda f(x)in g-integrali olan F(x)e

yakinsar. Buna ek olarak F(0) = 0 oldugunda F, x = 0 da siireklidir.

Ispat. (0,4] araliginda |f(x)x%| smirli olsun. Bu durumda |f(x)x%| < M

olacak sekilde bir M > 0 sayist vardir. 0 < x < A4, j = 0 olmak iizere

|f(@/x)| < M(q/x)™@

yazilabilir. Buradan, 0 < x < A igin

la’f (@’x)| < Mq’ (g7x)™* = Mx~%(q*~%)
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dir.

1—a>0ve0 < g < 1oldugundan |q1~%| < 1 dir. Dolayisiyla

Z Mx—a(ql—a)j
j=0

geometrik serisi yakinsaktir ve
N Mx—% 1-ayj — Mx~*
g
j=0
dir.
(-9 Y gf(@)|< A -@x ) Mg
j=0 j=0

(1—q@Mx'™
> | 4 g

O<x<A

oldugundan f(x) in Jackson Integrali yakimsaktir ve herhangi bir F(x)

fonksiyonuna yakinsar. Bu durumda
Fo) = (1= x ) ¢/f(a'x)
j=0

olur. Buradan F(0) = 0 oldugu goriliir. F(x) in x = 0da siirekli oldugunu
gostermek igin € > 0 i¢in |x — 0] < & iken |F(x) — F(0)| < € olacak sekilde

6 > 0 sayisinin var oldugunu gostermeliyiz.

IFG) = FO = |(1=x Y ¢/ (a/%)
j=0

< (-l Y |a/f(a'x)|
j=0

]

<= Qlxl Y Mx=e(q"~)
j=0

%4

Mx
<@ —Q)|x|m

M(1— q)61-«
< 1-q)
1 — ql—a

<¢g
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oldugundan F(x), x = 0 da stireklidir.
F(x) in f(x) in g-integrali oldugunu gostermek i¢in F(x) in

g-tiirevlenebildigini ve D, F (x) = f(x) oldugunu gostermeliyiz.

DFG) = o (1 q)ijO ¢ f(gx) - (1- W,-Zo ¢/ f(q/*1x)

= Z a’f(q’'x) - z 7 f (g7 x)
j=0 j=0

= > dF@N) - Y df(@x) = f@)
j=0 j=1

oldugundan F (x) g-tiirevlenebilirdir ve F(x), f(x) in g-belirsiz integralidir.

F(x), f(x)in g-integrali ve F(x), x = 0 noktasinda siirekli ise Lemma
(3.3) geregi g-integral tektir. O halde simdi, g-integrali bir sabit farkiyla elde

edelim.

N N
(1= 9)x ) aIf(@x) =( = Dx ) 4 DF Ol
j=0 j=0

N F(q’x) — F(q’*'x)
=(1—q)qu’ A=dax
7=0

= ) Pl = F(@'*)

=F(x) - F(@"*'x),
olup diger taraftan
N — o i¢in F, x = 0 da stirekli oldugundan
Jlim F (g"*x) = F(0)

dir. Buradan
A-@x ) a/f(@'x) =F@) ~ F(0)
j=0

elde edilir.

31



x € [0, a] olmak tizere
X
ff(t)dq t=F(x)— Al]im F(qg"x)
0

oldugunu gordiik.

Burada her x € [0, a] igin

- N
lim F(q x)
limiti mevcut ise F(x) e x = 0 da g-regiilerdir denir. Bu durumda x = 0 da
stirekli bir fonksiyon igin
Al’im F (¢"x) = F(0)
oldugundan F (x) fonksiyonu g-regiiler olacaktir. Dolayisiyla, x = 0 da siirekli

bir fonksiyon ayni noktada g-regiilerdir. Ancak bunun tersi dogru degildir.

Ornek 3.5. f(x) = i fonksiyonunu ele alalim.

D.1 _log (gx) —log(x) logq 1
¢"08% = (g — Dx T g-1x

olmasi nedeniyle

fld _q—1l
. qx_logq ogx

dir. Diger taraftan, Jackson formiilii yardimiyla
1 TR ~
|dr=t-0x) d==a-a) 1=e
j=o j=0
elde edilir. Bu durumda Jackson formiilii bizi sonuca ulastiramamistir. Bunun

nedeni

0<a<1l igin f(x)x*= %x“ = x*"1 in sirsiz olmasidir. Ayrica log x,

x = 0 da siirekli degildir [1].

Tamm 3.4. 0 < g < 1 ve D c R olmak tizere her x € D i¢in gx € D oluyorsa

D kiimesine g-geometrik kiime denir [2].
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Tamm 3.5. A ¢ R kiimesi ¢~ 1-geometrik kiime olsun. Her x € A igin
lim f(qg7™x) =c
n—-oo

olacak sekilde ¢ € R varsa f(x) e sonsuzda g-regiilerdir denir [2].

Tamim 3.6. A c R kiimesi g-geometrik bir kiime ve f(x) bu kiime iizerinde

tanimli bir fonksiyon olmak tizere f(0*) ve f£(07) limitleri
fO07) = lim (@), x>0
fO07) = lim (@), <0

seklinde tanimlanir.

A c R, 0 € Aolmak iizere f(x), x = 0 da g-regiiler ise

f(0) = f(0") = £(07)
olur [2].

Onerme 3.1. f, A g-geometrik kiimesi iizerinde tanmimli g-periyodik bir
fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu O noktasinda g-regiiler ise f sabit
fonksiyondur. Buna ek olarak f, g~!-geometrik A kiimesi iizerinde tanimli
q~t-periyodik fonksiyon ve sonsuzda g-regiiler ise f, A kiimesi iizerinde sabit

fonksiyodur [2].
Ispat. f, A da g-periyodik fonksiyon oldugundan

fx)=f(gx)=-=f(@x) , x€A,  neN

dir. Ayrica f, 0 da g-regiiler oldugundan
fx) = lim f(q"x) = f(0)
olur. Dolayisiyla f, sabit fonksiyondur.

Benzer sekilde f, g~! periyodik oldugundan

fO) =f(@g'x) == f(@"x)
dir. f(x), sonsuzda g-regiiler oldugundan

fG) = lim (g™ = c

olacak sekilde ¢ € R vardir. Buradan f in sabit fonksiyon oldugu goriiliir.
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Kural 3.1.(g-Leibniz Kural) A, g-geometrik kiime olmak tizere
Dg(fg)(x) = Z [k (D3x*(g*x)DEg(x),  x€A—{0}
dir [2].

Kural 3.2. Dy, n-yinci basamaktan g-tiirev olmak iizere, f fonksiyonu

{¢’x, j = 0,1, ...,n} noktalarindaki degerleri ile temsil edilsin. Bu durumda

x € A — {0} i¢in

n(n—1) It r(r—-1)
D) = M- Y o [] 0T e (62)
r=0
dir. Bu formiil

DFF() = (1= q) x-"zq GDery,  xea-(o)

olarak da yazilabilir.

(3.2) gbz Ontine alinarak tlimevarimla

n

Fe =) 0[] a-@tqbgre

k=0

oldugu goriilebilir [2].

Teorem 3.2. f(x) ve g(x), [0,a] araliginda g-integrallenebilir fonksiyonlar
ise
a

f gD f()dgx = f(a)g(a) — lim (f(ag™)g(aq™)) — f f(@x)Dqg(x)dgx
0

0
g-kismi integrasyon kurali gecerlidir. Ayrica f ve g fonksiyonlart sifirda g-

regiiler ise
lim[f(q"a) g(q"a)] = f(0)g(0)

dir [2].
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Ispat. Jackson integrali tanimindan

a

[ 960 Do CIdgx = (1 =Y "9 a) D f 4"

0

_ - [fq") - f(q"a)
= (1—q)a;q g9(q a)l a(l—q)

=) 9@ lf ")~ f(@" )]

k
= fm Z 9(q"a)[f(q"a) — f(g"*a)]
n=0

= lim { g(@[f (@) — f(q@)] + g(q@)[f (q@) + F(q*a)] + -~
+9(q*a)[f(@*a) - f(d" )]}
yazilabilir. Diger taraftan

j f(gx) Dgg(x)dgx = (1 — q)az q"f(q""'a) Dyg(q"a)
0 n=0

g(q"a) — g(g™*'a)
q"a(1-q)

=(1- q)az q"f(@""'a) l
n=0
- Z f(@"'a)[g(q"a) — g(¢"*' a)]
n=0

k
= fm Z fl@*'a) [g(q"a) — g(q" " a)]
n=0

= lim {f(qa)[g(a) - g(qa)] + f(¢*a)[g(qa) — g(q*a)] + -~

+f(q***a)[g(q"a) — g(a"***a)]}

dir. Buradan

[ 96Dyt + [ 7@ Dag @,
0 0
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=lim [ f(a)g(a) - f(qa)g(a) + f(qa)g(qa) - f (q*a)g(qa)

+ f(q*a)g(q*a) + - + f(g*a)g(q*a) — f(¢***a)g(q*a)
+ f(qa)g(a) — f(qa)g(qa) + f(q*a)g(qa) — f(q*a)g(q*a)
+ -+ f(¢" ) g(g¥a) — f(¢" ) g(g" 1 a) ]

= lim [f(a)g(a) — f(q“ " a)g(q"*"a)]
= f(@g(a) - lim [f(q“ " a)g(q"*"a)]

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.3. Sifir1 igeren A g-geometrik kiimesi {izerinde tanimli f fonksiyonu

sifir noktasinda g-regiiler olsun. ¢ € A sabit bir say1 ve z € A olmak {izere

F(z) :=Jf(t)dqt

olarak tanimlansin. Bu durumda F, sifir noktasinda g-regiilerdir. Ayrica her
z € Aigin DyF (z) meveut ve D, F(z) = f(z) dir.

Tersine a ve b, A da iki nokta ise

b

[ Por@ gt =1 - f@

a
dir [2].
Ispat. F fonksiyonunun z = 0 da g-regiiler oldugunu gostermek igin

lim F(q"z) = F(0)
n—-oo

oldugunu gostermeliyiz.
q"z q"z c

F(g"z) = f F(O)dyt = f F(Odyt — f FOdyt
c 0 0

= (1-9q"2 ) g @2 - (1= ) ) a*f(g¥o)
k=0 k=0

olup buradan
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lim F(q"z) = lim [(1 - q)qnzz q“f(q"*z) — (1 - q)c Z qkf(ch)]
k=0

k=0
=-(1- q)cz q*f(g"c)
k=0
olup
0 c (o]
FO) = [ FOdgt == [ fOdgt === a)c Y a* Fa o)
c 0 k=0

oldugundan
lim F(q"z) = F(0)
n—oo

elde edilir.

Ayrica

D,F(z) = D,

f f (t)dqt]

- qz ;
1
1 :qZ < Z c
" (q- Dz Jf(t)dqt_Jf(t)dqt_(Jf(t)dqt—Jf(t)dqtﬂ
0 0 0 0

qz z
1
= - Dz f f(t)dqt—ff(t)dqt]
| 0 0

— 1 _ _ N n n+1 _ _ N n n
_(q—1)z_(1 q)qznz;)q f@*2) - q)znz;)q fq Z)]

= - i Q" (@™ z) + i q"f(q"z)
n=0

n=0

=—qf(q2) - ¢°f(q¢°2) — -+ f(2) + af (q2) + ¢°f(q°2) + -
= f(2)

dir.

Dolayisiyla
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D,F(2) = f(2)
esitligi elde edilmis oldu.

Teorem 3.4. [a,b] araliginda f(x) fonksiyonu verilsin ve ayrica 0 <y <1

olmak tizere f(x)x", [a,b] araliginda siirekli olsun.x € [a, b],

H@=ff®%t

olmak tizere F(x), [a, b] araliginda siireklidir. Burada ¢, [a, b] araliginda sabit
bir noktadir [2].

Ispat. x € [0, a] olmak iizere g(x) :== x¥ f(x) olsun.

Xo € [a, b] ve xy # 0 olarak alalim.
PO~ FO) = [ FOdgt — | F@dgt
= [ r@dge- [ r@dge
0 0
=(1- q)xz q* f(q"x) — (1 — @) Z q* f(q"xo)
k=0 k=0
=(1- q)xz q* g(g"x)(g"x)™ — (1 = q)x, Z q* g(q*xe) (@ %)Y
k=0 k=0
=(1—qx'" Z a1 [g(g*x) — g(q*x,)]
k=0
+ (1 - g)x* Z a7 g(g*x,)

k=0

— (1= q)x,*Y Z g g(q¥x,)
k=0
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=(1—qx'7 Z a7 [g(q*x) — g(g"x0)]
k=0

FA=@) ) g0 g(ghr) X1 — x'7)
k=

0

yazilabilir. g(x), [a, b] araliginda siirekli oldugundan her € > 0 igin
lx —y| < & iken|g(x) — g(¥)| < € olacak sekilde & (¢) sayis1 vardir.
Bu nedenle x € [a, b] olmak iizere |x — x| < & iken |g*x — q¥xy| < & dir ve
her k € Ny icin |g(g*x) — g(q¥x,)| < & yazilabilir. Dolayisiyla
Jlim g(q*x) = g(q*x0)
dir. Buradan

lim F(x) = F(xg)
X—Xg

elde edilir. Yani x, € [a, b] ve x4 # 0 olmak iizere F (x) siireklidir.

Simdi x, = 0 oldugunu varsayalim.

08
06
04
0.2
03
02 04 0.6 0.8 1
Sekil 3.1.

X 0
F(x) —F(0) = jf(t)dqt—Jf(t)dqt

= 0jcf(t)dqt
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X

= f gtV dyt

P

1-—
= ftl_ydqt(g(t) - g(0)) +1_—qzq_yx2—yg(0)
0

dir.

1-q
— < k — - 2_7
|F(x) = F(xo)| < (gé%% l9(q"x) —g(0)| + 9(0)> =g~ ,0<y <1

oldugundan

lim F(x) = F(x)

X—Xo

dir. Sonug olarak F(x), [a, b] araliginda siireklidir.

Ornek 3.6. g fonksiyonu [0,1] araliginda

g(x) = {]:I)c(x) ) ;C E%qk-ﬂy q"] k €N,
seklinde tanimli ve
( 2 g*(1+¢q)
= (- -k k+1 4\ T 9D
. Jl_ (—a+xq7), x€(@",—
k\X) = k
L 2 (1-xq™%), «xe€ lq (1+ Q)'qkl
1—gq 2

olmak iizere, x € (0,1] olmak iizere baz1 t € (g, 1] ve kq € Nyigin x = tq*o

formunda yazilabilir. Boylece

t_
Zﬁ' <ts—~
. k —1: k — -
lll_)l‘glog(q x)—,lljglofmko(q x) = 1—t¢ 1+¢q
2 , <t<l1
1—gq 2

dir. Burada limit degeri noktas1 x e baghdir, dolayisiyla g fonksiyonu sifirda g-
regiiler degildir. Ancak, diger yandan tim x ler igin g(x) = g(gx) tir. g-tiirev
tanimindan D, g(x) = 0 olur. Boylece

1tq
1 2

fDqg(t)dqt =f Dyg(t)d,t =0
0 0
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olup

1

1
Dyg(®)dgt = 0% g(1) — g (—) = -1
1+q

2

dir. Teorem 2.3 geregi, f eger sifirda g-regiiler degilse

b

| Paf©dqt = £b) = lim £ab)

0

dir. Buradan

b

[ Dar@ayt = [f®) = tim fa™®)] - [f(@ - lim f(a"a)]

a

elde edilir.

Simdi klasik anlamda gegerli olan

b b
ff(t)dqt Sj|f(t)|dqt (0<a<b<wm

esitliginin g-integraller i¢in her zaman dogru olmadigini bir 6rnekle gdosterelim:

h:[0,1] - R fonksiyonunu tanimlayalim.

1 "1+
—(4q"x — (1 + 3q)), q”“SxS—q( 9)
heo =71 neN

| = LR L

h fonksiyonu [0,1] araliginda integrallenebilirdir.

°-%(M/\ o
= UATAAVREN

Sekil 3.2.

41



Her n € N, igin h(¢™) = —1ve h (qn(;ﬂl)) = 1 dir. Buradan

1+q

1 1 2
h(t)dgt = | h(t)d,t — h(t)d,t
J ot o]

o L (M1 + )
(H50)

n=

- 1
=(1- q)z q"h(q™) — (1 - q)%
n=0

-39

dir. Benzer sekilde, |h(q™)| = 1 ve |h (@)l = 1olup

14q
1 1 2
j|h(t)|dqt=j|h(t>|dqt—j Ih(D)]d, t
1+q 0 0
2
P 1+¢q
N 2
_1-¢
)

dir. Bundan dolay1

1 1
Jh(t)dqt > J|h(t)|dqt
1t+q 1t+q
2 2

elde edilir.

Ancak

b b
ff(t)dqt Sf|f(t)|dqt, (0<a<b<wm

esitsizligi a =0, b= veyaa,b €1l (a<bh) a=xq"b=xq™; nm€eZL

seklinde tanimli a veya b ler i¢in saglanir [2].
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Lemma 3.4. h(t,x) fonksiyonu [0,a] X [0,a] tizerinde tanimli, dyle ki her
sabit t fonksiyonlari igin
Djch(t,x) (i=01,..,k—1)
[0, a] araliginda g-integrallenebilir olsun. Bazi x € [0,a] ve k € N i¢in
h(xq",xq¢’) =0 (r=012,..,j—1;j=12,..,k)

olmak tzere

X

X
D};xfh(t,x)dqt = fD[;x h(t, x)d,t
0

0
dir [2].

Ispat.
n )
DRf() = (CDM1 - @) g 12( 7], a7 e

esitligi yardimiyla

Jj
JjG+1) _kj xq

fh(tx)d t—Z( 1)1[] Wf h(t,xq))dyt

yazilabilir.
h(xq",xq’) =0 (r=012,..,j—1;j=12,..,k)
oldugundan

xq)

f h(t, xqf)d t —fh(t xqj)d t, j=12,..,k

dir. Dolayistyla

x j(+1) ki X
fh(t x)d t—Z( 1)) [ ] mfh(t,xqf)dqt
0 j= 0

k 1(12+1)_k

:f Z(—1)f[§]q)i(l—_61;{h(t,xqf) dyt
d 0
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X

= f Df h(t,x)d,t

0

dir. Boylece ispat tamamlanir.

Tamm 3.7. 0 < a < b olmak lizere
b o
[ redgx=a-any ar@n (33)
0 j=0
ifadesine f(x) in [0, b] araligindaki belirli Jackson g-integrali denir. Ayrica
b b a
ff(x)dqx = ff(x)dqx - ff(x)dqx
a 0 0
dir. (3.1) den, (3.3) ii daha genel haliyle
b o
[ rde 9@ =Y r@b)a@h) - g(@*'1)
0 j=0

seklinde yazabiliriz [1].

Simdi g-integralin geometrik anlamda nasil ifade edildigine bakalim.

1(x)

Sekil 3.3.
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€ > 0 yeterince kii¢iik bir say1 olmak iizere [¢, b] araligin ele alalim. Bu aralig1
sekildeki gibi parcalara ayiralim. Burada elde ettigimiz alanlarin toplami
Riemann toplamidir. g — 1 iken sonsuz sayida dikdortgen elde edilir ve
dikdortgenlerin taban uzunluklar sifira yaklasir. Bu limitin sonucu bize egri
altinda kalan alani ; dolayistyla Riemann integralini verir. € keyfi oldugundan

f(x), [0, b] araliginda siirekli olmak tizere [0, b] aralig1 alinirsa

b b
(lli_r)r%ff(x)dqx= ]f(x)dx

dir.
(3.3) de b = o igin limit alinirsa genellestirilmis g-integralin tam bir

tanimin1 yapamayiz. Genellestirilmis g-integral tanimini vermeden once bazi

hesaplamalar yapalim. Oncelikle

q’ qJ At
[ r@age=[ r@dp- [ rede
g+t 0 0

=(1-9q) z qj+k f(qj+k) ~-(1-9 Z qj+k+1 f(qj+k+1)
k=0 )

=(1-9df(a’)
yazilabilir. Boylece

[ r@dex = a-aa'r(@) (3.4)
g+t
elde edilmis oldu [1].
Tamm 3.8.
(o @

Z Jf(x)dqx , 0<g<1
jm—oo gi+1

[ redx =47,
0

Z f f(x)dgx , g>1

K j=— qj
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ifadesine f(x) in [0, o) araligindaki genellestirilmis g-integrali denir [1].

Lemma 3.5. f(x)x*; a < 1 iken x = 0 noktasinin bir komsulugunda ve

a > 1liken yeterince biiyikk x icin smirli ise genellestirilmis g-integrali
yakinsaktir [1].

Ispat. (3.4) ten

[ rodx=10-01 Y dr(@)
J .

Jj=—00

olup diger taraftan

o)

Z a'f(q’) = iqff(qf) +§:q‘ff(¢f) (3.5)

j:—OO

yazilabilir. Burada 0 < g < 1 olarak sececegiz. ¢ > 1 igin de ispat benzer
sekilde yapilir.

Genellestirilmis g-integralin yakinsak oldugunu gostermek icin (3.5) esitliginin
sag tarafindaki iki serinin yakinsak oldugunu gdstermeliyiz. Ilk serinin
yakinsakligini Teorem 2.1 de gdstermistik. Simdi ikinci serinin yakinsakligini
gosterelim. Lemma geregince, a > 1 ve yeterince biiylk x igin f(x)x®

siirhidir. Yani M > 0 igin
|f(0)x*| <M
dir. Burada, yeterince biiyiik x ler i¢in x = g~/ yazilabilir.
la7f(a )| =g/ V|aYfa )| < Mg/

olup

Z Mqi@D
j=1

serisi yakinsak oldugundan

>la7ir )|
=1
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serisi yakinsaktir. Dolayisiyla

i a'f(qa”)
j=1

serisi de yakinsaktir.
Sonug olarak (3.5) teki iki seri de yakinsak oldugundan genellestirilmis

g-integrali yakinsaktir. m

Simdi, daha 6nce elde ettigimiz

ff(u)dqu = F(u(x)) = jf(u(x))dql/ﬁ u(x) (3.6)

esitligini goz 6niine alalim ve u = u(x) = ax? olsun. Esitligin sag tarafini
[ F@dgge0 =Y f@n)e@n - 9@ ) @)
j=0
esitligini kullanarak yazarsak

ff(u(x))dql/p u(x) = Zf (u(qf/ﬁx)) (u(q’/Bx) — u(q’*/#x))

=0

- Zf(aqjxﬁ) (aq/xP — aq/*1xP)
j=0

= Z f(q’ u)(qfu - qj+1u)
j=0

= (1-qu ) ¢/f(g'w)

=0

= f fwd,u

olur.

Dolaysiyla (3.6) esitliginin sag ve sol tarafindaki integrallerin Jackson
integrallerinin esit oldugunu gdstermis olduk. Sonu¢ olarak ayni g-antitiireve

sahip olan integrallerin Jackson integrallerinin birbirine esit oldugunu gordiik.
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Simdi
u(b)

| raodgu= f £ (C0)dgo/p u () (38)

u(a)

esitliginin ger¢eklendigini (3.7) yi kullanarak gosterelim.

b b a
[ £ dgrnuG) = [ £@)dqmue - | F@60)dgnueo)

[00]

= Z f (u(qf/ﬁb)) (u(qf/ﬁb) — u(qj“/ﬁb))

j=0

_ Z f (u(qj/ﬁa)) (u(q’/Pa) — u(g'*/Fa))
j=0

- zf(“quﬁ) (aq’bP — aq/**bF) - Zf(aqjaﬁ) (aq/af — ag/*1af)
- £

= £ (au®) (¢u®) - ¢/ um))

j=0

Z u@) (¢u@ - ¢/ u(@))

= (1 - q)u(b) Z f (Pu®) - (1 - Qu@ ) g'f (¢/u@)
j=0 j=0

u(b)

= f fw)dgu

u(a)
elde edilir.

(3.8) esitliginde « > 0, B =1, b = oo alinirsa u(o0) = oo olup

ff(ax)d lefoof(x)d X
a p a
0 0

esitligi elde edilir [1].
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3.4. g-Analizin Temel Teoremi ve Parcali g-Integrasyon

Teorem 3.5. (g-analizin temel teoremi) f(x) in g-antitiirevi F (x) ve F(x)

x = 0 da suirekli ise
b
ff(x)dqsz(b)—F(a), 0<a<b<ow (3.9
a

dir [1].

Ispat. F(x), x = 0 da siirekli oldugundan F(x) i

FGO) = (1= @)x ) a/f(g/) + F(0)

7=0

seklinde yazabiliriz. Ayrica

a o]

[ r@dgx = - e a'f@a

0 j=0
oldugundan

ff(x)dqx = F(a) — F(0)
0

yazilir. Ayni sekilde b sonlu bir say1 olmak {izere

b
ff(x)dqx = F(b) — F(0)
0

dir. Dolayisiyla

b b a
[ r@dgx = [ Fodex - [ frdgx =F ) - F(@)
a 0 0

elde edilir. Burada 0 < g < 1igin a = ¢/*',b = ¢’ (yada q > 1igin a = ¢/,

b = q/*1) almirsa
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) q’

foof(x)dqx= 2 ff(x)dqx

j=—o00 qj+1

(0]

= . Flg)-F(a*)

j==e0

ii_r)gloF(x) —F(0)

elde edilir. Dolayisiyla,
lim F(x)

X—00

limiti mevcutsa b = oo i¢in (3.9) saglanir.

Sonug¢ 3.1. x = 0 mn bir komsulugunda f'(x) mevcut (buradaki tiirev f(x) in
klasik anlamdaki tiirevidir) ve x = 0 da siirekli ise

b

[ Per@dex = 1) - r@ (3.10)

dir [1].
Ispat. L’Hospital kuralindan
fla)—fC) _ . af @) —f) _fO0@G-1

R L P P (-1
=f'(0)

olarak bulunur. Dolayisiyla D, f (x),D,f(0) = f'(0) olacak sekilde taniml

ve x = 0 da stirekli ise (3.9) dan (3.10) esitliginin dogrulugu kolayca goriiliir.

g-integral ile klasik anlamdaki integralin en O6nemli farkliligi; herhangi bir
aralikta bir fonksiyonun g-integralini aldigimizda, x = 0 daki durumunu
incelemeliyiz. Bunun nedeni Jackson integralinin g-antitiirevine yakinsamasi

icin g-antitiirevin x = 0 da siirekli olmasi sartidir.

f(x) ve g(x), x = 0 noktasinin bir komsulugunda tiirevlenebilen ve x = 0 da
stirekli herhangi iki fonksiyon olsun. Buradan f(x)g(x) ¢arpimi da

tirevlenebilirdir ve x = 0 noktasinda stireklidir.
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Dy(f()g(x)) = £() (Dgg () + g(ax) (Do f ()

oldugunu biliyoruz. Sonug 3.1. yardimiyla

b b
F®g(b) ~ F@g(@ = [ £6) (Dgg0) dgx + [ 9(ar)(Def () dox

Ve

b b
[ r@d 9@ = F )90 - F(@9(@ - [ glar)def o)

elde edilir. Bu esitlige pargali g-integrasyon denir. b = o iken de esitlik
dogrudur [1].

Teorem 3.6. Déf(x), j<n+1li¢in x =0 da siirekli olsun. Bu durumda

Taylor formiiliiniin g-analogu, Cauchy kalan terimi ile birlikte

a)]

b
F) = Z(fo)< ) b [ DO - g dgx - 3)

a

bigimindedir [1].
Ispat. Dy f (x), x = 0 da stirekli oldugundan ve Teorem 3.5. geregi

b

[ pareder =1 - r@

a

dir. Ayrica dy(b —x) = Dg(b — x)dgx ve Dg(b —x) = —1 oldugundan

dq(b — x) = —dgx olup buradan

b b

[ Dareden =1 - 1@ = [ b g -2

a a
dir. Bu son esitlik (3.11) ifadesinin n = 0 i¢in agilimidir.
(3.11) esitliginin (n — 1) i¢in dogru oldugunu kabul edelim. Yani
b

j
f(b)= Z(D]f)( ) a) T _1 l f DG f(x)(b — qx)g " dgx (3.12)

a

esitligi dogru olsun. Simdi esitligin n i¢in de dogru oldugunu gosterelim.
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Kismi  g-integrasyonu  kullanarak ve Dg(b —x)g = —[n](b — qx)g“1

oldugundan
b 1 b
f DRf(x)(b—qx)g~tdyx = — mf DZf(x)Dy(b — x)§ dgx
b
1
= —mf Dgf(x)dg(b — x)g
1 b
= | DRFBYE ~ b} =~ DIF @ — ) = [ (b = g0} DFHF ()
1 b
= o= “DEr @ - = [ 6 = g0 D}

a

olup boylece

b

j DFf(x)(b —qx)f tdex =

a

1 Dn b n 1 i b nDn+1
D@ —a)q+mf( — g DI ()

buunur. Bu ifadeyi (3.12) de yerine yazarsak

)J
£b) —Z(qu)(co 0
1 1 n n 1 i n nn+1
oy | g D@0 @ + e [ @ = aagppriseo
b— j ‘
Z(D’f) @° “) [i]! [ Do - g dx

a

elde edilir. Dolayisiyla (3.11) esitligi her n € N i¢in dogrudur. Bdylece ispat

tamamlanir.
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4. KOMPLEKS g- EGRISEL INTEGRALLER

4.1. Kompleks g-Tiirevler

Kompleks @-integrallere ge¢gmeden Once bazi tamimlar1 vermek yararl

olacaktir.

Tanmm 4.1. D c Cve A € R olmak iizere, her z€ D i¢in Az€ D ise D

kiimesine A- geometrik kiime denir.
D c C g-geometrik bir kiime ve f(z) € D kompleks bir fonksiyon olsun.

Bu durumda f(z) nin kompleks g-tiirevi

pof= LD epjiop o<1
pof@:= Jin 2D e oy

bi¢iminde tanimlidir [2].

Tanmm 4.2. D c C g-geometrik kiime ve f(z) € D kompleks bir fonksiyon

olsun. Her z € D igin
lim f(q"z) = f(0)
esitligi gergekleniyorsa f(z) ye z = 0 da g-regiilerdir denir.

Dolayisiyla z = 0 da siirekli olan bir fonksiyonun bu noktada g-regiiler oldugu

gortiliir. Ancak z = 0 da g-regiiler bir fonksiyon siirekli olmayabilir [2].
Tanim 4.3. A c C g-geometrik bir kiime olmak {izere, her z € A igin

lim f (¢q7"z) =
n—->oo

olacak olacak sekilde ¢ sabiti varsa f(z) ye sonsuzda g-regiilerdir denir [2].
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Teorem 4.1. 0 € D olmak iizere D € C (-geometrik bir kiimesi iizerinde

f (z) fonksiyonu verilsin ve f(z), z = 0 da g-regiiler olsun. Bu durumda

F(z) = ] f(t)dgt

fonksiyonu z = 0 da g-regiilerdir. Buna ek olarak her z € D i¢in
DyF(2) = f(2)

Ve

zZ

[ per@© gt =@ - 1@

0
dir [2].

Teorem 4.1 deki f(z) fonksiyonunun z = 0 da g-regiiler olmamasi1 durumunda

Z

[ D@ gt = £@) - 1im @)

0
esitligi gegerlidir.
Bu esitlikten yararlanarak, a, b € D i¢in

b

[ Paf@ gt = [0 - lim £a" )] - [£(@ = Jim £(a" @]

a
esitligini elde ederiz. Eger f, z = 0 da g-regiiler ise
b

[ P @yt = 1) - f@

a

dir [6].

Lemma 4.1. h(x, t) fonksiyonu [0, a] x [0,a] = {(x,t) € R%:0 < x < q,

0 <t < a} kiimesi iizerinde tanimli ve her t € [0, a] i¢in g-integrallenebilir

olsun. Buna ek olarak f(x) fonksiyonu da

X

f(x):=fh(x,t)dqt

0

seklinde tanimlansin. h(gx, x) = 0 olmasi durumunda
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X

X
Dgffh(x, t)d,t =fD3{h(x,t)dqt
0

0
esitligi gergeklenir [6].

Ispat. Jackson integrali tanim1 yardimryla

Dxfh(x t)d t—Dx{(l q)qu h(x,q x)}

n=0

=T ox q) {(1 q)xzcz h(x,q"x) — (1 — q)quq h(qx,q"*'x )}
= Z q"h(x,q"x) — Z g™t h(qx, g™+ x)
n=0 n=0

= z q"h(x,q"x) — z q™ h(gx,q™x)
n=0 n=1

= h(x,x) + Z q™ (h(x,q"x) — h(gx, q"x))

yazilabilir. Diger taraftan

X X

1
] DEh(x, t)dyt = j {m (h(x©) - h(ax, )} dt
0 0
1 [o/e)
- (1- q)xm;q (h(x, q"x) — h(qx, ¢"x))
= Z q"(h(x, q"x) — h(gx, "x))
n=0
= h(x,x) — h(gx,x) + Z q"(h(x,q"x) — h(qx,q"x))

= h(x,x) + Z q"(h(x,q"x) — h(qx,q"x))

X
= D;‘fh(x,t)dqt
0

dir. Boylece ispat tamamlanir m.
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4.2. Kompleks Kismi Tiirev Operatorleri

D c R? alt kiimesinde tamimli u = u(x, y) fonksiyonu verilsin.

0<qg<1, (q"x,q™y) € D olmak iizere u fonksiyonunu x ve yye gore Q-

kismi tiirevleri

_ulgx,y) —ulx,y)

Dgu(x,y) = (= Dx , x#0
U(X, qy) - u(x! y)
Dq.yu(x»Y) = (Cl—l)y ) y:/:O

bi¢ciminde tanimlidir.
f(z) = f(x+iy) =u(x,y) +iv(x,y) kompleks fonksiyonunun g-tiirevi

FaD =@ u@)—u(@  v(q2) — v(2)
Daf @ ==y, = =Dz =Dz

= Dgu(z) +iDgv(2), z#0

dir. f(z) nin x ve y ye gore tiirevleri ise

_flx+iy)—f(x+1iy)

Dq,xf(Z) - (q — 1)x
Dy f(2) = flx+ l(qqy)_—l)fiix + iy)

seklindedir [6].

4.3. Kompleks g-Egrisel Integraller

Tamm 4.4. Pargali diizgiin rektiflenebilen (6l¢iisii sonlu) y < C egrisi lizerinde
f(z) fonksiyonunu (veya t € I = [0, a] ilizerinde f(z(t)) fonksiyonunu) ele

alalim. Her € > 0 ve yeterince biiyiik k sayilari igin
|z(aq®) — z(ag"* D) < &

oldugunda
|f (2(aq®) — f(z(ag"* )| < e
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saglanacak sekilde & = (&) sayilar1 varsa f(z) ye y lzerinde ( veya f(z(t))

fonksiyonuna I iizerinde) g-diizgiin siireklidir denir [6].

Tamm 4.5. A c C g-geometrik bir kiime olmak iizere f: A — C fonksiyonu i¢in

[ r@dge=a-02) ¢ ran = F

0 n=0
esitligi mevcut ise f fonksiyonuna A iizerinde g-integrallenebilirdir denir [6].
Lemma 4.2. C de siirekli y : z(t) = x(t) + iy(t), t € [0,a] egrisi ve bu egri
tzerinde f(z) =u(z) +iv(z) = u(z(t)) +iv(z(t))  dizgin  sirekli

fonksiyonu verilsin. x(t) ve y(t) g-tiirevlenebilir, u ve v g-integrallenebilir

olsun. Bu durumda f(z) nin y egrisi tizerinden Jackson integrali

] f(@dqz = f f(2(©)Dyz(t)d,t
14 t=0

= (1-9)a ) q"f (2(0"®)Dgz(q"0) D)
n=0
dir. Burada f(z), z = 0 da g-regiilerdir [6].

Ispat.
v:z(t) =x(t)+iy(t); 0<t<a

f(2) = f(z(®) = u(z(®) + iv(z(1))
I = ]f(z)dqz
Y

= jf(z(t))qu(t)dqt
0

= f[u(z(t)) + w(z(D))][Dyx () + iDgy(£)]d,t

0
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= fu(z(t))qu(t) dqt+ifv(z(t))qu(t) dgt
+ ifu(z(t))qu(t)dqt—fv(z(t))qu(t) dgyt
f u(2(0) lX(t) x(qt) dot+i f o(2(0) lx(t) x(qt) a,t

+lfu( ©) Iy(t) y(qt)l y

qQt
0
i (®) - y(qt)
fv( ) [y Z)z ]dqt
0

= 3 [u(z@"®) + iw(z@®)] [x(@"0) - 2" a)
n=0

+i(y(q"a) — y(g"*'a))]

= et - qa)
n=0

= (1-9)a ) q"f(2(4"))Dy7(q"0)
n=0

dir.
Eger (4.1) deki seri yakinsak ise f(z) y lzerinde g-integrallenebilirdir.

Lemma 4.3. f(z), y siirekli egrisi tizerinde g-integrallenebilir ise

q-1"

lim ff(z)dqzzyff(z)dz

dir [6].

Ispat. f(2), y egrisi iizerinde siirekli bir fonksiyon olsun.
[ F@dez = | F@)D2@dgt = ) F(a(a"a)lr(aq™ - 2(aq™ ]
Y t=0 n=0

oldugunu biliyoruz. Burada
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lim [z(aq™) — z(ag™")] = 0
q-1-
oldugunu goriiyoruz. Diger taraftan, 1 — g < & olmak {izere
lag" — aq™*!| = laq™||1 — ql < |aq"|6 = aq"6 <ad =¢
olup, z(t) siirekli oldugundan |aq™ — aq™*!| < ¢ iken

|z(aq™) — z(aq™ )| < &, olacak sekilde yeterince kiigiik £; sayis1 mevcuttur.

Riemann integrali tanimi yardimiyla

[ r@dz = lim > 1 @) - 26010 < 6 <t < <t <y <@
¥ k=0

=Y FEED At — 2]ty <t <ty
n=0

n+1

dir. Bu son esitlikte ¢, = aq™, t,.1 — aq", t, = aq alinirsa, 1 —q < §

i¢in

[ redz=jim > tim {£(2(aq)i2(aa") - 2ag* )}
y k=0

- 5 oot st
k=0

dir. Burada sag taraftaki seri yakinsak oldugundan limit ile toplam yer

degistirmistir. Dolayisiyla
Jf(z)dz = lim Jf(z)dqz
q-1"
Y Y

olarak elde edilir.
Ornek 4.1. y egrisi; koseleri z; = 0, z, = 1, z3 = 1 + i, z, = i noktalar1 olan
birim karenin pozitif yonde yonlendirilmisi olmak {izere

fquz

14

integralinin sonucunu bulalim.

szqzz szqz+ fquz+ szqz+ szqz

Y Y1 Y2 Y3 Ya

zZ €y, z(t) =t,0 <t <1 olmak lizere
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z(t) —z(qt)  t—qt

-t ad-q

Dqz(t) =

olup buradan

1

1 oo
1
deqZ= fthZ(t)dqt= ftdqtz(l—q)z:an:r
n=0 q

1 t=0 t=0
bulunur.
ZEy, z(t)=1+it, 0 <t <1olmak iizere

1+it—(1+iqt) it(l—q)

PrO=" e T a-or

1 0
jquz - j(1 +it)idgt = (1— q) z iq"(1 + iq™)
Y2 t=0 n=0

dir.
Z€vys z(t)=1—-t+1i, 0<t<1olmak lizere

_l-t+i-(A-qt+) -t(l-q
PrO=—q"gr  ~a-or '

1 o)
fquz= f—(l—t+i)dqt=—(1—q)Zq”(1—q”+i)
n=0

V3 t=0
dir.

Z €Y, z(t) =i(1—1t), 0 <t <1olmak iizere

_i(l—t)—i(l—qt)_—it(l—q)___
B € T "

1

jquz = J i(1—1t) (—i)d,t = f(1 —dgt =(1- q)i q"(1—q™)
t=0 n=0

Va t=0

olarak bulunur. Buradan

fquzz fquz+fquz+fquz+fquz

Y Y1 Y2 V3 Ya
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1+ +(1- CI)Zlqn(1+lqn)—(1 q)Zq (1—q"+1)

+(1 - q)z q"(1—q™)
n=0

1 ¢ _
=__|_( _q)[z n_an_qn+q2n_lqn+qn_q2n]

1+gq ]
_ 2n
1+q -1 q)zcz
B 1 1
" 1+q 1+g¢q
=0

elde edilir [6].m

y:z(t) = x(t) + iy(t), 0<t<a
rektiflenebilen parcali diizgiin egrisi reeldeki gibi pozitif yonde (saat yoniiniin
tersi) yonlendirilmis olsun. Buradan y egrisinin baslangi¢ noktasi
zy = z(0) = x(0) + iy(0), bitis noktas1 z, = z(a) = x(a) + iy(a) dir.
f(z), v egrisi iizerinde g-integrallenebilir bir fonksiyon ve ¥, y nin ters yonde
yonlendirilmisi olsun. aq™ € [0,a], n = 0,1, ... noktalar1 y egrisi tizerinde
zp, = z(aq™) = x(aq™) + iy(aq™) noktalarina karsilik gelir.
Diger yandan bu noktalar y egrisi iizerinde de oldugundan, y egrisinin
{z, = z(aq™}, n = 0,1, ... noktalarinda f(z(aq™)) degerleri y ve 7 iizerinde
aynidir. Dolayisiyla f(z) nin ¥ egrisi tizerinden g-integrali

j F)dg7 = (q—l)azq F(2(aq™)Dyz(aq™) j F)dy 7

olur.
y egrisi tzerinde 2z, = x(aq™) +iy(aq™),n=0,1,.. noktalarmi ele
alalim. x(t) ve y(t) fonksiyonlar1 I = [0,a] arahiginda D,x(t) ve D,y(t)

tiirevlerine sahip ve bu tiirevler g-integrallenebilirdir.
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Simdi
£y =1z(aq™") —z(aq™|, n=0]1,.
diyelim. Jackson integrali yardimiyla
d 1
|z(aq™™") — z(aq™)|
|(q — Dag™|

f|qu(t)|dq t=1-q)a

(0]

= len+1 - an

n=0

i 2, (4.2)

n=0

bulunur ve (4.2) serisi rektiflenebilen bir y egrisi i¢in yakinsaktir.

f(z) = u(z) + iv(z) kompleks fonksiyonu y egrisi tizerinde g-diizgiin siirekli
ve sifir noktasinda q-regiiler olsun. t € [0,a], 0 < g < 1 olmak iizere
u=u(z(t)) = ulx(),y)),v=v(z(t)) =v(x(t),yt)) reel degerli
fonksiyonlar1  g-integrallenebilirdir.  Ayrica f(z(t)) Q-diizgiin siirekli
oldugundan u(z(t)) ve v(z(t)) de g-diizgiin siireklidir.
Simdi

z = z(aq"),

Agx(aq®) = x(aq®) — x(aq"*™h),

Agy(aq®) = y(aq®) — y(aq"*h)

olmak Uzere

n
S = f)e 4 =2(ag") - 2(agt)
k=0

n

S = ) u(@)bgx(agh)
k=0

n

s = Z v(z) A,y (aq®)

k=0

toplamlarini ele alalim. Buna ek olarak
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h=ff&@DWﬂGN%t (43)

a

I, = fu(z(t))|qu(t)|dqt (4.4)
0

a

h=fv@GDWﬂGN%t 45)

0

diyelim ve asagidaki tanimi verelim [6].

Tanim 4.6. (4.4) ve (4.5) deki integrallerin toplami olan

a

L+ = f[u(x(t),y(t))qu(t) +v(x(0), y(©))Dyy(D)]dgt
0

1= ju(x, y)dgx +v(x,y)dgy
Y

integraline, (u,v) ikilisinin y egrisi lizerinden 2. tip egrisel g-integrali denir

[6].

f(z), y egrisi lizerinde g-diizgiin siirekli oldugundan

sup |f(2)] _
Y
olacak sekilde L, € (0, o) vardir. Diger yandan

D b=,
k=0

olacak sekilde ¢, € (0,00) vardir. Buradan, V €>0 igcin n = ng(e)

Ly

esitsizligini  saglayacak  sekilde  yeterince biiyik n ler igin

n
> bt
k=0

_E
Ly

dir.

Her € > 0 ve yeterince biiyiik n dogal sayilar1 i¢in
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=)
n

> £ (2(aa))) (2(ag") - 2(ag"*"))

k=0

-(1- q)az a*f ((aq"))
k=0

Z(aqk+1)__z(aqk)
(1 - qag*

< z |f(z(aq"))| |z(ag**") — z(ag®)|
k=n+1
<L S 2,

k=n+1

= L] — (o + 41 + -+ )|

<L i
— =

olup

o)

lim 5 =" (2ag9)ei = [ £ |Dz@dgt = 1
0

n—-oo
k=0

olarak elde edilir.

Diger yandan, u fonksiyonunun y tizerinde q-diizgiin siirekli olmasi nedeniyle

swplu@| _ sup  luGz@)l _
% t €[0,a] 2
esitligini saglayacak L, € (0, o) sayist vardir. Buradan
a n
|12 — Sz(n)l = fu(z(t))qu(t)dqt - z u(z)Agx(ag®)
0 k=0
S x(ag"™) — x(agq")
= |(1- aZ ku(z(ag® I
(=) q (@) |~ =D

n

B Z u(zi) (x(aq”) — x(aq**)

k=0

D u(#(ag")ix(ag ) — x(ag")]

k=n+1
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o

<L, ) |x(aq*™) - x(aq")|

k=n+1
<L, Z 2,
k=n+1
elde edilir.
2t
k=0
serisi yakinsak oldugundan
D lx(aq") - x(ag"™)|
k=0

serisi de yakinsak olacaktir. Dolayisiyla

&
> 1x(aq") - x(ag")| <
2

k=n+1

olacak bigimde £ > 0 vardir. Buradan

yazilir ve boylece
[ee] a
rlll—{lc}o Sz(n) = z u(z(aqk))Aqx(aqk) = f u(z(0))Dyx(t)dyt = I
k=0 0
elde edilir.
Benzer sekilde
co a
7!Ll_r)glo 53(n) = Z v(z(aqk)>Aqy(aqk) = f v(z(t))Dyy(®)dgt = I
k=0 0

oldugu kolaylikla goriilebilir.
Ayrica

fu(x,y)dqx = fu(z)dqx = fu(z(t)) dgx(t)
14 % 0

a

= [ u(x(©),y(©) dgx(®

0

65



- f w(x(®), () Dyx(D)dyt

=(1-qa Z q" u(x(aq™),y(aq™))Dyx(ag™)

(aqnﬂ) x(aq™)
—1)aq™

=(1- q)an u(x(aq™), y(aq"))

o)

= Z u(z(aq™) Agx(aq™) (4.6)

n=0

ve benzer sekilde

j v, y)dgy = j o(x(0), y(0) dgy (©)
0

14

=fv(x(t),y(t)) D,y (t)d,t
0

=(1—-qa z q" v(x(aq™),y(aq™))D,y(ag™)

=(1- q)azcz v(x(aq™), y(aqn))y( : )1)a}:1(aq)

o)

= > v(a(aq™) Agy(ag™ )

n=0
dir. (4.6) ve (4.7) den
f u(x,y)dgx + v(x,y)dgy = Z u(z(ag™)) Agx(ag™) + v(z(ag™))Azy(ag™)
¥ n=0

elde edilir [6].
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5. KATLI g-INTEGRALLER

5.1 Kath g-Integral Tanimi ve Varhg

D={(x,y) ER*:0<x<a, 0<y < a} karesi iizerinde h(x,y) fonksiyonu

verilsin. (x,y) € D, 0 < q < 1 olmak lizere h(x, y) nin katli g-integrali

x ¥
= jfh(s,t)dqtdqs (5.1)
00
- q)* yzz:q””‘ h(q"x, q*y) (5.2)
n=0 k=0

seklinde verilir [6].

(5.2) kath serisinin yakinsaklik durumunu inceleyelim. Her (x,y) € D igin
|h(x,y)| < M olacak bicimde M € (0,0) varsa (4.1) integrali daima
mevcuttur. h(x,y) nin D kiimesi {izerinde sinirsiz olmasi1 durumunda da (5.1)

integrali mevcuttur. Simdi bununla ilgili olan asagidaki teoremi verelim:

Teorem 5.1. [6] h(x,y),D = {(x,y) ER?®:0<x<a, 0 <y <a} kiimesi
tizerinde bir fonksiyon olmak tizere her (x,y) € [0,a] X [0,a] ve 0 < a < 1,
0<p<1ligin

x*yPlh(x, )| < M (5.3)
esitsizligini saglayacak pozitif M sayisi mevcut ise (5.2) serisi her
(x,y) € [0,a] x [0, a] i¢in yakinsaktir.
Ispat. (5.3) esitsizliginden x > 0,y > 0 olmak iizere

|h(x,y)| < Mx~%y~F (5.4)
dir. (5.4) te x yerine g™x, y yerine de g*y yazilirsa

lh(q"x,q"y)| < M(q"x)~“(q*y)™F = Mg "*x~*q" Fy~F

olur. Esitsizligin her iki taraf g™** ile carpilirsa

qn+k|h(qnx ,qu)l < qu(l—a)qk(l—ﬁ)x—ay—ﬁ
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elde edilir. 0 < g < 1 oldugundan 0 < g*~* < 1ve 0 < ¢*~# < 1 dir.

Dolayisiyla
Z Z Mx—ay~BgQ-an g(1-pk — Mx~%y~F
L L (=g —qF)

serisi noktasal yakinsaktir. Buradan her (x,y) € [0, a] X [0, a] i¢in

Mx=%y=F
(1—q' )1 —q*F)

(1- q)zxyz z q"* |h(q™x, g*y)| <

n=0 k=0

oldugundan (5.2) serisi mutlak yakinsak, dolayisiyla yakinsaktir.

Ancak sunu belirtmek gerekir ki; (5.4) esitsizliginin saglanmasi (5.2) serisinin

yakinsakligi i¢in yeterli fakat gerekli degildir.

a a © 00
[ [rendgrdy =a-02 ) Y o™ h@ada 63
00 n=0 k=0

integrali geometrik olarak;
Dpy = {(x,y)eR%* aq™*?* < x < aq™ aq**' <y <aq¥,0<q <1}

(n,k = 0,1, ...) dikdortgenlerinin sag iist kdsesindeki fonksiyon degeri ile D, x
dikdortgenlerinin alanlar1 ¢arpimlarinin toplamini ifade etmektedir.

Ayrica

|J Drs=10.a1x 10,4

n,k=0

oldugu kolaylikla goriiliir.

(5.5) te her (x,y) € D i¢in h(x,y) = 1 i¢in 0 < q < 1 olmak iizere
a a
JJ dgxdgy = a* = Alan (D)
00

dir. Katli g-integralin geometrik anlam1 yardimiyla
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q-1
00

a a a a
lim ffh(x,y)dqxdqy=Jfh(x,y)dxdy
00

esitligi goriiliir.

Tamm 5.1. 0 < g < 1 olmak iizere D = {(x,y) ER%:0<x < a,0 <y < a}
g-geometrik kiimesi tizerinde h(x, y) fonksiyonu verilsin.
(x,y) €D, x #0, y # 0 olmak lizere
lim h(q"x,y) = h(0,y)
esitligi gergekleniyorsa h(x,y) fonksiyonuna D; = {(0,y) € R>:0 <y < a}
dogru parcasi iizerinde g-regiiler,
lim h(x,g%) = h(x,0)
oldugunda ise D, = {(x,0) € R?:0 < x < a} dogru pargas! iizerinde ¢-
regiilerdir denir. Buna ek olarak
Jim h(q"x,q"y) = lim [ggrgo h(q"x, q"y)] = lim [T{iggo h(q"x, q"y)]
= h(0,0)
esitligi saglaniyorsa h(x,y) fonksiyonuna (0,0) noktasinda g-regiilerdir denir
[6].
D = [0, a] X [0, a] kiimesi tizerinde h(x, y) fonksiyonu verilsin.h(x, y) nin
D, ={(0,y) ER%:0<y<a}, D,={(x,00ER%:0< x < a} kiimeleri
tizerinde ve (0,0) noktasinda g-regiiler olmamasi1 durumunda (5.2) ifadesi, katli

g-integralin degerine esit olmayabilir. Ancak h(x,y), D; ve D, kiimeleri
iizerinde ve (0,0) noktasinda g-regiiler ve bu noktalarda 0 degerini aliyorsa

(5.2), g-integralin degerine her zaman esittir.
h(x,y), D = [0,a] X [0, a] kiimesi tizerinde hem x, hem de y ye gore

g-integrallenebilirse

x ¥ Y x
fjh(s,t)dqtdqs =ffh(s,t)dqsdqt
00 00

dir [6].

69



5.2 g-Green Formiilii

x Y
F(x,y) =fjh(s, t)d,tdys
00

diyelim. h(x, y) fonksiyonu, D; ve D, kiimeleri {izerinde ve (0,0) noktasinda

g-regiiler ve bu noktalarda 0 degerini aliyorsa

F(x,y) = (1 —q)*xy z 2 q"** h(q"x, q*y) (5.6)

n=0 k=0
dir. Simdi, ayni kosullarda x # 0, y # 0 iken

x Y x Y
D:;Dgffh(s, t)dgtd,s = ffpgpgh(s, t)dgtdys = h(x,y)
00 00

oldugunu gosterelim. Buna gore

F(x,y) = (1~ q)zxyz:

Z q"* h(q™x, q*y)
0 k=0

yazilir. Burada h(x,y) fonksiyonu B = {(x,y) ER*:0<x<a, 0 <y <a}

kiimesi tizerinde x ve y ye gore g-integrallenebilir olsun.

DFF(x,y) ve Dg F(x,y) g-tiirevlerini hesaplayalim:

x # 0 i¢in
F(x,y) —F(qx,y)
DXF =
N R
__1_ (1- q)zxyi i q"* h(q"x, q"y)
(1-q)x =0 k=0 '

n
— (1 —q)?*qxy Z Z q"** h(q™x, q*y)

n=0 k=0

= (=@ ). D a"* (g™, ¢*y) — ah(@™*x,q*)]

n=0 k=0

dir. y # 0i¢in

F(x,y) — F(x,
DYF(x,y) = (x g_q)(;c qy)
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(1-q)° yiiqn“‘h(q "x,q*y)

n=0 k=0

1
T d-qy

— (1 —q)?qxy Z z q"** h(q"x, " 1y)

n=0 k=0

=1 -qx z z q"** [h(q"x, g*y) — qh(q"x, ¢**y)]

n=0 k=0

dir. s # 0, x # 0 olmak lizere

y x Y
Ofth(s, t)dgtdys = Sl J
of{(l s [( —q)qu [h(s,q*y) — h(gs,q y)]]}

1

=(1-qx Z q”{(l_— [(1 - q)yz q*[h(q"x, q*y) — h(q™*'x, q"y)]
k=0

q)q™x
n

h(s t) — h(gs,t)]ld,tdgs

O‘SX

}

Z q*[h(q"x, q*y) — h(q" ' x, g*y)]
=0 k=0

s

=1-qy

S

bulunur. Ayrica t # 0, y # 0 olmak iizere

y x
" 1
Dgh(s,t)d,tdgs =
0 s=0t

1-q)t

\%

[h(s,t) — h(s,qt)]dgt dgs

O\R

0

1
{(1 - q)yz q W[h(s q*y) — h(s,q**'y)]dgs

O\R

= (1= @x ) q"h(a"%,q"9) = h(g"x,¢**17)]

n=0
dir.

Diger taraftan

D3DEh(s,t) = D { [h(s,t) — h(s, qt)]}

1
1-q)t
1

T (A-q@s(1-q)t

[h(S, t) - h(S, qt) - h(qsr t) + h(qsr qt)]
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1
= - st [h(s,t) — h(s, qt) — h(gs, t) + h(gs, qt)]

olarak bulunur. (5.4) ten

x Y
fngDgh(s,t)dqtdqs
00

=(1- q)zxyz Z qrrr {(1 — q)2 o [h(q"x, q*y) — h(q"x, q***y)

n=0 k=0

— h(q"**x, q*y) + h(q"*'x, "“y)]}

= Z Z[h(q"x, q*y) — h(q"x, q**'y) — h(q"*'x, q*y)

n=0 k=0

+ h(q™x, q**1y)] (5.7)
dir.
Simdi

x Y
D¥DY f f h(s,t)d,t dgs
00

ifadesinin degerini bulup (5.7) ile karsilagtiralim

x Yy o oo
DD f f h(s,t)dqt dgs = DFD} {(1 — q)zxyz Z q"** h(q"x, q"y)}
00

n=0 k=0

y Z z q"* h(q"x, q"y)

n=0 k=0

—qy Z Z q"* h(q™x, q"“y)]}

n=0 k=0

= Dj {(1 — '

q)y

= D"{(l — q)xz Z q"**[h(q™x, q*y) — qh(q"x, q"“y)]}
=0 k=0

oo

1 [ee]
= m{(l - xEZq””‘ [R(q"x, ¢*y) — qh(q™x,q**"y)]

=0 k=0
1)

—(1—-q)qx Z Z qa"**[h(q" ' x, q*y) — qh(q"'x, q"“y)]}

n=0 k=0
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g™ [h(q™x, g*y) — qh(q™x, ¢**1y) — qh(q™ 'x, q*y)

I
s
s

S
Il
o
&
Il
o

+ q?h(q" x, ¢ 1y)]

I
NgE
NgE

qn+kh(qnx’ qky) _ qn+k+1h(qnx’ qk+1y) _ qn+k+1 h(qn+1x' qky)

1 qn+k+2h(qn+1x’ qk+1y)

n=0 k=0
+ qn+k+2h(qn+1x’ q"“y)
= Z q" h(q"x,y) + z z q"**h(q"x, q"y) — Z q"** h(q"x, qy)
n=0 n=0 k=1 n=0
_ Z z qn+k+1h(qnx qk+1y) _ z qn+1 h(qn+1x y)
n=0k=1 n=0
_ Z Z qn+k+1h(qn+1x’ qky) + Z qn+2 h(qn+1x' qy)
n=0 k=1 n=0

S
1l
o
=
1l
[ey

= h(x,y) + Z g™t h(q"x, qy)
n=0

+ q"*h(g"x, q*y) — Z g™t h(q™x, qy)

n=0

qn+k+1h(qnx' qk+1y)

qn+k+1h(qn+1x’ qky) + z qn+2 h(qn+1x, qy)

n=0

M iMs iz iM]s
[Ms iDV]s i iV ]s

+

qn+k+2h(qn+1x' qk+1y)

3
I
o
=
1l
o
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(o) (°9)

— h(x, y) + Z z qn+kh(qnx’ qky) _ Z Z qn+k+1h(qnx, qk+1y)

n=0k= n=0 k=1

N

qn+2 h(qn+1x, qy)

qn+k+1h(qn+1x’ qky) + 2 qn+2 h(qn+1x’ qy)

n=0

=
1l
N

—+

|
N6 1Dvs 1D
NgE

qk+2 h(qx, qk+1y) + Z Z qn+k+2h(qn+1x’ qk+1y)

n=1k=1

&
ey

= h(x,y) + Z q* h(x,q*y)
k=2

+

q"t*h(q"x, ¢*y) — 2 q*** h(x, q**ty)
k=1

g h(g™x, q* 1 y) — ) ¥ h(gx, q*y)

NgE

k=2

DNMs iDMs iDMs iD]s
s TAs T8 T

qn+k+1h(qn+1x’ qky) + z qk+2 h(qx, qk+1y)

o0
k=1

qn+k+2h(qn+1x’ qk+1y)

+
1

b

1l

I

qn+k+1h(qnx’ qk+1y) _ Z Z qn+k+1h(qnx’ qk+1y)

=1k=1

Ms 3

= h(x,y) + i

n=1

&
1l
=

qn+k+2h(qn+1x’ qk+1y)

s 15
s TMs

n g2 R (g, gFy)
n=1k=1
= h(x,y)
olup
xy
Dé‘Dgffh(s, t)d,tdys = h(x,y) (5.8)
0 0

elde edilir.
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er yandan, (5.7) ten

DiDih(s, t)dgt dgs

O"\x
O\% (]Q(

z h(q™ x, q¢*y) — h(q"x, ¢**1y) — h(q" ' x, q*y) + h(q™ 'x, q**1y)
k=

(0]

i h(q™ x, q*y) — i Z h(q™ x, q**"y) - i i h(g™*" x,q"*y)

n=0 k=0 k=0 n=0 k=0
+ Z Z h(qn+1 X, qk+1y)
n=0k=0
= > h@ ) + )Y k@ %q"y) —Zh(q x,q)
n=0 =0k=1
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= lim [h(x,y) = h(q"** x, )] + lim [(¢"*" x, qy) — h(x, q¥)]

+ z h(q™x,qy) + z 2 h(q™x,q*y)
n=0 k=2

n 0

2,

n=0

=0

= n=0

z Z h(qn+1 X, qky) + z z h(qn+1 X, qk+1y)
n= n= =

0 k=2 0 k=1

o)

Z h(q™x,q**ty) — Z h(q™*'x, qy)
k=

ey

= h(x,y) = h(0,y) +h(0,q) = h(x.ay) + ) [h(a" x,4¥) = h(g""',qy)]
n=0

= h(x,y) = h(0,y) + h(0,qy) — h(x,qy) + lim [A(x, qy) — h(g""x, q¥)]

= h(x,y) — h(0,y) + h(0,qy) — h(x,qy) + h(x,qy) — h(0,qy)
= h(xry) - h(O,y)

dir. Buradan

x Y
f ngDéh(s, t)d,tdgs = h(x,y) — h(0,y) (5.9)
00

elde edilir [6].

(5.8) ve (5.9) den asagidaki lemmay1 verebiliriz.

Lemma 4.1. h(x, y) fonsiyonu D; = {(0,y) ER?*: 0 <y < a},

D, = {(x,0) E R?: 0 < x < a} kiimeleri iizerinde ve (0,0) noktasinda (-
regiiler olsun. Eger h(0,y) = h(x,0) = h(0,0) = 0 ise

x Y x Y
fngDéh(s, t)d,tdgs =D3‘D3’ffh(s, t)d,tdgs
00 00

dir.

Genel olarak , h(x, y) reel degerli fonksiyonu igin

x ¥ y
fngh(s, t)dstdgs = f[h(x, t) —h(0,t)]d4t (5.10)
00 0
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y

x Y
fngh(s, t)dgstdgs = f[h(s,y) — h(s,0)]dgs (5.11)
00 0

esitlikleri yazilabilir [6].

Teorem 5.2. (g-Green Formiilii) D = [0,a] X [0, a] kiimesi tizerinde u(x,y)
ve v(x,y) reel degerli fonksiyonlar verilsin ve u, v, DJv, Dé’ u fonksiyonlari
D iizerinde x ve y ye gore g-integrallenebilir olsun. Bu durumda

fu(x, y)dgx +v(x,y)d,y = Jf [DFv(x,y) — D) u(x,y)| dgxdgy

aD D
Green Ozdesligi gegerlidir. Burada dD, D dikdortgeninin ¢evresinin pozitif
yonde yonlendirilmis halidir [6].

Ispat. 9D = y, Uy, Uy3 Uy, olsun.
irx=t, y=0, 0<t<a
dgx(t) = dgt, dgy(t) =0

a a

fu(x, Vdgx +v(x,y)dgy = fu(t, 0)d,t+0= f u(t,0)d,t
Y1 0 0

Yy X =a, y =t, 0<t<a

dqx(t) =0, dgy(t) =dg4t

fu(x,y)dqx+v(x,y)dqy =0 +fv(a, t)d,t = fv(a, t)d,t
Y2 0 0

Y3, Y3 egrisinin ters yonde yonlendirilmisi olmak tizere

Y3 :x =1t y=a, 0<t<a

dgx(t) = dgt, dgy(t) =0

ju(x, Vdgx +v(x,y)dgy = — fu(x, V)dgx +v(x,y)dgy

Y3 Y3
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a

= —fu(t, a)dst +0
0

a

= —fu(t, a)dgt

0
dir.
Benzer sekilde 7, y, egrisinin ters yonde yonlendirilmisi olmak tizere
Va:x=0, y=t 0<t<a

dgx(t) =0, dgy(t) = dg4t

ju(x, Vdgx +v(x,y)dgy = — ju(x, V)dgx +v(x,y)dgy

Ya Ya

a

= — 0+]v(0,t)dqt
0

a

= —Jv(o, t)d,t

0

dir. Boylece

a

]u(x, Vdgx +v(x,y)dgy = J[u(t, 0) +v(a,t) —u(t,a) —v(0,t)]d,t

[5))) 0
olur.

Diger yandan, (5.10) ve (5.11) esitlikleri yardimiyla

a

jf Div(x,y) dgxdgy = ffDC’fv(x,y)dqxdqy = f[v(a,y) —v(0,y)]dgy
D 00

0
= f[v(a, t) —v(0,t)]d,t
0

ve

a

U Dgu(x,y) dgxdgy = fngu(x,y)dqxdqy = J[u(x,a) —u(x,0)]dgx
D 00

0
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= f[u(t, a) —u(t,0)]d4t
0
bulunur. Buradan
ﬂ- [Dé‘v(x, y) — Dgu(x, 2] dgxdgy = f[v(a, t) —v(0,t) —u(t,a) +u(t,0)]d,t
D 0

olur.

Sonug olarak

.ff [DXv(x,y) — D) u(x, )] dgxdyy = fu(x, y)dgx +v(x,y)dgy
D aD

elde edilir.
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6. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde belirtilen kaynaklardan yararlanilarak 6nce g-analizin tlirev, integral
ve Binom formiilii gibi temel kavramlari verilmis; daha sonra egrisel kompleks
g-integraller ve katli Q-integral kavramlar1 incelenmistir. Her iki integrali

tanimlarken reelde iyi bilinen bir f(x) tek degiskenli fonksiyonu i¢in verilen

[r@agz=a-aa) ar@a,  o<a
0 n=0

Jackson integrali temel alinmistir. Kompleks g-analizinde egrisel integraller ve
egri kavramlar ¢esitli kaynaklarda farkli farkli tanimlanmistir. Bunun igin [6]
ve [7] kaynaklarina bakilabilir. Ayrica Qg-analitiklik kavraminin da farkh
tanimlar1 vardir. Bunun i¢in de [4] ve [7] kaynaklarma bakilabilir. [4] de
tanimlanan g-analitiklik f(z) diskret fonksiyonlar1 igin Q-egrisel integral
kavrami tanimi kullanilarak [7] dekinden farkli olarak yeni bir g-Cauchy
integral formilii arastirilabilir. Yine bu tezde diskret karesel kiimeler iizerinde
katli g-integral verilmistir. Bundan yararlanarak diger (dikdortgensel, dairesel)

diskret kiimeler tizerinden katli g-integraller arastirilabilir.
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