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OZET

FIBONACCI SAYILARININ BOLUNEBILIRLIK OZELLIKLERI

KORAL, Elif
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Dog. Dr. Ilker AKKUS
Temmuz 2018, 82 sayfa

Bu tezde ilk 6nce c¢alisilan konu ve incelenen kaynaklar hakkinda genel bilgiler
verilerek, tam sayilarda boliinebilme ve 6zellikleri hakkinda kisa bilgiler ifade edilmis

ve Fibonacci, Lucas ve genellestirilmis Fibonacci dizilerinin tanimlari yapilmustir.

Ucgiincii béliimde Fibonacci sayilarini basit béliinebilirlik kurallar1 incelenmis,
ardindan Fibonacci ve genellestirilmis Fibonacci sayilarinin m modiiliine gore periyot

uzunlugu ve bunlar arasindaki iligkiler incelenmistir.

Takip eden boliimde Fibonacci dizisinin bazi aritmetik 6zellikleri, temel matris cebiri
kullanilarak incelenmis ve yine bu boliimde m modiiliine gore periyot, kisitli periyot
ve carpan tanimlar1 verilmistir. Hemen ardindan m modiiliine gore periyot ve kisith

periyot arasindaki bagintilar iizerinde durulmustur.

Son boliimde Fibonacci dizisinin genel bdliinebilirlik 6zellikleri ve Fibonacci
sayilarinin bir tam sayinin kuvvetine boliindiigli zaman elde edilen kalan dizisinin

periyodik yapist ile ilgilenilmistir.

Anahtar Kelimeler: Fibonacci dizisi, genellestirilmis Fibonacci dizisi, Lucas dizisi,
periyot, kisith periyot, m modiiliine gore kalan dizisi,

Fibonacci matrisi, katli asal ¢arpan, basit asal ¢arpan.



ABSTRACT

DIVISIBILITY PROPERTIES OF THE FIBONACCI NUMBERS

KORAL, Elif
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Master Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Tlker AKKUS
July 2018, 82 pages

In this thesis, firstly the general information about the subject and the references that
are examined are given, a brief information about the divisibility in integers and its
properties are expressed and the Fibonacci, Lucas and the generalized Fibonacci

sequences are defined.

In the third section, the simple divisibility rules of the Fibonacci numbers are
examined, then the length of the period according to the modulo m of Fibonacci and

generalized Fibonacci numbers and their relations are examined.

In the following section, some arithmetic properties of the Fibonacci sequence are
examined using basic matrix algebra, and again in this section, period, restricted period
and factor definitions are given according to modulo m. Immediately thereafter, the
relation between the period and the restricted period according to the modulo m is

focused on.

In the last part, general divisibility properties of Fibonacci sequence and the periodic
structure of the remainder sequence obtained when the Fibonacci numbers are divided

by a power of an integer are dealed.

Key Words: Fibonacci sequence, generalized Fibonacci sequence, Lucas sequence,
period, restricted period, remainder sequence according to modulo m,

Fibonacci matrix, multiple prime factor, simple prime factor.
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1. GIRIS

Italyan Matematik¢i Leonardo Fibonacci 1170 yilinda Pisa’da dogmustur ve
cocuklugunun biiyiik kismini1 babasinin ¢alismakta oldugu Cezayir’de gecirmistir.
Babasinin yogun 1srari iizerine Arap bir hocadan matematik dersleri alarak matematik
ile ilk burada tanigmistir. Boylece Avrupa’da Roma rakamlari1 kullanilirken ve sifir
kavrami ortada yokken kiigiik yaslarda Arap rakamlarini ve sifir rakamini yani ilk
matematik bilgilerini Miisliman egitimcilerden edinmistir. Fibonacci Arap say1
sisteminin milkemmelligi karsisinda 6grendiklerini abakiis kitabi veya hesaplama
kitab1 anlamina gelen “Liber Abaci” adli kitabinda toplamistir. Béylece bu Kitap
matematigin Miislimanlardan tasindigi ilk eser olmustur. Fibonacci ticaret ile ilgili
olan bu kitapta aritmetik islemler ve cebir konularina yer vermistir. Ayrica Arap say1
sistemini yani bugiin kullanilan ondalik say1 sistemini bu kitapta tanitmistir. Bu kitapta
bulunan “Tavsan Problemi”, Fibonaccinin giiniimiizde en énemli matematikc¢ilerden
biri olmasii saglamistir. Fibonacci bu kitabinda kapali bir ortamda bulunan tavsan
ailesinin artisim1 her ay gozlemlemistir ve sonuclari notlar halinde toparlamistir.
Leonardo “Her tavsan ¢ifti ayda bir kez bir cift tavsan yavrularsa ve bu yavrular da
ikinci aydan itibaren yavrulamaya baglarsa bir yil sonunda kag¢ cift tavsan olur?”
problemi ile her aydaki tavsan cift sayisinin rastgele olmayip bir aydaki ¢ift sayisinin
onceki iki ayin toplamina esit oldugunu fark etmistir. Bu durumda tavsan ¢ift sayilari
aylara gore bir yilicinde 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ... olacaktir. Bdylece
her saymin kendinden once gelen say1 ile toplanarak bir sonrakinin elde edildigi

meshur say1 dizisi ortaya ¢ikmaistir.

Fibonacci sayilarinin daha kiigiik elemanlar bitkilerde, boceklerde, ¢igeklerde vb.

dogadaki bir¢cok olusumun diizeninde bulunmaktadir.

Ayrica bu say1 dizisi “Altin Oran1” kapsar ve bir¢ok bilimsel aragtirmaya dayanak
teskil eder. Fibonacci dizisinin bir terimi dncekine boliindiigiinde ve say1 biiyiidiikce
boliimiin bir irrasyonel say1 olan (1 ++/5)/2 = 1,61803398 ... sayisina yakmsadig
goriiliir ve bu saytya “Altin Oran1” denir. Bu oran oyun kartlarindan piramitlerin

yapimina kadar bir¢ok alanda kullanilmustir.



Son olarak Fibonacci sayilar1 pek ¢ok say1 teorisinde kullanilmistir. Fibonacci sayilart
ile ilgili arastirma yapmak ic¢in Fibonacci Dernegi kurulmustur. 1963 yilindan beri
“The Fibonacci Quarterly” dergisinde bu say1r dizisi ile ilgili aragtirmalar
yayinlanmaktadir. Bu arastirmalarin bazisi bilinen, bazisi ileri siiriiliip ispatlanamayan

ve bilinmeyip kesfedilmeyi bekleyen pek ¢ok 6zellige sahiptir.

Bu say1 dizisinin terimleri, ilk iki terim bilindiginde F,,, = F, + F,,;; bagintis1
kullanilarak hesaplanmaktadir. Fibonacci dizisi F, = 0 ve F; = 1 ile baglar. Ancak
baslangi¢ degerlerinin 6zel bir yani olmadigindan baska degerler de alinabilir ve
tiimiiyle farkli bir say1 dizisi elde edilebilir. Fransiz matematik¢i Edward Lucas
baslangi¢c degerleri i¢in Ly = 2, L; = 1 sayilarim1 alarak Lucas say1 dizisini elde

etmistir.

1.1. Kaynak Ozetleri

Bu tezin hazirlaniginda 6ncelikle [1, 5-8] nolu kaynaklardan Fibonacci sayilarinin
temel 6zellikleri, boliinebilirlik 6zellikleri hakkinda bilgi edinildi. [2] nolu kaynaktan
Fibonacci ve genellestirilmis Fibonacci sayilarinin m modiiliine gore kalan dizisinin
periyodu ve bunlar arasindaki iliski hakkinda bilgi edinildi. [3] nolu kaynaktan
yararlanarak Fibonacci sayilarinin bazi 6zellikleri temel matris cebiri kullanilarak
incelendi. [3-5] nolu kaynaklardan Fibonacci sayilarinin m modiiline gore

periyodikligi, buna bagli temel kavramlar1 ve iligkileri hakkinda bilgi edinildi.

1.2. Tezin Amaci

Bu tezin amaci1 Fibonacci dizileri ve genellestirilmis Fibonacci dizilerinin

boliinebilirlik 6zelliklerini incelemektir. Ayrica kendi icinde ve aralarinda m

modiiliine gore periyot ve kisith periyotlar1 arasinda iligki kurmaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Tam Sayilarda Béliinebilme ve Ozellikleri

2.1.1. Bolme Algoritmasi

Bir a tam sayisi pozitif bir b tam sayisi ile boliindiigiinde 0 < r < b olmak iizere bir
q boliimii ve r kalan1 vardir. Burada a ya boliinen, b ye bolen say1 denirve 0 < r < b
icin a = bq + r seklinde yazilir.

Bolme algoritmasinda r = 0 alinirsa a = bq bulunur. Bu ifade “b bdler a y1” veya “b,
a nin bir carpan1” seklinde okunur ve b | a ile gosterilir. Eger b, a nin bir carpan

degilse “b, a y1 bolmez” denir ve b t a ile gosterilir.

2.1.2. Boliinebilme Ozellikleri

1. a ve b porzitif tam sayilariicina | bve b | a ise a = b dir.
2. Herhangi a, b, ¢, m ve n tam sayilari igin
(la|bveb|cisea]c,

(i)a|bisea]| bc,

(iia|bvea|cisea| (bm+ cn) dir.

2.1.3. En Biiyiik Ortak Bolen

Sifirdan farkli a ve b tam sayilarini ortak bolen tam sayilar arasinda en biiyiik olan
tam sayiya en biiyiik ortak bélen denir ve (a, b) ile gosterilir.

1.(a,b) =dised|aved]|b,

2.(a,b) =1vea|bcisea]cdir.

3. (a,b) = d ise am + bn = d olacak sekilde m ve n pozitif tam sayilar1 vardir.

4. p asal sayisiiginp |abise p | a veyap | b dir.



2.1.4. En Kiigiik Ortak Kat

Sifirdan farkli a ve b tam sayilarinin ortak kati olan tam sayilar arasinda en kiigiik olan
pozitif tam sayiya en kii¢iik ortak kat denir ve [a, b] ile gosterilir.
1l.[a,b]=disea|dveb]|d,

2. a Ve b pozitif tam tam say1 olmak tizere (a, b)[a, b] = ab dir.

3. (a,b) = 1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart [a, b] = ab olmasidir.

2.1.5. Binom Teoremi

x, y reel say1 ve n dogal say1 olmak iizere

n

Gty =) ([)yixrt

t=0

dir.

2.2. Fibonacci, Lucas ve Genellestirilmis Fibonacci Sayilari
2.2.1. Fibonacci Dizisi

Fibonacci sayilari arasindaki iliski n > 2 olmak iizere F; =0 ve F; =1 igin
FE, = F,_1 + F,,_, lineer rekiirans bagintis1 ile tanimlanir ve n. tam sayiya karsilik
gelen Fibonacci sayisi F, ile gosterilir. Bu baginti ile dizinin terimleri 0, 1, 1, 2, 3, 5,

8,13, 21, 34, 55, 89, ... olacaktir.

2.2.2. Lucas Dizisi

Lucas sayilar1 arasindaki iliski n > 2 olmak iizere Ly =2 ve L =1 i¢in

L, = L,_4 + L,_, lineer rekiirans bagintisi ile tanimlanir ve n. tam sayiya karsilik



gelen Lucas sayisi L, ile gosterilir. Bu bagimnt1 ile dizinin terimleri 2, 1, 3, 4, 7, 11,

18, 29, 47, 76, ... olacaktir.

2.2.3. Genellestirilmis Fibonacci Dizisi

Genellestirilmis Fibonacci sayilar1 arasindaki iliski n = 2 olmak iizere G, = a ve
G, = bicin G, = G,,_, + G,,_; lineer rekiirans bagintis1 ile tanimlanir ve n. tam sayiya
karsilik gelen genellestirilmis Fibonacci sayis1 G, ile gosterilir. Bu bagint1 ile dizinin
terimleri a, b, a + b, a + 2b, 2a + 3b, 3a + 5b, ... olacaktir. Ayrica genellestirilmis
Fibonacci sayilari ile Fibonacci sayilar1 arasindaki iliski G,, = bF, + aF,_; seklinde

verilir.

2.3. Fibonacci ve Lucas Dizilerinin Binet Formiilleri

x% — x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri

A= yep =108
2 2
ve n € N olmak iizere
. . . . V.UES: L
1. F;, = 0ve F; = 1 i¢in n. Fibonacci sayis1 F, = - binet formiiliiyle
.. A™+B™ o
2. Ly =2 ve L; =1 i¢in n. Lucas sayist L, =5 A+ B =1 oldugundan

L, = A™ + B" seklinde binet formiilii ile ifade edilir.



3. FIBONACCI SAYILARININ BASIT BOLUNEBILIRLIK KURALLARI

Fibonacci sayilarinin boliinebilirlik 6zelliklerinden 6nce Fibonacci ve Lucas sayilari

ile ilgili baz1 6zdeslikler verilecektir.

Ozdeslik 1. F,, . ,F, — F2., = (—=1)"* dir. (Cassini Ozdesligi)

Ozdeslik 2. m > n > 1 olmak iizere Fyy 4y, = Frp_1F, + EpFppq dir.

Ozdeslik 3. L,, = F,,_; + F,,,, dir.

Ozdeslik 4. F,,, = F, L, dir.

Ozdeslik 5. (E,,, Fp—1) = 1 dir.

Boliinebilirlik Ozellikleri

Fyn = E,L, bagmtisindan F, | F,, dir. Bu durumda “Hangi kosul altinda F; | F;
seklinde bir genelleme yapilabilir?” sorusu merak konusu olmustur. Bu kosulun bir

sonraki teoremde i | j oldugu gosterilecektir. Yani i | j ise F; | F; olur.

Teorem 3.1. E,, | E,,,, dir. [1]

Ispat: Tiimevarim yontemi ile E,, | F,,, ifadesi n = 1 i¢in dogrudur. Bu ifadenin
n =k > 1 olmak iizere 1 den k ya kadar olan tiim tam sayilar i¢in dogru oldugunu
kabul edelim. Bu durumda k = 1 ve her i i¢in 1 < i < k olmak ilizere E, | F,,; dir.
Yani Ey | Fpy dir. Son olarak n =k + 1 igin F;, | Fpges1) oldugunu gosterelim.

Bunun i¢in Ozdeslik 2 kullanilirsa

Fm(k+1) = Frk-1Fn + Fmk P



elde edilir. Bu esitlikte F, | F, ve kabulden F, | Frp oldugundan Fy, | Fpyke1)

bulunur. Sonug olarak bu ifadenin n > 1 olmak iizere tim tam sayilar i¢in gegerli

oldugu goriiliir. O

Sonug 3.1. Indisi m nin kat1 olan her Fibonacci sayis1 F,, ile boliinebilir. [1]

Teorem 3.2. F, | F,, ise m | ndir. [1]

Ispat: E, | E, olsun. m = n —m > 1 olmak iizere Ozdeslik 2 kullanilirsa
E, = Fm+(n—m) = Fp_1Boom + FnFnoms

elde edilir. Bu esitlikte F,, | F,,, ve kabulden E,, | F, oldugundan F,, | Fp,,_1F,_., €lde
edilir. (F,, Fn_1) =1 olmasi nedeniyle F, |F,_, olur. Benzer seckilde

m >n— 2m = 1 i¢in Ozdeslik 2 kullanilirsa

Foom = m+(n-2m) = Fn-1Fnom + FnFun_amaq

elde edilir ve E, | F,_,, Ve E, | E, oldugundan F,, | F,,_,,, olur. Bu sekilde devam
edilirse F,, | F_gqm bulunur. Boélme algoritmasindan 0 <t <m olmak iizere
n=qm+t icin n—qm=t ve F,|F,_q, ifadesinden E,|F, olur. Burada

0 < t < m oldugundan t = 0 olmalidir. Boylece n = qm olur ve m | n bulunur. o

Sonug 3.2. Teorem 3.1 ve Teorem 3.2 den E,, | F,, olmasi igin gerek ve yeter sart m | n

olmasidir. [1]

Ornek 3.1. k > 3 oldugunda F, nin baska bir F, ya boliinebilir olma olasiligini
bulalim. [1]



Coziim: Sonug 3.1 ile F; | F3,, olur. Yani indisi ti¢iin kat1 olan her Fibonacci sayis1 2
ile boliinebilir. Bu durumda F, nin F; = 2 ile boliinebilme olasiligr 1/3 ve F, nin
F, = 3 ile boliinebilme olasiligi 1/4 olur. F, nin F, = 3 ile boliinebilme ve F3; = 2 ile
boliinememe olasihigr 1/4 - 2/3 = 2/(3 - 4) bulunur. F, nin F5 = 5 ile boliinebilme
ve 2 ya da 3 ile bolinememe olasiligi 1/5-2/3-3/4=2/(4-5) olur. 3<j<k
iken F, nin Fj ile boliinebilme ve F; ile boliinememe olasiligi genellenirse

2/[(k — 1)k] olur. k = 3 iken F, nin F, ile boliinebilme olasiliklarinin toplami

k-1 k-1

Z 2 —> (1 1)

i=2l(l+1) L\ i+1
_2(1 1>_k—2
"\ kK k

elde edilir ve bu toplam k — oo iken 1 e yaklagr.

Lemma 3.1. (F,,—1, F,) = 1 dir. [1]

Ispat: d € Z*" i¢ind = (Fgn-1, F) olsun. Béylece d | Fgr—q Ve d | F, olur. Buradan
d | F, ve Teorem 3.1 den F, | F,;,, oldugundan d | F,;,, bulunur. Sonug olarak d | Fg,_1,
d|Fg, ve (Fqn—qun) =1 oldugundan d | (Fqn_l,Fqn) =1 olmahdir. Yani
(Fgn-1,F) =d = 1dir. o

Lemma 3.2. m = gqn + t olmak tizere (Fy,, F,) = (F,, F;) dir. [1]

Ispat: (B, ) = (Fynier Br) = Fqne1Fe + FyuFri1, ) (Ozdeslik 2 ile)
= (Fgn-1Fe, F) (Lemma 3.1 ile)

= (Ft'Fn)' O

Teorem 3.3. (F, ;) = Fimpy dir. [1]



Ispat: Oklid bolme algoritmasindan, m > n ve “m” béliinen, “n” bélen olsun.

m sayisi n sayisi ile boliinerek

m = qon + ty, 0<t;<n

n=q1t1+t2, 0St2<t1

t1 = qat; t 3, 0<t3<t;
th-2 = qn-1tp—1 + ty, 0<t, <ty

th-1 = qnty + 0

olur ve Lemma 3.2 den (B, E,) = (Fy, Fy,) = (Fy,, Fr,) = -+ = (Fy,,_,, Fr,) yazilir.
Aynica t,|t,—; oldugundan Teorem 3.1 den F, |F, , olur. Boylece
(P, ., F;,) = F;, olur ve (F,F,) = (F,_,,F;) oldugundan (F,,F,) =F, elde
edilir. Son olarak Oklid bdlme algoritmast ile (m,n) =t, oldugundan

(Fn, Ey) = Fanny bulunur. o

Sonug 3.3. m ile n aralarinda asal say1 ise F,, ile E, Fibonacci sayilar1 da aralarinda
asal say1 olur. [1]

Ispat: (m,n) =1 ise Teorem 3.3 den (Fp, F,) = Fanyy = F, =1 olur. Yani
(F,, F) = 1dir.o

Sonug 3.4. (m,n) = 1ise F,E, | By dir. [1]

Ispat: (m,n) =1 olsun. Teorem 3.1 den E,|E,, ve E,|E,, oldugundan

[En, E] | Epn Olur. Sonug 3.3 den (F,, F,) = 1 oldugundan [F,,, E,] = E,F, bulunur
ve [E,, F,] | Epn oldugundan F, F, | Ey, elde edilir. O

Sonug 3.5. F,, | F,, ise m | n dir. [1]



Alternatif Ispat: E,, | F, olsun. Bu durumda (F,, E,) = E,, olur. Teorem 3.3 den
(Fn, Fo) = Fanny = Ey elde edilir. Boylece Fiy ) = F, ifadesinden (m,n) = m olur

ve m | n bulunur. o

Sonug 3.6. Sonsuz ¢oklukta asal say1 vardir. [1]

Ispat: Sonlu coklukta p;,p,,..,pr olacak sekilde k tane asal say1 oldugunu
varsayalim. Bu asal sayilarnt F, o Fpys i By seklindeki Fibonacci sayilar1 ile
eslestirelim. Asal sayilar py,p,, ..., pr aralarinda asal oldugundan Sonug¢ 3.3 den
Fibonacci sayilarinin herhangi ikisi de aralarinda asal say1 olur. Bu durumda k tane
Fibonacci sayisi arasindan her birinin diger (k — 1) tane Fibonacci sayisiyla aralarinda
asal oldugu goriiliir. Boylece herhangi ikisinin ortak ¢arpani yoktur. Bu durumda her
birinin tek asal ¢arpani olmalidir. Ama F;9 = 4181 = 37 - 113 sayisinin tek carpani
olmadigindan bir ¢eliski ortaya ¢ikmaktadir. Bu ¢eliskinin sebebi basta kabul ettigimiz

asal sayilarin sonlu ¢coklukta olmasidir. Yani asal sayilar sonsuz ¢okluktadir. o

Teorem 3.4. (Weinstein, 1966) Bir S kiimesi alalim ve F;, F,, ..., F,, Fibonacci
sayilar1 arasindan segtigimiz (n + 1) tane eleman ile S kiimesini olusturalim. Bu
durumda S kiimesinin ig¢inde biri digerini bolen iki eleman vardir. [6]

Ispat: 1 < a; <2n,1<i<n+1 olmak iizere S = {Fal,Faz, O D O } kiimesi

n+1

olugturalim. Erd6s Teoremi ile A = {ay, ay, ..., Ay, any1} € {1, 2, ..., 2n} olmak tizere
a; | a; olacak sekilde a; ve a; gibi iki eleman igerir. Boylece a; | a; oldugundan
(al-, aj) = a; ve Teorem 3.3 ile (Fai,Fa].) = Fa;q)) = Fa olur. Sonug olarak Fy, | Fy,

bulunur. o

Teorem 3.5. m > 2 iken 2m | n olmasi igin gerek ve yeter sart L, | F, olmasidir. [1]
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Ispat: m > 2 ve 2m | n olsun. Bu durumda 2m | n oldugundan Teorem 3.1 den

Fym | E, oOlur ve Fy,, = F,, Ly, 0zdesliginden L,, | F5p, oldugundan L,, | E, bulunur. o

Herhangi iki dogal say1r arasinda belli bir oran varsa bunlarin Ebob ve Ekoklari
arasinda iliski vardir. Cross ve Renzi, a:b = 2:3 ise [a,b] — (a,b) =a+ b ve
a:b =3:5ise [a,b] + (a,b) = 2(a + b) oldugunu ispatladi. [8]

Buna gore a:b = E,: F,y; Yadaa: b = Ly: L, 41 oldugunda [a, b], (a,b) ve (a + b)

arasindaki iliski Teorem 3.6 ve Teorem 3.7 de incelenecektir.

Teorem 3.6. (Freeman, 1967) a, b, c ve d > 0 olmak iizere

l.a:b =FE;:Fy,,ven = 2icin (a + b)F,,_; = [a,b] + (—1)"(a, b) dur.
2.a:b=c:d ve (c,d)=1ven=>3i¢in (a+b)F,_; =[a,b]l+ (—=1)"(a,b) ise
c:d oranmnin ¢ozlimlerinin sayisi F,F,_,nin pozitif carpanlarinin sayisinin yarisi

kadardir ve c: d oranlarindan birisi de F,: F,, 4 dir. [7]

Ispat: a, b, c ve d > 0 olmak iizere
1. a:b = E;: F,.4; olsun. (E,, F,41) = 1 oldugundan baz1 k € Z* i¢in a = E,k ve
b = F, 1k olmak iizere (a, b) = k ve [a, b] = F,F,,;1k olur. Boylece
(a+b) = Bk + Fyyik = k(B + Fyq)
(@+Db)Fn_1 = k(Fy + Fpy1)Fna
= kFny2(Foy1 — o) = Fug1Fagok — ByFnyok
= Fpp1(Fy + Foy)k — ByFpgok
= Fppibnk + Fr%+1k — FyFniz2k
= Fp1 Bk + k[F2 — E,Fpi2)] (Cassini 6zdesligi ile)
= FppaFok + k[—(=1)™"]

= [a,b] + (@, b)(—1)™ dir. o
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2. a:b =c:d ve (¢,d) = 1 olsun ve baz1 k € Z* i¢in a = ck, b = dk olmak lizere
(a,b) = k ve [a, b] = cdk olur ve Teorem 3.6 nin birinci kismindan
(@a+b)Fy_1 =[a,b]+ (-1)"(a,b)
(ck + dk)F,_; = cdk + (=1)"™k

¢ (Fpoq-d) = (D" —dF,_4

_ dFy 1 — (_1)n

- d— Frq

_ Py = By 4 By — (-1
‘" d— Fn—l

—F Fi_,— (1"
c= n-1 d _ Fn_l

elde edilir ve Cassini 6zdesligi ile F,,_,F, = F?_, — (—1)™ oldugundan

Fn—ZFn

= B+
cC n—-1 d_Fn_1

(3.1)

olur. Eger 0 < d < F,_;olursa ¢ < 0 olur ve bu durum ¢ > 0 olmasi ile gelisir.
Boylece d > F,,_; olur ve ¢ bir tam say1 oldugundan (d — F,,_;) | (F,_2 F,) olur.
Boylece Esitlik 3.1 den F,,_, F, nin her pozitif ¢arpani i¢in ¢ nin bir degeri bulunur ve
c: d oranmin bir ¢6ziimii ¢ = A, d = B i¢in ¢ = B, d = A oldugundan c: d oraninin

farkli degerlerinin sayis1, F,,_,F, nin pozitif ¢arpanlarin sayisinin yarisina esittir.

Ozel olarak Esitlik 3.1 de d = F,,,, alalim.

Fn—ZFn
E,

C=Fn_1+
c=F1tF =k

elde edilirve c: d = E,: F,, 1 orani bulunur. Boylece Teorem 3.6 daki ikinci onermenin

0zel halinin birinci 6nerme oldugu goriiliir. o

12



Ornek 3.2.
l.a:b=FEF;:F,;;,n=91ise a:b = Fy: F;, = 34: 55 bulunur. Boylece a = 34k ve
b =55k, k = 7 i¢in a = 238, b = 385 alinirsa

[a,b] + (=1)%(a,b) = 13090 — 7

= 13083 = (238 + 385) - 21 = (a + b)F; dir.

2. [a,b] + (—1)°(a, b) = (a + b)Fg oldugundan ve Esitlik 3.1 de n = 9 alinirsa

FoF;
—F +
C 8 d_F8
g 313 aa2
€= d—21 d—21

olur. Boylece 442 = 2 - 13 - 17 olarak asal ¢arpanlarina ayrilirsa 1, 2, 13, 17, 26, 34,
221 ve 442 olmak iizere sekiz tane pozitif ¢carpana sahiptir. Bu durumda (d — 21)
ifadesi 1, 2, 13, 17, 26, 34, 221 ve 442 degerlerini aldigindan d sayis1 22, 23, 34,
38,47, 55, 242 ve 463 olmak lizere sekiz tane pozitif degere sahip olur. Sonug olarak
c:d nin degerleri, 463:22, 242:23, 55:34, 47:38, 38:47, 34:55, 23:242 ve
22:463 dir. Dikkat edilirse pay ve paydalar yer degistirmistir. Bu durumda c: d nin
pay1 paydasindan kiigiik olan dort farkli degeri 38: 47, 34: 55, 23: 242 ve 22: 463 diir.
Ayrica c: d oranlarindan birisi de F,: F 1 = Fy: Fig = 34: 55 oldugu goriiliir.

Lemma 33 n 2 2 lg:ln FZn—l = Fn+1Ln+2 —_ LTLLTL+1 dll’ [1]

Lemma 34 an_l = FTlFTl+1 - Fn—ZFn—l dir [1]

Teorem 3.7. (Freeman, 1967)
l.a:b = Ly: L,y alindigindan > 2 igin (a + b)F,41 = [a,b] + (a,b)Fyp_q,
2.a:b = F,_,:F,_; alindigindan = 3 i¢in (a + b)F,.1 = [a, b] + (a, b)F,,,_4 dir.

3.a:b=c:dve(c,d) =1alindiginda ve n > 2 igin

13



(a+ b)Fpyq = [a,b] + (a,b)Fyp_, ise c:d oranlan F?,, — F,,_, in pozitif
carpanlari ile belirlenir. Bunlardan biri L,,: L, dir. Ayrica n = 3 igin F,,_,: F,,_; de

bir ¢oziimdiir. [7]

Ispat:
1. a:b = L,: L,4q olsun. (L, Ly+1) = 1 oldugundan bazi k € Z* i¢in a = L,k ve
b = L,k olmak tizere (a,b) = k ve [a,b] = L,L 1k olur.
(a+b) = Lpk + Lpy1k = k(Ly + Lyyq)
(@a+b)Fpy1 =k(Ly + Lyy1)Fns
=kLyi2Fnq (Lemma 3.3 ile)
= (Fzn-1 + LyLny1)k

= [a,b] + (a,b)F,_1. O

2. a:b=F,_5:F,_; olsun. (F,_5 F,—1) =1 oldugundan bazi k € Z* igin
a = F,_,k ve b = F,,_1k olmak iizere (a,b) = k ve [a,b] = F,_1F,_,k olur.
(a+Db) =Fy 2k +Fy 1k =k(Fyp + Fyq)
(a+ b)F,41 = kFFryq (Lemma 3.4 ile)
= (Fan-1 + Fu2Fn-1)k

= [a,b] + (a,b)Fy,_1. O

3. a:b =c:d ve (¢,d) =1 alindiginda bazi k € Z* i¢in a = ck ve b = dk olmak
tizere (a,b) = k ve [a, b] = cdk olur ve Teorem 3.7 deki birinci kisimdan
(a+b)Fni1 = [a,b] + (a,b)Fap-1
(ck + dk)F,41 = cdk + kF,,_4

:an+1_Fr%+1_F2n—1+F1$+1
d = Fnyq

_ Fn+1(d - Fn+1) Fr%+1 - FZn—l
d—Fuy d— Fny1
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2
Fn+1 - FZn—l

(3.2)
d-— Fn+1

c=Fy +

elde edilir. ¢ ve d pozitif tam say1 olmak iizere F2,; — F,,_; in pozitif carpanlar c: d

oranini gosterir.

Ozel olarak Esitlik 3.2 de d = L,,;; alinirsa ve Lemma 3.3 kullanilirsa

F1%+1 - (Fn+1Ln+2 - Ln Ln+1)

Ln+1 - Fn+1

c=Fpy +

Fn+1Ln+1 - Fr%+1 + Fr%+1 - Fn+1Ln+2 + LnLn+1

Ln+1 - Fn+1

Fn+1(Ln+1 i Ln+2) + LnLn+1

Ln+1 - Fn+1

_Fn+1Ln + LnLn+1

c =
Ln+1 - Fn+1

_ Ln(_Fn+1 + Ln+1) _
c= =L,

Ln+1 r Fn+1

olur ve c:d = L,: L, orani yine elde edilmis olur. Yani bu oranin bir ¢dziimii de
Ly 411 Ly, dir. Boylece Teorem 3.7 deki tiglincii 6nermenin 6zel halinin birinci 6nerme

oldugu gortiliir.

Teorem 3.6 dan farkli olarak d > F,,;i¢in Teorem 3.7 ile tiim ¢oziimler elde

edilemez.

Esitlik 3.2 de d = F,,_; alalim.

2
Fn+1 - FZn—l

c=F +
el Fn—l_Fn+1

Fn+1Fn—1 - F7%+1 + Fr%+1 - FZn—l

Fn—l - Fn+1

Lemma 3.4 kullanilirsa
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_ Fry1Fn-1 — (FyFnyq — Fn—ZFn—l)

Fn—l - Fn+1

Fn+1Fn—1 - FnFn+1 + Fn—an—l
_Fn

_ Fn+1(Fn—1 - Fn) + Fn—ZFn—l
E,

_Fn+1Fn—2 + Fn—ZFn—l
E,

c=-
Foy1Fn_2 — Fy_2Fn4
Fy

Fn—Z(Fn+1 - Fn—l) - Fn—ZFn =

olur ve c:d = F,,_,: F,,_; oram yine elde edilmis olur. Boylece Teorem 3.7 deki
ticiincli dnermenin 6zel halinin ikinci 6nerme oldugu goriiliir. Kisaca ii¢lincli onerme

kullanilarak birinci ve ikinci onermeler elde edilebilir. o

Ornek 3.3.n = 8 alalm. F,.,; = Fy = 34 ve F,,_; = F;s = 610 olur.
l.a:b=Ly:LyyqiSe Lg: Lo = 47:76 dir. Boylece a = 47k ve b = 76k, k = 5 igin
a = 235 ve b = 380 alinirsa

[a, b] + (a,b)F,,_, = [235,380] + (235,380) - 610 = 17860 + 5 - 610

= 20910 = (235 + 380) - 34 = (a + b)F,, dir.

2. a:b=F,_,:F, 1 = Fs:F, = 8:13 diir. Boylece a =8k ve b =13k, k=12

icina = 96 ve b = 156 alinirsa

[a,b] + (@ b)Fyn_y = [96,156] + 12 - 610

= 8568 = (96 + 156) - 34 = (a + b)F,,, dir.

3. a:b =180:204 = 15:17 oldugundan c:d = 15:17 ve (¢,d) = 1 i¢in Esitlik 3.2

den
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_p BoFs_ 34610 0 546
C=NT TR T d—34 d— 34

olur. 546 = 2 -3 - 7 - 13 olarak asal garpanlarina ayrildiginda 1, 2, 3, 6, 7, 13, 14,
21, 26, 39, 42, 78, 91, 182, 273 ve 546 olmak lizere on alt1 tane pozitif carpana
sahiptir. (d — 34) ifadesinden d sayis1 35, 36, 37, 40, 41, 47, 48, 55, 60, 73, 76,
112, 125, 216, 307 ve 580 olmak iizere on alt1 tane pozitif degere sahiptir. Sonug
olarak c: d nin degerleri 35: 580, 36:307, 37:216, 40: 125, 41:112, 47: 76, 48: 73,
55:60, 60:55, 73:48, 76:47, 112:41, 125:40, 216:37, 307:36 ve 580: 35 dir.
Ama on alt1 tane oran i¢inde sekiz farkli oran vardir ve (c¢,d) = 1 oldugundan bu
oranlar 7:116, 8:25, 11:12, 36:307, 37:216, 41:112, 47:76 ve 48:73 diir.
Buldugumuz bu oranlar arasinda Lg: Ly = 47:76 vardir. Ama Fg: F, = 8:13 oranm
yoktur. Yani bu oran da ¢ozlime dahil edilmelidir. Ciinkii d > F,, 4 i¢in Teorem 3.6

nin aksine Teorem 3.7 ile tim ¢oziimler elde edilmez.
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4. m MODULUNE GORE FiBONACCI DiZiLERI

Bu boliim Fibonacci sayilarinin ve genellestirilmis Fibonacci sayilarinin m modiiliine
gore indirgenmis dizisinin periyot uzunlugu ve bunlar arasindaki iligki ile ilgilidir. Bu
nedenle oOncelikle baslangi¢ degerlerinin ve modiiliin bir fonksiyonu olan periyot

uzunlugu ile ilgili birka¢ 6zellik verilecektir.

Genellestirilmis Fibonacci dizisinin m modiiliine gore negatif olmayan en kiigiik
kalanlarinin olusturdugu tekrar eden dizisinin periyot uzunlugunu u = u(m) ile
gosterelim. F, dizisinin m modiiliine gore periyot uzunlugunu da a, b ve m ye bagh

olan u den farkli, § = §(m) ile gosterelim.

Ayrica p asal sayr olmak iizere a, b ve m keyfi tam say1 olabilir. Bu sekilde

genellemeyi bozmaksizin (a, b, m) = 1 oldugunu kabul edelim.

Ornek 4.1. Fibonacci dizisinin 7 modiiliine gore kalanlarmin dizisi
0,1,12,3,51,6,0,6,6,5,4,2,6,1,0,1,1, 2, ...

olmak tizere bu dizinin periyodu §(7) = 16 olur. Bu kalan dizisinde Fg = 0 (mod 7)
oldugundan periyottaki 16 terim, her biri 8 terimden olusan iki kiimeden olusur ve 16
terimin ikinci yarimindaki 8 terim, birinci yarimindaki 8 terimin (—1) kat1 olmaktadir.

Bu iliski daha sonraki boliimlerde ele alinacaktir.

Teorem4.1. m > 2 olmak iizere G,, dizisi m modiiliine gore basit bir periyodik dizidir.

[2]

Ispat: m modiiliine gore (G, Gn1) sirali tam say1 ¢ifti en fazla m? tane farkli deger
alir. Bu durumda m modiiliine gore (m?+ 1) tane Ggy, Gy, ..., G244 sayilar ile
olusturulan siral1 ardisik ¢iftlerden biri, m? tane farkli durumdan birine denk olmalidir.

Boylece (G¢, Giy1) ile (G, Ggyq) giftleri m modiiliine gore denk alinirsa
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Giyq = Ggyq (mod m) ve G, = G, (mod m)
yazilir. Genellestirilmis Fibonacci dizisinin rekiirans bagintisindan
Gy + G4 = Gy + Gg_q (mod m)

olur ve G; = G5 (mod m) oldugundan G;_; = Gs_; (mod m) elde edilir. Benzer
sekilde devam edilirse G;y1 = G541 (Mmodm), Gy =G (modm), G4 =
Gs_1 (mod m),..., Gi_s41 =G, (modm) ve Gi_s = Gy (modm) elde edilir.
Boylece baslangi¢ kosullart elde edildiginden dizinin tekrar ettigi goriliir ve basit

periyodik dizi olur. o
Sonug 4.1. Fs = 0 (mod m) dir. [2]

Teorem 4.2. p asal ve m asal ¢arpanlarina ayrilirsa

S
m= | | p;“t
i=1

seklinde yazilir. Ayrica G, dizisinin p;¢ modiiliine gore periyot uzunlugunu g; ile
gosterelim. Bu durumda biitiin i degerleri i¢in p; periyotlarinin en kiigiik ortak kati u

periyodunu verir. Yani i = 1, 2, ..., s olmak tizere u = [uq, Uy, ..., Us] dur. [2]

Ispat: “u;, G, dizisinin p;® modiiliine gore periyot uzunlugudur” ifadesi G,, dizisinin
p;®t modiiliine gore cy; uzunlugunda da tekrar edecegi anlamina gelir. Ayrica “u, G,
dizisinin m modiiliine gére periyot uzunlugudur” ifadesi G,, dizisinin biitiin i degerleri
igin p;¢ modiiliine gore pu teriminden sonra da tekrar edecegi anlamina gelir. Bu
durumda i nin biitin degerleri i¢in u, cy; formunda olmaktadir ve u periyot

oldugundan her i = 1,2, ..., s i¢in u = [uq, U3, ..., 45| olmas1 gerekir. O
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Not: Teorem 4.2 den m = p® formunda yazilabilir. F, ile G, arasindaki iliski
G, = bE, + aF,_; oldugundan G,, dizisi de m modiiliine gére & terimden sonra tekrar

eder. Ayrica G, dizisinin m modiiliine gore periyodu u oldugundan u | § olur. [2]

Teorem 4.3. F, = 0 (mod m) olmak {iizere bunu saglayan Fibonacci sayilarinin
indisleri basit aritmetik formdadir. Yani n € N ve F, = 0 (mod m) olmak {izere

x =0,1,2,...vebelli bir « = a(m) pozitif tam sayisi i¢in n = xa formundadir. [2]

Ispat: i > j olmak iizere Ozdeslik 2 kullamilirsa F;, ; = F;_; F; + F;Fj,, olur ve burada
F; = 0 (mod m) ve F; =0 (mod m) alnirsa Fy,; = 0 (mod m) bulunur. Ayrica
Ozdeslik 2 den F; =F;_jy4; = Fi_j_1F; + F;,_;F;1; olur ve F; =0 (modm),
F; = 0 (mod m) almirsa F;_;Fj,; = 0 (mod m) bulunur. Burada (F;, Fj,,) = 1 ve
F; = 0 (mod m) oldugundan Fj.; # 0 (mod m) olur. Boylece F;_; = 0 (mod m)
elde edilir. Bu durumda F; = 0 (mod m), F; = 0 (mod m), F;,; = 0 (mod m) ve
F;_; = 0 (mod m) olmak iizere indisler 0,j,...,i —j,i,i +j,... seklinde siralanirsa
aritmetik formda olur. Bu nedenle E, = 0 (imod m) denkligini saglayan terimlerin
negatif olmayan indisleri x = 0,1, 2, ... i¢in n = xa formundadir ve Sonug 4.1 den

F, = 0 (mod m) denkliginin sadece F, iken olmadig1 goriilmektedir. O

Uyari 4.1. Fs = 0 (mod m) oldugundan § = xa formunda olur ve a | § bulunur. [2]

Teorem 4.4. m > 2 ise § gift sayidir. [2]

Ispat: E, dizisinin m > 2 icin m modiiliine gore periyodu § = 2x + 1 seklinde tek
say1 olsun. Periyot olmasindan F5 = 0 (mod m) ve Fs,, = 1 (mod m) olmak iizere

E, dizisi m modiiliine gore
—F5 =0 = F, (mod m),

Fs,q = Fs_1 + Fs rekiiransindan
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Fs_1 =1 =F,; (mod m),

Fs = Fs_, + Fs_; rekiransindan —Fs_, = —Fs+ Fs_; bulunur ve burada

—Fs = F, (mod m) ve Fs_; = F; (mod m) oldugundan

_Fé‘_z = _F6 + F6—1 = FO + F1 == FZ (mOd m),

(D" Fs_y = ()" Fs_ppn + (=1 Fs_t41 = F_y + F;_4 = F; (mod m),

seklinde devam eder. (—1)'"1Fs5_, = F, (mod m) denkliginde & = 2x + 1,

t =x — 1 alinirsa
(—1)*2F,,, = F,_; (mod m) 4.1)
bulunur. (—1)*"1Fs_, = F, (mod m) denkliginde § = 2x + 1, t = x alinirsa
(—=1D)*'F,;, = E, (mod m) 4.2)

bulunur. Denklik 4.2 de «xgift alimirsa —F,;q =FE, (modm) olur ve
Fy., = 0 (mod m) elde edilir. Denklik 4.1 de x ¢ift alinirsa Fy,, = F,_; (mod m)
elde edilir. Boylece F,_; = 0 (mod m) elde edilir. Denklik 4.2 de x tek alinirsa
Fy+1 = F, (mod m) olur ve F,,; = F, + F,_; oldugundan F,_; = 0 (mod m) elde
edilir. Boylece x ¢ift veya tek say1 olsun her durumda F,,_; = 0 (mod m) oldugundan
ve Teorem 4.3 den x — 1 = xa formunda olur. Yani a | (x — 1) olup a | (2x — 2)
bulunur. Ayrica a |8 oldugundan «a|(2x+ 1) olur. Bu durumda
a|[(2x + 1) — (2x — 2)] oldugundan « | 3 elde edilir. Yani « = 3 ve Teorem 4.3
den F, = F; = 2 = 0 (mod m) olur. Bunun i¢in m = 2 olmalidir. Bu durum m > 2

olmasi ile ¢elistiginden & sayisi tek degil ¢ift say1 olmalidir. o

Teorem 45. p asal sayi, 6§(p?) #6(p) ise 8(p°) =p° 16(p) olur. Ayrica
5(p’) # 6(p) esitligini saglayan en bilyiik tam sayr f ise e > f igin
§(®) = p*~/8(p) dir. [2]
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Ispat: Oncelikle x2 = x + 1 denkleminin kokleri A ve B olmak iizere A™ ve B" i¢gin
E, ve L, dizilerinin E, = (A™ — B™)/\/5 ve L, = A™ + B™ binet formiilleri taraf tarafa
toplanirsa A" = (V5F, + L,)/2 ve bu formiller taraf tarafa gikarilirsa
B" = (—/5F, + L,)/2  olur.  E, = (A" —B%)/\5  olmak iizere
A" = (/SE, + L,))/2 ve B® = (—/5E, + L,)/2 yerine yazilirsa

Fan = |(V5E, + L) 27% = (=V5E, + Ly) 27¢| /5
elde edilir. Binom Teoreminden
27 [ a

Fun = | 2, () (ER) 1577 = > () (+VBR) 13

j:O ]=O

=7 [2 2 () 05 i

j tek

=27 ) () sURIL ®3)
j tek

bulunur. Ayrica
a
E,, = 2'"°F, laL?l‘l + F? <(3) 51873 4 .. )l

ve ((§)5 1% + ) = K tam say iin
Fon = 2'7°F,(KE? + al§™) 44

bulunur.  Benzer sekilde  F,,.q = (A% — Ba*1)/3/5  olmak  iizere

A" = (\/SE, + L,))/2 ve B™ = (—/5E, + L,)/2 yerine yazilirsa
Fopyy = [(\/an +L,) 2794 — (—V5E, + Ln)“z—aB] N5
elde edilir. Binom Teoreminden
274 S a J a-j S a J a-j
Fopeg = — AZ ( ) (V5E,) Ly — B Z ( ) (—V5E,) L,
V5 | &\ =

j=0
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a
a\ . - [1++5 1-+/5
Famss = 571/2270 Z(j)SJ/ZF,{L%’[T—(—l)J . H
j=0

bulunur. Ayrica

Fans1 =27¢ [L% +aR, Lt + B ((;‘)SL‘::Z ok ()50 D/2ge-2 [V

o)

Ve (4)5LL2 + o+ (2)5@- /a2 [L

S~ (—1)“%?] = M bir tam say1 olmak

uzere
Fons1 = 27%(ME? + aE, L% + L9) (4.5)

bulunur. p # 2 ve asal say1 olmak tizere Teorem 4.5 in birinci kisminin ispati igin
timevarim kullanilirsa ilk kissm e =1 igin dogru olur ve e=e i¢in
5(p) = p®16(p) oldugunu kabul edelim. Son olarak e=e+1 igin
§(p®*t1) = p°5(p) oldugunu gosterelim.

Bunun i¢in 6ncelikle Ozdeslik 3 den yararlanarak (L,, F,) = 1 veya 2 olur. Ayrica
E, = 0 (mod p®) ve E, £ 0 (mod p®*1) denkliklerini saglayan ilk terim F, ise bu
durumda F,, = 0 (mod p¢**) ve F,, % 0 (mod p°*?) denkliklerini saglayan ilk
terimin F,, oldugunu gosterelim. F, = 0 (mod p®) ve F, # 0 (mod p***) olsun.

Denklik 4.4 de a = p alinirsa

Fyn = 2VPE,(KF?2 + pIh )

olur. Burada F, = 0 (mod p®) ve (L, F,) =1 veya 2 oldugundan F,, = p¢*'X,
X € Z* seklinde yazilabilir. Boylece F,, = 0 (mod p®*1) bulunur. Ayrica bu esitlikte
F, # 0 (mod p*"), (L,, F,) = 1 veya 2 oldugundan F,,, # 0 (mod p®*?) olur. Son
olarak ilk terim F, = 0 (mod p®) oldugundan Teorem 4.3 den x =0,1,2, ... igin
Fix =0(modp®) ve ilk terim  E,, =0 (modp®*')  oldugundan
E

nx = 0 (mod pe*1) olur. Boylece Fppyiq =1 (mod p®*') alimirsa  periyot

olmasindan
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S(pe*tt) = pnx (4.6)
olur. Denklik 4.5 de a = p ve n = nx alinirsa
Foncs1 = 27P(MEG, + pEyLiy + L7,) (mod p*™™)
olur ve F,, = 0 (mod p®) oldugundan
Fonxs1 = 27PLyy = (Lny/2)P (mod p**')
olur ve Fyy41 = 1 (mod p®*') oldugundan (L,,/2)? = 1 (mod p¢*),
Ly = 2 (mod p®)

bulunur. Ozdeslik 3 den Ly, = Fpy_q + Fpyesq esitliginde Fpy—q = Fpyi1 — Fox

alinirsa Ly, = Fyypq — Fux + Fpxs1 Olur ve F,,, = 0 (mod p®) oldugundan
LTLX = 2FTLX+1 (mOd pe)

olur. Burada  L,, = 2 (mod p®) oldugundan 2 = 2F,,,; (mod p®) ve
Frxs1 = 1 (mod p®) elde edilir. Boylece F,,, = 0 (mod p®) Ve Fxyq1 = 1 (mod p®)

olmak {izere periyot olmasindan
6(p®) = nx 4.7)

olur. Sonug olarak Denklik 4.6 ve 4.7 den §(p®*1) = p6(p®) elde edilir. Ayrica
5(p®) = p® 16(p) kabuliinden

S =p-pe16(p) = p°s(p)

bulunur. o

Benzer sekilde p =2 igin de Ozdeslik 4 ve Ozdeslik 2 den elde edilen
Fo = E(Fp_y + Fpy1) Ve Fppoy =F2,+E?  formilleri  kullanilarak

5(2°) = 2¢718(2) oldugu tiimevarim ile ispatlanir. [2]
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1
Lemma 4.1. p tek asal, (m/p) Legendre sembolii ve mz?™Y = (m/p) (mod p)
olmak iizere (m,p) = 1 ise (m/p) = *1, aksi taktirde (m/p) = 0 dir. [5]

Lemma 4.2. Fermat Teoremi, p asal ve (m,p) = 1 i¢cin mP~1 = 1 (mod p) dir. [5]
Teorem4.6.pasalvem =p = 10x + 1ise 6(p) | (p — 1) dir. [2]
Not: Ayricap asal, p =5k + 1ise (5/p) =1vep =5k + 2ise (5/p) = —1dir. [3]

Teorem4.7.pasalvem =p = 10x + 3 ise 6(p) | (2p + 2) dir. [2]

Ispat: 5sayisi, p = 10x + 3 formundaki asallar igin kuadratik bir kalan degildir.
Lemma 4.1 den 5=V/2 = (5/p) (mod p) ve (5,p) = 1 oldugundan (5/p) = +1
olur. Ayrica p = 10x £ 3 = 5k £ 2 oldugundan (5/p) = —1 bulunur. Boylece
p = 10x + 3i¢in 5P~Y/2 = —1 (mod p) olur. Esitlik 4.3 den = 1 ve a = n almirsa

n

E, =21 Z (n) 50-1)/2
]

j tek
E, =2t [(Tll) +5 (;L) + 52 (:) + o+ 5("D/2 (Z)] (4.8)

elde edilir. Bu esitlikte n = p alinrsave 0 < s < p igin p | (’;) oldugundan
[P 4 p - p - -
=21-»p 2 (r-1)/2 = 21-p5(-1)/2
E,=2 [(1)+5(3)+5 (5)+ +5 (p)]_Z 5 (mod p)

olur ve 5=Y/2 = —1 (mod p) oldugundan E, = —2'"P (mod p) bulunur. Ayrica
Lemma 4.2 den p=10x+3 tek asal ve (m=2,p)=1 olmak iizere
2P~1 = 1 (mod p) oldugundan F, = —1 (mod p) elde edilir.

Esitlik 4.8 den = p + 1 alinirsa
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1 3 5

+1 +1
Fpp1 =277 [(p 1 ) + 5®-1/2 (p ) )] (mod p)

+1 +1 +1 +1
Fp+1=2_p[(p )+5(p )+52(p )+---+5<P-1)/2<pp )] (mod p)

olur ve 5°=Y/2 = —1 (mod p) oldugundan

e[ 7) (1)

bulunur ve F,.; =0 (modp) elde edilir. Son olarak F,,; =F, + Fpyq,
E, = —1 (mod p) ve F, ., = 0 (mod p) oldugundan
F,i2 = —1 = —F; (mod p),
Fpi3 = Fpiq + Fpyz, Fpyqg = 0 (mod p) Ve Fpyp = —1 = —F; (mod p) oldugundan
Fp+3 = —F; = —F, (mod p),
Fops1 = Fipr1yap = Fpr2Fy + Fpp1Fp1, B, = —1(mod p) ve F,.q =0 (mod p)
oldugundan F,, 4 = —Fp,, (mod p) olurve F,,, = —F; (mod p) oldugundan
Fypt1 = Fy = 1 (mod p),
Fopiz2 = Fp+)+@+1) = Fp+2Fp+1 + Fp1Fy, Fpir = 0 (mod p) oldugundan

Fp42 =0 = Fy (mod p)

olur. Boylece F, dizisi m modiiliine gore basa doner ve dizinin (2p + 2) terimde tekrar

ettigi gorilir. Sonug olarak §(p) | (2p + 2) bulunur. o

Sonug 4.2. p asal ve p = 10x + 3 ise 6(p) = 0 (mod 4) dir. [2]
Ispat: p asal ve p = 10x + 3 ise §(p) Z 0 (mod 4) olsun. Bu durumda Teorem 4.4

den §(p), m = 4 > 2 igin ¢ift oldugundan 2 nin tek kat1 olur ve Teorem 4.7 den
6(p) | (p + 1) olur. Yani E, dizisi m modiiliine gore (p + 1) terimden sonra da tekrar
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eder. Boylece Fp.q = 0 (mod p) oldugundan F, =1 (mod p) bulunur. Ancak bu
durum Teorem 4.7 nin ispatinda bulunan F, = —1 (mod p) ile gelisir. Boylece

6(p) = 0 (mod 4) olmalhdir. o

G, icin periyot uzunlugu olan u niin en ilging oOzelliklerinden biri baslangic
degerlerinden genellikle bagimsiz olmasidir. Simdi u ile § arasinda bir iliski

kurulmaya c¢alisilacaktir.

Teorem 4.8. p asal ve p = 10x + 3 ise u(p¢) = 6(p®) dir. [2]
Ispat: G, dizisinin m modiiliine gére u periyodu ile tekrarlandigim gosteren denklikler
asagidaki formda yazilabilir. G, = bF, + aF,_; ve G, = a (mod p) olmak lizere
G, —a=>bF, +a(F,_; —1) =0 (modm) (4.9)
olurve G,.1 = bF, 4, + aF, ve G,,1 = b (mod p) olmak iizere
Guyr1— b = b(FL + Fu_l) + aF, —b =0 (mod m)
Gu41 — b= (b+ a)F, + b(F,-; — 1) = 0 (mod m) (4.10)
elde edilir. Buradan Denklik 4.9 ve 4.10 ile
bE, + aF,_; = a (mod m)
E.(a+b)+ bF,_; =b (modm)

bulunur ve a, b degerleri kat say1 olarak alinirsa bu sistemin kat sayilar matrisinin
determinanti A= b? — ab —a? olur. m = p® olmak iizere A= 0 (mod p) ise

b? = ab + a? (mod p) bulunur ve
4a% + 4ab + b? = (2a + b)? = 4(a® + ab) + b?
olur. Ayrica b? = ab + a? (mod p) oldugundan

4a? + 4ab + b? = (2a + b)? = 5b? (mod p)
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elde edilir. Buradan A= 0 (mod p) olmasii¢in b = 0 (mod p) olursaa = 0 (mod p)
olur ve bu durum (a, b, m) = 1 olmasi ile gelistiginden b # 0 (mod p) olmalidir. Bu
nedenle b # 0 (mod p) i¢in A= 0 (mod p) denkligine gore 5 sayisi, p asal sayilari
icin kuadratik kalandir. Ama 5 sayisi, p = 10x £ 3 formundaki asal sayilar igin
kuadratik bir kalan olmadigindan c¢eliski ortaya ¢ikar. Boylece A% 0 (mod p) dir.
Yani (A,m) = 1 olmalidir. Bu durumda A% 0 (mod p) oldugundan sistemin tek bir
¢oziimii vardir ve bu ¢oziim F, = 0 (mod p®) ve F,_; = 1 (mod p®) olur. Bdylece
FE, dizisi m = p® modiiliine gére u terimden sonra da tekrar ettiginden 6 (p®) | u(p®)

bulunur ve u(p®) | §(p?) oldugundan u(p¢) = §(p®) elde edilir. o

Sonu¢ 4.3. p asal ve p=10x+3, A=hb?—ab—a? i¢cin (Am)=1 ise
u(m) = 8(m) dir. [2]

A= —5 olur. Bu durumda (5,m = p®) = 1 oldugundan u(m) = §(m) olur. Boylece

L,, dizisinin m modiiliine gore periyodu u(m) = §(m) dir. [2]

Teorem 4.9. m = 2° ise u(m) = §(m) dir. [2]

Ispat: Teorem 4.8 de oldugu gibi determinant A= b?> — ab — a? olmak iizere m = 2°
olsun ve (a, b,2) = 1 i¢in AZ 0 (mod 2) oldugundan (4, 2¢) = 1 olur ve Sonug 4.3
den u(m) = §(m) olur. o

Sonuc¢ 4.4. p asal, m = p® ve u tek sayirise p = 10x + 1 veyam = 2 dir. [2]

Teorem 4.10. p asal, m = p®, p > 2 ve (a, b) baslangi¢ degerleri i¢in u = 2t + 1 ise
§ =4t + 2 dir. [2]
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Ispat: p asal, m = p®,p > 2 ve (a, b) gifti icin u = 2t + 1 yani u tek say1 olsun.
Denklik 4.9 ve 4.10 kullanilarak

bE, + a(F,-; — 1) = 0 (mod m)
b(Fy41 — 1) + aF, = 0 (mod m)
bulunur ve (a,b,m) = 1i¢in A= F? — (F,4; — 1)(F,—; — 1) = 0 (mod m) olur.
F#Z - Fﬂ+1FH_1 + Fu+1 + F[l,—l - 1 = O (TnOd m)

ve Cassini 6zdesliginden (—=1)#~'+ F 1 + F,_; —1 = 0 (mod m) olur. Burada

Fy1 + Fy_q = L, oldugundan (=1)*¥~' + L, — 1 = 0 (mod m),
L, =1+ (—1)* (mod m)
elde edilir. Burada L, = F;,/F, oldugundan
Fyo1 +Fyoq =L, = F,/E, =1+ (=1)# (mod m) (4.12)
bulunur ve u = 2t + 1 tek say1 oldugundan L, = F,,/F, = 0 (mod m) olur. Boylece
F,, = 0 (mod m) (4.12)
elde edilir. Denklik 4.11 den yararlanarak

Fopsr + Fopoq = Ly =14 (=1)% = 2 (mod m)

0|UI’ ve FZ/.L—l = F2#+1 — FZ[,t Oldugundan F2M+1 + FZ,LL+1 — FZ[L =2 (mOd m)

bulunur. Burada F,, = 0 (mod m) oldugundan 2F,,,,; = 2 (mod m) ve
Fyu+1 =1 (mod m) (4.13)

elde edilir. Son olarak Denklik 4.12 ve 4.13 den E, dizisi m modiiliine gore 2u
terimden sonra tekrar eder ve F, dizisinin periyodu § oldugundan § | 2u olur. Ayrica
U | 6 dir. Sonug olarak u tek say1 ve Teorem 4.4 den m > 2 i¢in § ¢ift say1 oldugundan
6 = 2u olur. Boylece § = 2u ve u = 2t + 1 oldugundan § = 2(2t +1) = 4t + 2

bulunur. o
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Ornek42.m=11,a=1,b =4 icinu = 5ve §(11) = 10,
m=29,a=1,b=24icinu =7ved(29) = 14,
m=121,a=1,b = 37 igin u = 55 ve §(121) = 110 dur.

Lemma4.3. p asal, §(p®) = 4t + 2 ise F,¢,, = —F,; (mod p®) dir. [2]

Ispat: p asal, p® > 2 oldugundan Teorem 4.4 den §(p®) cift say1 olur. Bu nedenle
5(p®) = 4t + 2 olsun. Teorem 4.4 deki zincirden (—1)*"1Fs_, = F, (mod p®) olur.
Burada §(p®) =4t +2 ve t yerine 2t almirsa (—1)2"1F,,,, = F,; (mod p®)

bulunur ve F,;,, = —F,; (mod p®) elde edilir. o

Teorem 4.11. p asal, m = pé, p > 2 ve § = 4t + 2 ise bazi (a, b) baslangi¢ degerleri
icin u = 2t + 1 dir. [2]

Ispat: p asal, m = p®,p > 2 ve § = 4t + 2 olsun. G, = bE, + aF,_, olmak iizere
a=Gy=—Fyy1 — Fy (mod p®) ve b = G; = F,; — F; (mod p°)
olsun. Bu durumlar genel hale getirilirse
Gp = (D" ' Fopy1-n — E, (mod p®)

olur. Bu denklikte n = 2t + 1 alinirsa G444 = —F5141 = Gy = a (mod p¢) bulunur
Ve Gy4q =a(modp®)elde edili. Aym denklikte n= 2t+2 alinirsa
Gytyp = —F_1 — Fypyp (modp®) elde edilir ve Lemma 43 den
Gyt4p = —F; + F51 = Gy = b (mod p®) bulunur. Yani G,:,, = b (mod p®) elde
edilir. Elde edilen G,;41 = a (mod p®) ve G,t4+2 = b (mod p®) baslangic kosullari
oldugundan dizi (2t + 1) terimde tekrar eder. Ayrica G, dizisinin periyodu u
oldugundan u | (2t + 1) olur. Bu durumda u tek say1 oldugundan Teorem 4.10 dan
§ =2u diar. Son olarak (a,b,p®) =1 oldugunu ispatlayalim. Bunun igin
(a,b,p?) # 1 olsun. Buradan a = 0 (mod p) ve b = 0 (mod p) oldugundan

aE_FZt+1_F05bEF2t_F1 EO(mOdp)
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olur. Buradan F,;.; = 0 (mod p) ve F,; =1 (mod p) oldugundan &(p) = 2t + 1
olabilir. Ama bu durumun olmasi imkansizdir. Cilinkii § = 2u olmak iizere ¢ift sayidir.
Bu ¢eliskinin olmamasi i¢in (a, b, p®) = 1 olmalidir. Boylece § = 2u olmak {izere

& = 4t + 2 alindiginda bazi1 (a, b) ciftleri igin u = 2t + 1 bulunur. o

Bu arada p¢ = 4 i¢in istisnai bir durum vardir. Ciinkii §(4) = 6 = 2 (mod 4) olur.

Ancak hicbir G,, dizisinin 4 modiiliine gore periyodu u = 3 degildir.

Teorem 4.12. p asal, m = p®, p > 2, p # 5 ve u gift say1 ise u(m) = §(m) dir. [2]

Ispat: p asal, m=p® p>2, p#5 ve u cift say1 olsun. Denklik 4.11 den
L, =1+ (—1)* (mod m) olmak iizere L, =2 (mod m) olur ve L, =A™+ B"

kullanilirsa A# + B¥# — 2 = 0 (mod m) elde edilir. Buradan
A%" + B?H 4+ 4 + 2(AB)* — 4B* — 4A* = 0 (mod m?)
olur ve AB = —1, u ¢ift say1 oldugundan
A*" + B?F + 6 — 4L, = 0 (mod m?)
bulunur ve L, = 2 (mod m) oldugundan
(A* — B*)2 = 0 (mod m?) (4.14)

elde edilir. F, = (4* — B*)/V5 €Z oldugundan x € Z igin A* — B* = x/5
formundadir ve p # 5 oldugundan (A4 — B)? =5 # 0 (mod m) olur. Bdylece
Denklik 4.14 iin her iki tarafi (A — B)? ile boliiniirse

, _ (A= By

T = 0 (mod m?)

bulunur. Béylece F, =0 (mod m) olur. Ayrica L, = F,_; + F,,; 0zdesliginden
L, = 2F,_; + F, olurve L, = 2 (mod m), F, = 0 (mod m) oldugundan

F,

u+1 = Fy—1 =1 (mod m)
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elde edilir. Son olarak F, = 0 (mod m) ve F,,; = 1 (mod m) oldugundan F, dizisi
u terimde tekrar eder ve F, dizisinin periyodu § oldugundan & | u olur. Ayrica u | §

oldugundan y = 6 bulunur. o

Sonu¢ 4.5. p asal, p # 5 ve §(p) = 0 (mod 4) ise u(p®) = 6(p®) dir. [2]

Ornek 4.3. m = 10'° i¢in § degerini bulunuz.

Coziim: Teorem 4.2 ye gore m = 219510 olacak sekilde yazilsmn. Bu durumda
my = 210 ve m, = 5% olmak iizere Teorem 4.5 uygulanirsa §(2) = 3 # §(22) ve
5(5) = 20 = §(52) oldugundan ve 5(p°) = p*16(p) esitliginden
5219 =295(2)=3-2°=6, ve &6(5°) =5°5(5)=20-5°=4, bulunur.
Boylece § = [8;,8,] = 15.10° elde edilir.
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5. m MODULUNE GORE FiBONACCI MATRISI

Bu boliimde Fibonacci dizisinin bazi aritmetik Ozellikleri, temel matris cebiri
kullanilarak incelenmistir ve dizinin m modiiline gore periyot ve kisitli periyot

tanimlar1 ele alinip birkag 6zellik matris gosterimi ile incelenmistir.

[k éncelikle basit bir 6rnegi inceleyelim ve sonrasinda tanimlar1 ele alalim. Fibonacci

dizisinin 8 modiiliine gore kalanlarinin dizisi
0,11,2,3,50,5,5,2,7,1,0,1,1,2,3,5, ...

olmak tizere bu indirgenmis dizinin periyodik oldugu ve bu dizinin periyodunun
12 oldugu goriilmektedir. Ayrica indirgenmis dizinin, periyottaki 12 teriminin her biri
6 terimden olusan iki yarimi i¢in ikinci yarimin terimleri, ilk yarima karsilik gelen
terimlerin 5 katin1 olusturmaktadir. Bdylece periyottaki terimler arasinda da bir iligki

oldugu, bu durumda kisith periyodun varligi ve 6 oldugu gézlenir.

Ayrica burada ¢arpan olan 5 sayisinin kuvvetinin 2 oldugu da gdzlenmistir. Bunun
anlami her yarimdaki 6 terimin 52 ile garpilmasiyla 8 modiiliine goére ayn1 6 terimin
olusmasidir. Ciinkii 5% = 1 (mod 8) dir.

Tanim 5.1. Herhangi bir m > 1 tam sayisi i¢in (Fy,, F,,41) = (0, 1) (mod m) olacak
sekilde en kiiciik n = § (m) pozitif tam sayisina m modiiliine gore Fibonacci dizisinin

periyodu denir. [3]

Tammm 5.2. Herhangi bir m >1 tam sayist ve bazit u tam sayilar igin
(Ey, Fpyq) = u(0,1) (mod m) olacak sekilde en kiigik n = a(m) pozitif tam

sayisina m modiiliine gore Fibonacci dizisinin kisitl periyodu denir. [3]
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Tanmm 5.3.0 < u(m) < mve (Fa(m), Fa(m)+1) = u(m)(0, 1) (mod m) olmak iizere

u(m) ye m modiiliine gore Fibonacci dizisinin ¢arpani denir. Ayrica bu denklikten

Famy+1 = u(m) (mod m) dir. [3]

Tamim 5.4. m modiiliine gore u(m) nin kuvveti g(m) ile gosterilir,

u(m)P™ = 1 (mod m)

seklinde ifade edilir ve f(m) en kiiglik pozitif tam sayidir. [3]

Dogrudan hesaplama ile asagidaki tablo elde edilir.

m 234 5 6 7 8 9 10 11
afm) 3 4 6 5 12 8 6 12 15 10
Bm) 1 2 1 4 2 2 2 2 4 1

dm) 3 8 6 20 24 16 12 24 60 10

12

12

24

13 14 15 16

7 24 20 12

28 48 40 24

17 18 19

9 12 18

36 24 18

Tamm 5.5. (E,, F,,4q) ile (F,_4, E,) siral ikilisi eslenirse Fy,; = F,_; + F, i¢in bu

eslemenin matris gosterimi

0 1
(Fac1,F)U = (B Fay) ve U = [

seklindedir ve U ya Fibonacci matrisi denir. Ayrica n iizerinden tiimevarimla

(Fy Foyr) = (0, 1)U™ ve U™ = [

elde edilir. [3]
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Tanim 5.6. m modiiliine gére —1 sayisinin kuvveti y(m) ile gosterilir,
(=1 =1 (mod m)

seklinde ifade edilir ve y(m) en kiigiik pozitif tam sayidir. [3]

Teorem 5.1. m > 1 tam say1 olmak iizere m | F, ve m | (F,,+1 — 1) olmasi igin gerek

yeter sart §(m) | n olmasidir. [3]

Ispat: (E,, F,..1) = (0,1) (mod m) ve (E,, F+1) = (0,1)U™ oldugundan
(Fo, Frv1) = (0,1)U" = (0,1) (mod m)
olur ve U™ = I (mod m) bulunur. Boylece
(Ey, Fryq) = (0,1) (mod m) & U™ =1 (mod m) (5.1)

olur. Yani Fibonacci dizisinin m modiiliine gore periyodu ile terimleri I, U, U2, ..., U™
seklinde olan indirgenmis matris dizisinin m modiiliine gére periyodu esdeger olur ve
bu indirgenmis matris dizisinde sonlu sayida farkli matris bulundugundan
k+n >k >0 icin U¥*™ = U* (mod m) olacak sekilde k ve n tam sayilar1 vardir.
Ayrica det(U™) = det I (mod m) igin (det U)" = det I (mod m) olur ve U nun
determinantt —1 oldugundan bazi pozitif n tam sayilar i¢in (—1)" = 1 (mod m)
bulunur. Yani sonug olarak en az bir pozitif n tam sayisi i¢in U™ = I (imod m) olur ve
Tanim 5.1 den en kiigiik pozitif n tam sayis1 § (m) oldugundan her n pozitif tam sayisi
d(m) nin tam kat1 olur. Boylece U™ = I (mod m) olmas igin gerek ve yeter sart
&(m) | n dir ve Denklik 5.1 den (F,, F,4+1) = (0,1) (mod m) olmasi igin gerek ve

yeter sart §(m) | n olmasi bulunur. o

Teorem 5.2. m > 1 tam say1 olmak ilizere m | F, olmasi i¢in gerek ve yeter sart

a(m) | n olmasidir. [3]
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Ispat: (F,, F,..1) = u(0,1) (mod m) ve (E,, F,+1) = (0,1)U" oldugundan
(B, Fyr) = (0,1)U™ = u(0,1) (mod m)
olur ve U™ = ul (mod m) bulunur. Boylece
(Ey, Fpyq) = u(0,1) (mod m) & U™ = ul (mod m) (5.2)

olur. Benzer sekilde Tanim 5.2 den en kiigiik pozitif n tam sayis1 a¢(m) oldugundan
her n pozitif tam sayis1 @(m) nin tam kat1 olur. Béylece U™ = ul (mod m) olmasi
icin gerek ve yeter sart a(m) | n dir ve Denklik 5.2 den (E,, Fp,+1) = u(0,1) (mod m)

olmasi i¢in gerek ve yeter sart a(m) | n olmasi bulunur. o

Teorem 5.3. §(m) = a(m)B(m) = (2, B(m))[y(m),a(m)] ve y(2) =1, m > 2
icin y(m) = 2 dir. [3]

Ispat:
1.
(i) U™ = ul (mod m) denkliginde n = a(m) almirsa U™ = 4 (m)I (mod m)

bulunur ve Tanim 5.4 den
gemBm = (getmHBm = (yu(m)E™ = [ (mod m)
elde edilir. Boylece U¥™EM) = [ (mod m) olur ve U™ =1 (mod m) denkligini
saglayan en kiicik n pozitif tam sayist §(m) oldugundan §(m) | [a(m)B(m)]
bulunur.
(i) U0 =y (m)I (mod m) ve U™ = | (mod m) denkliklerinden
yem+8tm) =y (m)1 (mod m)

olurve U™ = u(m)I (mod m) denkligini saglayan en kiigiik n pozitif tam sayis1 a(m)
oldugundan a(m) | [a(m) + §(m)] bulunur. Buradan a(m)|&(m) elde edilir.

Boylece k € Z* icin 6§(m) = a(m)k olmak iizere U™ = I (mod m) denkliginden

(UMY = [ (mod m)
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olur ve U%™ =y (m)I (mod m) oldugundan u(m)* = 1 (mod m) elde edilir.
Buradan Tanim 5.4 den k sayis1 f(m) nin tam katidir ve v € Z* igin k = f(m)r
olmak tizere 6(m) = a(m)k esitliginden §(m) = a(m)B(m)r bulunur. Boylece
[a(m)B(m)] | §(m) elde edilir. (i) ve (ii) de elde edilen ifadelerden Teorem 5.3 iin ilk
kismi §(m) = a(m)B(m) dir. o

2. Ugiincii kismin ispat1 i¢in Tanim 5.6 dan m = 2 i¢in (—=1)"® = 1 (mod 2)
oldugundan y(2) =1 olur. Ama m > 2 igin (—=1)"™ = 1 (mod m) oldugunda
y(m) = 1 olursa m > 2 oldugundan —1 = —1 + m % 1 (mod m) olur. Bu nedenle

y(m) = 2 olmalidir. O
3. ikinci kismm ispati i¢in (det U)*™ = det(U*™)) = det(u(m)I) (mod m),
det U = —1 ve det(u(m)I) = (u(m))? oldugundan

(=)™ = (u(m))? (mod m) (5.3)

bulunur. Ozel olarak (—1)*™ ve (u(m))?, m modiiline gore ayni kuvvete sahip

olduklarindan

yom)  _ B(m)
(r(m),a(m)) ~ (2,6(m))

(5.4)

bulunur. Oncelikle Esitlik 5.4 ii ispatlayalim.
(@ m=2i¢in y(2) =1, a(2) = 3 ve B(2) = 1 olmak iizere Esitlik 5.4 {in dogru
oldugu gortiliir.

(b) m > 2 igin ise y(m) = 2 olmak iizere

2 B
(2,a(m)) (2,B(m))

(5.5)

olmak iizere Denklik 5.3 de a(m) ¢ift alinirsa 1 = (u(m))? (mod m) olur ve Tanim
5.4 den B (m) en kiigiik oldugundan g (m) | 2 olur. Bu durumda a(m) cift igin Esitlik
55inB(m) = 1 ve B(m) = 2 igin dogru oldugu goriiliir. Ayrica Denklik 5.3 de a(m)
almirsa 1 = (u(m))* (mod m) olur ve Tanim 5.4 den B(m) en kiiciik oldugundan
B(m) | 4 olur. Boylece a(m) tek i¢in Esitlik 5.5 in f(m) = 4 igin de dogru oldugu
gortliir. Burada 6 (m) = a(m)B(m) oldugundan f(m) = 1 ve f(m) = 2 igin a(m)
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cifttir ve tekrar incelenmez. Boylece m = 2 ve m > 2 igin a(m) nin tek veya gift

_ (28m) y(m)

olmast durumu ile Esitlik 5.4 ispatlanir ve Esitlik 5.4 den f(m) = ) elde
edilir ve 6(m) = a(m)B(m) esitliginde yerine yazilirsa
B _ y(m)a(m)
§(m) = a(m)B(m) = (2,(m)) om), a(m)
olur ve y(m)a(m) = (y(m), a(m))[y(m), a(m)] oldugundan
§(m) = a(m)B(m) = (2, (m))[y(m), a(m)] (5.6)

olur. o

Not: m > 2 i¢in y(m) = 2 oldugundan Esitlik 5.6 ile §(m) cift say1 olur. Ayrica
Denklik 5.3 den

(=122 = (u(m))* = 1 (mod m)

olur ve Tanim 5.4 den S(m) en kiigiik pozitif tam say1 oldugundan S(m) | 4 elde
edilir. [3]

Teorem 5.4. 6([my, m,]) = [6(m,), 5§(m,)] dir. [3]

ispat: Oncelikle m’|m olsun. Bu durumda U®(™ =1 (mod m) oldugundan
U =1 (mod m") olur ve ys(m) = (mod m") denkliginden 6(m') en kiigiik
pozitif tam say1 oldugundan §(m’) | §(m) bulunur. Yani m' | m ise §(m') | 6(m)
elde edilir. Boylece my [ m ve m, | m alinirsa m, | [mq,my] ve m, | [mq, m;]
oldugundan 6(m,) | 6([m,,m,]) ve §(my,) | §([m,,m,]) elde edilir. Bu durumda

6([my, m,]) sayis1 §(m,) ve §(m,) sayilarinin ortak kati olur.

Diger taraftan my | m ve m, | m alinirsa 6 (m,) | §(m) ve §(m,) | §(m) olur. Ayrica
UM = (mod m;), U™ =1(modm,) bulunur. [m;,m,]|m oldugundan

UM = (mod [my,m,]) olur. Buradan  USUmumzl) = [ (mod [my, m,])
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oldugundan &([my, m,]) | §(m) elde edilir. Boylece 8([my, my]), 8(my) ve 8(my)

sayilarinin en kiiciik ortak kati olur. o

Teorem 5.5. a([m,,m,]) = [a(m,), a(m,)] dir. [3]

ispat: Benzer sekilde 6ncelikle m’ | m olsun. Bu durumda U%™ = ul (mod m)
oldugundan U%™ = ul (mod m’) olur ve U*™) =yl (mod m') denkliginden
a(m') en kiiglik pozitif tam say1 oldugundan a(m') | «(m) bulunur. Yani m’ | m ise
a(m') | a(m) elde edilir. Boyece m; |m ve m,|m alinirsa m, | [m;,m,] ve
m, | [my, m,] oldugundan a(m,) | a([m,,m,]) ve a(m,) | a([m,, m,]) elde edilir.

Bu durumda a([m,, m,]) sayis1 a(m,) ve a(m,) sayilarinin ortak kati olur.

Diger taraftan m; | m ve m, | m alinirsa a(m,) | a(m) ve a(m,) | a(m) olur. Ayrica
U*m = yI (mod m,), U™ =yl (mod m,) bulunur. [m;,m,]|m oldugundan
U%Mm =yl (mod [my,m,]) olur. Buradan U*Umum2D =yl (mod [m,, m,])
oldugundan a([my,m,]) | a(m) elde edilir. a([m,,m;]), a(m;) ve a(m,)

sayilarinin en kiigiik ortak kati olur. o

Teorem 5.6. a(p®) = a(p)p™*(©e=e®@) ve §(p€) = §(p)pme*©e—e®) placak
sekilde her p tek asal sayisi i¢in e(p) pozitif tam sayisi vardir. [3]

Ispat: p herhangi bir tek asal ve e herhangi bir pozitif tam say1 olsun. Bazi B matrisleri
icin US®) =14+ peB esitliginden US®) =14 p°B =1 (mod p¢) bulunur. Bu
denklikten

UPs®®) = (1 4+ peB)? =1 (mod pe*?h)

elde edilir ve US®*™ = | (mod p*') denkliginden §(p*?) en kiigiik pozitif tam
sayt oldugundan &8(pe*Y) | pS(pe) olur. Ayrica UP®*™) =1 (mod peth)

e+1

denkliginden p® | p®** oldugundan
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Us®*™ =1 (mod p®)

bulunur ve U®) =1 (mod p®) denkliginden §(p¢) en kiigiik pozitif tam sayi
oldugundan 6(p®) | §(pe*?) olur. Sonug olarak p tek asal sayist i¢in §(p¢*?) | pS(p®)
ve 8§(p°) | 8(p¢*Y) elde edilir. Boylece k € Z* igin 8§(pett) = §(p®)k | pS(p®)
oldugundan k | p bulunur. Bu durumda k = 1 veya k = p olur. Bdylece k € Z* i¢in
§(p®*t1) = 8(p®)k esitliginden

(et = 6(p°) (5.7)
veya
St =85(°)p (5.8)

olmak iizere iki durum elde edilir. Ozel olarak &(p®)/8(p) sayist p nin negatif

olmayan kuvvetine esittir. Yani n negatif olmayan bir tam sayr olmak iizere

5(p®) s _

., . . . e 8@ o g
5y — P dir. Bu esitligin ispat1 tiimevarim ile yapilirsa e = 1 i¢in 5G) 1=p
olacak sekilde negatif olmayan n = 0 tam sayis1 bulunur ve e = e i¢in dogru oldugunu
e+1
kabul edelim. Son olarak e = e + 1 i¢in 8(:(—19)) = p* olacak sekilde negatif olmayan
. - . . .. 5(pe+1) t
bir t tam sayist bulundugunu gésterelim. Bunun igin sy P
(@) = s()p (5.9)
esitliginde §(p®*1) = 6(p®)p yerine yazilirsa
5(°) _p*
s p
elde edilir. Ayrica %z;e)) = p™ kabuliinden p™ = p*~! ve n = t — 1 olur. Boylece n

negatif olmayan tam say1 oldugundan t = n + 1 olacak sekilde negatif olmayan bir

tam say1 bulunur ve Esitlik 5.9 da §(p®*1) = §(p®) yerine yazilirsa

5@ _
5y "
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5(@°)

5 — P kabuliinden p" = pt ve n =t olur. Boylece n negatif

elde edilir. Ayrica —

olmayan tam say1 oldugundan t = n olacak sekilde negatif olmayan bir tam say1

bulunur ve ispat tamamlanir.

Benzer sekilde p herhangi bir tek asal ve e herhangi bir pozitif tam sayi olsun.
Bazi B matrisleri igin U*®") =yl + pB esitliginden U%®®) =yl + p®B =
ul (mod p¢) bulunur. Bu denklikten

UPe®®) = (ul + p¢B)P = ul (mod pe*?h)

elde edilir ve U2®*™ =yl (mod p®*t) denkliginden a(p®*?) en kiigiik pozitif tam

sayt oldugundan a(p®*!) | pa(p®) olur. Ayrica U®T™D =yl (mod pe*t)

e+1

denkliginden p® | p** oldugundan

Ue®*™ = yl (mod p©)

bulunur ve U%®®) = ul (mod p®) denkliginden a(p®) en kiigiik pozitif tam sayi
oldugundan a(p®) | a(p®*?) olur. Sonug olarak p tek asal i¢in a(p®*?) | pa(p®) ve
a(p®) | a(p®*t) elde edilir. Boylece k € Z* icin a(p®*!) = a(p®)k | pa(p®)
oldugundan k | p bulunur. Bu durumda k = 1 veya k = p olur. Béylece k € Z* i¢in
a(ptl) = a(p®)k esitliginden a(p®*?!) = a(p®) veya a(p®tl) = a(p®)p olmak

lizere iki durum elde edilir. Ozel olarak a(p®)/a(p) sayis1 p nin negatif olmayan

kuvvetine esittir. Yani n negatif olmayan bir tam say1 olmak iizere ((p )) = p™ dir. Bu

Ep; = 1 = p" olacak sekilde negatif

olmayan n = 0 tam sayis1 bulunur ve e = e igin dogru oldugunu kabul edelim. Bu

(pe+1)
a(p)

esitligin ispati timevarim ile yapilirsa e = 1 i¢in

= p' olacak sekilde negatif olmayan bir t tam sayisi

a(pe+1)

bulundugunu gosterelim. Bunun i¢in — o pt,

durumda e = e + 1 igin

a(pe*) = a(p)pt (5.10)

esitliginde elde edilen durumlardan a(p®*1) = a(p®)p yerine yazilirsa
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a(p®) pt

a(p) p

elde edilir. Ayrica % = p" kabuliinden p" = p

=1 ve n = t — 1 olur. Boylece n

negatif olmayan tam say1 oldugundan t = n + 1 olacak sekilde negatif olmayan bir

tam say1 bulunur. Esitlik 5.10 da durumlardan a(p®*') = a(p®) yerine yazilirsa

a(p®)
=p
a(p)
elde edilir. Ayrica % = p" kabuliinden p™ = p' ve n = t olur. Bdylece n negatif

olmayan tam say1 oldugundan t = n olacak sekilde negatif olmayan bir tam say1

bulunur ve ispat tamamlanir.

Ayrica p tek asal ve f(m) = §(m)/a(m) | 4 oldugundan
a(p®) §@°) _5(°) (@)
a(p®) alp) a(p) 6(p)

a(@®) 6@°) _8(@*) 6(p)
a(p) a®®) @) alp)

elde edilir ve burada p tek asal olmak tizere a(p®)/a(p) ve §(p¢)/5(p) orani p nin

kuvveti olur ve 6(p®)/a(p®) = B(p¢) |4 ve 6(p)/a(p) = B(p) | 4 oldugundan
6(p®)/a(p®) ile 6(p)/a(p) orani da 2 nin kuvveti olur. Boylece

a(p®)/a(p) = 5(°)/5(p) ve 8(p°)/a(p®) = 6(p)/a(p)

bulunur. Burada &(p°*t!) # 8(p°) olsun. Bu durumda Esitlik 5.8 den
8(pe*tt) = pS(p¢) olur. USP) =14 p¢B, B % 0 (mod p) olmak iizere benzer
sekilde US®*™) = [ + p¢*1B i¢in

U@ = [ + pe*1B = I (mod p°*?)
bulunur ve §(p*t) = ps(p®) ve B £ 0 (mod p) oldugundan

UPs®®) = | 4+ pe*1B £ [ (mod p°*?)
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elde edilir. 5§(p¢*t) = pS(p®) ise e = e+ 1ligin §(p°¢*?) = p&(p®*?) olur. Eger
6(p¢) = 6(p) olacak sekilde e(p) en biyik e sayisi ise 1<e <e(p) i¢in
5(p®) = 6(p) ve e > e(p) icin 5(p®) = e®*~¢P)§(p) dir. o

Teorem 5.7. p tek asal ve (5/p) Legendre sembolii iken a(p) | (p — (5/p)) olur.
Ayricap #5ise 6(p) | (p — 1) veya 6(p) | 2(p + 1) dir. [3]

ispat:

1. Herhangi bir p asali modiiliine gére U nun kisitlanmis periyot grafin1 R(p) ile
gosterelim. Bu R(p) grafi Py =(0,1), P, =(1,1), ..., P,y =(p—11),
P, = (1,0) olmak iizere (p + 1) tane noktadan ve P; —» P; ye yonlendirilmis tiim
koselerden olugmaktadir. Burada P;, P;U matris ¢arpimina lineer bagimli olan bir
noktadir. Gorsel olarak R(5) grafi P, —» P, ye 1 devirden ve Py - P, - P; > P, =
P, - P, a 5 devirden olugmaktadir. Genel olarak bu graf birebir eslemeler ile
tanimlanir ve ayrik devirlerin biitiiniinden olusur. Ayrica her P; nin 1 devire sahip
olmast i¢in gerek ve yeter sart m modiiline gore U nun karakteristik vektorii P;
olmasidir ya da eslemede P; sabit bir nokta olmalidir. Bununla birlikte @ > 1 i¢in P;
nin « tane devire sahip oldugu kabul edilirse ve {P;, P;U} seklinde lineer bagimsiz bir
kiime almirsa P;,U%* = uP; (mod p) denkligi U% = ul (mod p) anlamina gelir ve
U%®) =yl (mod p) denkligi ile a(p) en kiiciik pozitif tam say1 oldugundan a(p) | @
olur ve a | a(p) oldugundan @ = a(p) bulunur. Boylece R(p), bir devir olanlardan
ve a(p) devirden olusur. Sonug¢ olarak R(p) nin bir devirli sayis1 t olmak {izere
a(p) | (p +1 —t) olur ve t aym1 zamanda m modiiliine gére U nun lineer bagimsiz
karakteristik vektdrlerinin sayisidir veya U nun A2 — A — 1 minimal polinomunun m
modiiline gore farkli koklerinin sayisidir. Bu kuadratigin ayirt edici degeri 5
oldugundan t sayist 0, 1 veya 2 olur. Bu durum Legendre semboliiniin (5/p) = —1,
0 veya 1 olmasina benzer. Boylece her p tek asal sayisi i¢in a(p) | (p — (5/p)) elde

edilir. o
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2. p asal sayisina bagli bazi u tam sayilari icin U%®) = ul (mod p) ve
a(p) | (p — (5/p)) oldugundan ve U™ = I (mod m) olmasi igin gerek ve yeter sart

d(m) | n olmasi 6zelliginden

U®-G/P) =yl (mod p) (5.11)
U? = uUG/P) (mod p) (5.12)
bulunur.
(i) m =5 ve p # 5 asal say1 ise (p,m) = 1 oldugundan Lemma 4.1 den (5/p) =1
olabilir.  Boylece  Denklik 5.12 den UP =uU(modp) dir ve

iz (UP) = iz (uU) (mod p) olur. Buradan iz (uU) = u ve (5/p) = 1 oldugundan
iz (UP) = (5/p)u (mod p) elde edilir.

(iif)m = 5ve p # 5 asal sayi1 ise (p, m) = 1 oldugundan Lemma 4.1 den (5/p) = —1
olabilir. Boylece Denklik 5.12 den U? = uU~! (mod p) ve
iz (UP) = iz (wU™?Y) (mod p) olur. Buradan iz (uU™1)=-u ve (5/p)=-—-1
oldugundan iz (UP) = (5/p)u (mod p) elde edilir. Yani (i) ve (ii) den p # 5 ise

iz (UP) = (5/p)u (mod p) (5.13)
bulunur.
(ili) m =5 ve p =5 ise (p,m) # 1 oldugundan Lemma 4.1 den (5/p) = 0 olur.
Boylece Denklik 5.12 den
U® = ul (mod 5) (5.14)
ve iz (U®) = iz (ul) (mod 5) olur. Buradan iz (ul) = 2u oldugundan
iz (U®) = 2u (mod 5) (5.15)
elde edilir.

Her p tek asal sayisi i¢in U™1 = U — [ esitliginden U™P = UP — I (mod p) bulunur
ve iz (U™P) = iz (UP — 1) (mod p) olur. Buradan iz (U™P) = —iz (UP) oldugundan
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—iz (UP) = iz (UP) — 2 (mod p)

iz (UP) =1 (mod p) (5.16)

elde edilir. Denklik 5.15 ve 5.16 dan p = 5 icin iz (U%) = 2u = 1 (mod 5) olur ve
u < 5 olmak {izere bu denkligi saglayan u = 3 olmalidir. Bu durumda Denklik 5.14
de u = 3 almirsa U® = 31 (mod 5) elde edilir. Denklik 5.13 ve 5.16 dan p # 5 i¢in
iz(UP) = (5/p)u=1(modp +#5) bulunur. Yani (5/p) =u (modp) olur ve
Denklik 5.11 de yerine yazilirsa

U®@-G/P) = (5/p)I (mod p # 5) (5.17)
. ; Fooi F
elde edilir. Buradan U? = (5/p)UG/P) (mod p # 5) olur ve UP = [ ]
B, Fpyq
oldugundan
F,_ E
-~ ] = (5/p)US/) (mod p # 5) (5.18)
D p+1
- . Fp—l Fp
elde edilir. Denklik 5.18 de (5/p) = 1 alinirsa [ EF ] = U (mod p # 5) olur
)4 p+1
veU = [0 1] oldugundan s By ] = [0 1] (mod p # 5) bulunur. Buradan
1 1 E, Fal~—l1 1

E, =1 (mod p # 5) dir. Sonug olarak (5/p) = 1i¢in F, = (5/p) (mod p # 5) elde

F

F,_
edilir. Denklik 5.18 de (5/p) = —1almwsa | & © P ] = —U~! (mod p # 5) olur
Fp Fp+1

0 1 5 Fyq Fp]:1 -1
ve U_[l 1] oldugundan F,  Fpu _[_1 0] (mod p #5) bulunur.

Burada F,=-1(modp #5) dir. Sonu¢ olarak (5/p)=-1 igin
E, = (5/p) (modp #5) elde edilir. Denklik 518 de (5/p)=0 alinirsa

F,_ E
7 ’ ]_ [O 0] (mod 5) bulunur ve FE, =0 (mod5) dir. Sonu¢ olarak

Fp Fp+1 - O 0
p =5 icin (5/p) =0 oldugundan F, = (5/p) (mod p) elde edilir. Yani bu iig

durumdan her p tek asal sayisi igin
E, = (5/p) (mod p) (5.19)

bulunur.
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Ayrica a(p) | (p — (5/p)) ve p # 5 igin (5/p) = 1 alinirsa a(p) | (p — 1) olur ve
Teorem 5.2 den p | F,,_; bulunur. Denklik 5.19 dan F, =1 (mod p) ve p | (F, — 1)

olur. Boylece p | F,_; ve p| (F, — 1) oldugundan Teorem 5.1. den §(p) | (p — 1)

bulunur. o

Son olarak a(p) | (p — (5/p)) ve p # 5 i¢in (5/p) = —1 almuirsa a(p) | (p + 1) ve
a(p) | 2(p + 1) olur. Boylece Teorem 5.2 den p | F;(,41) bulunur. Denklik 5.19 dan

E, = —1 (mod p) olur ve F,, = —1 (mod p) oldugundan F,.; = 1 (mod p) elde
edilir. Boylece p|Fyp+1) V€ D | (Fapsz —1) oldugundan Teorem 5.1 den
d(p) | 2(p + 1) bulunur. o
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6. m MODULUNE GORE PERiIYOT VE KISITLI PERiYOT

Daha onceki boliimde verilen tanimlar ve iliskiler bu boliimde farkli bigcimde ele

alinacaktir.

Teorem 6.1. Fibonacci dizisi m modiiliine gére periyot oldugundan
Fiyn = F, (modm),n=0,1,2,...

olacak sekilde bir k tam sayisi vardir. [4]

Ispat: Tiimevarimla Fy,, = E, (mod m) denkliginde, n = 0 i¢in F,, = 0 (mod m)
olacak sekilde k = 0 tam sayis1 vardir ve n = r i¢in Fj, - = F. (mod m) dogru olsun.
Bu durumda Fyir_q =F,._;(modm) olur. Son olarak n=r+1 igin
Fyiri1 = Fryq (mod m) oldugunu gosterelim. a = b (mod m) ve ¢ = d (mod m)
ise a+c=b+d(modm) oldugundan Fryr = F. (mod m) ve
Fiyr_1 = F,_{ (mod m) denklikleri taraf tarafa toplanirsa Fj,, + Fyyrq = F +
F,._; (mod m) elde edilir ve Fibonacci sayilarimin lineer rekiirans bagintisindan

Fiiri1 = Fryq (modm) elde edilir. o

Tanim 6.1. m modiiliine gore Teorem 6.1 deki denkligi saglayan en kiiciik k pozitif

tam sayis1 periyot olup §(m) ile gosterilir. [4]

Tanim 6.2. F;, = 0 (mod m) denkligini saglayan en kiiciik k pozitif tam sayisi kisith

periyot (goriinme ranki) olup a(m) ile gosterilir. [4]

Teorem 6.2. a(m) | §(m) dir. [4]
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Ispat: Ozel olarak Teorem 6.1 deki denklikte k =8(m) ve n =0 almirsa
Fsamy = Fo = 0 (mod m) olur. m | Fs(,) oldugundan Teorem 5.2 den a(m) | §(m)

elde edilir. o

Tanmm 6.3. f(m) fonksiyonu, a(m)B(m) = §(m) esitligi ile tanimlanir. Ayrica
biitiin m ler i¢in B(m) bir tam sayidir. [4]

Teorem 6.3. F_, = E,F,_, + (—1)™ dir. [4]

Ispat: Tiimevarimla n = 2 i¢in F2 = F,F, + (—1)? ifadesinden 1 = 1 dogru olur ve
n=k i¢in F?_, = FFyr_, + (—1)% dogru olsun. Son olarak n =k + 1 igin
F? = Fyi1Fr—q = (=1)**1 oldugunu gosterelim.
F§ = Fer1Fiot = Ff = (Feoy + F) (F = Fr_2)
= —Fy_1FitFe_1Fe—a + FiFy—2
= —Fy_1Fie+F1Fiep + F{_y — (=1
= —F_1 Fie+Fe_ 1 Fe = (=1)"

= —(-Dk = (=D dir.o

Teorem 6.4. F_, = (—1)™*1E, dir. [4]

Ispat:

() F, =

A-B = —1olmakiizere A = —B~lise A" = (—-1)"B™"
B=-A"1tise B® = (=1)"A " olur.

A —-Bn
A-B

,A=(1++5)/2ve B = (1-+5)/2oldugundan A - B = —1 olur.

Boylece bulunan degerler yerine yazilirsa

iyt — _qyn+1ATBY o i CDTBTM-(-DAT
(—1)"1R, = (—)m A (g T
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— (_ 1)2‘n+1 BT"-AT"

A-B

A—n_B—n
= =F_..0O
A-B n

Boylece Fibonacci dizisi n indisinin biitiin tam say1 degerleri i¢in tanimlanir ve bu
bagint1 ile negatif indislerin Fibonacci sayilarinin boliinebilirlik 6zelliklerine fazladan
bir sey eklemedigi goriiliir. Bu durumda genelleme bozulmayacagindan sadece dogal

say1 indisleri i¢in Fibonacci dizisi ele alinacaktir.

Teorem 6.5. Fromy+r = Faan)-1F (mod m) dir. [4]

Ispat: Binet formiilii kullanilarak

. Akti_pk+i  pak_pgk  pk+i_pak  pk(a-p
(i) Fppq — BF, = - = =A@ _ gk ve A+B=1
A-B A-B A-B A—-B

oldugundan

Ak = Fk+1 - BFk = Fk—l + Fk - BFk = Fk—l + Fk(l - B) == AFk + Fk—l!

" Akti_pk+l  pak_ppk  _pk+iiapk  Bk(a-B)
(i) Fyp1 — AF, = - = =

= =Bk¥ve A+B=1
A-B A-B A-B A-B

oldugundan
Bk = Fk+1 - AFk = Fk—l + Fk - AFk = Fk—l + Fk(l - A) = BFk + Fk—l

olur.

Ayrica A¥ — B¥ = (A — B)F, ve k = nk + 7 i¢in
(A — B)F,,, = ATk*+T _ pnk+T — gnkgr _ pnkpr

olur ve bu esitlikte (i) ve (ii) de bulunan A* ve B¥ degeri yerine yazilirsa
(A — B)Fupr = (AF + Fy—1 )"A" — (BFy + Fr—1)"B"

o . . AFy+Fy—1 )"A"—(BFg+F)-1)"B" ..
elde edilir. Diizenlenirse Fy ,, = Akt Fk=1) A_; Fe-) B olyr ve n > 0 igin
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_ (n) (A™A"F'~B™B"F}) (n) (A" 1A"F P BT IBTE T R q)

Fogsr = 5 — 4ot
(n) (P 1A Fk 1B7)
_ (n) F,?(An+r_3n+r) (n) Fy Py 1(An+r 1_pntr-1) - (n) R l(Ar _a7)
= (OFPFY_1Fir + (DFF  Fye s Py + -+ (O FCFPLF,
olur ve

n
nk+r Z( >FJ kn 1JFT+J

elde edilir. Bu esitlikte k = a(m) alinirsa

n

F =N (MF_ i
na(m)+r — j am) a(m)-1"1+j
=0

bulunur ve m | F ) oldugundan Teorem 6.5 elde edilir. Bu denklik negatif ve negatif

olmayan r degerleri i¢in gecerlidir. O

Lemma6.1.

B(m) dir. [4]

2m)—1 = 1 (mod m) denkligini saglayan en kiigiik pozitif n tam say1s1

Ispat: F,y_; = 1 (mod m) olsun. Bu durumda Teorem 6.5 den biitiin 7 ler igin
Fra@my+r = E. (mod m) olur. Teorem 6.1 den k = na(m) dir ve Tanim 6.1 den §(m)

en kiiciik k pozitif tam sayisi oldugundan §(m) < na(m) bulunur. Tanim 6.3 ile de
B(m) = 6(m)/a(m) < n olur. Teorem 6.5 deki denklikte r =1 ve n = g(m)

alinirsa Fyomyamy+1 = Fopny1Fy (mod m) elde edilir ve 8(m) = f(m)a(m)

oldugundan Fg(py4q = Ff((mm))_l (mod m) bulunur. Teorem 6.1 deki denklikten

FBm)

amy-1 = Fsam+1 = F1 =1 (mod m),

Ff(%) , =1 (mod m)
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olur. Ayrica f(m) = §(m)/a(m) olmak tizere §(m), a(m) en kiigiik pozitif tam say1
oldugundan f (m) en kiigiik pozitif tam say1 olur. Kabul edilen Fy,,,y_; = 1 (mod m)

denkligini saglayan en kiiciik n pozitif tam sayist f(m) olur. o

Teorem 6.6. m > 2 icin

(i) a(m) ciftise B(m) = 1 veya f(m) = 2,

(i) a(m) tek ise f(m) = 4,

Ayrica (1) = B(2) = 1 dir. Tersine B(m) = 4 olursa a(m) tek, f(m) = 2 olursa
a(m) ¢ift ve B(m) = 1 olursa a(m) ¢ift ya da m = 1 veya m = 2 dir. [4]

Ispat: m = 1 veya m = 2 i¢in f(1) = 1 ve B(2) = 1 dir. m > 2 olsun ve Teorem
6.3 deki esitlikte n = a(m) almirsa FZqny_1 = FagnyFagn)-2 + (=)™ (mod m)

olur. Burada m | Fy(my oldugundan
Flmy-1 = (=)™ (mod m) (6.1)

elde edilir.

(i) Denklik 6.1 de a(m) gift ise Fj(m)_l =1 (modm) olur. Buradan
Fom)-1 = £1 (mod m) bulunur. Fy¢n)—1 =1 (mod m) olursa Lemma 6.1 den
B(m) = 1olurve Fyany—1 = —1 (mod m) olursa Fj )y = 1 (mod m) oldugundan

Lemma 6.1 den S(m) = 2 elde edilir.

(ii) Denklik 6.1 de a(m) tek ise Fj(m)_l = —1 (mod m) olur. Bu durumda

th(m)—l # 1 (mod m) Ve Fym)—1 # £1 (mod m) olur. Boylece

Fg(m)—l = Fz(m)—lFa’(m)—l = —Fym)-1 £ £1 (mod m),

a a

F:(m)—l = —Fam)-1Famm)-1 = 1 (mod m)

elde edilir. Boylece Lemma 6.1 den f(m) = 4 bulunur. Cift tarafli olarak karsit1 da
dogru olur. O
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Teorem 6.7. p tek asal say1 ve e herhangi bir pozitif tam say1 olmak {izere

() 2 t a(p) ise B(p°) = 4,

(ii) 2 | a(p) ama 4 t a(p) ise B(p¢) =1,

(iii) 4 | a(p) ise B(p°) = 2,

(iv) e = 3i¢in (2¢) = 2 ve B(2) = B(22) = 1 dir.

Tersine p herhangi bir tek asal say1 olmak tizere B(p®) = 4 ise a(p) tektir. Yani
2ta(p) olur. B(p®) =2 ise 4| a(p) veya e = 3 igin p = 2 dir. f(p°) =1 ise
2| a(p)ama 4 t a(p) yada p® = 2 veya p® = 4 olur. [4]

Ispat: p tek asal say1 ve e herhangi bir pozitif tam say1 olsun. Bilinen
P Fagny ise a(p™) = pa(p™) (6.2)

esitlik ile baz1 k € Z* U {0} icin a(p®) = p*a(p) esitligini tiimevarimla ispatlayalim.
e =1 i¢in a(p) = p*a(p) olacak sekilde k = 0 € Z* U {0} bulunur ve e = e igin
a(p®) = p*a(p) olacak sekilde en az bir k € Z* U {0} olsun. Bu durumdae = e + 1
icin a(p®*™!) = p"a(p) olacak sekilde en az bir n € Z* U {0} oldugunu gosterelim.
Esitlik 6.2 de n = e i¢in a(p®*?t) = pa(p®) olur ve kabulden a(p®) = p*a(p) yerine
yazilirsa a(p*t) = p - a(p®) = p - p*a(p) = p**ta(p) bulunur. Buradan en az bir
n =k + 1€ Z* U {0} elde edilir. Boylece e = e + 1 igin

a(p®) = p*a(p) (6.3)

ispatlanir.

Not: Bu esitlikte p tek asal say1 oldugundan a(p®) ve a(p), 2 nin ayn1 kuvveti ile

boliunir. Bu durum ileri de defalarca kullanilmaktadir.

(i) m = p tek asal say1 ve a(p) tek sayi i¢in Esitlik 6.3 den a(p®) tek say1 olur. Teorem
6.6 dan a(p¢) tek ise B(p¢) = 4 bulunur.

(i) 2 | a(p) ama 4 t a(p) olsun. Esitlik 6.3 den a(p®) ¢ift say1 ve Teorem 6.5 de

m=pé,n=1ver = —%a(pe) alinirsa
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= e e
Fa(pe)—%a(pe) = Fa@ )_lF—%a(pe) (mod p®)

F%a(pe) = Fa(pe)—lF_%a(pe) (mOd pe) (64)

1 e
elde edilir ve Teorem 6.4 den elde edilen F 1 . . = (—1)2*PI*F, - deger
—50((17 ) 50((17 )

1
: . — “a(p®)+1
Denklik 6.4 de yerine yazilirsa F%a ey = Fopey-1(=1)2" p F%a(pe) (mod p®),

(
Foper_ 1 F =(—1)%°‘<Pe)+11: (mod p®) (6.5)
a@)-1"1ypey = 2a®) p :

bulunur. Simdi negatif olmayan bazi ktam sayilart icin Esitlik 6.3 den

1 e
La(p®) = Lp*a(p) elde edilir. Her iki taraf a(p) ile bolinirse % = Ipkvep tek

asal sayr oldugundan a(p) t %a(pe) olur. Boylece a(p) t %a(pe) oldugundan

Teorem 5.2 den p t F1_, ., bulunur ve Denklik 6.5 in her iki tarafi F1i_, .. ile
;e () >a(®)

bollntrse
1 e
Fapey-1 = (=1)2°F* (mod p®) (6.6)

elde edilir. 2 | a(p) ama 4 t a(p) kabuliinden %a(p) tek say1 ve Esitlik 6.3 den

%a(pe) de tek say1 olur. Bu durumda Denklik 6.6 dan F,pey—q = 1 (mod p®) olur.
Lemma 6.1 den de B(p¢) = 1 bulunur.

(iii) 4 | a(p) olsun. Bu durumda%a(p) cift say1 ve Esitlik 6.3 den%a(pe) de gift say1
olur. Béylece Denklik 6.6 dan Fgypey—1 = —1 (mod p®) ve Fj(pe)_l = 1 (mod p°)
olur. Boylece Lemma 6.1 den de S (p¢) = 2 bulunur.

(iv) B(2) =1 veB(2?) = 1oldugu aciktir ve e =3 i¢in B(2%) =2 nin ispati
yapilirken asagidaki iki hipotez kabul edilmistir.

(@) (gq,r) = 1 olmak tizere q herhangi bir asal say1 ve r herhangi bir pozitif tam say1
olmak iizere ¢ = 2 ve f = 1 olmadiginda q/ | F, ve ¢/*1 } E, ise q/*% | Frrqa VE

gt} Fppga dir,
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(b) 6(q”) = 5(q) olacak sekilde q herhangi bir asal say1 ve f en biiyiik tam say1 olmak
lizere e > f i¢in 6(q®) = q®/6(q) dur.

(a) daki hipoteze gore q = 2, f = 3 ve n = a(2%) alimrsa 2% | F(53) ve 2% + F 53y
oldugundan 23*% | F(53),5a Ve 2*+® | F 3,5 Olur. Burada k = 2%r alinirsa 2% | k
olur. Bu durumda 23*% | Fy,p3) Ve 2%4% | Fi,(p3) elde edilir. Teorem 5.2 den
a(23t%) | ka(23) ve a(2*t%)tka(2®) oldugundan a(2**%) t a(23%%) olur.

Teorem 5.2 den

23*@* D) } F g3+ay (6.7)
seklinde yazilabilir. Ayrica

a(23t) = 2%a(23) (6.8)

esitligini tiimevarimla ispatlayalim. a = 1 i¢in a(2*) = 2a(23) dogrudur ve a = a
icin  a(23t*) =2%(2%) dogru olsun. Bu durumda a=a+1 igin
a(23+@+D)) = 2a+1¢(23%) oldugunu godsterelim. Ifade 6.7 ve Esitlik 6.2 den
a(23+@D)) = 2¢(23+4) yazilir ve kabulden

a,(23+(a+1)) — a(2(3+a)+1) — 2a(23+a) =2. zaa(23) — 2a+1a(23)
olur ve ispat tamamlanir ve
e > 3i¢in a(2°) = 2°72a(2) (6.9)

esitligini timevarimla ispatlayalim. e = 3 i¢in @(2%) = 2a(2) dogrudur ve e = e igin
a(2°) = 2¢72a(2) dogru olsun. Bu durumda e = e + 1 igin a(2¢*1) = 2¢71a(2)
oldugunu gosterelim. Ifade 6.7 de a = e — 3 alinirsa 2+ } F a(2¢) oldugundan Esitlik
62 de n=e ve p=2 almmsa a(2°*!) =2a(2°) olur ve kabulden
a(28t1) = 2a(2°) = 2 - 2°72a(2) = 27 1a(2) elde edilerek ispat tamamlanr.

(b) hipotezinde g = 2 ve f = 1 alinirsa

e > 1icin 5(2°) = 2¢715(2) (6.10)
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5(2%) _ 20718(2)
a(2¢) ~ 2072q(2)

elde edilir. Boylece Esitlik 6.9 ve 6.10 dan e > 3 i¢cin $(2°) =

elde edilerek Teorem 6.7 nin son kismi1 da bulunur. o

Lemma 6.2. m asal ¢arpanlarina ayrilirsa, yani m = q;*1q,%2 ... g,,*» ise
(i) 1 < i < nigin §(m) = ekok {§(q;*)},
(ii) 1 < i < nigin a(m) = ekok {a(q;*)} dir. [4]

ispat: m = g, *1¢,* ... ¢,,* olsun.

(i) Fibonacci dizisinin g;* modiiliine gore periyodu 8(g;*) dir. Yani Fibonacci
dizisi g;* modiiliine gore c - §(q;*) uzunlugunda da tekrar eder. Bu dizinin m
modiiliine gore periyodu ise §(m) oldugundan i nin tiim degerleri i¢in bu dizi ;%
modiiliine gore § (m) uzunlugunda da tekrar eder. Dolayisiyla i nin tiim degerleri i¢in
§(m), c - §(q;*) formundadir. Boylece 1 < i < n igin §(m) = ekok {5(q;*)} elde

edilir.

(i) g;% ler aralarinda asal say1 olmak iizere m | Fy, ile q;% |F, (i =1,2,...,n)
ifadeleri denktir. g;% | F, oldugundan Teorem 5.2 den a(q;*) |k (i=1,2,..,n)
olur. 1 <i <n i¢in bu kosullar1 saglayan en kii¢iik k = ekok {a(qﬂi)} bulunur.
a(m) nin tanimindan istenen sonug ortaya ¢ikar. Yani m | F;, ve k en kiigiik pozitif

tam say1 oldugundan a(m) = k = ekok {a(q;*)} bulunur. o

Teorem 6.8.

(i) m > 2 ve a(m) tek say1 ise f(m) = 4 diir.

(if) Herhangi bir p tek asal say1 olmak tizere p | mi¢in 8 t m, 2 | a(p) ama 4 { a(p)
olmasi icin gerek ve yeterli sart f(m) = 1 olmasidir.

(iii) m nin diger durumlarinda S (m) = 2 dir. [4]
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ispat:
(a) Teorem 6.6 dan (i) dogrudur.

(b) B(m) =1 igin (ii) de verilen kosullar gerekli ve yeterlidir ve m nin asal
carpanlarma ayrilmis hali m = g;%1q,*2 ... g,*» olsun. Ayrica K; tek tam say1 olmak

uzere
a(q;™) = 285K, (i=1,2,..,1n)

olarak yazilabilir. Teorem 6.6 dan goriiliiyor ki ¢; = 0, 1 veya 2 olmak iizere
B(qr) =2% (i=12,..,n)

olarak  yazilabilir. Tanmim 6.3 den S(qi)‘i)za(qiﬂi)ﬁ(qi’li)=2€i+‘piKi

(i=1,2,..,n) elde edilir. K; tek tam say1 olmak iizere Lemma 6.2 den

§(m) = ekok {§(q;1)} = 2maxEro g

a(m) = ekok {a(qi’li)} = 2max(&) K
olur. Bdylece
B(m) = §(m)/a(m) = 2maxei+pi)-max(e) (6.11)

bulunur. (ii) nin ispati i¢in p tek asal sayr olmak iizere p|m icin p = gy
(k=1,2,..,n) olur ve B(m) =1 olsun. Bu durumda m = q;*q,* ...q,*» ve
p = qi (k =1,2,...,n) oldugundan m tek say1 olur. Béylece 8  m kosulu elde edilir.
B(m) =1 oldugundan Esitlik 6.11 den 2max(eteo-max(&) =1 olur ve
max(g; + @;) —max(g;)) =0  bulunur.  Yani max(e; + ¢;) = max(g;) dir.
max(g;) = €, olarak alinirsa €, < g, + @ < max(g; + @;) = max(g;) = &, ve
& + @ = max(g; + ;) den dolayt &, + @, = max(e; + ;) olur. Ayrica
max(g; + @;) = max(g;) = & oldugundan &, + ¢, = & olur. Bu durumda ¢; = 0
bulunur. Béylece 5(qx*) = 29 = 1 olur. Teorem 6.7 nin (ii). kisminda p = g, ve
e =22, alinirsa B(q**) =1 olmas: igin gerek ve yeter sart 2|a(q,) ama

4 t a(qy) olmasidir. Buradan a(qy) ve a(q,**), 2 nin aym kuvvetine boliindiigiinden

2 a(q,i") ama 4t a(q,’}") kosulu da elde edilir. Boylece a(q,/}"") = 28K, dan
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& <1 bulunur ve ¢; < max(e; + ¢@;) = max(g;) = €, <1 oldugundan ¢; <1
olur. @; =1 olursa B(gq;*) = 2 olur. Teorem 6.7. nin (iii). kismmda p = q, ve
e = A alimirsa B(q,*) = 2 olmasi igin gerek ve yeter sart 4 | a(q,) olmasidir.

Buradan a(qy) ve a(qi**), 2 nin ayn kuvvetine bolindiigiinden 4 | a(q,’j") elde

edilir. Béylece a(q*) = 25 K; dan &, > 1ve g; > 1 olur. Yani ¢; = 1ve g; > 1ile
g + @; > 2 elde edilir. Bu durum daha onceden bulunan max(g; + ;) <1 ile
celisir. Yani ¢; =1 olmast imkansizdir. Boylece ¢; = 0 olmalhidir. Bdylece
L(q;*) = 2% =1 olur. Teorem 6.7 nin (ii). kisminda p = q; ve e = A; almirsa
B(q;*) = 1 olmast i¢in gerek ve yeter sart 2 | a(g;) ama 4 + a(q;) olmasidir. Buradan
p = q; oldugundan 2 | a(p) ama 4 + a(p) kosulu da elde edilir.

Teoremin karsit1 igin (ii) de verilen p tek asal say1 olmak iizere p | m i¢in p = g;
(i=12,..,n), 8tm, 2| a(qf") ama 4t a(q{l") kosullarin yerine getirildigini
varsayalim. Bu durumda 2 | @(q;) ama 4 t a(q;) olmasi i¢in gerek ve yeter sart
B(gi*) =1 elde edilir. Boylece 6&(q;%) = a(q;*)B(q;*) esitliginden

5(q;M) = a(q;*) olur. Lemma 6.2 den 1 < i < n igin
§(m) = ekok {5(q;")} = ekok {a(q;*)} = a(m)

olur. Sonu¢ olarak §(m) = a(m)B(m) esitliginden f(m) =1 bulunur ve ispat

tamamlanir.

(c) Teorem 6.6 dan f(m) = 1, 2 veya 4 oldugundan m nin diger durumlari igin tek

bir durum kaliyor. Bu durum g(m) = 2 olmasidir. o

Lemma 6.3. p tek asal say1 olsun. Bu durumda
)p=+1(mod10)ise a(p) | (p — 1),

(i) p =13 (mod 10)ise a(p) | (p + 1),

(i) p = +1 (mod 10) ise 5(p) | (p — 1),

(iv)p = £3 (mod 10) ise 6(p) + (p + 1) ve 6(p) | 2(p + 1) dir. [4]
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Ispat: Lucas (1878) de p = +1 (mod 10) ise p | F,_; Ve p = +3 (mod 10) ise
p | Fp41 dir. Bu sonuglar ile Teorem 5.2 den yaralanarak p = +1 (mod 10) ise
p | Fp—1 olmasi igin gerek ve yeter sart a(p) | (p — 1) bulunur. Boylece (i) elde edilir.
p = £3 (mod 10) ise p | F,,,, olmasi igin gerek ve yeter sart a(p) | (p + 1) bulunur.

Boylece (ii) elde edilir. Teorem 5.7 de (iii) ve Teorem 4.7 de (iv) ispatlandi. O

Teorem 6.9. p tek asal say1 ve e herhangi bir pozitif tam say1 olsun.
(i) p = 11 veyap = 19 (imod 20) ise B (p¢) = 1,

(i) p = 3 veyap = 7 (imod 20) ise B(p®) = 2,

(iii) p = 13 veya p = 17 (imod 20) ise B (p¢) = 4,

(iv) p = 21 veya p = 29 (mod 40) ise B(p®) # 2 dir. [4]

Ispat: Teorem 6.7 den 5 (p®) nin e degerinden bagimsiz oldugu gériiliir. Boylece ispat

boyunca e =1 almabilir. Tanim 6.2 den p | Fyy oOlur ve (Fyp), Fam)-1) =1
oldugundan pt Fypy—q bulunur. m = Fyq)-4 almrsa Lemma 4.2 den

(Fa(p)_l,p) = 1 oldugundan

FYo) -1 = 1 (mod p) (6.12)

elde edilir. Sonra Lemma 6.1 den Ff((;))_l = 1 (mod p) olacak sekilde S (p) en kiigiik

olur. Bu durumda Denklik 6.12 den S(p) | (p — 1) bulunur. Ayrica p = 3 (mod 4)
icin p =4k +3 oldugundan 44 (p—1) olur ve B(p)|(p—1) ifadesinden
B(p) # 4 bulunur. Bu durumda g(p) = 2 yada S(p) = 1 olabilir.

(Dp=3(@mod4)ise4+t (p—1)veB(p) # 4icin B(p) = 2 olsun. Teorem 6.7 den
4| a(p) olur. Simdi p = £1 (mod 10) oldugu zamanlar Lemma 6.3 den
a(p) | (p—1) bulunur. 4 | a(p) ve a(p) | (p — 1) ifadelerinden 4| (p — 1) elde
edilir. Ama bu durum 4 4 (p — 1) ile geligir. Bu nedenle S(p) # 2 olmalidir. Sonug
olarak B(p) # 4 ve B(p) # 2 oldugundan B (p) = 1 ispatlanir. Yani p = 3 (mod 4)
icinp = +1 (mod 10) oldugu zamanlar, p = 11 veyap = 19 (mod 20) dir. Boylece
p = 11 veya p = 19 (mod 20) ise S(p®) = 1 olur.
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(i) p =3 (mod 4) ise f(p) # 4 dir. Simdi p = +3 (mod 10) oldugu zamanlar
Lemma6.3den a(p) | (p +1) ve §(p) + (p + 1) bulunur. Yani §(p) # a(p) olur ve

B() = 22 # 1 elde edilir. Bylece f(p) # 1 ve f(p) # 4 oldugundan B(p) = 2

bulunur. Yani p = 3 (mod 4) i¢in p = £3 (mod 10) oldugu zamanlar, p = 3 veya
p = 7 (mod 20) dir. Sonug olarak p = 3 veya p = 7 (mod 20) ise B(p®¢) = 2 olur.

(ili) p =13 (mod 10) igin L(p) #1 ayrica a(p) | (p+1) oldugu biliniyor.
p =1(mod4) i¢in p =4k + 1 oldugundan 4+ (p+ 1) olur ve a(p) | (p+ 1)
oldugundan 4 t a(p) dir. Teorem 6.7 den 4 t a(p) olmasi igin gerek ve yeter sart
B(p¢) # 2 yani B(p) # 2 bulunur. Boylece S(p) # 1 ve B(p) # 2 oldugundan
B(p) = 4 olur. Sonug olarak S(p¢) = 4 ispatlanir. Yani p = £3 (mod 10) igin
p =1 (mod 4) oldugu zamanlar, p = 13 veya p = 17 (mod 20) dir. Sonug olarak
p =13 veyap = 17 (mod 20) ise f(p¢) = 2 olur.

(iv) p =21 (mod 40) ve p =29 (mod 40) ve B(p) =2 olsun. Bu durumda
6(p) = B(p)a(p) oldugundan §(p) = 2a(p) ve Teorem 6.7 den 4 | a(p) oldugundan
8| 6(p) elde edilir. p = +1 (mod 10) alinirsa Lemma 6.3 den §(p) | (p — 1) olur.
Boylece 8 | 6(p) ve §(p) | (p — 1) oldugundan 8 | (p — 1) bulunur. Ama kabulden
p—1=20(mod40) ve p—1= 28 (mod 40) oldugundan p — 1 = 4 (mod 8)
olmalidir. Bu durum 8 | (p — 1) ile gelisir. Yani f(p) # 2 olmalidir. o

Dogal olarak p =1,9,21,29 (mod 40) i¢in S(p®) ile ilgili asagidaki Ornekler

teoremin desteklendigini gosterir.

p= 1(mod40) : P(521) =1, B@A1) =2, B(761) =4,
p= 9(mod40) : B(809) =1, B(409) =2, B(89) =4,
p=21(mod40) : P(101) =1, B(61) =4,

p =29 (mod40) : B(R9) =1, B(109) = 4 dir.
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7. FIBONACCI DiZIiSININ GENEL BOLUNEBILIRLIK OZELLIKLERI

7.1. Fibonacci Sayilarinin Temel Ozellikleri

Bu boliimde belirli bir tam saymnin kuvvetleri tarafindan boliinebilen Fibonacci
sayilarinin alt dizisi ile ilgilenilecektir. Yani Fibonacci sayilar1 belirli bir tam sayinin
kuvvetine boliindiigli zaman elde edilen kalanlarin dizisinin periyodik yapisi ile ilgili

tanimlar ve problemler ele alinacaktir.

Teorem 7.1.1. n > 1 i¢in

-]
o gy 1 n s
n 4 (E) Z (25 + 1)
s=0
dir. [5]
Teorem 7.1.2. k = 0 ve Fy = 0 igin
ok
Fkn+r = z (h) FnhFrllc—_thr+h
h=0
dir. [5]
Teorem 7.1.3.
ok
Fyn = Fnz (h) Fnh_lFA(—_{th
h=1
dir. [5]
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Teorem 7.1.4. (1) = (1) + () dir. [5]

Teorem 7.1.5. 0 < s < p ve p asal say1ise p | (?) dir. [5]

Tamim 7.1.1. m" ile boliinebilen pozitif indisli en kiiglik Fibonacci sayisinin indisi «
ile gosterilir. Yani F, = 0 (mod m™) denkligini saglayan en kii¢iik k pozitif tam sayisi
kisith periyot veya goriinme ranki olarak adlandirilir ve « ile gosterilir. [5]

F, = 0 (mod m™) olmak iizere, bu denkligin farkli gosterimleri
a(m,n) = a(m™, 1) = a(m")

dir. [5]

Tanim 7.1.2. F;, = 0 (mod m™) ve F.; = 1 (mod m™) denkliklerini saglayan en
kiiglik k pozitif tam sayisi periyot veya karakteristik say1 olarak adlandirilir ve § ile
gosterilir. [5]

Fs =0 (mod m") ve Fs.; =1 (modm™) olmak {iizere, bu denkligin farkli

gosterimleri §(m,n) = §(m™, 1) = §(m™) dir. [5]

Tanmim 7.1.3. §(m,n)/a(m,n) = f(m,n) = f(m", 1) = B(m™") dir. [5]

Tanmm 7.1.4. Fy(n) = 0 (mod m*) denkligini saglayan en biiyiik ¢ tam sayisi 9 ile
gosterilir. [5]

E, = 0 (mod m?) olmak iizere, bu denkligin farkl1 gosterimleri
Jd(m,n) =I9(m" 1) = I9(m")

dir. [5]
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Teorem7.1.6.a(m,n) =a(mn+1) =--= a(m,ﬂ(m, n)) < a(mI9(m,n) + 1)
dir. [5]

Teorem 7.1.7. 9(m, 9(m,n)) = 9(m, n) dir. [5]

7.2. Béliinebilirlik Ozellikleri I¢in Yardime1 Bagintilar

Lemma 7.2.1. E,, F,,,1 Ve F,.,, daima aralarinda asal sayidir. [5]

Ispat: h pozitif bir tam say1 olsun. Fibonacci lineer rekiirans bagintisinda h, sayilarin
ikisini bolerse ti¢lincii say1y1 da boler. Bu durum Fibonacci dizisinin tiim terimleri ig¢in
uygulanirsa h, biitiin Fibonacci sayilarini boler. Boylece biitiin terimleri bolen h = 1
olmak zorundadir. Yani F,, F,,,; ve F,,,, aralarinda asal say1 olur. O

Lemma 7.2.2. n = 2 alinirsa F,, n nin kesinlikle artan pozitif fonksiyonudur. [5]
Ispat: Rekiirans bagintisindan n > 2 i¢in §, = F,,_; + Fy_, Ve Fy_, >0, Fp_; > 1
oldugundan F, >1 olur. F,,, =F, +F,_4, F,b, =1 ve F,_; =1 oldugundan

Fpiq = 2 Ve F, 1 > F, olur. Boylece F,,,; > F, = 1 oldugundan F,;, n nin kesinlikle

artan pozitif fonksiyonudur. o

Lemma 7.2.3. n > 3 ise a(F,) = n. Yani F, ile boliinebilen en kii¢iik pozitif indisli

Fibonacci sayisinin indisi n dir. [5]

Lemma 7.2.4. (Fy, E,) = Fnp dir. [5]
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Ispat: (m,n) =2z ve (E,E)=2Z alam. Ayrica z= (m,n) oldugundan
z = xm + yn olacak sekilde x ve y pozitif tam sayilar1 vardir. Teorem 7.1.2 de
kn + r yerine xm + yn yazilirsa (k = x,n =mver = yn ) ve x = 0 igin

X

X
E, =Femsyn = 2 (h) Fn}%FrngL:fllen+h (7.2.1)

h=0

elde edilir.

(1) (Fn, ) = Z oldugundan Z | F, ve n | ny ise F, | F,,, bulunur. Bu durumda Z | F,
ve F, | E,,, ise Z | Eyy, elde edilir. Esitlik 7.2.1 den

X

X
E, = FrjrcL—len + Z (h) FrgFr)rcL:qun+h
h=1

bulunur. Elde edilen bu esitlikte Z | F,,, ve Z | Fy, oldugundan Z | F; ispatlanir. Sonug

olarak

X

x e
F,=Fem+yn = z (h) FTI}’lLFT)TCL—qun+h = 0 (mod Z)
h=0

elde edilir.
(i) z=(m,n) ise z| m ve z | n ise E, | E, ve E, | E, oldugundan F, | (F,, F,) =Z

olur ve E, | Z elde edilir. Boylece (i) ve (ii) den Z | F, ve F, | Z oldugundan Z = F, dir.
Yani (le Fn) = F(m’n) bulunur. o

Lemma 7.2.5. F, | E,, olmasi i¢in gerek ve yeter sart n | m veya n = 2 olmasidir. [5]
Ispat: F,|E,olsun. Bu durumda (F,,E)=F, ve Lemma 7.24 den

(Fn, Fo) = Fanny = F, olur. Béylece n = (m, n) oldugundan n | m elde edilir. Kargiti

da dogrudur. Yadan = 2 olursa F, = 1 oldugundan F, = 1| F,, olur. O
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Tamm 7.2.1. E, nin m ile boliimiinden kalan E,™ ile gosterilir. 0 < F,™ < m i¢in

E,=F, (m) (mod m) seklindedir ve F, nin m modiiliine gore kalan1 diye okunur. [5]

Lemma 7.2.6. m > 2 olacak sekilde herhangi bir tam sayr modiiliine gore Fn(m)
kalanlarin dizisi periyodiktir ve periyodu § (m) dir. Bu durumda n dogal say1 ve k tam

say1 olmak tlizere

(m) _ p(m)
Fn+k6(m) - Fn

ya da
Fn+k5(m) =k (mOd m)

seklindedir. [5]

Ispat: m modiiliine gore (Fn(m), Fn(inl) ) sirali tam sayi ¢ifti en fazla m? tane farkli deger
alir. Boylece (m? + 1) tane Fo(m), Fl(m), ey F;Ti , sayilarindan olusan sirali ardisik
ciftlerden birinin tekrar etmesi gerekir. Yani bir ardisik ¢iftin esi m? tane sirali giftten
birine esittir. Bu durumda rekiirans bagintis1 da kullanilarak iki esit ¢iftin indisleri

tizerinden geriye dogru tiimevarim yoluyla 2<k<m? i¢in

(B, ESY) = (B™, E™) = (0,1) elde edilir. Yani bastaki ift bulunur ve dizi

basa doner. Boylece Tanim 7.1.2 den bunu saglayan en kiiciik k pozitif tam sayisi

§(m) olur. o

Lemma 7.2.7. m herhangi bir tam say1 olmak iizere, m ile boliinebilen bir F,
bulunabilir. [5]

Ispat: m ve k herhangi bir tam say1 olmak iizere, Lemma 7.2.6 dan m | Fsem) Ve

m | Fk&(m)zn dir. o

Lemma 7.2.8. m | F, olmasi igin gerek ve yeter sart a(m) | n olmasidir. [5]
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ispat:

(i) a(m)|n olsun. Bu durumda n = a(m)t, t €Z olur. Tanim 7.1.1 den
Fa@my = 0 (mod m) dir. Bu durumda F ) = mk, k € Z dir ve a(m) | n = a(m)t
ise Lemma 7.2.5 den Fyun | B, olduundan F, = Fyy)S, s € Z olur. Ayrica
Fomy = mk oldugundan F, = mks bulunur ve m | F, elde edilir.

(iym | E,ise a(m) t nolsun. Yani 0 < r < a(m) i¢ginn = ka(m) + r olmak tizere

k > 0 tam sayisi igin Teorem 7.1.2 de n yerine a(m) alinirsa

k

k h k—h
E, = Fka(m)+r = z h Fa(m)Fa(m)—lFTHL
h=0

k k k k-1 k k
F‘l’l = (0> Fa(m)—lF"" + (1) Fa(m)Fa(m)—lFr+1 + cee + (k) Fa(m)Fr+k

bulunur ve m | Fyp) oldugundan F, = (i((m)—lF;' (mod m) olur. Ayrica m|E,

kabuliinden
Fy = Ffomy-1F = 0 (mod m) (7.2.2)

olur. Bu durumda (Fyemy, Fam)-1) =1, m| Fgmy oldugundan m 4 Fy(my—q Ve
m + Fm—, elde edilir. Buradan m | F, ve m + Fyi(,y_, i¢in Denklik 7.2.2 denm | F,
olur. Yani E. = 0 (mod m) olur. Lemma 7.2.8 den a(m) | r dir ve 0 < r < a(m)
oldugundan r = 0 dir. Boylece n = ka(m) +r,r = 0 igin n = ka(m) ve a(m) | n

elde edilir. (i) ve (ii) den m | F,, olmasi igin gerek ve yeter sart a(m) | n olur. o

Lemma 7.2.9. Herhangi bir m tam sayisi ve r = s > 0 olmak tizere a(m, s) | a(m,r)
dir. [5]

Ispat: ¥ >s >0 i¢in m® | m"ve m" | Fa(my) oldugundan m® | Fyapm bulunur.

Sonug olarak Lemma 7.2.8 den a(m, s) | a(m, r) elde edilir. o

Lemma 7.2.10. a(m) | §(m) dir ve burada g (m) bir tam sayidir. [5]
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Ispat: Tanim 7.1.2 den m | Fs() ve Lemma 7.2.8. den a(m) | §(m) olur. Tanim 7.1.3

den B(m) = ) dlr ve a(m) | 6(m) oldugundan B(m) = ﬂ € Z elde edilir. o

Lemma7.2.11. p tek asal say1 olmak iizere, F,, F,,_; Ve F,. sayilarindan sadece birini

boler. Ya da Lemma 4.1 den Legendre sembolii (5/p) = +1,—1,0 olmak {izere
m = p — (5/p) igin p | E,, seklinde de ifade edilebilir. [5]

Ispat: Oncelikle Teorem 7.2.1, 7.2.2 ve 7.2.3 elde edilecektir ve sonrasinda Lemma

7.2.11 in ispat1 yapilacaktir.

Teorem 7.2.1.
2(-1)
s=0
dir. [5]

Ispat: p tek asal say1 yani (p, 2) = 1 olmak iizere
(i) Teorem 7.1.1 de n =p almrsa F, = ( ) Z[ ®- 1)](25+1) 55 elde edilir. Bu

esitligin her iki tarafi da 2771 ile carpilirsa

2]

277, = Z (2521 1)55

s=0

olur.

(ii) Lemma 4.2 de m = 2 alinirsa ve (p, 2) = 1 oldugundan 2P~ = 1 (mod p) olur
ve (1) de elde edilen esitlikten
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2]

_ p
F, =2P7'F, = Z (2$+1)55(m0dp)

s=0

bulunur. Ayrica p tek asal sayisi i¢in tam degerin i¢i daima tam say1 oldugundan

[%(p — 1)] = %(p — 1) dir. Boylece

S@-1)
p
= 27p-1 — N
E, =2P7 F, = ZO (25 + 1)5 (mod p) (7.2.3)
S=

1
olur ve F, =2P"'E, =p+(2)5" + ()52 + -+ 527" (mod p) elde edilir.
Teorem 7.1.5 den
1
F, =2P7'F, = 5271 (mod p) (7.2.4)

bulunur. Son olarak Denklik 7.2.3 ve 7.2.4 birlestirilirse Teorem 7.2.1 bulunur. o

Ayricam = 5 iken p | E, olmasi i¢in gerek ve yeter sart (5/p) = 0 dir. Bunun ispat
1
icin Lemma 4.1 de m =5 ahmirsa 5:7™Y = (5/p) (mod p) bulunur. Bdylece

1
Teorem 7.2.1 den F, = 5:P~D = (5/p) (mod p) elde edilir. Buradan p | F, ise
(5/p) = 0ve (5/p) = 0ise p | E, elde edilir. O

Sonug olarak m = p — (5/p), m =5 ve (5/p) = 0 ise p = 5 olur. Yani p = 5 iken
p | F, olmasi igin gerek ve yeter sart (5/p) = 0 dir. O

Teorem 7.2.2.
S@-1) 1
= p p — 5(-1)
= 72D —_ S =
2F 4y = 2PFyy, Z) {(25 N )+ (25)}5 = 1+ 5277 (mod p)
S=
dir. [5]
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ispat:

p [P
(i) Teorem 7.1.1 de n =p + 1 alnirsa Fpq = G) 2[2] p“) 5% elde edilir. Bu

s=0\2s+1

esitligin her iki tarafi 2P ile garpilirsa

2

p+1
2P P41 = Z (25 + 1) >

s=0

bulunur.

(ii) Lemma 4.2 de m = 2 alinirsa ve (p, 2) = 1 oldugundan 2P~ = 1 (mmod p) den
2P = 2 (mod p) olur ve (i) de elde edilen esitlikten

2
[p] i
b
2Fp 11 E2PF, 0, = E (Zs + 1) 5% (mod p)

s=0

bulunur. Ayrica p tek asal sayisi i¢in g tam say1 olmadigindan [g] = %(p — 1) dir.

Boylece
%(p—l)
2F,,, = 2PF,,, = PH1Y o5 mod 725
p+l1 = p+1 — ’ 25+ 1 (mo p) ( e )
S=

1
olur ve 2F, 1 =2PF,, =(p+1) + (”;”1)51 + -+ (p + 1)52P7Y (mod p) elde

edilir. Teorem 7.1.5 den

1
2Fy41 = 2PFyyy = 1+ 5277V (mod p) (7.2.6)

bulunur. Son olarak Denklik 7.2.5 ve 7.2.6 birlestirilirse

%(p—l)
_ p+1 _ Lo
2F,41 = 2PFy,; = Z) (25 | 1) 55 = 1 + 527V (mod p)
S=

ve Teorem 7.1.4 den
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-1

2Fps1 = 2Py = Z {(Zsi 1) + (Zps)} =1+ 5%@_1) (mod p)

s=0

olur ve Teorem 7.2.2 bulunur. o

Ayricap # 5 ise p | Fp, 4 ifadesini ispatlayalim. p # 5 tek asal say1 olsun ve Lemma
1
4.1dem = 5i¢in (5,p) = 1 oldugundan (5/p) = +1ve 5:77D = 41 (mod p) olur.

1
Ayrica  Teorem 7.22 den 2F,,, =1+5:P" (modp) dir. Boylece
2F,.1 = 0 (mod p) veya 2F,,; = 2 (mod p) elde edilir. Buradan p tek asal sayisi

i¢in p | F41 olabilir. o

Teorem 7.2.3. 2F,_; = 1 — 5277 (mod p) dir. [5]

Ispat: 2F,_1 = 2Fy41 — 2E, olmak iizere Teorem 7.2.1 ve Teorem 7.2.2 den
S@-1) S@-1) 2@-1)
2Fp_15<1+52p )—2-52p =1-52""" (mod p)

olur ve Teorem 7.2.3 bulunur. o

Ayricap # 5 ise p | F,,_; ifadesini ispatlayalim. p # 5 tek asal say1 olsun ve Lemma
1
4.1 de m =5 igin (5,p) =1 oldugundan (5/p) = +1 ve 5:P7D = 41 (mod p)

1
olur. Ayrica Teorem 7.23 den 2F, ; =1-— 5P~ (mod p) dir. Boylece
2F,_; = 0 (mod p) veya 2F,_; = 2 (mod p) elde edilir. Boylece p tek asal sayisi

i¢in p | F,_4 olabilir. o

Sonu¢ 7.2.1. pasal, p=5k+1ise (5/p) =1vep =5k+2ise (5/p) =-—1dir.
Yani p # 5 tek asal sayis1 ya Fy,_; sayisin1 boler ya da F, ;1 sayisin1 boler. [3]
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Sonu¢ 7.2.2.p # 5ise F,_1F,41 = Ff —1 = 0 (mod p) dir. [5]

Ispat:
(i) Cassini 6zdesliginde n = p — 1 almursa Ff — F,_1F,; = (—=1)P** olur ve p tek

asal say1 oldugundan F,,_;F,,; = 7 — 1 elde edilir.

(ii) Teorem 7.2.1 deki denkligin her iki tarafinin karesi almirsa Ff = 5P~* (mod p)
olur. p # 5 tek asal say1 ve m = 5 alinirsa Lemma 4.2 den (5,p) = 1 oldugundan
57~ =1 (mod p) bulunur. Boylece F7 = 5P~! =1 (modp) elde edilir. Bu

durumda (i) ve (ii) den ispat tamamlanir. O

Lemma 7.2.12. p tek asal say1 ise a(p) | (p — (5/p)) olur. Ayricap # 5 iken a(p)
asal say1 ise a(p) < p dir. [5]

Ispat:
(i) p tek asal say1 olsun. Bu durumda Lemma 7.2.11 den m = p — (5/p) olmak iizere

D | Fin=p—(s/p) Olur ve Lemma 7.2.8 den a(p) | (p — (5/p)) bulunur. o

(i) a(p) asal say1 ve p # 5 tek asal olsun. Lemma 4.1 dem = 5, p # 5 tek asal sayisi
i¢in (5,p) = 1 oldugundan (5/p) = £1 olur. Lemma7.2.11 denp | F,4, dir. Lemma
7.2.8 den a(p) | (p £ 1) elde edilir. Boylece a(p) asal ve (p + 1) cift olup asal
olmadigindan a(p) < (p £ 1) olur. Bu durumda a(p) < (p + 1) ve a(p) # p veya
a(p) < (p — 1) oldugundan a(p) < p yazilabilir. o

Lemma 7.2.13. p; ler farkli asallar ve A; € Z* olmak iizere m = p;*1p,*2 ... p, * i¢in

(Z(m, n) = [a(pllnll)la(pZ'nAZ)l ey a(pk’nlk)]
dir. [5]

Ispat: m™ = p,"1p,™2 _ p, ™k ve m™ | F, olsun. Béylece her i = 1,2, ...,k i¢in

p;™ | F, olur. Lemma 7.2.8 den a(p;,nA;) | t olur. Bu kosulu saglayan en kiigiik
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t = [a(p;,n4;) ] dir. Bu durumda Tanim 7.1.1 den m™ ile boliinebilen en kiigiik

Fibonacci sayisi F; olur ve a(m,n) =t = [a(p;, n4;) | elde edilir. o

A

Lemma 7.2.14. p; ler farkli asallar ve A; € Z* olmak iizere m = p;}p,*2 ... p, M igin

6(m; Tl) = [5(p1,n/11),6(p2,n12), ey 6(pk:n/1k)]

dir. [5]

ispat: Lemma 7.2.6 dan F,,, = F, (mod p;"*) olmas i¢in gerek ve yeter sart t nin,
heri = 1,2, ..., k i¢in §(p;, n4;) nin kat1 olmasidir. Ayrica Cin Kalan Teoremine gore
Fsy¢ = F; (mod m™) olmasi i¢in gerek ve yeter sart t nin, §(m, n) nin kat1 olmasidir.
Boylece m™ modiiliine gére §(m,n) en kii¢iikk oldugundan her i = 1,2, ...,k igin

6 (p;, nA;) lerin en kiiciik ortak kat1 §(m, n) olur. o

Tamim 7.2.2. N herhangi bir pozitif tam say1 ve m™ | N i¢in n en bilyiik tam say1 olmak

lizere n = pot,, N seklindedir ve m tabaninda n nin giicii olarak adlandirilir. [5]

Sonug 7.2.3. Tanim 7.1.4 ve Tanim 7.2.2 den 9(m, n) = pot,, Fonn) dir. [5]

Lemma 7.2.15. pot,,Fy =n olmasi igin gerek ve yeter sart a(m,n)|N ve
a(m,n+ 1) t+ N olmasidir. [5]

Ispat:

(i) Tamim 7.2.2 den n en biiylik tam say1 olmak iizere pot,,Fy = n olsun. Boylece
m™ | Fy oldugundan Lemma 7.2.8 den a(m,n) | N olur. Ayrica a(m,n+ 1) | N
olsun. Boylece Lemma 7.2.8 den m™*! | Fy bulunur. Bu durumda pot,,Fy > n olur
ve bu durum kabul edilen pot,,Fy = n ile ¢elisir. Bu geliskinin olmamasi i¢in

a(m,n + 1) + N olmas1 gerekir.
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(ii) a(m,n) | N ve a(m,n + 1) + N olsun. Bu durumda Lemma 7.2.8 den m™ | F ve
m"1 4 Fy olur. Tanim 7.2.2 den pot,,Fy = n elde edilir. (i) ve (ii) den ispat

tamamlanir. O

Lemma 7.2.16. k ve n pozitif tam say1 olmak iizere (Fy,/F,, F,) ifadesi k nin

carpanidir. [5]

Ispat: Teorem 7.1.3 deki esitligin her iki tarafi E, ile béliiniirse

k

k
Fin/Fy = Z (h) Fnh_lF#—_thh

h=1
kY k-1 k k—2 Y k-1
Fin/ By = (1) FEZP + () B2, + -+ (| ) BB Gmod )

Fin/E, = kF¥X-} (mod E,) (7.2.7)

elde edilir. (Fy,,/F,, F,) = g olarak adlandirilirsa g | (Fy,,/F,) Ve g | E, olur. Boylece
g | (Fxn/E,) oldugundan Denklik 7.2.7 den g |kFX=! bulunur. Ayrica g |E,,
(F,_1,E) =1 oldugundan gt F,_; olur ve gt Fk=l dir. Béylece g|kFk=l
ifadesinde g + F=! oldugundan g | k elde edilir. Yani (Fy,,/F,, E,) | k bulunur. o

Lemma 7.2.17. k,n > 1 ve tam say1 ise Fy,/F,, n ve k nin kesinlikle artan

fonksiyonudur. [5]

Ispat: Teorem 7.1.3 deki esitligin her iki tarafi F, ile bdliiniirse
Fin/Fn = X1 (5) EF1FX-1'F, elde edilir. Bu esitlikteki her terim poxzitiftir ve
Lemma 7.2.2 den F, ve F,,_4, n nin kesinlikle artan fonksiyonlari1 oldugundan Fy,/F,

fonksiyonu da n ve k nin kesinlikle artan fonksiyonudur. o
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7.3. Fibonacci Sayilarimin Boliinebilirlik Diizeni

Teorem 7.3.1. p tek asal ve n > v(p) olmak iizere

a(p,n) = p" " Pa(p), (7.3.1)

v(p,n) =n. (7.3.2)

Egerp # 5 ise (p, a(p)) = 1 olur,

p = 5igin
a(5,n) = 5™ (7.3.3)
Ayrica p = 2 igin
a(2) =3,a(4) =6 = a(8) (7.3.4)
olurvep =2ven = 3igin
a(2,n) =2"%q(2) =2""2%-3 (7.3.5)

diir. [5]
Ispat: p asal sayt ve Lemma 7.29 da m = palinirsa n >n—1 oldugundan
a(p,n—1) | a(p,n) olur. k € Z igin

a(p,n) = ka(p,n—1) (7.3.6)

olur. p™ | Fy(pny oldugundan Fyq, ) = p™X, X € Z* bulunur ve p™-D | Fapn-1)
oldugundan Fy(,n—1) = p™ VY, Y € Z* bulunur. Buradan

Far_,l(p'n_l) = ph(n—l)yh (737)
yazilir. Fyyn-1)-1 = T € Z* olsun. Bu durumda

F o 5y =Tk (7.3.8)

olur ve Fu(,n) = p™X esitliginin her iki tarafi p™~* ile boliiniirse
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p~ " DE,om = pX (7.3.9)

elde edilir. Teorem 7.1.3 de n=al(pn—1) alinirsa
Fran-1) = 2he1(l) Fapn-1)Faipm—1)-1Fn €lde edilir ve Esitlik 7.3.6,7.3.7 ve 7.3.8

den

k

k
Fagomy = . (, )P OYRTRRE,
h=1

bulunur. Bu esitligin her iki tarafi p~ ™=V ile ¢arpilirsa

k
p_(n_l)Fa(p,n) — Z (:) p(h—l)(n—l)yth—hFh
olur ve Esitlik 7.3.9 dan
Sk
pX = 2 (h) ) (7.3.10)
h=1
elde edilir. Buradan

(k) p(n—l)(h—l)yth—hFh (mod p)

X =
p h

>
I =
=

yazilir ve n>v(p)=>1 ve (p,T)=1 oldugundan p|kY olur. Ayrica
Fapm—1) =p" Y vev(p,n—1) =n—1ise (p,Y) = 1 olur. Bdylece (p,Y) =1
ve p | kY oldugundan p | k elde edilir. a(p,n) ve k minimal oldugundan k = p

bulunur ve Esitlik 7.3.10 nun her iki tarafi p ile boliiniirse

k
k
X = Z (h) p=1p-D-DyhTk-hp,

h=1

elde edilir. Bu esitlik

k k k
X = (1) YTk—lp—l + (2) p(n—l)y2Tk—2p—1 4ot (k) p(n—l)(k—l)p—lkuk
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seklinde diizenlenir ve k = p > 2 alinirsa
X = (zl))YTp—lp—l + (g)p(n—l)YZTp—Zp—l + -+ (g) p(n‘l)(p_l)p_lYpr (mod p)

olur.p > 2,n > 1ve Teorem 7.1.5den X = YTP~! (mod p) elde edilir. Bu denklikte
(»,T)=1 ve (p,Y)=1 oldugundan (p,X) =1 bulunur. Fyp ) =p"X ve
(p, X) = 1 oldugundan Esitlik 7.3.2 elde edilir. n > v(p) olmak iizere tiimevarim ile
a(p,n) = p""®Pa(p,v(p)) bulunur. Bdylece Teorem 7.1.7 den 9(p,9(p)) = 9(p)
ve Teorem 7.1.6 dan a(p, v(p)) = a(p) oldugundan Esitlik 7.3.1 ispatlanir. Lemma
7.2.12 den p tek asal sayr1 ise a(p)|(p —(5/p)) olur. Boylece p #5 ise
(p,a(p)) = 1 olur. Esitlik 7.3.1 de p = 5 alinirsa a(5,n) = 5" ®a(5) olur ve
v(5) = 1 ve a(5) = 5 oldugundan Esitlik 7.3.3 elde edilir. Son olarak p = 2 alinirsa
k=p=2vev(2,n—1) =n—1olur. Béylece Esitlik 7.3.10 da k = p = 2 alinirsa
2X = Yh_, ()2 D(=DyhT2-hE, dan 2X = 2YT + 2"~Y2 elde edilir. (2,X) = 1
ve n > 3ise v(2,n) = n ve Esitlik 7.3.4 den a(2) = 3 olur. Boylece Esitlik 7.3.1 in

ispatina benzer sekilde tiimevarim ile Esitlik 7.3.5 bulunur. o

Teorem 7.3.2. pot, F,, =n = 1 olsun.
(1) Eger p asal say1ve p™ # 2iser = 0 ve (p,t) = 1 i¢in pot,Fpriy = n+ 7 dir.
(if) p™ = 2, tm sayis1 3 sayisinin tek kati ve Fy,, sayist da 2 sayisinin tek kati olursa

r = 1i¢in pot,Forey = v+ 2 dir. [5]

Ispat:
(i) n=1ve p™ # 2 ise ya p tek asal say1 ve n > v(p) yada p = 2 ve n > 3 diir.
Esitlik 7.3.1 den a(p,n) = p™ "®a(p,v(p)) bulunur. Burada n=n+r ve

v(p) = n alinirsa
a(pn+r) =p"a(p,n) (7.3.11)

elde edilir. Burada a(p,n +r) = m ve p” = k alimirsa m = ka(p,n) elde edilir.
Boylece Esitlik 7.3.11 de a(p,n) = m/k yerine yazilirsa ka(p,n +r) = p"m elde

edilirve a(p,n + r) | p"molur. Boylece a(p,n + r) | tmp” yazilir. Lemma 7.2.8 den
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p™*7" | Fprem bulunur ve p™*™*14tF -, olur. Boylece Lemma 7.2.15 den

pot,Fprym = n + 7 bulunur. o

(if) p™ = 2, tm ve m sayilan1 3 ile boliiniip 6 ile boliinmez ise pot,F,, = 1 olur.
Bunun ispati i¢in Esitlik 7.3.4 den a(2) = 3 diir. «(2) = 3 | tm ise Lemma 7.2.8 den
21| F,,, olur. Esitlik 7.3.4 den a(4) = 6 dir. a(4) = 6 f tm ise a(2,2) t tm olur.
Lemma 7.2.8 den 22 t F,,, olur. Boylece 2! | F,,,, ve 22 t F,,, oldugundan Lemma
7.2.15 den pot,F;,, = 1 elde edilir. Benzer sekilde p™ = 2, tm ve m sayilan 3 ile
boliiniip 6 ile boliinmez ise pot, Fyry,,, = v + 2 olur. Bunun ispat1 i¢in Esitlik 7.3.5 de
n=r+2 alnwrsa a(2,r+2)=2"-3 elde edilir. 3|tm ise (2"-3)| (2"tm)
oldugundan a (2,7 + 2) | (2"tm) olur. Lemma 7.2.8 den 27 %2 | F,r,,,, bulunur. Esitlik
735 de n=r+3 alinwrsa a(2,r+3)=2""1.3 elde edilir. 6}tm ise
(2" -6) t (2"tm) oldugundan (2"*1-3)} (2"tm) olur ve a(2,r+ 3) t (2"tm)
bulunur. Béylece Lemma 7.2.8 den 2"%3 t F,r.,,, elde edilir. Bu durumda 27*2 | Fyrepp,

ve 2"*3 } Fyrim oldugundan Lemma 7.2.15 den pot,Foryy, = 1 + 2 bulunur. o

Teorem 7.3.3. p asal say1 ve p™ # 2, r = 0 Ve pot,F,, =n = 1 ise biitiin p asallari

icin aralarinda asal [, = [;(m,p) (s =0,1,2,...) tam sayilarinin tam olarak artan

dizilimi

Fyrm = ™ loly ... L, (7.3.12)

dir. [5]

Ispat: r = 0 oldugunda Tanim 7.2.2 den pot,F, =nise (p,l;) = 1 olacak sekilde
E,, = p"l, dir. X, Y ve T pozitif tam say1 olmak iizere r > 1 ise Teorem 7.3.2 den
(i) pot,Fprem =n+r esitliginde t=1 almwsa p™*" | F,ry,, olur. Buradan

(p,X) = 1igin
Fprm =p™7"X (7.3.13)

elde edilir.
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(ii) pot, Fyrem = n + 7 esitliginde 7 = r — 1 ve t = 1 almrsa p™*" ™" | Fpr-1,,, olur.

Buradan (p,Y) = 1 i¢in
Fr-1, =p™t" 1y (7.3.14)
elde edilir. Ayrica

Fyr-ipy_y =T (7.3.15)

dir. Lemma 7.2.1 den (Fyr-1,, Fpr-1py_4) = 1, Fpr-1,, = p™" 'Y Ve Fpro1py_y =T
oldugundan (p™*"~'Y,T) =1 bulunur. Bu durumda (p,T) =1 ve (Y,T)=1
oldugundan (pY,T) =1 olur. Teorem 7.1.3 de k=p ve n=p " 'm almrsa
Form = Fprt Xhey (0) Fpii, FI i Fy olur ve Esitlik 7.3.13, 7.3.14 ve 7.3.15

den

14
pn+rX i pn+r—1yz (:) p(n+r—1)(h—1)Yh—1Tp—hFh
h=1

n+r

elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi p™*" ile boliiniirse

p
X =y ) (F)ptr-ne--iyroire-ng, (7.3.16)
h=1

elde edilir. Teorem 7.3.1 in ispatinda oldugu gibi n > 1 olursa sagdaki toplam bir tam
say1 olur. Boylece Y | X olur. Buradan da X = Y, yazilir. Bu durumda indirgeme
yontemi ile benzer sekilde Y = DI,._; den Y = [,l; ... L, ifade edilip devam edilirse
X =lply ... 1, elde edilir. Esitlik 7.3.13 de X = [yl; ...l yazilirsa Esitlik 7.3.12

bulunur. o

Son olarak X = Y1, ve Esitlik 7.3.16 dan X = 3}_, (?) p#r-D(-D-1yhTp-hp,

P
er = yTr-1 + py2 Z (Z) p(n+‘r'—1)(h—1)—2Yh—ZTp—hFh
h=2

bulunur. Bu esitligin her iki tarafi Y ile boliiniirse
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L=pr Yy (D)pmer-va-v-zyr-2rp-ng, 4ot (7.3.17)

h

b~
1l =
N

elde edilir. Bu esitlikte yap >3 ven > 1yadap = 2 ve n > 3 oldugunda esitligin
sag tarafindaki toplam bir tam say1 olur. Yani [, = TP~! + pYk, seklinde yazilabilir.
Buradan L. = TP~ + pYk, (mod pY) ve (T,p)=1 oldugundan
. = TP~ (mod pY) olur. T € Z* oldugundan L., pY nin pozitif tam say1 katin1 asar.
Yani [, > pY olur. . > pY ve Y = [yl ...l,_; oldugundan [, > plyl; ...l_; olur.
Burada I, € Z* (r =0,1,2,...) oldugundan plyl; ...l,_y > l,_; bulunur. Boylece

lT > ploll lr—l ve ploll lT‘—l > lT‘—l Oldugundan
Lo> plyly by > 1y (7.3.18)

elde edilir. [5]

Tamm 7.3.1. pot,Fy =nisen = 1vep =5yadan > v(p) ise p, Fy nin katli asal
carpani (mpf) olarak adlandirilir. Aksine p # 5 veya n = v(p) ise p, Fy nin basit asal
carpani (spf) olarak adlandirilir. [5]

Lemma 7.3.1. p, Fy nin katl asal ¢arpani olmasi i¢in gerek ve yeter sart p hem Fy nin
hem de N nin asal ¢arpani olmasidir. Fy nin bir asal ¢arpani katli degilse basit asal

carpandir. [5]

Ispat: Tanim 7.3.1 den Fy nin bir asal carpan1 katli degilse basit asal ¢arpanidir. Tanim
7.3.1 den p, Fy nin katl asal ¢arpani olsun. Bu durumda p | Fy olur ve Lemma 7.2.8

den a(p) | N bulunur. Béylece Teorem 7.3.1 den p | N bulunur. o

Lemma 7.3.2. k ve n pozitif tam say1 ve p, F, nin kath asal ¢arpani ise p, Fy, nin de
katli asal ¢arpani olur. Diger taraftan p, F,, nin basit asal ¢arpani ise p, F, nin de basit

asal ¢arpani olur. [5]
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ispat:

(i) k, n pozitif tam say1 Ve p, F,, nin katli asal ¢arpani olsun. p, F,, nin katli asal ¢arpani
oldugundan Lemma 7.3.1 den p | E, ve p | n olur. n | kn oldugundan Lemma 7.2.5
den F, | Fy, bulunur. Béylece p | E, Ve E, | Fiy, oldugundan p | F,, elde edilir. Ayrica
p | n oldugundan p | kn olur. Sonug olarak p | Fy,, Ve p | kn oldugundan Lemma 7.3.1

den p, Fj,, nin de katli asal garpani olur.

(if) Olmayana ergi yontemi ile p, Fj, nin basit asal ¢arpani ise p, F, nin basit asal
carpani olmasin. Bu durumda p, F,, nin katli asal ¢arpani olur ve Lemma 7.3.2 nin ilk
kismindan p, Fy, nin de katl asal ¢arpan1 olur. Ama bu basta kabul ettigimiz p, Fj,
nin basit asal ¢arpani olmasi1 durumuyla ¢elisir. Boylece p, Fj,, nin basit asal ¢carpani

ise p, E, nin de basit asal ¢arpanidir. O

Teorem 7.3.4. N = 1, 2,5,6 veya 12 olmadig siirece Fy nin en az bir tane basit asal

carpani vardir. [5]

Ispat: N = 1,2 ise F; = F, = 1 oldugundan Fy nin asal ¢arpan1 yoktur. Bu durumda

basit asal ¢arpani da yoktur.

N > 3 igin Lemma 7.2.13 den Fy = m alimirsa Fy = p;*1p,?2 ...p,** olur. Lemma
7.2.2 den Fy nin asal ¢arpanlarinin kiimesi P bos degildir. Eger Fy nin sadece katli
asal ¢arpanlar1 varsa A4, A5, ..., 4, # 1 olmalidir. Ayricai = 1, 2, ..., k i¢in p;, Fy nin
katli asal g¢arpani ise Lemma 7.3.1 den hem p; | Fy hem de p; | N olur. p; | N
oldugundan Lemma 7.2.5 den F,, | Fy ve Fy = m oldugundan F,, | m olur. P, her F,,

nin asal ¢arpanlarini igerir.

Lemma 7.2.8, Teorem 7.3.1 den ve Fy nin sadece katli asal carpanlari varsa
Fy=2"35%ver <4,s<2,t<1,rt =0, st = 0 olmak iizere

r=0,s=0vet=1iseFy=5veN =5

olur. Tanim 7.3.1 den n > 1 i¢in p = 5 6zel olarak ¢ok katli asal ¢arpan alinir.
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s=t=0ver=3iseFfy=8=23veN =6
olur. Lemma7.3.1den 2 | Fs ve 2 | N = 6 oldugundan p = 2 ¢ok katli asal ¢arpandir.
t=0,7rs>0,s=2ver =4ise Fy = 144 = 2*32ve N = 12

olur. Lemma 7.3.1 den 2| F;, ve 2| N =12 oldugundan p = 2 ¢ok katli asal
carpandir. Ayrica 3 | F;, ve 3| N = 12 oldugundan p = 3 de ¢ok katli asal ¢arpandir.
Boylece N = 5, 6 veya 12 oldugunda basit asal ¢arpan bulunamaz. o
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8. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu tezde Fibonacci ve genellestirilmis Fibonacci dizilerinin periyodik yapida olduklari
incelenmis ve bununla ilgili temel kavramlar agiklanmistir. Ayrica bu periyodik
yapinin ortaya ¢ikardigi iliskiler ve sonuglar ele alinmistir ve son olarak bu iligskilerden

yararlanarak Fibonacci dizisinin genel boliinebilirlik dzellikleri incelenmistir.

Fibonacci, Lucas ve genellestirilmis Fibonacci sayilar1 gegmisten gliniimiize kadar ilgi
odagi olmustur. Bu say1 dizileri lizerinde farkli arastirmalarda her gegen giin yeni
tanimlamalar yapilmakta, yeni 6zellikleri kesfedilmekte ve bu 6zellikler teoremlerle
ifade edilmektedir. Bu nedenle kesfedilen ozellikleri ile git gide genisleyen,

gelistirilebilir olan bu konuda birg¢ok ag¢ik problemler bulunmaktadir.
Bu tez calismast bu alanda yapilan teoremler ve ¢aligmalarin bir derlemesi

niteligindedir. Bu konudaki g¢alismalarin daha anlasilir olarak agiklanmasi, agik

olanlarin ya da gelistirilebilir 6zelliklerin gériilmesi bakimindan 6nem arz etmektedir.
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