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ÖZET 

 

 

BÜZÜLME DÖNÜġÜMLERĠ ĠÇĠN BĠR GENEL SABĠT NOKTA TEOREMĠ VE 

KUADRATĠK ĠNTEGRAL DENKLEMLERE UYGULAMASI 

 

AKYÜZ, Emrah 

Kırıkkale Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı, Yüksek Lisans Tezi 

DanıĢman: Prof. Dr. Ġshak ALTUN 

Mayıs 2018, 48 sayfa 

 

Temelinde sabit nokta teori çalıĢmalarını inceleyen bu tez çalıĢması dört bölümden 

oluĢmaktadır. Birinci bölümde sabit nokta teorinin tarihsel bir geliĢimi, nerelerde 

kullanıldığı ve uygulama alanlarından bahsedilmiĢtir. Ġkinci bölüm, tezde 

kullanılacak olan bazı temel metrik ve topolojik tanımlar ve özellikler ile kıyaslama 

fonksiyonları ve 𝛼-geçiĢlilik kavramını içermektedir. Üçüncü bölüm on kısma 

ayrılmıĢtır. Birinci kısımda 𝛼-𝜓-büzülme dönüĢümü kavramı yardımıyla verilen bir 

genel sabit nokta teoremi incelenmiĢtir. Diğer kısımlarda ise Berinde, Ciric ve 

Suzuki tip büzülme dönüĢümleri de dahil olmak üzere literatürde bulunan pek çok 

büzülme dönüĢümlerinin aynı zamanda bir 𝛼- 𝜓-büzülme dönüĢümü olduğu 

gösterilmiĢ ve bunlardan elde edilen sabit nokta teoremlerinin birinci kısımda verilen 

teoremin birer sonucu olduğu gösterilmiĢtir. Ayrıca burada verilen genel sabit nokta 

teoremi dikkate alınarak, lineer olmayan integral denklemlerinin bir sınıfı için bir 

varlık teoremi sunulmuĢtur. Son bölüm ise tartıĢma ve sonuç için ayrılmıĢtır. 
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ABSTRACT 

 

A GENERAL FIXED POINT THEOREM FOR CONTRACTION MAPPINGS 

AND APPLICATION TO QUADRATIC INTEGRAL EQUATIONS 

 

AKYÜZ, Emrah 

Kırıkkale University 

Graduate School Of Natural And Applied Sciences 

Department of Mathematics, M.Sc. Thesis 

Supervisor: Prof. Dr. Ġshak ALTUN 

May 2018, 48 pages 

 

This thesis, which basically examines fixed point theory studies, consists of four 

sections. In the first section, where the historical development of fixed point theory is 

used and its some applications are mentioned. The second section contains some 

basic metrical and topological definitions and properties to be used in the thesis, 

comparison functions and the concept of α-admissibility. The third section is divided 

into ten parts. In the first part, a general fixed point theorem given by the concept of 

α- ψ-contraction mapping is examined. In the other sections, many contractive 

mappings in the literature, including Berinde, Ciric and Suzuki type contraction 

mappings, are shown to be an α- ψ-contraction mapping at the same time, and the 

fixed point theorems obtained there from have been shown to be a special case of the 

theorem given in the first part. Also taking into account the given general fixed point 

theorem, an existence result for a class of nonlinear integral equations is presented. 

The last section is reserved for discussion and conclusion. 
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TEŞEKKÜR 

 

Tez çalıĢmamın yürütülmesinde büyük emeği olan, her zaman sabırla bana yol 

gösteren, bilgileriyle çalıĢmamın tüm aĢamalarında yardımlarını esirgemeyen 

değerli hocam ve tez danıĢmanım Prof. Dr. Ġshak ALTUN’ a teĢekkür ederim. 

 

YaĢamım boyunca yanımda olan ve beni her konuda destekleyen, güvenen, 

hayatta sahip olduğum en değerli insanlar olan aileme sonsuz teĢekkür ederim.  
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1.GİRİŞ 

 

 𝑋, 𝑑  bir metrik uzay ve 𝑇:𝑋 → 𝑋 bir dönüĢüm olsun. 𝑥0 ∈ 𝑋 keyfi bir noktası 

olmak üzere 𝑥𝑛 = 𝑇𝑥𝑛−1 𝑛 ∈ ℕ Ģeklinde tanımlı {𝑥𝑛 } dizisine Picard iterasyon dizisi 

adı verilmektedir. Metrik sabit nokta teori çalıĢmalarının ispatında ilk aĢama 

büzülme Ģartı dikkate alınarak Picard iterasyon dizisinin bir Cauchy dizisi olduğunun 

gösterilmesidir. Ardından metrik uzayın tam olduğunun kabulü ile bu iterasyon 

dizisinin yakınsak olduğunun garanti edilmesi ve yakınsadığı noktanın bir sabit nokta 

olduğunun gösterilmesi ispatın ikinci aĢaması olarak dikkate alınabilir. Bilindiği gibi, 

 𝑋, 𝑑  bir metrik uzay 𝑇:𝑋 → 𝑋 bir dönüĢüm olmak üzere, her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için  

 

𝑑 𝑇𝑥,𝑇𝑦 ≤ λ𝑑 𝑥, 𝑦                                                           (1) 

 

eĢitsizliğini sağlayan bir λ ≥ 0 varsa, 𝑇 ye Lipschitz dönüĢümü denir. (1) eĢitsizliğini 

sağlayan λ sayılarının en küçüğüne  𝑇 nin Lipschitz sabiti denir ve genellikle  𝐿 ile 

gösterilir. Eğer 𝐿 < 1 ise 𝑇 ye büzülme dönüĢümü 𝐿 ≤ 1 ise geniĢlemeyen dönüĢüm 

denir. Eğer  𝑥 ≠ 𝑦 olacak Ģekildeki her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için  

 

 

𝑑 𝑇𝑥,𝑇𝑦 < 𝑑 𝑥,𝑦                                                           (2) 

 

eĢitsizliği sağlanırsa 𝑇 ye büzülebilir dönüĢüm denir. 

   

Banach sabit nokta teoremi, tam metrik uzay üzerinde tanımlı her büzülme 

dönüĢümün bir tek sabit noktasının varlığını ve her Picard iterasyonunu bu sabit 

noktaya yakınsadığını ifade etmektedir. Yine Edelstein sabit nokta teoremi, kompakt 

metrik uzay üzerinde tanımlı her büzülebilir dönüĢümün bir tek sabit noktası olduğu 

söyler.  Bunların yanı sıra Kannan, Chaterjea, Zamfirescu, Reich, Hard-Rogers ve 

Ciric sabit nokta teoremleri literatürde bilinen temel sabit nokta teoremleridir.  

 

 Samet ve arkadaĢları tarafında 2012 yılında 𝛼-𝜓-büzülme kavramına giriĢ 

yapılmıĢtır.  𝑋,𝑑  bir metrik uzay ve 𝑇:𝑋 → 𝑋 bir dönüĢüm olsun. 𝜓:  0,∞ →
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 0,∞  bir c-kıyaslama fonksiyonu ve 𝛼:𝑋 × 𝑋 → ℝ her hangi fonksiyon olmak 

üzere her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

 

𝛼(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑇𝑥,𝑇𝑦)≤ 𝜓(𝑑(𝑥, 𝑦)) 

 

eĢitsizliği sağlanıyorsa 𝑇 dönüĢümüne bir 𝛼-𝜓 büzülme dönüĢümü adı verilir. Aynı 

çalıĢmada yazarlar dönüĢümün 𝛼- geçiĢli olmasının yanı sıra sürekliliğini de dikkate 

alarak (süreklilik yerine uzayın 𝛼- regüler olmasıda kabul edilir) tam metrik uzayda 

𝛼-𝜓 büzülme dönüĢümlerini sabit noktalarının varlığını garanti eden bir temel 

teorem ispatlamıĢlardır. Bu elde edilen teoremde  𝛼 ve 𝜓 fonksiyonlarının özel 

seçilmesi ile yukarıda bahsi geçen Banach ve Edelstein, sabit nokta teoremleri sonuç 

olarak verilmektedir. 

 

 

  Literatürde 𝛼-𝜓 büzülme kavramı kullanılarak hem tek değerli hem de küme 

değerli dönüĢümler için elde edilmiĢ pek çok sabit nokta teoremi mevcuttur. Ayrıca 

elde edilen sonuçların çeĢitli yönlerde uygulamaları da yapılmaktadır. 

  

Bu tez çalıĢmasında, ilk olarak Samet tarafından kullanılan 𝛼-𝜓 büzülme 

kavramı dikkate alınarak elde edilen sabit nokta teoremleri incelenecektir. Ayrıca bu 

sonuçların kuadratik integral denklemlere uygulaması ele alınacaktır. 
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1.2. Kaynak Özeti 

 

Metrik uzay ve topolojik uzaylar ile ilgili temel kavramlar için Koçak’ın “Genel 

Topolojiye GiriĢ ve Çözümlü AraĢtırmalar”, Soykan’ın “Fonksiyonel Analiz” adlı 

kitapları kullanılmıĢtır [1,2]. (c)-kıyaslama fonksiyonu, özellikleri ve örnekleri için 

Berinde’nin “Iterative Approximation of Fixed Points” adlı kitabı kullanılmıĢtır. [3]. 

𝛼-geçiĢlilik kavramı ilk olarak Samet ve arkadaĢları [4]. tarafından tanımlandığından 

𝛼-geçiĢlilik kavramı için bu çalıĢmaya atıfta bulunulmuĢtur. Daha sonra 𝛼-𝜓 

büzülme dönüĢümü, 𝛼-regülerlik ve tezdeki genel sabit nokta teoremi için Samet [5]. 

ile Amiri ve arkadaĢları [6]. nın çalıĢmaları dikkate alınmıĢtır. Ardından burada 

verilen genel sabit nokta teoreminin, literatürdeki bazı sonuçları içerdiğini belirtmek 

için, Berinde [3]. Dass ve Gupta [7]. Jaggi [8]. Berinde [9]. Ciric [10]. Suzuki [11]. 

Rus [12]. ile Pacurar ve Rus [13]. Edelstein [14]. Nieto ve Rodriguoz-Lopez [15]. 

gibi çalıĢmalar incelenmiĢtir. Son olarak elde edilen sonuçlarının bir uygulamasını 

görmek için Argyros [16]. un çalıĢması dikkate alınmıĢtır. 
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1.2. Çalışmanın Amacı 

 

Bessem Samet 2014 yılında yayımladığı bir çalıĢmasında tam metrik uzarlarda, 𝛼-𝜓-

büzülme dönüĢümleri için bir temel sabit nokta teoremi ispatlamıĢtır ve bu teoremin 

literatürde bulunan pek çok sonucun bir genelleĢtirilmesi olduğunu göstermiĢtir. Bu 

tez çalıĢmasında Samet’in elde etmiĢ olduğu bu sonuç detaylı bir biçimde 

incelenerek yapılacak yeni çalıĢmalara yön vermek amaçlanmıĢtır. 
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2. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

2.1.Bazı Temel Metrik ve Topolojik Kavramlar 

 

Bu kısımda tez boyunca kullanacağımız metrik uzay, topolojik uzay ve metrik uzayın 

topolojisi, temel topolojik kavramlar, metrik uzayda yakınsaklık, süreklilik, Cauchy 

dizisi, metrik uzayda tamlık ve kompakt metrik uzay kavramlarını hatırlatacağız. 

 

Tanım 2.1 X boĢ olmayan bir küme olmak üzere 𝑑:𝑋 × 𝑋 → ℝ fonksiyonu her 

𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 için 

 

i) 𝑑 𝑥, 𝑦 = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦, 

ii) 𝑑 𝑥, 𝑦 = 𝑑(𝑦, 𝑥), 

iii) 𝑑 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑑 𝑥, 𝑧 + 𝑑(𝑧, 𝑦). 

 

koĢullarını sağlıyorsa d ye X üzerinde bir metrik, (𝑋, 𝑑) ikilisine de bir metrik uzay 

denir. 

 

Tanım 2.2  𝑋, 𝑑  herhangi bir metrik uzay olsun. Bir 𝑥0 ∈ 𝑋 ve 𝑟 > 0 reel sayısı 

verildiğinde 

 

𝐵 𝑥0, 𝑟 = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑑 𝑥0, 𝑥 < 𝑟} 

 

kümesine 𝑥0 merkezli r yarıçaplı açık yuvar, 

 

𝐷 𝑥0, 𝑟 = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑑 𝑥0, 𝑥 ≤ 𝑟} 

 

kümesine 𝑥0 merkezli r yarıçaplı kapalı yuvar, 

 

𝑆 𝑥0, 𝑟 = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑑 𝑥0,𝑥 = 𝑟} 

 

kümesine 𝑥0 merkezli r yarıçaplı yuvar yüzeyi denir. 
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Tanım 2.3  𝑋, 𝑑  bir metrik uzay ve 𝑈 da 𝑋 in bir alt kümesi olsun. Eğer her 𝑥 ∈ 𝑈 

için 𝐵(𝑥, 𝑟) ⊆ 𝑈 olacak biçimde bir 𝑟 > 0 sayısı varsa 𝑈 kümesine açıktır denir. 

Eğer 𝑋\ 𝑈 kümesi açık ise o zaman 𝑈 kümesine kapalı küme denir. 

 

Önerme 2.1  𝑋,𝑑  bir metrik uzay olsun. Bu durumda 

 

i)  𝑋,𝑑  içindeki her açık yuvar açık kümedir. 

ii)  𝑋,𝑑  içindeki her kapalı yuvar kapalı kümedir. 

 

Tanım 2.4  𝑋, 𝑑  bir metrik uzay, 𝐴 ve 𝐵 de 𝑋 in boĢ olmayan iki alt kümesi olsun. 

Bu durumda 

 

𝐷 𝐴,𝐵 = inf 𝑑 𝑎, 𝑏 :𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵  

 

sayısına 𝐴 ve 𝐵 kümeleri arasındaki uzaklık denir.𝑥 ∈ 𝑋 olmak üzere 

 

𝐷 𝑥,𝐴 = inf 𝑑 𝑥, 𝑎 :𝑎 ∈ 𝐴  

 

sayısına x noktasının 𝐴 kümesine olan uzaklığı, 

 

𝑑 𝐴 = sup 𝑑(𝑎,𝑏): 𝑎,𝑏 ∈ 𝐴  

 

ifadesine 𝐴 kümesinin çapı denir. 

 

Eğer 𝑑 𝐴 < ∞ ise 𝐴 kümesine sınırlı küme, eğer 𝑑 𝐴 = ∞ ise 𝐴 kümesine sınırsız 

küme denir. 

 

Tanım 2.5  𝑋, 𝑑  metrik uzayında {𝑥𝑛 } bir dizi olsun. Her 휀 > 0 sayısına karĢılık her 

𝑛 ≥ 𝑛0 için 𝑥𝑛 ∈ 𝐵(𝑥, 휀) olacak biçimde bir 𝑛0 doğal sayısı varsa {𝑥𝑛} dizisi x 

noktasına yakınsar denir. Kısaca 𝑥𝑛 → 𝑥 ile gösterilir. 

 

Teorem 2.1 Metrik uzayda yakınsak bir dizinin limiti tektir. 
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İspat:  𝑋,𝑑  bir metrik uzay ve {𝑥𝑛 }, 𝑋 de bir dizi olsun. {𝑥𝑛 } dizisinin 𝑥,𝑦 ∈ 𝑋 

gibiiki farklı noktaya yakınsadığını varsayalım 휀 =
𝑑(𝑥 ,𝑦 )

2
 diyelim. ġimdi 

𝐵 𝑥, 휀 𝐵 𝑦, 휀 = ∅ olduğunu gösterelim 𝑧 ∈ 𝐵 𝑥, 휀 ∩ 𝐵 𝑦, 휀  olsun. Bu durumda 

𝑑 𝑥, 𝑧 < 휀 ve 𝑑 𝑦, 𝑧 < 휀 olur. Buradan 

 

𝑑 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑑 𝑥, 𝑧 + 𝑑 𝑧, 𝑦 < 휀 + 휀 = 2휀 

 

olur. Bu ise 2휀 = 𝑑 𝑥, 𝑦  olmasıyla çeliĢir. O halde 𝐵 𝑥, 휀 ∩ 𝐵 𝑦, 휀 = ∅ olur. 

ġimdi {𝑥𝑛 } dizisi 𝑥 noktasına yakınsadığından bir 𝑛0 ∈ ℕ sayısı her 𝑛 ≥ 𝑛0 için 

𝑥𝑛 ∈ 𝐵(𝑥, 휀) olacak Ģekilde vardır. Benzer Ģekilde {𝑥𝑛 } dizisi 𝑦 noktasına 

yakınsadığından bir 𝑛1 ∈ ℕ sayısı her 𝑛 ≥ 𝑛1 için 𝑥𝑛 ∈ 𝐵(𝑦, 휀) olacak biçimde 

vardır. Bu durumda her 𝑛 ≥ 𝑚𝑎𝑘𝑠 𝑛0 ,𝑛1  için 𝑥𝑛 ∈ 𝐵(𝑥, 휀) ∩ 𝐵(𝑦, 휀) olur. Bu ise 

𝐵 𝑥, 휀 ∩ 𝐵 𝑦, 휀 = ∅ olmasıyla çeliĢir. O halde {𝑥𝑛 } dizisi tek bir noktaya yakınsar. 

 

Tanım 2.6 (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay ve {𝑥𝑛 } de 𝑋 de bir dizi olsun. 𝑛𝑘 < 𝑛𝑘+1 olmak 

üzere {𝑥𝑛𝑘 } dizisine {𝑥𝑛} dizisinin bir alt dizisi denir. 

 

Teorem 2.2 (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay olsun {𝑥𝑛 } dizisi yakınsak ise her {𝑥𝑛𝑘 } alt dizisi 

de aynı noktaya yakınsar. 

 

Tanım 2.7 Bir  𝑋,𝑑  metrik uzayında herhangi bir dizi {𝑥𝑛} olsun. Eğer her 휀 > 0 

sayısına karĢılık 𝑚,𝑛 ≥ 𝑛0 için 𝑑(𝑥𝑛 ,𝑥𝑚 ) < 휀 olacak biçimde bir 𝑛0 doğal sayısı var 

ise {𝑥𝑛 } dizisine bir Cauchy dizisi denir. Eğer  𝑋, 𝑑  metrik uzayı içindeki her 

Cauchy dizisi bu uzayda bir noktaya yakınsıyor ise  𝑋, 𝑑  ikilisine tam metrik uzay 

denir. 

 

Teorem 2.3 (𝑋, 𝑑) metrik uzayında yakınsak olan her dizi Cauchy dizisidir. Ayrıca 

her Cauchy dizisi sınırlıdır. 

 

Önerme 2.2  𝑋,𝑑  bir metrik uzay {𝑥𝑛 } 𝑋 de bir dizi ve 

 

 𝑑 𝑥𝑛 ,𝑥𝑛+1 < ∞

∞

𝑛=1
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olsun. Bu durumda {𝑥𝑛 } bir Cauchy dizisidir. 

 

İspat: 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ,𝑚 > 𝑛için 

 

            𝑑 𝑥𝑛 ,𝑥𝑚  ≤ 𝑑 𝑥𝑛 ,𝑥𝑛+1 + ⋯+ 𝑑(𝑥𝑚−1, 𝑥𝑚 ) 

=  𝑑(𝑥𝑖 ,𝑥𝑖+1)

𝑚−1

𝑖=𝑛

 

≤ 𝑑(𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1)

∞

𝑖=𝑛

 

 

olur. 

 

 𝑑(𝑥𝑖 ,𝑥𝑖+1)

∞

𝑖=𝑛

 

 

verilen serinin kalan terimi olduğundan 

 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛 ,𝑥𝑚) = 0 

 

elde edilir ki bu {𝑥𝑛 } dizisinin Cauchy dizisi olduğunu gösterir. 

 

Tanım 2.8  𝑋, 𝑑  ve  𝑌,𝜌  metrik uzaylar, 𝑇:𝑋 → 𝑌 herhangi bir fonksiyon ve 

𝑥 ∈ 𝑋 olsun. 𝑇 fonksiyonunun x noktasında sürekli olması için gerekli ve yeterli 

koĢul 𝑋 içinde herhangi bir {𝑥𝑛 } dizisi x e yakınsak iken, 𝑌 içindeki {𝑇𝑥𝑛 } dizisinin 

Tx  e yakınsak olmasıdır. 

 

Tanım 2.9 Bir  𝑋,𝑑  metrik uzayında açık kümelerin bir ailesi {𝐺𝑖: 𝑖 ∈ 𝐼} olsun. 

Eğer 𝐴 ⊆ 𝑋 için 

 

𝐴 ⊆ 𝐺𝑖
𝑖∈𝐼

 

 

oluyorsa {𝐺𝑖: 𝑖 ∈ 𝐼} ailesine 𝐴 kümesinin bir açık örtüsü denir. Eğer açık örtünün 
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𝐴 ⊆ 𝐺𝑖𝑘

𝑛

𝑘=1

 

 

olacak biçimde bir {𝐺𝑖𝑘 :𝑘 = 1,2,… ,𝑛} alt ailesi var ise, bu aileye {𝐺𝑖: 𝑖 ∈ 𝐼} ailesinin 

sonlu alt örtüsü denir. 

 

Tanım 2.10  𝑋, 𝑑  bir metrik uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. Eğer 𝐴 kümesinin her açık 

örtüsünün sonlu bir alt örtüsü varsa 𝐴 kümesine kompakt küme denir. Eğer 𝑋 

kompakt bir küme ise  𝑋, 𝑑  uzayına kompakt metrik uzay denir. Kompakt bir 

metrik uzayda her dizinin yakınsak bir alt dizisi vardır. 

 

Tanım 2.11 X boĢ olmayan bir küme ve 𝜏, 𝑋 in kuvvet kümesi olan P(X) in bir alt 

sınıfı olsun. Eğer 𝜏 sınıfı, 

 

i) ∅,𝑋 ∈ 𝜏 

ii) 𝜏 ya ait sonlu sayıdaki elemanların arakesiti 𝜏 ya aittir 

iii) 𝜏 ya ait keyfi sayıdaki elemanların birleĢimi 𝜏 ya aittir 

 

koĢullarını sağlıyorsa 𝜏 ya 𝑋 üzerinde topoloji, (𝑋, 𝜏) ikilisine de topolojik uzay 

denir. 

 

Tanım 2.12 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve X in bazı açık alt kümelerinin sınıfı 𝛽 olsun. 

𝑋 in her açık alt kümesi 𝛽 nın bazı elemanlarının birleĢimi olarak yazılabiliyorsa 𝛽 

ya 𝜏 için bir taban (baz) denir. 

 

Tanım 2.13 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. 𝜏𝐴 = {𝐴 ∩ 𝐺:𝐺 ∈ 𝜏} ailesi 𝐴 

üzerinde bir topolojidir. 𝜏 tarafından oluĢturulan 𝜏𝐴 topolojisine 𝜏 dan indirgenen 

topoloji ve (𝐴, 𝜏𝐴) topolojik uzayına da (𝑋, 𝜏) topolojik uzayının alt uzayı denir. 

 

Teorem 2.4 Bir (𝑋, 𝜏) kompakt topolojik uzayının her kapalı alt kümesi de 

kompakttır. 
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Tanım 2.14 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay olsun. X in farklı her nokta çiftini içeren ayrık 

komĢulukları varsa (𝑋, 𝜏) topolojik uzayına Hausdorff Uzay denir. 

 

Teorem 2.5 Bir (𝑋, 𝜏) Hausdorff uzayında kompakt alt kümeler kapalıdır. 

 

Teorem 2.6 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay olsun. 𝐴, X in boĢ olmayan bir kompakt alt 

kümesi olsun. Eğer 𝑇:𝐴 → ℝ sürekli ise 𝑇𝑎 = 𝑠𝑢𝑝𝑇(𝐴) ve 𝑇𝑏 = 𝑖𝑛𝑓𝑇(𝐴) olacak 

biçimde 𝑎,𝑏 ∈ 𝐴 vardır. 

 

Tanım 2.15 (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay 𝑇:𝑋 → 𝑋 bir dönüĢüm olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

 

𝑑(𝑇𝑥,𝑇𝑦) ≤ 𝛼𝑑(𝑥, 𝑦) 

 

olacak biçimde 𝛼 ≥ 0 sayısı varsa, 𝑇 ye Lipschitz dönüĢümü denir. Bu eĢitsizliği 

sağlayan en küçük 𝛼 sayısına 𝑇 nin Lipschitz sabiti denir. 𝑇 Lipschitz dönüĢümü için 

𝛼 < 1 ise 𝑇 dönüĢümüne büzülme dönüĢümü, 𝛼 ≤ 1 ise 𝑇 Lipschitz dönüĢümüne 

geniĢlemeyen dönüĢüm denir. 𝑥 ≠ 𝑦 olacak biçimdeki her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑑 𝑇𝑥,𝑇𝑦 <

𝑑 𝑥, 𝑦  oluyorsa 𝑇 ye büzülebilir dönüĢüm denir. 

 

Her Lipschitz fonksiyonu süreklidir. Çünkü her 휀 > 0 için 𝑑 𝑥, 𝑦 < 𝛿 =
휀

𝛼
 iken 

𝑑 𝑇𝑥,𝑇𝑦 ≤ 𝛼𝑑 𝑥,𝑦 < 𝛼𝛿 = 휀 olup 𝑇 Lipschitz fonksiyonu süreklidir. 

 

Teorem 2.7 (Banach) (𝑋, 𝑑) bir tam metrik uzay ve 𝑇:𝑋 → 𝑋 bir büzülme 

dönüĢümü ise 𝑇 nin 𝑋 de bir tek sabit noktası vardır. 

 

İspat: 𝑥0 ∈ 𝑋 keyfi bir nokta olsun. 

 

𝑥1 = 𝑇𝑥0, 𝑥2 = 𝑇𝑥1 = 𝑇2𝑥0,⋯ , 𝑥𝑛 = 𝑇𝑥𝑛−1 = 𝑇𝑛𝑥0 

 

biçiminde tanımlı {𝑥𝑛 } dizisini göz önüne alalım. Bu durumda her 𝑛 ∈ ℕ için 

 

𝑑 𝑥𝑛 ,𝑥𝑛+1 = 𝑑 𝑇𝑥𝑛−1 ,𝑇𝑥𝑛  

                   ≤ 𝐿𝑑 𝑥𝑛−1 , 𝑥𝑛  
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                ≤ 𝐿𝑛𝑑(𝑥0,𝑥1) 

 

olur. O halde 𝑚,𝑛 ∈ ℕ ve 𝑚 > 𝑛 için 

 

                 𝑑 𝑥𝑛 ,𝑥𝑚  ≤ 𝑑 𝑥𝑛 ,𝑥𝑛+1 + 𝑑 𝑥𝑛+1 ,𝑥𝑛+2 + ⋯+ 𝑑 𝑥𝑚−1 ,𝑥𝑚   

                                    ≤ 𝐿𝑛𝑑 𝑥0,𝑥1 +𝐿
𝑛+1𝑑 𝑥0,𝑥1 + ⋯+ 𝐿𝑚−1𝑑 𝑥0,𝑥1  

      = [𝐿𝑛+𝐿𝑛+1 + ⋯+ 𝐿𝑚−1]𝑑 𝑥0,𝑥1  

                                                =
𝐿𝑛

1 − 𝐿
𝑑 𝑥0, 𝑥1  

 

bulunur ki bu {𝑥𝑛 } dizisinin bir Cauchy dizisi olduğunu gösterir. 𝑋 tam olduğundan 

𝑙𝑖𝑚𝑥𝑛 = 𝑧 olacak biçimde bir 𝑧 ∈ 𝑋 noktası vardır. Ayrıca 𝑇 sürekli olduğundan 

 

𝑧 = 𝑙𝑖𝑚𝑥𝑛+1 = 𝑙𝑖𝑚𝑇𝑥𝑛 = 𝑇𝑙𝑖𝑚𝑥𝑛 = 𝑇𝑧 

 

elde edilir ki bu 𝑇 nin sabit noktasının var olduğunu gösterir. ġimdi 𝑤 ∈ 𝑋 noktası 𝑇 

nin bir baĢka sabit noktası ise 

 

0 < 𝑑 𝑧,𝑤 = 𝑑 𝑇𝑧,𝑇𝑤 ≤ 𝐿𝑑 𝑧,𝑤 < 𝑑(𝑧,𝑤) 

 

olur ki bu 𝐿 < 1 olduğundan bir çeliĢkidir. Yani 𝑇 nin sabit noktası tekdir. 

 

 

2.2 Kıyaslama Fonksiyonları 

 

Bu kesimde kıyaslama fonksiyonlarını ve bazı özelliklerini inceleyeceğiz. Ġleride bu 

fonksiyonlar kullanılarak α-geçiĢli dönüĢümler için bazı sabit nokta teoremlerini göz 

önüne alınacaktır. Kısalık olması açısından tez boyunca negatif olmayan reel 

sayıların kümesini ℝ+ ile göstereceğiz. 

 

Ġlk olarak 𝜓:ℝ+ → ℝ+ bir fonksiyon olsun ve bu fonksiyon için aĢağıdaki özellikleri 

göz önüne alalım: 

𝜓1) 𝜓 azalmayan, yani 𝑡1 ≤ 𝑡2 için 𝜓(𝑡1) ≤ 𝜓(𝑡2), 

𝜓2) Her 𝑡 > 0 için  𝜓ⁿ 𝑡 < ∞ ∞
𝑛=1 . 
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Bu durumda 𝜓₁ ve 𝜓₂ Ģartlarını sağlayan fonksiyona (𝑐)- kıyaslama fonksiyonu adı 

verilir. (𝑐)-kıyaslama fonksiyonlarının sınıfını 𝛹 ile gösterelim. 

 

Lemma 2.1 Eğer 𝜓 ∈ 𝛹 ise her 𝑡 > 0 için 𝜓(𝑡) < 𝑡 dir. 

 

İspat: Her 𝑡 > 0 için  𝜓ⁿ 𝑡 < ∞ ∞
𝑛=1  olduğundan her 𝑡 > 0 için 𝑙𝑖𝑚𝑛→∞𝜓ⁿ(𝑡) = 0 

dır. En az bir 𝑡₀ > 0 için 𝜓(𝑡₀) ≥ 𝑡₀ olduğunu kabul edelim. 𝜓 azalmayan bir 

fonksiyon olduğundan 

 

𝑡₀ ≤ 𝜓(𝑡₀) ≤ 𝜓(𝜓(𝑡₀)) ≤ ⋯ ≤ 𝜓ⁿ(𝑡₀) 

 

olur. Son eĢitsizlikte 𝑛 → ∞ için limit alınırsa 

 

𝑡₀ ≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝜓ⁿ(𝑡) = 0 

 

olur ki bu bir çeliĢkidir. Bu durumda her 𝑡 > 0için 𝜓(𝑡) < 𝑡 dir. 

 

Lemma 2.2 Eğer 𝜓 ∈ 𝛹 ise 𝜓 0 = 0 dır. 

 

İspat: 𝜓(0) ≠ 0 olsun. Bu durumda 𝜓(0) = 𝑡₁ > 0 olur. 𝜓 azalmayan bir fonksiyon 

olduğundan 𝜓(0) ≤ 𝜓(𝑡₁) ve Lemma 2.1 den 

 

0 < 𝑡₁ = 𝜓(0) ≤ 𝜓(𝑡₁) < 𝑡₁ 

 

olur ki bu bir çeliĢkidir. Bu durumda 𝜓(0) = 0 elde edilir. 

 

Lemma 2.3 Eğer 𝜓 ∈ 𝛹 ise 𝜓, sıfır noktasında süreklidir. 

 

İspat: 𝜓 ∈ 𝛹 olsun. Bu durumda Lemma 2.2 gereğince 𝜓(0) = 0 dır. ġimdi 

𝑡𝑛 → 0+olsun. 𝜓(𝑡𝑛) → 𝜓 0  olduğunu göstereceğiz.𝑡𝑛 → 0+olduğundan her 𝑛 ∈ ℕ 

için 0 ≤ 𝑡𝑛  olur. 𝜓 fonksiyonunun azalmayan bir fonksiyon olduğu göz önüne 

alınırsa 
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0 = 𝜓(0) ≤  𝜓(𝑡𝑛) ≤ 𝑡𝑛  

 

elde edilir. Son eĢitsizlikten 𝑛 → ∞ için limit alınırsa 𝜓(𝑡𝑛) → 𝜓 0  olur. Bu 

durumda 𝜓, sıfır noktasında süreklidir. 

 

Örnek: 𝜓:ℝ+ → ℝ+fonksiyonu 𝜆 ∈  0,1  olmak üzere 𝜓 𝑡 = 𝜆𝑡 Ģeklinde 

tanımlansın. Bu durumda 𝜓 ∈ 𝛹dır. 

 

Örnek: 𝜓:ℝ+ → ℝ+fonksiyonu 

𝜓(𝑡) =

 
 
 

 
 

𝑡

3
, 0 ≤ 𝑡 ≤

2

3

𝑡

2
−

1

18
,

2

3
< 𝑡

  

 

Ģeklinde tanımlansın. Bu durumda 𝜓 ∈ 𝛹 dır. 

 

Örnek: 𝜓:ℝ+ → ℝ+fonksiyonu 𝜓 𝑡 =
𝑡

1+𝑡
 Ģeklinde tanımlanan fonksiyon 𝜓2 

Ģartını sağlamadığından bir (𝑐)-kıyaslama fonksiyonu değildir. 

 

 

2.3. 𝜶 - Geçişli Dönüşümler 

 

ġimdi Samet tarafından verilen 𝛼-geçiĢlik tanımını ve bununla ilgili örnekleri 

verelim. 

 

Tanım 2.16 𝑋 boĢ olmayan bir küme, 𝛼:𝑋 × 𝑋 → ℝ+ bir fonksiyon ve 𝑇:𝑋 → 𝑋 bir 

dönüĢüm olsun. Eğer 𝛼(𝑥, 𝑦) ≥ 1 olacak Ģekildeki her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝛼(𝑇𝑥,𝑇𝑦) ≥ 1 

oluyorsa 𝑇 dönüĢümüne α-geçiĢli dönüĢüm denir. 

Örnek: 𝑋 = ℝ+olmak üzere 𝑇:𝑋 → 𝑋 dönüĢümü her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑇𝑥 =  𝑥 ve 

𝛼:𝑋 × 𝑋 → ℝ+fonksiyonu 

 

𝛼 𝑥, 𝑦 =  
𝑒𝑥−𝑦 , 𝑥 ≥ 𝑦

0, 𝑥 < 𝑦
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Ģeklinde tanımlansın. Bu durumda 𝑇 bir α-geçiĢli dönüĢümdür. 

 

Örnek: 𝑋 = (0,∞) olmak üzere 𝑇:𝑋 → 𝑋 dönüĢümü her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑇𝑥 = 2𝑥  ve 

𝛼:𝑋 × 𝑋 → ℝ+ fonksiyonu 

 

𝛼 𝑥, 𝑦 =  
2, 𝑥 ≥ 𝑦
0, 𝑥 < 𝑦

  

 

Ģeklinde tanımlansın. Bu durumda 𝑇 dönüĢümü 𝛼-geçiĢlidir. 
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3. ARAŞTIRMA BULGULARI 

 

Samet ve arkadaĢları (𝑐)-kıyaslama fonksiyonlarını ve 𝛼-geçiĢli dönüĢümleri 

kullanarak 𝛼-𝜓-büzülme kavramını vermiĢlerdir. Ardından bu yeni tip büzülmeler 

için bazı sabit nokta teoremleri elde etmiĢlerdir. 

 

3.1.𝜶-𝝍-Büzülme Dönüşümü 

 

 

Tanım 3.1  𝑋, 𝑑  bir metrik uzay, 𝑇:𝑋 → 𝑋 bir dönüĢüm 𝜓 ∈ 𝛹 ve 𝛼:𝑋 × 𝑋 → ℝ+ 

bir fonksiyon olsun. Bu durumda her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

 

𝛼(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑇𝑥,𝑇𝑦) ≤ 𝜓(𝑑(𝑥, 𝑦))      (3.1) 

 

Ģartı sağlanıyorsa 𝑇 dönüĢümüne bir 𝛼-𝜓-büzülme dönüĢümü denir. 

 

Tanım 3.1 de eğer 𝛼(𝑥,𝑦) = 1 ve 𝛿 ∈ [0,1) olmak üzere 𝜓(𝑡) = 𝛿𝑡 Ģeklinde alınırsa  

 

𝑑(𝑇𝑥,𝑇𝑦) ≤ 𝛿𝑑(𝑥,𝑦) 

 

eĢitsizliği elde edilir. Yani her Banach büzülme dönüĢümü bir 𝛼-𝜓-büzülme 

dönüĢümüdür. 

 

Tanım 3.2 (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay ve 𝛼:𝑋 × 𝑋 → ℝ+ bir fonksiyon olsun. Eğer her 

𝑛 ∈ ℕ için α 𝑥𝑛 ,𝑥𝑛+1 ≥ 1 ve 𝑥𝑛 → 𝑥 olacak Ģekildeki her  𝑥𝑛   dizisi için 

α(𝑥𝑛 ,𝑥) ≥ 1 oluyorsa (𝑋,𝑑) metrik uzayına α-regülerdir denir. 

 

Tanım 3.3 𝑋 bir küme ve 𝛼:𝑋 × 𝑋 → ℝ+ bir fonksiyon olsun. Eğer her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

𝛼 𝑥, 𝑧 ≥ 1 ve 𝛼(𝑦, 𝑧) ≥ 1 olacak Ģekilde bir 𝑧 ∈ 𝑋 var ise X kümesine (H) 

özelliğine sahiptir denir. 

 

Teorem 3.1  𝑋, 𝑑  bir tam metrik uzay, 𝑇:𝑋 → 𝑋 bir dönüĢüm 𝜓 ∈ 𝛹 ve 𝛼:𝑋 ×

𝑋 → ℝ+ bir fonksiyon olmak üzere aĢağıdaki Ģartların sağlandığını kabul edelim: 
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a) 𝑇 bir 𝛼-𝜓-büzülme dönüĢümüdür, 

b) 𝑇 bir α-geçiĢli dönüĢümdür, 

c) 𝛼(𝑥0,𝑇𝑥0) ≥ 1 olacak Ģekilde en az bir 𝑥0 ∈ 𝑋 vardır. 

Ayrıca eğer 𝑇 sürekli veya 𝑋 uzayı α-regüler oluyorsa 𝑇 dönüĢümü 𝑋 de bir sabit 

noktaya sahiptir. Ek olarak 𝑋 kümesi (H) özelliğine sahip ise 𝑇 nin sabit noktası 

tektir. 

 

İspat: 𝑥0 ∈ 𝑋 noktası 𝛼(𝑥0,𝑇𝑥0) ≥ 1 olacak Ģeklide bir nokta olsun. Her 𝑛 ∈ ℕ için 

𝑥𝑛 = 𝑇ⁿ𝑥0 = 𝑇𝑥𝑛−1olacak Ģekil de 𝑋 de bir {𝑥𝑛} dizisi tanımlayalım. Eğer 𝑥𝑛0
=

𝑥𝑛0+1 olacak Ģekilde bir 𝑛0 ∈ ℕ varsa o zaman 𝑥𝑛0
, 𝑇nin bir sabit noktası olur. ġimdi 

her 𝑛 ∈ ℕ için  𝑥𝑛 ≠ 𝑥𝑛+1 olduğunu kabul edelim. 𝑇 dönüĢümü 𝛼-geçiĢli bir 

dönüĢüm olduğundan 

 

𝛼 𝑥0,𝑥1 = 𝛼 𝑥0,𝑇𝑥0 ≥ 1 ⇒ 𝛼 𝑇𝑥0,𝑇𝑥1 = 𝛼 𝑥1,𝑥2 ≥ 1 

 

olur. Bu Ģekilde devam edilirse her 𝑛 ∈ ℕ için 

 

α(𝑥𝑛 ,𝑥𝑛+1) ≥ 1 

 

elde edilir. (3.1) eĢitsizliğinde 𝑥 = 𝑥𝑛−1 ve 𝑦 = 𝑥𝑛  alındığında 

 

𝑑 𝑥𝑛 ,𝑥𝑛+1 = 𝑑 𝑇 𝑥𝑛−1,𝑇 𝑥𝑛  

                                               ≤  α(𝑥𝑛−1 ,𝑥𝑛) 𝑑 𝑇 𝑥𝑛−1,𝑇 𝑥𝑛  

                      ≤ 𝜓(𝑑(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛)) 

 

elde edilir. Tümevarım yöntemiyle her 𝑛 ∈ ℕiçin 

 

𝑑 𝑥𝑛 ,𝑥𝑛+1 ≤ 𝜓𝑛(𝑑(𝑥0,𝑥1)) 

 

olur. ġimdi, her 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ ,𝑚 > 𝑛 için 

 

𝑑(𝑥𝑛 ,𝑥𝑚 ) ≤  𝑑(𝑥𝑘 ,𝑥𝑘+1)

𝑚−1

𝑘=𝑛
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                        ≤  𝜓𝑘(𝑑(𝑥0,𝑥1))

𝑚−1

𝑘=𝑛

 

                      ≤   𝜓𝑘(𝑑(𝑥0, 𝑥1))

∞

𝑘=𝑛

 

 

olur.  𝜓𝑛(𝑑(𝑥0,𝑥1))∞
𝑛=1  serisinin yakınsaklığından {𝑥𝑛 }, 𝑋 de bir Cauchy dizisi 

olur. 𝑋 tam olduğundan lim𝑛→∞ 𝑥𝑛 = 𝑧 olacak Ģekilde bir 𝑧 ∈ 𝑋 vardır. 

Eğer 𝑇 sürekli ise 

 

𝑧 = lim
𝑛→∞

𝑥𝑛+1 = lim
𝑛→∞

𝑇𝑥𝑛 =𝑇( lim
𝑛→∞

𝑥𝑛) = 𝑇𝑧 

 

elde edilir ki bu 𝑇 nin sabit noktasının var olduğunu gösterir. 

 

ġimdi de 𝑋 in α-regüler olduğunu kabul edelim. O zaman her 𝑛 ∈ ℕ için 

𝛼(𝑥𝑛 ,𝑥𝑛+1) ≥ 1 eĢitsizliği ve 𝑛 → ∞ için 𝑥𝑛 → 𝑧 olduğu göz önüne alınarak 

𝛼(𝑥𝑛 , 𝑧) ≥  1 olur. Böylece, 

 

   𝑑 𝑧,𝑇𝑧 ≤ 𝑑 𝑧,𝑥𝑛+1 + 𝑑 𝑥𝑛+1 ,𝑇𝑧  

                 = 𝑑 𝑧, 𝑥𝑛+1 + 𝑑 𝑇𝑥𝑛 ,𝑇𝑧  

                                ≤ 𝑑 𝑧,𝑥𝑛+1 + 𝛼(𝑥𝑛 , 𝑧)𝑑 𝑇𝑥𝑛 ,𝑇𝑧  

                   ≤ 𝑑 𝑧,𝑥𝑛+1 +  𝜓 𝑑 𝑥𝑛 , 𝑧   

 

elde edilir. 𝜓 fonksiyonunun sıfır noktasında sürekli olduğu dikkate alınır ve son 

eĢitsizlikte 𝑛 → ∞ için limit alınırsa 𝑑 𝑧,𝑇𝑧 = 0 olur. Yani 𝑧 = 𝑇𝑧 elde edilir. 

ġimdi de ek olarak 𝑋 kümesinin (H) özelliğine sahip olduğunu kabul ederek 𝑇 nin 

sabit noktasının tek olduğunu gösterelim. 𝑧 ve 𝑤, 𝑇’nin iki sabit noktası olsun. O 

zaman (H) özelliğinden dolayı 𝛼(𝑧, 𝑢) ≥ 1 ve 𝛼(𝑤, 𝑢) ≥ 1 olacak Ģekilde 𝑢 ∈ 𝑋 

vardır. 𝑇 α-geçiĢli olduğundan her 𝑛 ∈ ℕ için 

 

𝛼 𝑧,𝑇𝑛𝑢 ≥ 1 

 

𝛼 𝑤,𝑇𝑛𝑢 ≥ 1 
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elde edilir. Bu yüzden  𝛼 𝑧,𝑇𝑛𝑢 ≥ 1 olduğu göz önüne alınırsa her 𝑛 ∈ ℕ için 

 

                                                  𝑑 𝑧,𝑇𝑛𝑢 = 𝑑 𝑇𝑧,𝑇(𝑇𝑛−1𝑢 ) 

                                                                      ≤  𝛼 𝑧,𝑇𝑛−1𝑢  𝑑 𝑇𝑧,𝑇(𝑇𝑛−1𝑢 ) 

≤ 𝜓(𝑑 𝑧,𝑇𝑛−1𝑢 ) 

. 

. 

. 

≤ 𝜓𝑛 (𝑑 𝑧, 𝑢 ) 

 

elde edilir. Son eĢitsizlikte 𝑛 → ∞ limit alınırsa 𝑇𝑛𝑢 → 𝑧 elde edilir. Benzer Ģeklinde 

𝑛 → ∞ için 𝑇𝑛𝑢 → 𝑤 elde edilir. Metrik uzaylarda dizinin limitinin tekliğinden 

𝑧 = 𝑤 elde edilir. 

 

Bu kesimde yine Samet tarından verilen 𝛼-𝜓-büzülme dönüĢümleri için bir baĢka 

sabit nokta teoremini detaylı bir Ģekilde inceleyeceğiz. Daha sonraki kesimlerde bu 

sonuç literatürde var olan pek çok sabit nokta teoremi ile karĢılaĢtırılacaktır. Kısalık 

olması açısından 𝑇:𝑋 → 𝑋 dönüĢümünün sabit noktaların kümesini aĢağıdaki Ģekilde 

tanımlayalım:  

 

𝐹𝑖𝑥(𝑇) =   𝑥 ∈ 𝑋 ∶  𝑇𝑥 = 𝑥 . 

 

Ayrıca, 𝜓 ∈ 𝛹 olmak üzere aĢağıdaki Σ𝜓  kümesini dikkate alacağız: 

 

Σ𝜓 =   𝜎 ∈  0,∞  ∶ 𝜎𝜓 ∈ Ψ   

 

ġimdi aĢağıdaki önermeyi ifade ve ispat edelim. 

 

Önerme 3.1 (𝑋,𝑑) bir metrik uzay, 𝛼:𝑋 × 𝑋 → ℝ bir fonksiyon 𝜓 ∈ 𝛹 ve 𝑇:𝑋 → 𝑋 

bir 𝛼-𝜓 büzülme olsun. Kabul edelim ki 

 

ξ0 = 𝑥0, ξ𝑝 = 𝑇𝑥0, 𝛼 𝑇ⁿξ𝑖 ,𝑇ⁿξ𝑖+1 ≥ 𝜎−1, 𝑛 ∈ ℕ, i =  0,… , p − 1,        (3.2)
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özelliğini sağlayan en az bir pozitif 𝑝 tamsayısı için  ξ𝑖 𝑖  = 0
𝑝

⊂  𝑋 sonlu dizisi ve 

𝜎 ∈ Σ𝜓  var olsun. O zaman  𝑇ⁿ𝑥0  dizisi Cauchy dizisidir. 

 

İspat: φ = 𝜎𝜓 olsun. Σ𝜓 tanımından φ ∈ 𝛹 dır.  ξ𝑖 𝑖 = 0
𝑝

 dizisi (3.2) Ģartını sağlayan 

bir dizi olsun. ġimdi her 𝑛 ∈ ℕ için 𝑥𝑛+1 = 𝑇𝑥𝑛  olacak Ģekilde 𝑋 de tanımlı  𝑥𝑛   

dizisini göz önüne alalım. ġimdi 

 

𝑑 𝑇𝑟ξ𝑖 ,𝑇
𝑟ξ𝑖+1 ≤ φ𝑟 𝑑 ξ𝑖 , ξ𝑖+1  , 𝑟 ∈ ℕ,   𝑖 = 0 ,… , 𝑝 − 1                  (3.3) 

 

olduğunu gösterelim. 𝑖 ∈  0 ,… , 𝑝 − 1    olsun. (3.2) den 

 

𝜎−1 𝑑(𝑇ξ𝑖 ,𝑇ξ𝑖+1) ≤ 𝛼 ξ𝑖 , ξ𝑖+1  𝑑(𝑇ξ𝑖 ,𝑇ξ𝑖+1) ≤ 𝜓( 𝑑 𝑇ξ𝑖 ,𝑇ξ𝑖+1 ) 

 

elde edilir. Buradan, 

 

𝑑 𝑇ξ𝑖 ,𝑇ξ𝑖+1 ≤ φ 𝑑 ξ𝑖 , ξ𝑖+1                                              (3.4) 

 

bulunur. Yine, 

 

𝜎−1  𝑑(𝑇2ξ𝑖 ,𝑇
2ξ𝑖+1) ≤ 𝛼 𝑇ξ𝑖 ,𝑇ξ𝑖+1  𝑑(𝑇(𝑇ξ𝑖),𝑇(𝑇ξ𝑖+1)) ≤ 𝜓( 𝑑 𝑇ξ𝑖 ,𝑇ξ𝑖+1  

 

eĢitsizliğinden 

 

𝑑 𝑇2ξ𝑖 ,𝑇
2ξ𝑖+1 ≤ φ𝑑  𝑇ξ𝑖 ,𝑇ξ𝑖+1                                         (3.5) 

 

elde edilir. φ azalmayan bir fonksiyon olduğundan (3.4) ve (3.5) den 

 

𝑑 𝑇2ξ𝑖 ,𝑇
2ξ𝑖+1 ≤ φ2  ξ𝑖 , ξ𝑖+1   

 

bulunur. Bu Ģekilde devam edilirse (3.3) eĢitsizliği elde edilir. Üçgen eĢitsizliği 

dikkate alınırsa her 𝑛 ∈ ℕ için 

               𝑑 𝑥𝑛 ,𝑥𝑛+1 =  𝑑 𝑇ⁿ𝑥0,𝑇𝑛+1𝑥0  

                               ≤ 𝑑 𝑇𝑛ξ0,𝑇𝑛ξ1 +  𝑑 𝑇𝑛ξ1,𝑇𝑛ξ2 + ⋯+  𝑑 𝑇𝑛ξ𝑝 ,𝑇𝑛ξ𝑝−1  



20 

                                  = 𝑑 𝑇𝑛ξ𝑖 ,𝑇
𝑛ξ𝑖+1 

𝑝−1
𝑖=0  ≤  𝜑𝑛 𝑑 𝜉𝑖 , 𝜉𝑖+1  

𝑝−1
𝑖=0  

 

 

bulunur. Yani 𝑛 ∈ ℕ için 

 

𝑑 𝑥𝑛 ,𝑥𝑛+1 ≤  𝜑𝑛 𝑑 ξ𝑖 , ξ𝑖+1  

𝑝−1

𝑖=0

 

 

elde edilir. ġimdi 𝑛 < 𝑚 için 

 

𝑑 𝑥𝑛 ,𝑥𝑚  ≤  𝑑 𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1 

𝑚−1

𝑗=𝑛

 

                                     ≤   𝜑𝑗  𝑑 ξ𝑖 , ξ𝑖+1  

𝑝−1

𝑖=0

𝑚−1

𝑗=𝑛

 

                                    =   𝜑𝑗  𝑑 ξ𝑖 , ξ𝑖+1  

𝑚−1

𝑗=𝑛

𝑝−1

𝑖=0

 

 

bulunur. Diğer taraftan 𝑛,𝑚 → ∞ için limit alınırsa 

 

  𝜑𝑗  𝑑 ξ𝑖 , ξ𝑖+1  

𝑚−1

𝑗=𝑛

𝑝−1

𝑖=0

→ 0 

 

elde edilir. Dolayısıyla 𝑛,𝑚 → ∞ için 𝑑 𝑥𝑛 ,𝑥𝑚  → 0 olur. Yani  x𝑛   dizisi  𝑋, 𝑑  

de bir Cauchy dizisidir. 

 

AĢağıdaki teorem 𝑇 dönüĢümünün sürekli olduğu göz önüne alınarak elde edilmiĢtir. 

 

Teorem 3.2  𝑋, 𝑑  bir tam metrik uzay 𝛼:𝑋 × 𝑋 → ℝ bir fonksiyon 𝜓 ∈ 𝛹 ve 

𝑇:𝑋 → 𝑋 bir 𝛼-𝜓 büzülme olsun. Eğer (3.2) Ģartı sağlanıyorsa  𝑇ⁿ𝑥0  dizisi bir 

𝑥∗ ∈ 𝑋 noktasına yakınsar, üstelik 𝑇 sürekli ise 𝑥∗, 𝑇’nın bir sabit noktası olur. 
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İspat: Önerme 3.3 den  𝑇ⁿ𝑥0  dizisi bir Cauchy dizisidir  𝑋,𝑑  bir tam metrik uzay 

olduğundan 

 

lim𝑛→∞ 𝑑 𝑇ⁿ𝑥0, 𝑥∗ = 0 olacak Ģekilde 𝑥∗ ∈ 𝑋 vardır. 

 

𝑇 sürekli olduğundan 

 

lim𝑛→∞ 𝑑 𝑇𝑛+1𝑥0,𝑇𝑥∗ = 0 elde edilir. Metrik uzayda limit noktası tek olduğundan 

 

𝑇𝑥∗  =  𝑥∗ elde edilir. O halde 𝑥∗, 𝑇 ’nın bir sabit noktası olur. 

 

Teorem 3.3  𝑋, 𝑑  bir tam metrik uzay 𝛼:𝑋 × 𝑋 → ℝ bir fonksiyon, 𝜓 ∈ 𝛹 ve 

𝑇:𝑋 → 𝑋 bir 𝛼-𝜓 büzülme olsun. Eğer (3.2) Ģartı sağlanıyorsa  𝑇ⁿ𝑥0  dizisi bir 

𝑥∗ ∈ 𝑋 noktasına yakınsar.  

 

Üstelik 

 

lim
𝑛→∞

𝛼 𝑇𝛾(𝑛)𝑥0,𝑥∗ = ℓ ∈  0,∞  

olacak Ģekilde 

 

 𝑇ⁿ𝑥0  dizisinin bir  𝑇𝛾(𝑛)𝑥0  alt dizisi varsa 𝑥∗, 𝑇 ’nın bir sabit noktasıdır. 

 

İspat: Önerme 3.3 den  𝑇ⁿ𝑥0  dizisi bir Cauchy dizisidir. 𝑋,𝑑  bir tam metrik uzay 

olduğundan  𝑇ⁿ𝑥0  dizisi bir 𝑥∗ ∈ 𝑋 noktasına yakınsar. ġimdi kabul edelim ki 

 

lim𝑛→∞ 𝛼 𝑇𝛾 𝑛 𝑥0,𝑥∗ = ℓ ∈  0,∞                                     (3.6) 

 

olacak Ģekilde  𝑇ⁿ𝑥0  dizisinin bir  𝑇𝛾(𝑛)𝑥0  alt dizisi var olsun. O zaman 𝑇, 𝛼-𝜓 

büzülme olduğundan her 𝑛 ∈ ℕ için 

 

𝛼 𝑇𝛾(𝑛)𝑥0,𝑥∗  𝑑 𝑇𝛾 𝑛 +1𝑥0,𝑇𝑥∗ ≤ 𝜓𝑑 𝑇𝛾 𝑛 𝑥0,𝑥∗  

 

elde edilir. Son eĢitsizlikte 𝑛 → ∞ limit alınırsa 
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ℓ 𝑑 𝑥∗,𝑇𝑥∗ ≤  𝜓 0 = 0 

elde edilir. 

 

O halde 𝑥∗, 𝑇 ’nın bir sabit noktası olur. 

 

 

AĢağıdaki teorem de sabit noktanın tekliği için yeterlilik Ģartı verilmektedir. 

 

Teorem 3.4  𝑋, 𝑑  bir tam metrik uzay, 𝛼:𝑋 × 𝑋 → ℝ bir fonksiyon 𝜓 ∈ 𝛹 ve 

𝑇:𝑋 → 𝑋 bir 𝛼-𝜓 büzülme olsun. Ayrıca kabul edelim ki 

 

𝑖) 𝐹𝑖𝑥(𝑇)  ≠ ∅ 

𝑖𝑖) 𝑥 ≠ 𝑦 olacak Ģekilde her (𝑥, 𝑦) ∈  𝐹𝑖𝑥(𝑇) ×  𝐹𝑖𝑥(𝑇) için, 𝛼(𝑥, 𝑦) < 1 ise 

𝑛 ∈ ℕ, 𝑖 =  0,… ,𝑝 − 1 için 𝑋’de sonlu bir  ζ𝑖(𝑥,𝑦) 𝑖  = 0
𝑞

⊂  𝑋 dizisi ve bir 𝜂 ∈ Σ𝜓  

olup aĢağıdaki eĢitsizlik  sağlanıyorsa 

 

ζ0(𝑥, 𝑦) = 𝑥 , ζ𝑞(𝑥,𝑦) = 𝑦, 𝛼 𝑇ⁿζ𝑖 𝑥, 𝑦 ,𝑇ⁿζ𝑖+1(𝑥, 𝑦) ≥ 𝜂−1  

 

𝑇 bir tek sabit noktaya sahiptir. 

 

İspat: 𝜑 =  𝜂𝜓 ∈ 𝛹 olsun. 𝑢 𝑣 ∈ 𝑋,𝑇’𝑛𝑖𝑛 iki farklı sabit noktası olsun. O zaman 

𝑑(𝑢, 𝑣) > 0 dır. ġimdi aĢağıdaki iki durumu göz önüne alalım. 

 

Durum 1: 𝛼(𝑢,𝑣) ≥ 1 olun. 𝑇 dönüĢümü 𝛼-𝜓 büzülme olduğundan 

 

𝑑(𝑢, 𝑣) ≤ 𝛼(𝑢,𝑣)𝑑(𝑇𝑢,𝑇𝑣)≤ 𝜓(𝑑(𝑢,𝑣)) 

 

elde edilir. Böylece 

 

𝜓(𝑑(𝑢, 𝑣)) <  𝑑(𝑢, 𝑣) olduğundan 𝑑(𝑢, 𝑣) <  𝑑(𝑢, 𝑣) elde edilir bu çeliĢkidir. 

 

Durum 2: 𝛼(𝑢,𝑣) < 1 olsun. Kabulümüzden 𝑛 ∈ ℕ , 𝑖 =  0,… , 𝑝 − 1 için 
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ζ0(𝑢, 𝑣) = 𝑢,ζ𝑞(𝑢,𝑣) = 𝑣, ve 𝛼 𝑇ⁿζ𝑖(𝑢,𝑣),𝑇ⁿζ𝑖+1(𝑢, 𝑣) ≥ 𝜂−1 olacak Ģekilde 

sonlu bir  ζ𝑖(𝑥,𝑦) 𝑖  = 0
𝑞

 dizisi vardır. Önerme 3.1’in ispatında olduğu gibi 

 

𝑑( 𝑇𝑟ζ𝑖(𝑢, 𝑣),𝑇𝑟ζ𝑖+1(𝑢,𝑣))  ≤  𝜑𝑟(𝑑(ζ𝑖(𝑢, 𝑣), ζ𝑖+1(𝑢,𝑣)))                           (3.7) 

 

𝑟 ∈ ℕ, 𝑖 =  0,… , 𝑞 − 1 eĢitsizliği elde edilir. Son olarak (3.7) de üçgen eĢitsizliğini 

kullanarak 

 

       𝑑 𝑢,𝑣 = 𝑑( 𝑇ⁿ𝑢,𝑇ⁿ𝑣 ) 

≤ 𝑑 𝑇ⁿζ𝑖(𝑢, 𝑣),𝑇ⁿζ𝑖+1(𝑢, 𝑣) 

𝑞−1

𝑖=0

 

 

 ≤  𝜑𝑛(𝑑(ζ𝑖(𝑢,𝑣), ζ𝑖+1(𝑢, 𝑣)))

𝑞−1

𝑖=0

 

 

elde edilir. 𝑛 → ∞ limit alınırsa 𝑑 𝑢, 𝑣 = 0 bulunur. Bu 𝑑 𝑢, 𝑣 > 0 olmasıyla 

çeliĢir. O halde 𝑇 bir tek sabit noktaya sahiptir. 

 

 

3.2. 𝝍-Büzülme Dönüşümü 

 

Tanım 3.4  𝑋, 𝑑  bir metrik uzay 𝜓 ∈ 𝛹 ve 𝑇:𝑋 → 𝑋 bir dönüĢüm olsun. Eğer her 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

𝑑(𝑇𝑥,𝑇𝑦)  ≤ 𝜓(𝑑(𝑥, 𝑦))                                                      (3.8) 

 

oluyorsa 𝑇 ye 𝜓-büzülme dönüĢümü denir. 

 

Teorem 3.5  𝑋, 𝑑  bir metrik uzay 𝜓 ∈ 𝛹 ve 𝑇:𝑋 → 𝑋 bir 𝜓-büzülme dönüĢümü 

olsun. O halde 𝑇 𝛼-𝜓-büzülme olacak Ģekilde 𝛼:𝑋 × 𝑋 → ℝ bir fonksiyon vardır. 

 

İspat: Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝛼(𝑥, 𝑦) = 1 Ģeklinde tanımlı 𝛼:𝑋 × 𝑋 → ℝ fonksiyonunu 

göz önüne alırsak (3.8) eĢitsizliğinden 𝑇 bir 𝛼-𝜓-büzülme dönüĢümü olur. 
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Berinde tarafında verilen aĢağındaki sabit nokta sonucu Teorem 3.2 kullanılarak 

ispatlanabilmektedir.  

 

Sonuç 3.1 (𝑋, 𝑑) bir tam metrik uzay, 𝜓 ∈ 𝛹 ve 𝑇:𝑋 → 𝑋 bir 𝜓-büzülme dönüĢümü 

olsun. O zaman 𝑇 bir tek sabit noktaya sahiptir. 

 

İspat: 𝑇 dönüĢümü bir 𝜓-büzülme dönüĢümü olduğundan her 𝑥,𝑦 ∈ 𝑋 için 

𝑑(𝑇𝑥,𝑇𝑦)  ≤ 𝑑(𝑥,𝑦) eĢitsizliği sağlanır. Dolayısıyla 𝑇 süreklidir. Ayrıca Teorem 3.5 

den 𝑇 aynı zamanda bir 𝛼-𝜓-büzülme dönüĢümü olup 𝑝 = 1 ve 𝜎 = 1 için (3.2) 

eĢitsizliği sağlanır. O zaman Teorem 3.2 den 𝑇 dönüĢümü bir sabit noktaya sahiptir. 

Son olarak Teorem 3.4 den 𝑇 dönüĢümünün sabit noktası tekdir. 

 

Not: Yukarıda ki sonuçta 𝑘 ∈ (0,1) olmak üzere 𝜓 𝑡 = 𝑘𝑡 fonksiyonunu göz önüne 

alırsak literatürde iyi bilinen Banach Sabit Nokta Teoremi elde edilir. 

 

ġimdi Teorem 3.5 in karĢıtının doğru olmadığını gösteren bir örnek verelim. 

 

Örnek: 𝑋 = [0,1] kümesini alıĢılmıĢ metrik ile göz önüne alalım. 𝑇:𝑋 → 𝑋 ve 

𝛼:𝑋 × 𝑋 → ℝ+dönüĢümleri aĢağıdaki gibi tanımlansın: her 𝑥 ∈ 𝑋 için 

 

𝑇 𝑥 =  
2𝑥, 𝑥 ∈ [0,

1

2
]

1

2
, 𝑥 ∉ [0,

1

2
]

  

 

ve her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

𝛼 𝑥, 𝑦 =  

1

2
, 𝑥,𝑦 ∈ [0,

1

4
]

0, 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟
.  

 

Bu durumda 𝑇 sürekli olmadığından bir 𝜓-büzülme değildir ancak 𝜓 𝑡 =
𝑡

2
 

dikkate alındığından bir 𝛼-𝜓-büzülme olur. 
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3.3. Rasyonel Büzülme Dönüşümleri 

 

3.3.1 Dass-Gupta Büzülme 

 

Tanım 3.5  𝑋, 𝑑  bir metrik uzay ve 𝑇:𝑋 → 𝑋 bir dönüĢüm olsun. Her 𝑥,𝑦 ∈ 𝑋 için 

 

𝑑 𝑇𝑥,𝑇𝑦 ≤ 𝜇𝑑 𝑦,𝑇𝑦 
1+𝑑 𝑥 ,𝑇𝑥 

1+𝑑 𝑥 ,𝑦 
+ λ𝑑 𝑥,𝑦                 (3.9) 

 

eĢitsizliğini sağlayan 𝜇 + 𝜆 < 1olacak Ģekilde 𝜇, 𝜆 ≥ 0 sabit sayıları varsa, 𝑇 ye 

Dass-Gupta dönüĢümü denir. 

 

Teorem 3.6 Her Dass-Gupta dönüĢümü bir 𝛼-𝜓-büzülme dönüĢümüdür. 

 

İspat: 𝑇:𝑋 → 𝑋 bir Dass-Gupta dönüĢümü olsun. O halde her 𝑥,𝑦 ∈ 𝑋 için (3.9) 

eĢitsizliğinden 

 

𝑑 𝑇𝑥,𝑇𝑦 − 𝜇𝑑 𝑦,𝑇𝑦 
1 + 𝑑 𝑥,𝑇𝑥 

1 + 𝑑 𝑥, 𝑦 
≤ λ𝑑 𝑥,𝑦 , 

 

elde edilir. Buradan, 𝑇𝑥 ≠ 𝑇𝑦 olacak Ģekildeki her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

 

 1 − 𝜇
𝑑 𝑦 ,𝑇𝑦  1+𝑑 𝑥 ,𝑇𝑥    

  1+𝑑 𝑥 ,𝑦  𝑑 𝑇𝑥 ,𝑇𝑦 
 𝑑  𝑇𝑥,𝑇𝑦 ≤ λ𝑑 𝑥,𝑦                                     3.10  

 

olur. 𝜓: [0,∞) → [0,∞) ve 𝛼:𝑋 × 𝑋 → ℝ+ fonksiyonları sırasıyla her 𝑡 ≥ 0 için 

 

𝜓(𝑡) =  λt                                                                       (3.11) 

 

ve 

𝛼 𝑥, 𝑦 =  

1 − 𝜇
𝑑 𝑦 ,𝑇𝑦  1+𝑑 𝑥 ,𝑇𝑥    

  1+𝑑 𝑥 ,𝑦  𝑑 𝑇𝑥 ,𝑇𝑦 
, 𝑇𝑥 ≠ 𝑇𝑦

0 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟

                                    (3.12) 
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Ģeklinde tanımlansın. Bu durumda 𝛼 ve 𝜓 fonksiyonları göz önüne alınarak (3.10) 

dan 

 

𝛼 𝑥, 𝑦 𝑑 𝑇𝑥,𝑇𝑦 ≤ 𝜓 𝑑 𝑥, 𝑦   

 

elde edilir. O halde 𝑇 bir 𝛼-𝜓-büzülmedir dönüĢümüdür. 

 

Sonuç 3.2 Tam metrik uzay üzerindeki her Dass-Gupta dönüĢümü bir tek sabit 

noktaya sahiptir. 

 

İspat: Keyfi 𝑥0 ∈ 𝑋 noktası göz önüne alalım. Eğer bazı 𝑟 ∈ ℕ için 𝑇𝑟𝑥0 = 𝑇𝑟+1𝑥0 

ise 𝑇𝑟𝑥0, 𝑇 nin bir sabit noktası olur. ġimdi, her 𝑟 ∈ ℕ için 𝑇𝑟𝑥0 ≠ 𝑇𝑟+1𝑥0 olsun. 

Her 𝑛 ∈ ℕ için  3.12  göz önüne alınırsa 

 

𝛼 𝑇ⁿ𝑥0,𝑇𝑛+1𝑥0 =  1 − 𝜇
𝑑 𝑇𝑛+1𝑥0,𝑇𝑛+2𝑥0 (1 + 𝑑 𝑇𝑛𝑥0,𝑇𝑛+1𝑥0  )  

(1 + 𝑑 𝑇𝑛𝑥0,𝑇𝑛+1𝑥0  )𝑑 𝑇𝑛+1𝑥0,𝑇𝑛+2𝑥0 
 

 

=  1 − 𝜇 > 0 

 

elde edilir. Diğer taraftan  3.11  den her 𝑡 ≥ 0 için 

 

 1 − 𝜇 −1𝜓 𝑡 =
𝜆

1 − 𝜇
𝑡 

 

bulunur. 

 

𝜇 + 𝜆 < 1 olduğundan  1 − 𝜇 −1𝜓 ∈ 𝛹 elde edilir. Buradan ise  1 − 𝜇 −1 ∈ Σ𝜓  

bulunur. 𝑝 = 1 ve 𝜎 =  1 − 𝜇 −1 olarak alınırsa (3.2) eĢitsizliği sağlanır. O zaman 

Teorem 3.3 den  𝑇ⁿ𝑥0  dizisi bir 𝑥∗ ∈ 𝑋 noktasına yakınsar. Genelliği bozmaksızın 

𝑛 ≥ 𝑁 için 𝑇𝑛+1𝑥0 ≠ 𝑇𝑥∗ olacak Ģekildeki 𝑁 ∈ ℕ sayısının var olduğunu kabul 

edelim. Aksi taktirde 𝑥∗, 𝑇 nin bir sabit noktası olacaktır. Böylece (3.12) göz önüne 

alınırsa her 𝑛 ≥ 𝑁 için 
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𝛼 𝑇ⁿ𝑥0,𝑥∗ =  1 − 𝜇
𝑑 𝑥∗,𝑇𝑥∗ (1 + 𝑑 𝑇𝑛𝑥0,𝑇𝑛+1𝑥0  )  

(1 + 𝑑 𝑇𝑛𝑥0,𝑥∗  )𝑑 𝑇𝑛+1𝑥0,𝑇𝑥∗ 
 

 

elde edilir. 

 

Buradan 𝑛 → ∞ limit alınırsa 𝛼 𝑇ⁿ𝑥0,𝑥∗ → 1 − 𝜇 elde edilir. ℓ =  1 − 𝜇 olmak 

üzere Teorem 3.3 den 𝑥∗, 𝑇 nin bir sabit noktası olur. ġimdi sabit noktanın tek 

olduğunu görelim. 𝑥 ≠ 𝑦 olacak Ģekildeki (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐹𝑖𝑥(𝑇) ×  𝐹𝑖𝑥(𝑇) için 𝛼 𝑥,𝑦 =

1 olur ki Teorem 3.4 den 𝑇 bir tek sabit noktaya sahiptir. 

 

3.3.2 Jaggi Büzülme 

 

Tanım 3.6  𝑋, 𝑑  bir metrik uzay ve 𝑇:𝑋 → 𝑋 bir dönüĢüm olsun. 𝑥 ≠ 𝑦 olacak 

Ģekilde her 𝑥,𝑦 ∈ 𝑋 için 

 

𝑑 𝑇𝑥,𝑇𝑦 ≤ 𝜇
𝑑 𝑥 ,𝑇𝑥 𝑑 𝑦 ,𝑇𝑦 

𝑑 𝑥 ,𝑦 
+ λ𝑑 𝑥,𝑦                                        (3.13) 

 

eĢitsizliğini sağlayan 𝜇 + 𝜆 < 1 olacak Ģekilde 𝜇,𝜆 ≥ 0 sabit sayıları varsa 𝑇 ye 

Jaggi büzülme dönüĢümü denir. 

 

Teorem 3.7 Her Jaggi dönüĢümü bir 𝛼-𝜓-büzülme dönüĢümüdür. 

 

İspat: 𝑇:𝑋 → 𝑋 bir Jaggi dönüĢümü olsun. O halde 𝑥 ≠ 𝑦 olacak Ģekilde her 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için (3.13) eĢitsizliğinden 

 

𝑑 𝑇𝑥,𝑇𝑦 − 𝜇
𝑑 𝑥,𝑇𝑥 𝑑 𝑦,𝑇𝑦 

𝑑 𝑥, 𝑦 
≤ λ𝑑 𝑥,𝑦 , 

 

elde edilir. O zaman 𝑇𝑥 ≠ 𝑇𝑦 olacak Ģekildeki her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

 

 1 − 𝜇
𝑑 𝑥 ,𝑇𝑥 𝑑 𝑦 ,𝑇𝑦 

𝑑 𝑥 ,𝑦 𝑑 𝑇𝑥 ,𝑇𝑦 
 𝑑  𝑇𝑥,𝑇𝑦 ≤ λ𝑑 𝑥,𝑦                                 (3.14) 

 

olur. 
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𝜓: [0,∞) → [0,∞) ve 𝛼:𝑋 × 𝑋 → ℝ+ fonksiyonları sırasıyla her 𝑡 ≥ 0 

 

𝜓(𝑡) =  λt                                                                 (3.15) 

 

ve 

𝛼 𝑥, 𝑦 =  

1 − 𝜇
𝑑 𝑥 ,𝑇𝑥 𝑑(𝑦 ,𝑇𝑦 )

𝑑(𝑥 ,𝑦)𝑑 𝑇𝑥 ,𝑇𝑦 
, 𝑇𝑥 ≠ 𝑇𝑦

0 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟

                                            (3.16) 

 

Ģeklinde tanımlansın. Bu durumda 𝛼 ve 𝜓 fonksiyonları göz önüne alınarak (3.14) 

den 

 

𝛼 𝑥, 𝑦 𝑑 𝑇𝑥,𝑇𝑦 ≤ 𝜓 𝑑 𝑥, 𝑦   

 

elde edilir. O halde 𝑇, bir 𝛼-𝜓-büzülme dönüĢümüdür. 

 

Sonuç 3.3 Tam metrik uzayda sürekli olan her Jaggi dönüĢümü bir tek sabit noktaya 

sahiptir. 

 

İspat: Keyfi 𝑥0 ∈ 𝑋 noktası göz önüne alalım. Genelliği bozmaksızın her 𝑟 ∈ ℕ için 

𝑇𝑟𝑥0 ≠ 𝑇𝑟+1𝑥0 olsun. O zaman her 𝑛 ∈ ℕiçin (3.16) göz önüne alınırsa. 

 

𝛼 𝑇ⁿ𝑥0,𝑇𝑛+1𝑥0 =  1 − 𝜇
𝑑 𝑇𝑛𝑥0,𝑇𝑛+1𝑥0 𝑑 𝑇

𝑛+1𝑥0,𝑇𝑛+2𝑥0 

𝑑 𝑇𝑛𝑥0,𝑇𝑛+1𝑥0 𝑑 𝑇𝑛+1𝑥0,𝑇𝑛+2𝑥0 
 

 

             =  1 − 𝜇 > 0 

 

elde edilir. Öte yandan (3.15) göz önüne alınırsa her 𝑡 ≥ 0 için 

 

 1 − 𝜇 −1𝜓 𝑡 =
𝜆

1 − 𝜇
𝑡 
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eĢitliği elde edilir. 𝜇 + 𝜆 < 1 olduğundan  1 − 𝜇 −1𝜓 ∈ 𝛹 olur. Buradan ise 

 1 − 𝜇 −1 ∈ Σ𝜓  elde edilir. Böylece 𝑝 = 1 ve 𝜎 =  1 − 𝜇 −1 olarak alınırsa (3.2) 

eĢitsizliği sağlanır. Teorem 3.2 gereğince  𝑇ⁿ𝑥0  dizisibir 𝑥∗ ∈ 𝑋 noktasına yakınsar. 

𝑇 sürekli olduğundan yine Teorem 3.2 den 𝑥∗, 𝑇 nin bir sabit noktası olur. Yukarıda 

olduğu gibi sabit noktanın tekliğini görülebilir. 

 

3.4. Berinde Tip Büzülme Dönüşümleri 

 

Tanım 3.7  𝑋, 𝑑  bir metrik uzay ve 𝑇:𝑋 → 𝑋 bir dönüĢüm olsun. Her 𝑥,𝑦 ∈ 𝑋 için 

 

𝑑 𝑇𝑥,𝑇𝑦 ≤ λ𝑑 𝑥, 𝑦 + 𝐿𝑑 𝑦,𝑇𝑥                                           (3.17) 

 

eĢitsizliğini sağlayan λ ∈ (0,1) ve 𝐿 ≥ 0 sabit sayıları varsa 𝑇 ye Berinde tip 

büzülme denir. 

 

Teorem 3.8 Her Berinde tip büzülme dönüĢümü bir 𝛼-𝜓-büzülmedir dönüĢümüdür. 

 

İspat: 𝑇:𝑋 → 𝑋 Berinde tip büzülme olsun. O halde her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için  3.17  den 

 

𝑑 𝑇𝑥,𝑇𝑦 − 𝐿𝑑 𝑦,𝑇𝑥 ≤ λ𝑑 𝑥, 𝑦  

 

eĢitsizliği sağlanır. Buradan 𝑇𝑥 ≠ 𝑇𝑦olacak Ģekildeki her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

 

 1 − 𝐿
𝑑 𝑦 ,𝑇𝑥 

𝑑 𝑇𝑥 ,𝑇𝑦 
 𝑑  𝑇𝑥,𝑇𝑦 ≤ λ𝑑 𝑥,𝑦                                            (3.18) 

 

eĢitsizliği elde edilir. 𝜓: [0,∞) → [0,∞) ve 𝛼:𝑋 × 𝑋 → ℝ+ fonksiyonları sırasıyla 

her 𝑡 ≥ 0 

 

𝜓(𝑡) =  λt 

 

ve 
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𝛼 𝑥, 𝑦 =  

1 − 𝐿
𝑑 𝑦 ,𝑇𝑥 

𝑑 𝑇𝑥 ,𝑇𝑦 
, 𝑇𝑥 ≠ 𝑇𝑦

0 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟

                                                     (3.19) 

 

Ģeklinde tanımlansın. Ayrıca 𝛼 ve 𝜓 fonksiyonları göz önüne alınarak (3.18) den 

 

𝛼 𝑥, 𝑦 𝑑 𝑇𝑥,𝑇𝑦 ≤ 𝜓 𝑑 𝑥, 𝑦   

 

elde edilir. O halde 𝑇 bir 𝛼-𝜓-büzülmedir. 

 

Sonuç 3.4 Tam metrik uzayda her Berinde tip büzülme dönüĢümü bir sabit noktaya 

sahiptir. 

 

İspat: Keyfi 𝑥0 ∈ 𝑋 noktası göz önüne alalım. Genelliği bozmaksızın her 𝑟 ∈ ℕ için 

𝑇𝑟𝑥0 ≠ 𝑇𝑟+1𝑥0 olsun. Her 𝑛 ∈ ℕ için  3.19  göz önüne alınırsa 

𝛼 𝑇ⁿ𝑥0,𝑇𝑛+1𝑥0 =  1 − 𝐿
𝑑 𝑇𝑛+1𝑥0,𝑇𝑛+1𝑥0 

𝑑 𝑇𝑛+1𝑥0,𝑇𝑛+2𝑥0 
 

             =  1 

 

eĢitsizliği elde edilir. 𝑝 = 1 ve 𝜎 = 1 olarak alınırsa  3.2  eĢitsizliği sağlanır. 

Teorem 3.3 gereğince  𝑇ⁿ𝑥0  dizisi bir 𝑥∗ ∈ 𝑋 noktasına yakınsar. Yine genelliği 

bozmamaksızın 𝑛 ≥ 𝑁 için 𝑇𝑛+1𝑥0 ≠ 𝑇𝑥∗ olacak Ģekildeki 𝑁 ∈ ℕ var olsun. O 

zaman  3.19  den her 𝑛 ≥ 𝑁 için 𝑛 → ∞ limit alınırsa 

 

𝛼 𝑇ⁿ𝑥0,𝑇𝑛+1𝑥0 =  1 − 𝐿
𝑑 𝑥∗,𝑇𝑛+1𝑥0 

𝑑 𝑇𝑛+1𝑥0,𝑇𝑥∗ 
→ 1 

 

elde edilir. ℓ = 1 ile Teorem 3.3. göz önüne alınırsa 𝑥∗, 𝑇 nin bir sabit noktası olur. 

 

Not: Berinde tip büzülme dönüĢümleri bir tek sabit noktaya sahip olmak zorunda 

değildir. Örneğin, 𝑋 = ℝ üzerindeki 𝑇𝑥 = 𝑥 dönüĢümü bir Berinde tip büzülme 

dönüĢüm olup sabit noktası tek değildir. 
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3.5. Ciric Tip Büzülme 

 

Tanım 3.8  𝑋, 𝑑  bir metrik uzay ve 𝑇:𝑋 → 𝑋 bir dönüĢüm olsun. Her 𝑥,𝑦 ∈ 𝑋 için  

 

min  𝑑 𝑇𝑥,𝑇𝑦 ,𝑑 𝑥,𝑇𝑥 ,  𝑑 𝑦,𝑇𝑦   − min 𝑑 𝑥,𝑇𝑦 ,  𝑑 𝑦,𝑇𝑥   ≤  λ𝑑 𝑥, 𝑦    (3.20)               

 

eĢitsizliğini sağlayan bir λ ∈  0,1  sabit sayısı varsa 𝑇 ye Ciric tip büzülme denir. 

 

Teorem 3.9 Her Ciric tip büzülme bir 𝛼-𝜓-büzülmedir. 

 

İspat: 𝑇:𝑋 → 𝑋 Ciric tip büzülme olsun. Bu durumda 𝜓: [0,∞) → [0,∞) 

fonksiyonunu 

 

𝜓(𝑡) =  λt       (3.21) 

 

ve 𝛼:𝑋 × 𝑋 → ℝ+ fonksiyonunu da  

 

𝛼 𝑥, 𝑦  

min  1,
𝑑 𝑥 ,𝑇𝑥 

𝑑 𝑇𝑥 ,𝑇𝑦 
,
𝑑 𝑦 ,𝑇𝑦 

𝑑 𝑇𝑥 ,𝑇𝑦 
 − min  

𝑑 𝑥 ,𝑇𝑦 

𝑑 𝑇𝑥 ,𝑇𝑦 
,
𝑑 𝑦 ,𝑇𝑥 

𝑑 𝑇𝑥 ,𝑇𝑦 
 ,𝑇𝑥 ≠ 𝑇𝑦

0                                                                      , 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚

  (3.22) 

 

 

Ģeklinde tanımlayalım. O zaman (3.20) eĢitsizliğinden her 𝑥,𝑦 ∈ 𝑋 için 

 

𝛼 𝑥, 𝑦 𝑑 𝑇𝑥,𝑇𝑦 ≤ 𝜓 𝑑 𝑥,𝑦                                          (3.23) 

 

elde edilir. O halde 𝑇, bir 𝛼-𝜓 büzülmedir. 

 

 

Sonuç 3.5 Tam metrik uzaylarda sürekli her Ciric tip Büzülme bir sabit noktaya 

sahiptir. 
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İspat: Keyfi 𝑥0 ∈ 𝑋 noktası göz önüne alalım. Genelliği bozmaksızın, her 𝑟 ∈ ℕ için 

𝑇𝑟𝑥0 ≠ 𝑇𝑟+1𝑥0 olsun. Her 𝑛 ∈ ℕ için  3.22  yi göz önüne alınırsak. 

 

𝛼 𝑇ⁿ𝑥0,𝑇𝑛+1𝑥0 = min  1,
𝑑 𝑇ⁿ𝑥0,𝑇𝑛+1𝑥0 

𝑑 𝑇𝑛+1𝑥0,𝑇𝑛+2𝑥0 
,
𝑑 𝑇𝑛+1𝑥0,𝑇𝑛+2𝑥0 

𝑑 𝑇𝑛+1𝑥0,𝑇𝑛+2𝑥0 
  

 

− min  
𝑑 𝑇ⁿ𝑥0,𝑇𝑛+2𝑥0 

𝑑 𝑇𝑛+1𝑥0,𝑇𝑛+2𝑥0 
,
𝑑 𝑇𝑛+1𝑥0,𝑇𝑛+1𝑥0 

𝑑 𝑇𝑛+1𝑥0,𝑇𝑛+2𝑥0 
  

 

           = min  1,
𝑑 𝑇ⁿ𝑥0,𝑇𝑛+1𝑥0 

𝑑 𝑇𝑛+1𝑥0 ,𝑇𝑛+2𝑥0 
  

 

elde edilir. 

 

ġimdi en az bir 𝑛 ∈ ℕ için 

 

𝛼 𝑇ⁿ𝑥0,𝑇𝑛+1𝑥0 =
𝑑 𝑇ⁿ𝑥0,𝑇𝑛+1𝑥0 

𝑑 𝑇𝑛+1𝑥0,𝑇𝑛+2𝑥0 
 

 

olsun. Bu durumda (3.21) ve (3.23) den 

 

𝑑 𝑇ⁿ𝑥0,𝑇𝑛+1𝑥0 ≤  λ𝑑 𝑇ⁿ𝑥0,𝑇𝑛+1𝑥0  

 

elde edilir. 

 

Buradan da her 𝑟 ∈ ℕ için 𝑇𝑟𝑥0 ≠ 𝑇𝑟+1𝑥0 olduğu göz önüne alırsak λ ≥ 1 olur. 

Ancak bu bir çeliĢkidir. O halde her 𝑛 ∈ ℕ için 

 

𝛼 𝑇ⁿ𝑥0,𝑇𝑛+1𝑥0 = 1 

 

olur. Böylece 𝑝 = 1 ve 𝜎 = 1 için (3.2) eĢitsizliği sağlanır. Teorem 3.3 den  𝑇ⁿx0  

dizisi 𝑇’ nin bir sabit noktasına yakınsar. 
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Not: Ciric tip büzülme bir tek sabit noktaya sahip olmayabilir. Örneğin bir metrik 

uzayda birim dönüĢüm Ciric tip büzülme dönüĢümüdür fakat sabit noktası tek 

değildir. 

 

3.6. Suzuki Tip Büzülme 

 

Tanım 3.9  𝑋, 𝑑  bir metrik uzay 𝑇:𝑋 → 𝑋 bir dönüĢüm olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

 

 1 + 𝑟 −1  𝑑 𝑥,𝑇𝑥 ≤ 𝑑 𝑥, 𝑦 ⇒  𝑑 𝑇𝑥,𝑇𝑦 ≤ 𝑟𝑑 𝑥, 𝑦                        3.24  

 

önermesini doğrulayan bir  𝑟 ∈ (0,1) sabit sayısı varsa 𝑇’ ye Suzuki tip büzülme 

denir. 

 

Teorem 3.10 Her Suzuki tip büzülme bir 𝛼-𝜓 büzülmedir. 

 

İspat: 𝑇:𝑋 → 𝑋 Suzuki tip büzülme olsun. Bu durumda 𝜓: [0,∞) → [0,∞) 

fonksiyonunu 

 

𝜓(𝑡) = 𝑟𝑡 

ve  

𝛼:𝑋 × 𝑋 → ℝ+ fonksiyonunu da 

 

𝛼 𝑥, 𝑦 =  
 1 ,  1 + 𝑟 −1  𝑑 𝑥,𝑇𝑥 ≤ 𝑑 𝑥, 𝑦 

0                       , 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟

                                                    (3.25) 

 

Ģeklinde tanımlayalım. O zaman (3.24) eĢitsizliğinden her 𝑥,𝑦 ∈ 𝑋 için 

 

𝛼 𝑥, 𝑦 𝑑 𝑇𝑥,𝑇𝑦 ≤ 𝜓 𝑑 𝑥, 𝑦   

 

elde edilir. O halde 𝑇, bir 𝛼-𝜓 büzülmedir. 
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Sonuç 3.6 Tam metrik uzaylarda her Suzuki büzülme dönüĢümü bir tek sabit noktaya 

sahiptir. 

İspat: Keyfi 𝑥0 ∈ 𝑋 noktası göz önüne alalım. Her 𝑛 ∈ ℕ için 

 

 1 + 𝑟 −1  𝑑 𝑇ⁿ𝑥0,𝑇 𝑇ⁿ𝑥0  ≤ 𝑑 𝑇ⁿ𝑥0,𝑇𝑛+1𝑥0                                     (3.26) 

 

eĢitsizliği sağlanır. O zaman (3.25)’deki 𝛼 fonksiyonunu göz önüne alırsak,  her 

𝑛 ∈ ℕ için 

 

𝛼 𝑇ⁿ𝑥0,𝑇𝑛+1𝑥0 = 1 

 

olur. Böylece 𝑝 = 1 ve 𝜎 = 1 için (3.2) eĢitsizliği sağlanır. Teorem 3.3 den  𝑇ⁿ𝑥0  

dizisi bir  𝑥∗ ∈ 𝑋 noktasına yakınsar. (3.24) ve (3.26)’dan her 𝑛 ∈ ℕ için 

 

𝑑 𝑇(𝑇ⁿ𝑥0),𝑇2(𝑇ⁿ𝑥0) ≤ 𝑟𝑑 𝑇ⁿ𝑥0,𝑇(𝑇ⁿ𝑥0)  

 

elde edilir.  Böylece her 𝑛 ∈ ℕ için 

 

 1 + 𝑟 −1  𝑑 𝑇𝛾(𝑛)𝑥0,𝑇𝛾 𝑛 +1𝑥0 ≤ 𝑑 𝑇𝛾(𝑛)𝑥0,  𝑥∗  

 

eĢitsizliği sağlayan  𝑛  dizisinin bir  𝛾(𝑛)  alt dizisi vardır. O zaman 𝛼’nın 

tanımından her 𝑛 ∈ ℕ için 

 

𝛼 𝑇𝛾(𝑛)𝑥0,  𝑥∗ = 1 

 

elde edilir. Teorem 3.3 den 𝑥∗, 𝑇’nin bir sabit noktası olur. Öte yandan (3.25)’den 

𝑥 ≠ 𝑦 olacak Ģekildeki (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐹𝑖𝑥(𝑇) ×  𝐹𝑖𝑥(𝑇) için 𝛼 𝑥,𝑦 = 1 dır. O halde  

Teorem 3.4’ den  𝑥∗ 𝑇’nin bir tek sabit noktasıdır. 
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3.6. Döngüsel Dönüşüm 

 

 𝑋, 𝑑  bir metrik uzay, 𝑇:𝑋 → 𝑋 bir dönüĢüm olsun ve 𝑚 bir pozitif tamsayı olsun. 

Eğer aĢağıdaki özellikler sağlanıyorsa,  𝑋𝑖
𝑚
𝑖=1  ifadesine 𝑋 in 𝑇 dönüĢümüne göre 

döngüsel gösterimi denir: 

 

𝑖) 𝑋 =  𝑋𝑖
𝑚
𝑖=1  

𝑖𝑖) 𝑋𝑖 ≠ ∅ , 𝑖 =  0,… ,𝑚 

𝑖𝑖𝑖) 𝑇(𝑋1) ⊆  𝑋2,…, 𝑇(𝑋𝑚−1)  ⊆ 𝑋𝑚 , 𝑇(𝑋𝑚 ) ⊂  𝑋1. 

    

Tanım 3.10  𝑋, 𝑑  bir metrik uzay, 𝐴1,…, 𝐴𝑚  kümeleri 𝑋 in kapalı alt kümeleri 

olmak üzere 𝑌 =  𝐴𝑖
𝑚
𝑖=1 , 𝜓 ∈ 𝛹 ve 𝑇:𝑌 → 𝑌 bir dönüĢüm olsun. Eğer 

 

𝑖)  𝐴𝑖
𝑚
𝑖=1  ifadesi 𝑌 in 𝑇 dönüĢümüne göre döngüsel gösterimi ve 

𝑖𝑖) Her 𝑖 = 1,… ,𝑚, 𝑥 ∈ 𝐴𝑖 , 𝑦 ∈ 𝐴𝑖+1 ve 𝐴𝑚+1 = 𝐴1 için  

 

 𝑑 𝑇𝑥,𝑇𝑦 ≤ 𝜓 𝑑 𝑥,𝑦   

 

eĢitsizliği sağlanıyorsa 𝑇 dönüĢümüne döngüsel 𝜓-büzülme adı verilir. 

 

Teorem 3.11  𝑋, 𝑑  bir metrik uzay, 𝐴1,…, 𝐴𝑚  kümeleri 𝑋 in kapalı alt kümeleri 

olmak üzere 𝑌 =  𝐴𝑖
𝑚
𝑖=1  ve 𝑇:𝑌 → 𝑌 bir döngüsel 𝜓-büzülme dönüĢüm olsun. O 

zaman her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑌 için  

 

𝛼 𝑥, 𝑦 𝑑 𝑇𝑥,𝑇𝑦 ≤ 𝜓 𝑑 𝑥,𝑦              (3.27) 

 

olacak biçimde bir 𝛼:𝑌 × 𝑌 → ℝ+ fonksiyonu vardır. 

 

İspat: 𝛼:𝑌 × 𝑌 → ℝ+ fonksiyonu 
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                      𝛼 𝑥, 𝑦 =  

1, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴𝑖 × 𝐴𝑖+1

0, 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟

                                                      (3.28) 

 

biçiminde tanımlansın. O zaman Tanım 3.10  𝑖𝑖 den  (3.27) elde edilir.  

 

Sonuç 3.7  𝑋, 𝑑  tam metrik uzay, 𝐴1,…, 𝐴𝑚  kümeleri 𝑋 in kapalı alt kümeleri 

olmak üzere 𝑌 =  𝐴𝑖
𝑚
𝑖=1  ve 𝑇:𝑌 → 𝑌 bir dönüĢüm olsun. Eğer  𝐴𝑖

𝑚
𝑖=1  ifadesi 𝑌 nin 

𝑇 ye göre döngüsel gösterimi ve 𝑇 bir döngüsel 𝜓-büzülme dönüĢümü ise 𝑇 bir 

tek 𝑥∗ ∈   𝐴𝑖
𝑚
𝑖=1  sabit noktasına sahiptir. 

 

İspat: Keyfi  𝑥0 ∈ 𝐴1 noktasını göz önüne alalım. O zaman (3.28) den her 𝑛 ∈ 𝑁 

için 

 

𝛼 𝑇ⁿ𝑥0,𝑇𝑛+1𝑥0 = 1 

 

 𝑌 nin 𝑇 ye göre döngüsel gösterimi dolayısıyla  𝑇ⁿ𝑥0  dizisi her bir 𝐴𝑖  içerisinde 

sonsuz çoklukta terime sahiptir. Böylece  𝑇ⁿ𝑥0  dizisinin her bir 𝐴𝑖  içerisinde 

 𝑇𝛾𝑖(𝑛)𝑥0  gibi bir alt dizisi bulunabilir. 𝐴𝑖  her biri kapalı olduğundan  𝑥∗ ∈

  𝐴𝑖
𝑚
𝑖=1 dir. Ayrıca (3.28) her 𝑛 ∈ 𝑁 için 𝑗 = 1,… ,𝑚 için  𝑇𝛾𝑗 (𝑛)𝑥0,  𝑥∗ = 1 

yazılabilir. Böylece Teorem 3.3’ den  𝑥∗  𝑇’ nin bir sabit noktasıdır. Diğer taraftan  

 

 

𝐹𝑖𝑥(𝑇) × 𝐹𝑖𝑥(𝑇) ⊆ ∩ 𝐴𝑖𝑖=1
𝑚 ×∩ 𝐴𝑖𝑖=1

𝑚  

 

olduğundan her 𝑥, 𝑦 ∈  𝐹𝑖𝑥(𝑇) × 𝐹𝑖𝑥(𝑇) den 

 

 𝛼 𝑥,𝑦 = 1 böylece Teorem 3.4’ den  𝑥∗ 𝑇’ nin bir tek sabit noktasıdır. 
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3.8. Edelstein Sabit Nokta Teoremi 

 

ġimdi Edelstein sabit nokta teoreminin bir genelleĢtirilmiĢ versiyonunu Teorem 3.2 

nin bir sonucu olarak elde edelim. 

 

Sonuç 3.8  𝑋, 𝑑  tam metrik uzayı en az bir 휀 > 0 için 휀 zincirlenebilir olsun. Yani 

verilen  her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için, 𝑖 =  0,… ,𝑁 − 1 olmak üzere 

 

𝑥 = 𝑥0 , 𝑦 = 𝑥𝑁,             𝑑 𝑥𝑖 ,𝑥𝑖+1  < 휀                                           (3.29) 

eĢitsizliğini sağlayan bir  𝑥𝑖 𝑖  = 0
𝑁  sonlu dizi ve 𝑁 tamsayısı var olsun. 𝜓 ∈ 𝛹 olmak 

üzere her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için  

 

𝑑(𝑥, 𝑦) < 휀 ⇒ 𝑑(𝑇𝑥,𝑇𝑦) ≤ 𝜓(𝑑(𝑥,𝑦))                                           ( 3.30) 

 

eĢitsizliğini sağlayan 𝑇:𝑋 → 𝑋 dönüĢümü bir tek sabit noktaya sahiptir. 

 

İspat: ( 3.30) ifadesinden 𝑇 dönüĢümü sürekli olduğu açıktır. 

 

𝛼 𝑥, 𝑦 =  
1, 𝑑(𝑥, 𝑦) < 휀
0, 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟

                                                        ( 3.31) 

 

Ģeklinde tanımlı  𝛼 fonksiyonu göz önüne alırsak  ( 3.30) dan her 𝑥,𝑦 ∈ 𝑋 için 

 

𝛼(𝑥,𝑦)𝑑(𝑇𝑥,𝑇𝑦) ≤ 𝜓(𝑑(𝑥, 𝑦)) 

 

eĢitsizliği elde edilir. 

 

𝑥 = 𝑥0 ve 𝑦 = 𝑇𝑥0 için ( 3.29) ve ( 3.30) dan 

 

ξ0 = 𝑥0, ξ𝑝 = 𝑇𝑥0, 𝛼 ξ𝑖 , ξ𝑖+1 ≥ 1  , i =  0,… , p − 1 

 

eĢitsizliğini sağlayan  ξ𝑖 𝑖  = 0
𝑝

 sonlu bir dizi vardır. 

 

ġimdi   i ϵ  0,… , p − 1  sabit olsun. ( 3.30) ve ( 3.31) den 
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𝛼 ξ𝑖 , ξ𝑖+1 ≥ 1  ⇒ 𝑑 ξ𝑖 , ξ𝑖+1 < 휀 

                               ⇒  𝑑 𝑇ξ𝑖 ,𝑇ξ𝑖+1 ≤ 𝜓(𝑑(ξ𝑖 , ξ𝑖+1))   ≤  𝑑 𝑇ξ𝑖 ,𝑇ξ𝑖+1 <  휀 

                               ⇒  𝑑 𝑇ξ𝑖 ,𝑇ξ𝑖+1 ≥ 1   

elde edilir. Ayrıca 

 

𝛼 𝑇ξ𝑖 ,𝑇ξ𝑖+1 ≥ 1  ⇒  𝑑 𝑇ξ𝑖 ,𝑇ξ𝑖+1 <  휀 

                                     ⇒ 𝑑 𝑇2ξ𝑖 ,𝑇
2ξ𝑖+1 ≤  𝜓(𝑑(𝑇ξ𝑖 ,𝑇ξ𝑖+1))   ≤  𝑑 𝑇ξ𝑖 ,𝑇ξ𝑖+1 <  휀 

                                     ⇒ 𝑑 𝑇2ξ𝑖 ,𝑇
2ξ𝑖+1 ≥ 1   

 

olup bu Ģekilde devam edersek her 𝑛 ∈ ℕ için 

 

𝛼 𝑇𝑛ξ𝑖 ,𝑇
𝑛+1ξ𝑖+1 ≥ 1   

 

elde edilir.  

 

Böylece 𝜎 = 1 için (3.2) eĢitsizliği sağlanır. O zaman Teorem 3.2 den  𝑇ⁿ𝑥0  

dizisi 𝑇 nin sabit noktasına yakınsar. Benzer yollar kullanılarak Teorem 3.4 ii 

sağlandığı görebiliriz. O halde 𝑇 bir tek sabit noktaya sahiptir. 

 

3.9. Kısmı Sıralı Kümelerde Sabit Nokta Sonuçları 

 

Bu kısımda Teorem 3.2 kullanarak kısmı sıralı kümeler üzerinde sabit nokta 

sonuçları elde edeceğiz.  𝑋,𝑑  bir metrik uzay,  ≼ de  𝑋 üzerinde bir kısmi sıralama 

bağıntısı olsun. Bu durumda  

 

   𝑥,𝑦 ∈ 𝑋 × 𝑋 ∶  x ≼ 𝑦 𝑣𝑒𝑦𝑎 𝑦 ≼ 𝑥  

 

kümesini △ ile gösterelim. 

 

Sonuç 3.9  𝑋, 𝑑  tam metrik uzay 𝑇:𝑋 → 𝑋 bir dönüĢüm olmak üzere her (𝑥, 𝑦) ∈ △ 

için 
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𝑑(𝑇𝑥,𝑇𝑦) ≤ 𝜓(𝑑(𝑥, 𝑦))                                                    (3.32) 

  

eĢitsizliğini sağlayan bir 𝜓 ∈ 𝛹 var olsun. Ayrıca aĢağıdaki Ģartlar sağlansın 

 

𝑖) 𝑇 süreklidir 

𝑖𝑖) Bazı pozitif 𝑝 tamsayıları için 

  

ξ0 = 𝑥0, ξ𝑝 = 𝑇𝑥0     𝑇𝑛ξ𝑖 ,𝑇
𝑛ξ𝑖+1 ∈ △                                       (3.33) 

 

eĢitsizliğini sağlayan  ξ𝑖 𝑖  = 0
𝑝

 sonlu bir dizi vardır. 

 

o zaman  𝑇ⁿ𝑥0  dizisi 𝑇 nin sabit noktasına yakınsar. 

 

İspat:  

 

𝛼 𝑥, 𝑦 =  
1, (𝑥,𝑦) ∈ △   
0, 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟

                                                        (3.34) 

 

 

Ģeklinde tanımlı 𝛼 fonksiyonunu göz önüne alırsak (3.32) den her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

 

𝛼(𝑥,𝑦)𝑑(𝑇𝑥,𝑇𝑦) ≤ 𝜓(𝑑(𝑥, 𝑦)) 

 

elde edilir. Dolayısıyla 𝜎 = 1 olmak üzere Teorem 3.2 den ispat açıktır. 

 

Sonuç 3.10  𝑋, 𝑑  tam metrik uzay, 𝜓 ∈ 𝛹, 𝑇:𝑋 → 𝑋 bir dönüĢüm olsun. (3.32) ve 

(3.33) eĢitsizliği sağlansın. O zaman  𝑇ⁿ𝑥0  dizisi bir  𝑥∗ ∈ 𝑋 noktasına yakınsar. 

Ayrıca 

 

𝑛 ≥ 𝑁,  için  𝑇𝛾 𝑛 𝑥0,𝑥∗ ∈ △ olacak Ģekilde bir 𝑛 ∈ 𝑁 ve   𝑇𝑛𝑥0  dizisinin bir 

  𝑇𝛾 𝑛 𝑥0   alt dizisi varsa, 𝑥∗ 𝑇 nin bir sabit noktasıdır. 
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İspat: (3.34) Ģeklinde tanımlı fonksiyonu göz önüne alalım Teorem 3.3 ispatından 

  𝑇𝑛𝑥0  dizisi  𝑥∗ ∈ 𝑋 noktasına yakınsar.  Hipotez dikkate alınırsa (3.34)  den 

 

lim
𝑛→∞

𝛼 𝑇𝛾(𝑛)𝑥0,𝑥∗ = 1 

  

elde edilir. O halde Teorem 3.3 den  𝑥∗ 𝑇 nin bir sabit noktasıdır. 

 

 

Sonuç 3.11  𝑋, 𝑑  tam metrik uzay 𝑇:𝑋 → 𝑋 bir dönüĢüm olsun 

 

AĢağıdaki Ģartlar sağlansın: 

 

𝑖) (3.32) eĢitsizliğini sağlayan bir 𝜓 ∈ 𝛹 var 

𝑖𝑖) 𝐹𝑖𝑥(𝑇) ≠ 𝜙, 

𝑖𝑖𝑖) 𝑥 ≠ 𝑦 olacak Ģekilde her (𝑥,𝑦) ∈  𝐹𝑖𝑥(𝑇) ×  𝐹𝑖𝑥(𝑇) için eğer  (𝑥, 𝑦) ∉△ ise  

𝑛 ∈ ℕ ve 𝑖 = 0, . . . , 𝑞 − 1 için 

 

ζ0 𝑥, 𝑦 = 𝑥, ζ𝑞 𝑥, 𝑦 = 𝑦    𝑇ⁿζ𝑖 𝑥,𝑦 ,𝑇ⁿζ𝑖+1 𝑥, 𝑦  ∈ △, 

 

olacak Ģekilde pozitif 𝑞 tamsayısı ve  ζ𝑖 𝑥, 𝑦  𝑖 = 0
𝑞

  sonlu dizisi var. 

o halde 𝑇  bir tek sabit noktaya sahiptir. 

 

İspat: q = 1 olmak üzere Teorem 2.5 den ispat açıktır. 

 

3.10 Lineer Olmayan Kuadratik İntegral Denklemlerin Bir Sınıfı İçin Varlık 

Sonuçları 

 

Bu bölümde aĢağıdaki lineer olmayan kuadratik integral denklemini dikkate alacağız: 

𝑇 > 0 ve 𝑡 ∈  0,𝑇  için 

 

𝑥 𝑡 = 𝛼 𝑡 + 𝜆  𝑘1
𝑡

0
 𝑡, 𝑠 𝑓1 𝑠,𝑥 𝑠  𝑑𝑠  𝑘2

𝑡

0
 𝑡, 𝑠 𝑓2 𝑠, 𝑥 𝑠  𝑑𝑠.       (3.35) 
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 0,𝑇  üzerinde tanımlı ℝ𝑁  değerli sürekli fonksiyonların kümesi 𝑋 = 𝐶( 0,𝑇 ,ℝ𝑁  ) 

olsun. 

𝑋 üzerinde, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑋 için 

 

𝑑 𝑥, 𝑦 = 𝑚𝑎𝑥  𝑥 𝑡 − 𝑦 𝑡   ∶  𝑡 ∈  0,𝑇   

 

metriğini dikkate alalım ki bu 𝑋 üzerinde  

 

 𝑥 ∞ = 𝑚𝑎𝑥  𝑥 𝑡   ∶  𝑡 ∈  0,𝑇   

 

normundan elde edilmektedir. O zaman  𝑋, 𝑑  nin bir tam metrik olduğunu biliyoruz. 

Ayrıca ℝ𝑁  de aĢağıdaki biçimde tanımlı kısmi sıralamayı dikkate alalım: 𝑖 =

1,2,…𝑁 için 

 

𝑢 =  𝑢1,𝑢2 ,… , 𝑢𝑁 ≼  𝑣 =  𝑣1,𝑣2 ,… , 𝑣𝑁 ⇔  𝑢𝑖 ≤ 𝑣𝑖 . 

 

ġimdi aĢağıdaki özellikleri göz önüne alalım: 

 

1.𝛼:  0,𝑇 ⟶ ℝ𝑁  sürekli, 

2. 𝑓𝑖 :  0,𝑇 × ℝ𝑁 ⟶ℝ𝑁  sürekli, 

3. hemen hemen her 𝑡 ∈  0,𝑇  için 𝑢 ≼ 𝑣 

 𝑓𝑖 𝑡, 𝑢 − 𝑓𝑖 𝑡, 𝑣  ≤ 𝐿 𝑢 − 𝑣  

olacak biçimde 𝐿 > 0 var, 

 

4. 𝑡 ∈  0,𝑇  ve 𝑢 ∈ ℝ𝑁  için 

 𝑓𝑖 𝑡,𝑢  ≤ 𝑚𝑖(𝑡) ve 𝑚𝑖 ∈ 𝐿1 0,𝑇  

olacak biçimde 𝑚𝑖 :  0,𝑇 ⟶ ℝ𝑁  fonksiyonlar var, 

 

5. her 𝑡 ∈  0,𝑇  için  

𝑢 ≼ 𝑣 ⇒ 𝑓𝑖 𝑡, 𝑢 ≤ 𝑓𝑖 𝑡,𝑣 , 

6. 𝑘𝑖:  0,𝑇 ×  0,𝑇 ⟶ [0,∞) sürekli fonksiyonlar ve  

𝐾𝑖 = 𝑚𝑎𝑥 𝑘𝑖 𝑡, 𝑢  ∶ (  𝑡, 𝑠) ∈  0,𝑇 ×  0,𝑇  , 

7. 𝑡 ∈  0,𝑇  için 
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 𝑘𝑖

𝑡

0

 𝑡, 𝑠 𝑚𝑖 𝑠 𝑑𝑠 ≤ 𝐾 

 

olacak biçimde 𝐾 > 0 sayısı var, 

8. 𝑡 ∈  0,𝑇  için 

𝑥0 𝑡 ≼ 𝛼 𝑡 + 𝜆 𝑘1

𝑡

0

 𝑡, 𝑠 𝑓1 𝑠, 𝑥0 𝑠  𝑑𝑠 𝑘2

𝑡

0

 𝑡, 𝑠 𝑓2 𝑠, 𝑥0 𝑠  𝑑𝑠   

olacak Ģekilde 𝑥0 ∈ 𝑋 var. 

 

Buna göre (3.35) eĢitliği ile verilen kuadratik integral denkleminin bir tek sürekli 

çözümünün varlığı için aĢağıdaki teoremi ifade edebiliriz. 

 

Teorem 3.12: Yukarıda verilen   1 - 8  koĢullarını sağlandığını kabul edelim. Eğer 

 

0 <  𝜆 < (𝐿𝐾𝑇(𝐾1+𝐾2))−1 

 

oluyorsa  3.35  eĢitliği verilen kuadratik integral denkleminin bir tek sürekli 

𝑥∗ ∈ 𝐶( 0,𝑇 ,ℝ𝑁) çözümü vardır. 

 

İspat :  3.35  eĢitliği dikkate alınarak her 𝑡 ∈  0,𝑇  için 

𝑇𝑥 𝑡 = 𝛼 𝑡 + 𝜆 𝑘1

𝑡

0

 𝑡, 𝑠 𝑓1 𝑠,𝑥 𝑠  𝑑𝑠 𝑘2

𝑡

0

 𝑡, 𝑠 𝑓2 𝑠, 𝑥 𝑠  𝑑𝑠 

 

Biçiminde tanımlı 𝑇 dönüĢümünü göz önüne alalım. Ġspatı bir kaç adımda yapacağız. 

1. Adım: 𝑇 operatörü 𝑋 den kendisine bir dönüĢümdür. 

 

𝑡 ∈ 𝑋 ve 𝑡1, 𝑡2 ∈  0,𝑇  olsun. Genelliği bozmaksızın 𝑡1 < 𝑡2 olduğunu kabul 

edebiliriz. O zaman 
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 𝑇𝑥 𝑡1 − 𝑇𝑥 𝑡2  

≤  𝛼 𝑡1 − 𝛼 𝑡2  

+    𝑘2 𝑡2, 𝑠 − 𝑘2 𝑡1, 𝑠  

𝑡2

0

𝑚2  𝑠 𝑑𝑠 +   𝑘2 𝑡1, 𝑠 𝑚2  𝑠 𝑑𝑠

𝑡2

𝑡1

 

× 𝜆𝐾   𝑘1 𝑡2, 𝑠 − 𝑘1 𝑡1 , 𝑠  

𝑡2

0

𝑚1  𝑠 𝑑𝑠 +   𝑘1 𝑡1 , 𝑠 𝑚1  𝑠 𝑑𝑠

𝑡2

𝑡1

  

 

elde edilir. Baskın Yakınsaklık Teoremi ve  1 - 8  dikkate alındığında  

 

lim
 𝑡1−𝑡2 

 𝑇𝑥 𝑡1 − 𝑇𝑥 𝑡2  = 0 

 

elde edilir ki bu 𝑇𝑥 in   0,𝑇  de sürekli olduğunu gösterir. Yani 𝑇:𝑋 → 𝑋 bir 

dönüĢümdür. 

 

2. Adım: 𝑇 dönüĢümü bir 𝛼-𝜓-büzülme dönüĢümüdür. 

 

𝛼:𝑋 × 𝑋 → ℝ fonksiyonu  𝑡 ∈  0,𝑇  için 

 

𝛼 𝑥,𝑦 =  
1, 𝑥 𝑡 ≼ 𝑦 𝑡 

0, 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟

  

 

ve 𝜓: [0,∞) → [0,∞) fonksiyonu da 𝜓 𝑡 =  𝜆𝐿𝐾𝑇(𝐾1+𝐾2)𝑡 biçiminde 

tanımlansın. O zaman  𝜓 ∈ 𝛹 olduğu açıktır. ġimdi 𝑇 nin  𝛼-𝜓-büzülme dönüĢümü 

olduğunu, yani her  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

 

𝛼 𝑥, 𝑦  𝑑 𝑇𝑥,𝑇𝑦 ≤  𝑑 𝑥, 𝑦           (2) 

 

eĢitsizliğinin sağlandığını göstereceğiz. 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 olsun. Eğer 𝑥 𝑡 ≼ 𝑦 𝑡  değilse (2) 

eĢitsizliğinin sağlandığı açıktır. ġimdi 𝑥 𝑡 ≼ 𝑦 𝑡  olsun. Bu durumda her 𝑡 ∈  0,𝑇  

için  
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 𝑇𝑥 𝑡 − 𝑇𝑦 𝑡   

                   ≤ 𝜆 𝑘1

𝑡

0

 𝑡, 𝑠  𝑓1 𝑠,𝑥 𝑠   𝑑𝑠 𝑘2

𝑡

0

 𝑡, 𝑠  𝑓2 𝑠, 𝑥 𝑠  − 𝑓2 𝑠, 𝑦 𝑠   𝑑𝑠 

 

                    +𝜆 𝑘2

𝑡

0

 𝑡, 𝑠  𝑓2 𝑠,𝑦 𝑠   𝑑𝑠  𝑘1

𝑡

0

 𝑡, 𝑠  𝑓1 𝑠, 𝑥 𝑠  − 𝑓1 𝑠, 𝑦 𝑠   𝑑𝑠 

 

            ≤ 𝜆𝐾𝐿( 𝑘2 𝑡, 𝑠 

𝑡

0

 𝑥 𝑠 − 𝑦 𝑠  𝑑𝑠 +  𝑘1 𝑡, 𝑠 

𝑡

0

 𝑥 𝑠 − 𝑦 𝑠  𝑑𝑠 

 

                      ≤ 𝜆𝐾𝐿𝑇 𝐾1 + 𝐾2 𝑑 𝑥, 𝑦 =  𝜓 𝑑 𝑥,𝑦  . 

 

bulunur. Yani 𝑇 𝛼-𝜓-büzülme dönüĢümüdür. 

 

 

3. Adım: 𝑛 ∈ ℕ için 𝛼 𝑇𝑛𝑥0,𝑇𝑛+1𝑥0 = 1 dir. (8) den 𝛼 𝑥0,𝑇𝑥0 = 1 elde edilir. 

Dolayısıyla 𝑛 = 0 iddiamız doğrudur  

 

Diğer taraftan  5  koĢulu ile 

 

𝛼 𝑥, 𝑦 = 1 ⇒ 𝛼 𝑇𝑥,𝑇𝑦 = 1 

 

elde edilir. Böylece tüme varım yöntemiyle iddiamızın doğruluğu kolaylıkla 

görülebilir. 

 

4. Adım:   𝑇𝑛𝑥0  picard dizisinin yakınsaklığı Teorem 3.3 kullanılarak   𝑇𝑛𝑥0  

dizisinin 𝑑 metriğine göre yakınsak olduğu bir  𝑥∗ ∈ 𝑋 noktasına var olduğu elde 

edilebilir. Böylece bir önceki adımdan 𝑛 ∈ ℕ için  

 

𝛼 𝑇𝑛𝑥0,  𝑥∗ = 1 

 

olduğu açıktır. 



45 

5. Adım: Çözümün varlığı Teorem 3.3 uygulamasıyla  𝑥∗ noktasının 𝑇 nin bir sabit 

noktasının  

olduğu yani  𝑥∗ (3.35) den integral denkleminin bir çözümünün olduğu görülebilir. 

 

6. Adım: ġimdi çözümün tekliğini gösterelim. 

 

𝑥 𝑡 = (𝑥1 𝑡 ,𝑥2 𝑡 ,… ,𝑥𝑁(𝑡)),  𝑦 𝑡 = (𝑦1 𝑡 ,𝑦2 𝑡 ,… , 𝑦𝑁(𝑡)) 

 

olmak üzere keyfi (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑋 sıralı ikilisini dikkate alalım. 𝑖 = 1,2,…𝑁 için 

 

𝑧𝑖 𝑡 = 𝑚𝑎𝑥  𝑥𝑖 𝑡 ,𝑦𝑖 𝑡   

olmak üzere 𝑧 𝑡 = (𝑧1 𝑡 , 𝑧2 𝑡 ,… , 𝑧𝑁(𝑡)) o halde 𝑥 𝑡 ≼ 𝑧 𝑡  ve 𝑥 𝑡 ≼ 𝑧 𝑡  

olduğundan 

𝛼 𝑥, 𝑧 = 1 𝛼 𝑦, 𝑧 = 1 böylece Teorem 3.4 den çözümün tekliği kolaylıkla 

görülebilir. 

  



46 

4. TARTIŞMA VE SONUÇ 

 

Bu tez çalıĢmasında α-ψ-büzülme dönüĢümü kavramıyla verilen bir genel sabit nokta 

teoremi detaylı bir biçimde incelenmiĢtir. Ardından literatürde bulunana rasyonel 

büzülme, Das-Gupta, Jaggi, Berinde, Ciric, Suzuki tip büzülme gibi bazı büzülme 

dönüĢümlerinin, birer α-ψ-büzülme dönüĢümü olduğu gösterilmiĢtir. Böylece bahsi 

geçen büzülme dönüĢümleri yardımıyla elde edilen sabit nokta teoremlerinin burada 

verilen genel teoremin birer sonucu olduğu bilgisine ulaĢılmıĢtır. Son olarak bu genel 

teorem dikkate alınarak integral denklemlerin çözümünün varlığı için bir varlık 

teoremi sunulmuĢtur. 
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