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ÖZET 

FĠBONACCĠ MAKSĠMUM YOL GRAFLARI 

DĠCLE KARAAĞAÇ, Gökçe 

Kırıkkale Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı, Yüksek Lisans Tezi 

DanıĢman: Doç. Dr. Ġlker AKKUġ 

Mayıs 2017, 61 sayfa 

 

Bu tez dört bölümden oluĢmaktadır. Birinci bölümde üzerinde çalıĢılan konu ve 

incelenen kaynaklar hakkında genel bilgiler verilmiĢtir. 

Ġkinci bölümde graf teorinin temel kavramları, graf çeĢitleri, komĢuluk ve çakıĢım 

matrisleri, graflarda bağlantısallık, yollar ve devreler incelenmiĢtir. Euler graflarının 

ve Hamilton yolunun sağlaması gereken genel koĢullar sunulmuĢtur. 

Üçüncü bölümde genelleĢtirilmiĢ Fibonacci grafları ve bu graflarda maksimum yol 

problemleri ele alınmıĢtır. 

Dördüncü bölümde ise eksiltilmiĢ genelleĢtirilmiĢ Fibonacci grafları, maksimum yol 

problemi çözümü ve çözüm aĢamaları, çözüm aĢamalarının sağlamıĢ olduğu koĢullar 

ortaya konulmuĢtur. 

 

Anahtar Kelimeler: GenelleĢtirilmiĢ Fibonacci grafları, maksimum yol problemleri,  

                                   eksiltilmiĢ  genelleĢtirilmiĢ  Fibonacci  grafları,  Euler  grafları, 

                                   Hamilton  yolu,  komĢuluk  ve  çakıĢım  matrisleri,  yollar  ve 

                                   devreler.  

                         

                                                                            

 



 

 

ABSTRACT 

FIBONACCI MAXIMUM PATH GRAPHS 

DĠCLE KARAAĞAÇ, Gökçe 

Kirikkale University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics, Master Thesis 

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ġlker AKKUġ 

May 2017, 61 pages 

 

 

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, general information related 

with our work and references we have examined are given. 

 

In the second chapter, fundamental properties of graph theory, types of graphs, 

incidence and adjacency matrices, connectivity of graphs, paths and cycles are 

examined. The general conditions required for the Euler graphs and Hamilton path 

are presented. 

 

In the third chapter, generalized Fibonacci graphs and the maximum path problems 

in these graphs are discussed. 

 

In the fourth chapter, deficient generalized Fibonacci graphs, solution of the 

maximum path problems and solution steps, the conditions provided by the solution 

steps are investigated. 

 

 

Key Words:  Genarelized  Fibonacci  graphs,  maksimum  path  problems,  deficient  

                       genarelized Fibonacci graphs, Euler graphs, Hamilton path   . 
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1. GĠRĠġ 

 

Graf teorisinin uygulamaları günlük yaĢamda karĢı karĢıya kalabileceğimiz birçok 

problemin çözümüne yardımcı olmaktadır. Yakın zamana kadar pek uygulama 

alanına sahip olmayan bu dal son yirmi yılda önemli ölçüde geliĢme gösterdi. Graf 

teorisinin temeli 1736‟da Leonhard Euler tarafından atılmıĢtır. Teorinin ortaya 

atılmasında önemli rol oynayan Konigsberg problemidir. 

             

 

 

Konigsberg kenti 18. Yüzyılda Prusya‟da Pregel Nehri‟nin üzerine kurulu iki yaka ve 

nehirde bulunan iki adadan oluĢmaktaydı. Nehir üzerinde yakalar ve adalar arasına 

yedi köprü inĢa edilerek kent dört ayrı bölgeye ayrıldı. Bu adalardan büyük olanı 

yakalara ikiĢer köprü ile küçük olanı ise yakalara birer köprü ile bağlanmıĢtır.  



 

 

                                                        

 

Euler‟in cevaplandırmaya çalıĢtığı soru Ģuydu: Kentin ayrıldığı bu dört bölgenin 

herhangi birinden baĢlayarak ve tüm köprüleri bir ve yalnız bir kez kullanarak tüm 

bölgeleri gezdikten sonra baĢlangıç noktasına geri dönülebilir mi? 

 

                                               

ġekil 1.1. (Konigsberg problemini ifade eden graf ) 

 

Ġsviçreli matematikçi Leonhard Euler bu soruya yönelik, bu Ģartlara uygun bir 

yürüyüĢün mümkün olmayacağını belirtmiĢtir ve buradan Euler Teoremini ortaya 

koymuĢtur. Euler, problemin üzerinde daha rahat çalıĢabilmek için ġekil 1.1 de 

görüldüğü gibi Ģehrin dört bölgesini noktalarla, bölgeler arasındaki köprüleri ise 

çizgilerle göstermiĢtir. Böylece dört nokta ve yedi çizgiden oluĢan bir yapı ortaya 

çıkmıĢtır. Bu yapıdaki noktalar düğüm ve çizgiler de ayrıt olarak isimlendirilmiĢtir. 

Düğüm ve bu düğümler arasında yer alan ayrıtlar bir graf oluĢturur. Problem „Grafta 

yer alan herhangi bir düğümden baĢlayarak, her bir ayrıtı bir ve yalnız bir kez 

kullanarak baĢlangıç düğümüne dönülebilir mi?‟ halini alır. Euler bu problemin 

çözümünün mevcut olmadığını ifade edebilmek için birkaç önemli tanım daha 

yapmıĢtır. Bunlardan biri, bir düğümü uç noktası kabul eden ayrıt sayısı düğüm 

https://www.google.com.tr/url?url=https://tr.wikipedia.org/wiki/K%C3%B6nigsberg'in_yedi_k%C3%B6pr%C3%BCs%C3%BC&rct=j&frm=1&q=&esrc=s&sa=U&ved=0ahUKEwjKwPXPrLzPAhVLIsAKHWX4BNsQwW4IFjAA&usg=AFQjCNHa8zObPOgQr_-ZWjNpn9EpHwxkNw
https://www.google.com.tr/url?url=https://tr.wikipedia.org/wiki/K%C3%B6nigsberg'in_yedi_k%C3%B6pr%C3%BCs%C3%BC&rct=j&frm=1&q=&esrc=s&sa=U&ved=0ahUKEwjKwPXPrLzPAhVLIsAKHWX4BNsQwW4IFjAA&usg=AFQjCNHa8zObPOgQr_-ZWjNpn9EpHwxkNw


 

 

derecesi olarak ifade edilir. Örneğin C nin düğüm derecesi 5 tir. Euler teoremi bize 

Ģunu söyler: Derecesi tek olan bir düğüm baĢlangıç düğümü olamaz çünkü düğüme 

bağlı ayrıtlardan birisi harekete baĢlarken çıkıĢ ayrıtı olarak kullanılacaktır. Geriye 

bu düğüme bağlı çift sayıda ayrıt kalır. Bu düğüme gelebilmek için tekrar bir ayrıt 

kullanılacağından kalan tek sayıdaki ayrıt, bu düğümün hareketin biteceği nokta 

olmasını engeller. Diğer yandan derecesi tek olan bir düğüm ara düğüm de olamaz. 

Bir düğüm baĢlangıç ve bitiĢ düğümü değilse, o düğüme gelindiğinde yürüyüĢün 

tamamlanması için o düğümdeki bir ayrıtı düğümden çıkmak için kullanmak gerekir. 

Bu nedenle ara düğümler çift dereceli olmalıdır. Grafta tek dereceli düğüm sayısının 

ikiden fazla olması yürüyüĢün tamamlanmasını engeller. YürüyüĢe baĢladığımız 

noktaya geri gelebilmenin koĢulu tüm düğümlerin çift dereceli olmasıdır. Bu da her 

bir düğüm ve ayrıtı bir kez içeren, baĢlangıç ve bitiĢ düğümü aynı olan bir turun 

tamamlanmasını sağlar. Yani problemimizde var olan, bütün köprülerden bir ve 

yalnız bir kez geçmek koĢulu ile tam bir turla yürüyüĢ yapılması imkansızdır. [1] 

Leonhard Euler‟in bu çalıĢmaları matematikte yepyeni bir alan olan graf teorisinin 

habercisi olmuĢtur. Euler‟in yaptığı bu çalıĢmadan sonraki yıllarda yeni bir alan 

olarak ortaya çıkan graf teorisi günlük yaĢamda karĢı karĢıya kaldığımız birçok 

problem için çözüm üretecektir. Yıllar sonra ünlü matematikçi De Morgan‟ın eski bir 

öğrencisi olan Francis Guthrie 1952 yılında ünlü dört renk problemini ortaya 

çıkarmıĢtır.  

 

                                

 

Guthrie Ġngiltere haritasını renklendirirken, komĢu Ģehirler farklı renkte olmak 

koĢuluyla dört renk kullanarak bu renklendirmeyi yapabileceğini gördü. Aynı yıl 23 

http://www.google.com.tr/url?url=http://people.math.gatech.edu/~thomas/FC/fourcolor.html&rct=j&frm=1&q=&esrc=s&sa=U&ved=0ahUKEwirrqqtvbzPAhWqI8AKHdEAAmUQwW4IIDAF&usg=AFQjCNGg3G7aSO0IMV4wjJ23wuW-E4Y4qQ


 

 

Ekim‟de, Francis‟in kardeĢi Frederick bu problemi De Morgan‟a sordu: Bir haritanın 

ülkeleri, sınırdaĢ ülkeler farklı renklerde olacak biçimde her zaman dört renge 

boyanabilir mi? De Morgan soruyu aralarında filozof William Whewell‟ın da 

bulunduğu arkadaĢlarıyla paylaĢtı. Whewell, De Morgan‟ın BuluĢun Felsefesi adlı 

kitabına yazdığı eleĢtiri yazısında bu sorudan bahsetti. Yalnız problemin çözümüne 

yönelik bir sonuca ulaĢılamadı ve üzerinden zaman geçtiği için unutuldu. Bir süre 

sonra ünlü matematikçi Cayley bu sorunun çözümünün bulunup bulunmadığını 

sordu.  

 

                                                     

 

Kempe 1876‟da verilen herhangi bir haritanın biri dıĢında tüm ülkelerinin 

boyandığını varsayarak henüz boyanmamıĢ ülkenin boyanabileceğini, boyanamazsa 

da boyanmıĢ ülkelerin renkleri değiĢtirilerek düzeltilebileceğini gösterdiğini sandı. 

Kanıtı yanlıĢtı fakat ilginçti. Kanıtı 11 yıl boyunca Cayley dahil olmak üzere pek çok 

kiĢi tarafından inandırıcı bulundu. 1890‟da Heawood‟un Kempe‟nin yöntemine göre 

her haritanın dört renge boyanmadığını belirten makalesi büyük ĢaĢkınlık yarattı. 

Heawood‟un Kempe‟nin kanıtından 11 yıl sonra Kempe‟nin yönteminin yeterli 

olmadığını göstermesi ve yanlıĢ kanıtın tamiri mümkün olmaması problemin 

çözümünü 1976‟ya kadar geciktirdi. Bu tarihte Appel ve Haken bilgisayar yardımıyla 

bu kanıtı Kempe‟nin zincirini kullanarak tamamlamıĢtır.[2] Graf teorinin 

uygulamaları bir çok yerde karĢımıza çıkmaktadır. Yakın zamanda ortaya çıkan Çinli 

Postacı Problemi graf teori alanında üzerinde çalıĢılabilecek önemli bir örnektir. Bu 

problem ilk olarak 1962 yılında Çinli matematikçi Mei-Ko Kwan tarafından 

incelenmiĢtir. Problem, bir postacının postaneden aldığı mektupları mümkün olan en 

kısa yoldan Ģehirdeki tüm sokaklara uğrayarak dağıtmak istemesiyle ortaya çıkmıĢtır. 

Mektupların dağıtımından sonra postacı baĢladığı nokta olan postaneye geri dönmek 

http://www.google.com.tr/url?url=http://wiki.kidzsearch.com/wiki/Four_color_theorem&rct=j&frm=1&q=&esrc=s&sa=U&ved=0ahUKEwirrqqtvbzPAhWqI8AKHdEAAmUQwW4IODAR&usg=AFQjCNG1c1yYitzt3s1ia2FExv0HnQZZ9g


 

 

zorundadır. Çinli postacı problemi graf teorideki kavramlarla izah edilirse Ģu hali 

alır: Belirli bir baĢlangıç noktasından baĢlayarak graftaki her bir ayrıta en az bir kez 

uğramak koĢuluyla en kısa turun oluĢturulmasıdır.  

Çinli postacı probleminin bir çok uygulama alanı vardır. Özellikle araç rotalarının 

belirlenmesinde yoğun olarak kullanılır. ĠĢletmeler araçlarının çalıĢma maliyetlerini 

düĢürebilmek için; araç duraklarını düğüm, yolları da ayrıt olarak alan çizge 

kuramından yardım almaktadır. Böylece araçların hareket maliyetlerinin en az 

olduğu, her yoldan geçen ve baĢlanılan noktaya dönülen en iyi rotaların 

belirlenmesinde kullanmaktadırlar. Çinli postacı problemi temel olarak, bir çizgedeki 

ayrıtların yönlerine bağlı olarak yönlü, yönsüz ve karma olmak üzere üçe 

ayrılmaktadır. Çinli postacı problemi çeĢitlerine iliĢkin bugüne kadar çeĢitli kesin ve 

kesin olmayan çözüm yöntemleri ortaya konmuĢtur. Problem yaygın olarak, kesin 

çözüm yöntemi olan tamsayılı doğrusal programlamayla ve dal-sınır ve dal-kesme 

yöntemleriyle çözülmektedir.[3] Graf teori üzerine çalıĢmalar son 20 yılda önemli 

ölçüde artmıĢtır. Graf teori bir mantıksal ve sistem yaklaĢımı olarak bilim ve 

teknolojinin çeĢitli alanlarında modelleme ve analiz için kullanılan model 

sunumlarını kapsar. 

 

1.1. Kaynak Özetleri 

Bu tezin hazırlanıĢında öncelikle [7-8] nolu kaynaklardan genelleĢtirilmiĢ Fibonacci 

grafları ve eksiltilmiĢ genelleĢtirilmiĢ Fibonacci grafları hakkında bilgi edinildi ve bu 

graflarda maksimum yol problemlerinin çözümü ortaya konulmuĢtur. [5] nolu 

kaynaktan Euler grafları ve Hamilton yolu ile ilgili bilgiler edinilmiĢtir. Konuya 

iliĢkin temel kavramlar [1-6] nolu kaynaktan öğrenilmiĢtir. 

 

1.2. Tezin Amacı 

Bu tezde öncelikle genelleĢtirilmiĢ Fibonacci graflarında ve eksiltilmiĢ 

genelleĢtirilmiĢ Fibonacci graflarında maksimum yol problemleri verilecek ve bu 

problemlere iliĢkin uygun çözümler ve çözüm aĢamaları ortaya konulacaktır. Bu 



 

 

tezin amacı ileriki bir çalıĢma olarak düĢünülen problemlerin genelleĢtirilmesinin 

yapılmasına temel oluĢturmaktır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

2.1. Graf Tanımı ve ÇeĢitleri 

Graf tanımını yapmadan önce, yaĢamımızda oldukça geniĢ yer tutan grafları bir 

model üzerinde incelemek faydalı olacaktır. Bir yol haritasını ifade eden ġekil 2.1 ve 

bir elektrik devresini ifade eden ġekil 2.2 aĢağıda verilmiĢtir. 

 

                                    

ġekil 2.1. ( Yol haritası ) 

 

                                  

ġekil 2.2. ( Elektrik devresi ) 

 

Yukarıdaki bu iki durum noktalar ve doğru parçaları yardımıyla ġekil 2.3 te olduğu 

gibi bir diyagramda yeniden ifade edilebilir. Bu diyagramda yer alan P, Q, R, S ve T 

noktaları düğüm, noktalar arasında yer alan doğru parçaları ayrıt, düğüm ve 

ayrıtlardan oluĢan bu diyagram ise bir graf olarak adlandırılır.[4] 



 

 

                                                  

ġekil 2.3. (5 düğüm ve 8 ayrıtlı graf ) 

 

Tanım 2.1.1. Bir   grafı, düğümlerin bir   kümesini(boĢ olmayan) ve ayrıtların bir 

  koleksiyonunu içerir ve         ile gösterilir. Aksi söylenmedikçe   ve   

kümeleri sonlu kabul edilecektir. Burada düğümler arasındaki ayrıtlar;      için 

     ,   nin bir veya iki elemanlı bir alt kümesi olmak üzere            Ģeklinde 

tanımlı bir fonksiyon yardımıyla oluĢturulur. 

Eğer   ve   grafın düğümleri ise       çifti bir ayrıttır ve    ya da   ile gösterilir. O 

halde bir    ayrıtı,              biçiminde ifade edilebilir. 

                                                                                                          

Bir graftaki düğümlerin sayısı       grafının derecesi ve bir graftaki ayrıtların sayısı 

  ,   grafının boyutudur. Yani 

   |  | ve     |  |. 

Ġki veya daha fazla ayrıt bir düğüm çiftini birleĢtiriyorsa bu ayrıtlara paralel ayrıtlar 

denir. Bir ayrıt bir düğümü kendisine birleĢtiriyorsa bu ayrıta döngü denir.[5] 
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Tanım 2.1.2. Graftaki bir düğüm çiftini birleĢtiren birden fazla ayrıta sahip olan, 

herhangi bir döngü içermeyen graflara çoklu graf denir. En az bir döngü içeren 

graflara pseudograf denir. Hiçbir döngü ve paralel ayrıt içermeyen graflara ise basit 

graf denir. Bir grafta   tane düğüm ve bu düğümlerin her biri arasında yalnız bir 

ayrıt varsa bu basit grafa    tam grafı denir.[5] 

 

 

     

                                                                                                                                     

 

Yalnız bir düğümlü olan ve herhangi bir ayrıtı bulunmayan    tam grafı monoton 

graf olarak adlanırılır.[5] 

 

 

Tanım 2.1.3. Bir yönlendirilmiş graf ya da yönlü graf, düğümlerin sonlu bir 

  kümesini ve yay olarak adlandırılan farklı düğüm çiftlerinin bir   kümesini içerir. 

Eğer       düğüm çifti bir   yayı ise   yayı   dan   ye yönlendirilmiĢtir denir. 

 

 

Bir basit grafın her bir ayrıtı bir yay ile tanımlanmıĢsa sonuçta oluĢan yapı basit 

grafın bir yönlendirmesi olarak bilinen yönlü graftır.  

Karma graflarda, en az bir ayrıt ve en az bir yay olmalıdır. 

Bir tam grafın herhangi bir yönlendirmesi, tur olarak adlandırılır.[5] 
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2.2. Graf Ġzomorfizması 

        ve   = (      ) grafları için   =    ve   =    ise bu iki graf özdeĢtir. 

  den    ye birebir ve örten bir f-izomorfizması varsa          ve   = (   ,   ) 

grafları izomorfiktir denir. Bu durumda      ve      arasında    de bir ayrıt olması 

için gerek ve yeter koĢul   de   den   ya bir ayrıt olmasıdır. Ġki eĢ graf izomorfiktir, 

ancak bunun tersi her zaman doğru değildir. Böylece  -düğümlü her tam graf, diğer 

 -düğümlü tüm tam graflara izomorfiktir. 

AĢağıda üç graf tanımlanmıĢtır.    ve    grafları izomorfiktir. Çünkü    ve    

grafları arasında aĢağıdaki biçimde bir f-izomorfizması tanımlanmıĢtır. Ancak    ya 

da    graflarından hiçbiri    grafına izomorfik değildir.[5] 

f(    ) =        f(    ) =        f (    ) =        f(    ) =        f(   ) =        f(    ) =    

 

 

 

 

                                                                                                               

ġekil 2.4. (    ,    ve    grafları ) 
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2.3. Graflarda Düğümlerin Derecesi 

      olmak üzere     grafında bir düğüm olsun.   nin komĢu olduğu düğümlerin 

kümesi,                    olmak üzere   nin derecesi onun komĢu olduğu 

düğümlerin sayısıdır ve   (v) = |     |  biçiminde gösterilir. Eğer         ise   

izole düğüm olarak adlandırılır. 

  grafının minimum derecesi                         biçiminde ve maksimum 

derecesi                          biçiminde gösterilir.[6]. 

Bir grafın her bir düğümünün derecesi   ise bu grafa  -düzgün graf denir.[1 

 

 

 

                                         

ġekil 2.5. (3-Düzgün Graf) 

 

Bir graftaki bir düğümün derecesi tek ise tek düğüm; derecesi çift ise çift düğüm 

olarak adlandırılır.[5] 

 

Lemma 2.3.1. (TokalaĢma Lemması) Her bir   grafı için 

                                    ∑              .                                                             (2.1) 

Yani   grafındaki tüm düğümlerin dereceleri toplamı graftaki ayrıtların sayısının iki 

katıdır.[6] 

 

Teorem 2.3.1. Her graftaki derecesi tek olan düğümlerin sayısı çifttir.[1] 



 

 

Kanıt. (2.1) eĢitliğinden elde edilen                            

toplamından ve tek sayıda tek sayının toplamı yine tek sayı olduğundan yukarıdaki 

eĢitliğin sağlanabilmesi için tek sayıda düğüm sayısının çift olması gerekir. 

 

Tanım 2.3.2. Yönlü graflardaki bir düğüme gelen yay sayısı düğümün iç derecesi ve 

düğümden çıkan yay sayısı düğümün dış derecesi olarak adlandırılır.[5] 

 

Teorem 2.3.2. Bir yönlü grafta tüm düğümlerin iç dereceleri(ya da dıĢ dereceleri) 

toplamı yayların sayısına eĢittir.[5] 

 

Örnek 2.3.1.  

 

 

 

ġekil 2.6. ( 4 düğümlü yönlü graf ) 

 

ġekildeki yönlü grafın 1, 2, 3 ve 4 düğümlerinin dıĢ dereceleri sırasıyla 2, 1, 2, 1 ve 

iç dereceleri sırasıyla 1, 2, 1, 2 dir.  

 

2.4. Alt Graflar 

Eğer        ve        ise   grafı, bir   grafının alt grafıdır denir ve      ile 

gösterilir.[6] 

Eğer   nin her düğümü   de bulunuyorsa yani    =    ise      alt grafı   grafını 

gerer denir.[6] 
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             ġekil 2.7. (  grafı )                                       ġekil 2.8. (  alt grafı ) 

 

2.5. KomĢuluk ve ÇakıĢım Matrisleri 

 

Tanım 2.5.1. (KomĢuluk Matrisleri)             olmak üzere         

grafını alalım. Grafın komĢuluk matrisi     lik   [   ] matrisidir.     köĢegen 

olmayan elemanı   ve   düğümlerini birleĢtiren ayrıtların sayısı,     esas köĢegen 

elemanı ise   düğümündeki döngülerin sayısının iki katıdır. 

Bir grafın komĢuluk matrisinin simetrik olduğu aĢikardır. Çünkü her   ve   için 

    =      dir. Bir basit grafın komĢuluk matrisi ikilik matristir(0,1 Matris). Bu 

matriste köĢegenlerdeki tüm elemanlar 0 dır.    tam grafının komĢuluk matrisinin 

köĢegende olmayan her bir elemanı   dir. 

  düğümlü bir graf    Ģekilde sınıflandırılabilir ve her bir sınıfta grafın komĢuluk 

matrisi elde edilebilir.  

            düğüm kümeli bir yönlü grafın     lik  A=[   ] komĢuluk matrisinde 

      olması için gerek ve yeter koĢul    düğümünden   düğümüne bir yay 

olmasıdır. Bir yönlü grafın   komĢuluk matrisinde her bir esas köĢegen elemanı 

sıfırdır ve   nın simetrik olması gerekmez.[5] 

 



 

 

Teorem 2.5.1.  

(i) Bir grafın komĢuluk matrisinde, bir satır ya da bir sütundaki elemanların toplamı 

bir düğüme ait dereceye eĢittir ve matrisin tüm elemanlarının toplamı, graftaki ayrıt 

sayısının iki katıdır. 

(ii) Bir yönlü grafın komĢuluk matrisinde, bir satırdaki elemanların toplamı bir 

düğümün dıĢ derecesine, bir sütundaki elemanların toplamı bir düğümün iç 

derecesine ve matristeki tüm elemanların toplamı yönlü graftaki yayların sayısına 

eĢittir.[5] 

 

Örnek 2.5.1 

 

(i)                      

 

 

ġekil 2.9. ( 7 Düğümlü graf) 

 

ġekil 2.9 daki grafın komĢuluk matrisi; 

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 3 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 3 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 1 1

0 0 0 0 1 2 0

0 0 0 1 1 0 0
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(ii)                     

 

 

 

 

ġekil 2.10. ( 4 Düğümlü Yönlü Graf ) 

 

ġekil 2.10 daki yönlü grafın komĢuluk matrisi; 

0 1 1 0

0 0 0 1

0 1 0 1

1 0 0 0

 
 
 
 
 
 

 

   

Tanım 2.5.2. (ÇakıĢım Matrisleri)         bir basit graf olsun.                 

Burada             grafın düğümler kümesi ve                 grafın ayrıtlar 

kümesidir.   grafının         çakıĢım matrisi: her bir   için matrisin    satırı grafın 

  düğümüne karĢılık gelir ve her bir    için matrisin    sütunu grafın    ayrıtına 

karĢılık gelir, Ģeklinde tanımlanır. Eğer   ,   düğümü ile   düğümünü birleĢtiren bir 

ayrıt ise     ve     elemanları   dir ve   sütunundaki diğer elemanlar   dır.  

Eğer   bir yönlü graf ve   ,   düğümünden   düğümüne bir yay ise    sütununa 

    -1 ve       yazılır. Benzer Ģekilde diğer elemanlar sıfırdır. Böylece 

  düğümlü ve   ayrıtlı bir basit grafın çakıĢım matrisi     lik ikilik matristir. 

Yani bu basit matrisin her bir elemanı 0 ya da 1 dir. Oysa bir yönlü grafın çakıĢım 

matrisi     lik matristir ve her bir elemanı 0, 1 ya da -1 dir. ÇakıĢım matrisinin 

her bir sütunu sıfırdan farklı iki elemana sahiptir.[5] 
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Teorem 2.5.2.  

(i) Bir basit grafın çakıĢım matrisinin bir satırındaki elemanların toplamı, bir düğüme 

ait dereceye karĢılık gelir ve matristeki tüm elemanların toplamı ayrıtların sayısının 

iki katıdır. 

(ii) Bir yönlü grafın çakıĢım matrisinin bir satırındaki elemanların toplamı, bir 

düğümün iç dereceleri ile dıĢ derecelerinin farkına eĢittir ve matristeki tüm 

elemanların toplamı sıfırdır.[5] 

 

Örnek 2.5.2. 

(i)  ġekil 2.9 daki grafın çakıĢım matrisi 

1 1 1 0 0 0

1 0 0 1 1 0

0 1 0 1 0 1

0 0 1 0 1 1

 
 
 
 
 
 

  

 

(ii) ġekil 2.10 daki yönlü grafın çakıĢım matrisi 

1 1 0 0 0 1

1 0 1 1 0 0

0 1 0 1 1 0

0 0 1 0 1 1

  
 


 
  
 

 

  

 

2.6. Basit Grafların Derece Vektörleri 

Bir   basit grafının      derece vektörü, düğüm derecelerinin artmayan sıralı 

dizisidir. Eğer   ve    grafları izomorfik ise            dür. Fakat bu durumun 

karĢıtı doğru değildir. 

ġekil 2.4 teki üç graf, [3 3 3 3 3 3]  olan aynı derece vektörüne sahiptir. Fakat    

grafı,    ya da    graflarına izomorfik değildir. 



 

 

Her basit graf tek türlü derece vektörüne sahiptir ve vektördeki terimlerin toplamı 

çifttir.   elemanlı bir derece vektöründeki her terim pozitif ve değeri en fazla     

dir. Burada    grafın derecesidir.                   olmak üzere sonlu 

artmayan              derece vektöründeki tüm terimlerin toplamı çifttir.[5] 

 

 

 

 

 

 

ġekil 2.11. ( 9 Düğümlü basit graf ) 

 

ġekil 2.11 deki basit grafın derece vektörü                   dir. 

 

2.7. Yollar, Devreler ve Devir 

Tanım 2.7.1. Bir grafta   ve   iki düğüm olsun.    ve   düğümleri arasında bir 

yürüyüĢ, sonlu bir alternatif dizi olan                           dir ve bu dizide 

         ;      biçiminde tanımlıdır. Yani bu dizide yer alan her bir    ayrıtı   ;  

düğümünü ve    düğümüne birleĢtirir. Bu yürüyüĢteki düğüm ve ayrıtların 

birbirinden farklı olması gerekli değildir. 

   ,    ,    ,    ,…,       ve     ,    ,    ,    ,…,        yürüyüĢleri        =   ve 

  =    ise birbirine eĢittir            . 

Bir yürüyüĢteki ayrıtların sayısı, yürüyüĢün uzunluğudur. Eğer graf basitse dizideki  

ayrıtlar   ve   arasında bir yürüyüĢ tanımlar, bu ayrıtlar açıkça listelenmek zorunda 

değildir.  



 

 

     ,     ,     ,                  yolu               olarak yazılabilir. 

Bu yürüyüĢteki ayrıtlar tekrarlı değilse buna patika denir.[5] 

 

Tanım 2.7.2.        ,     ,     ,     , … ,         = w yürüyüĢünde            

düğümleri birbirinden farklı ise   ve   arasındaki bu yürüyüĢe yol denir. Bu yolda 

bulunan     adet            düğümü yolun ortanca düğümü olarak 

adlandırılır. O halde her yolun bir patika olduğu aĢikardır.[5] 

 

Tanım 2.7.3. Eğer   ve   düğümleri bir yönlü grafta ise,   den   ya bir yönlü 

yürüyüĢ, düğüm ve yayların      ,    ,    ,    , … ,    ,      Ģeklinde bir 

dizisi olup, buradan    yayı    ;  düğümünden    düğümüne bir yaydır. Bu durum 

    →    →    →… →    biçiminde yazılır. Bir yönlü yürüyüĢ, eğer yaylar farklı 

ise yönlü bir patikadır. [5] 

 

Tanım 2.7.4.       ,    ,   ,    , … ,          yönlü yürüyüĢünde    düğümleri 

          birbirinden farklı ise   ve   arasındaki bu yönlü yürüyüĢe yönlü yol 

denir.[5] 

 

Örnek 2.7.1         

                                               

                                                                                                    

                                                               

                                                                                                                

 

ġekil 2.12. ( 7 düğümlü ve 9 ayrıtlı bir graf ) 
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ġekil 2.12 deki grafta 2 ,    , 1 ,    , 4 ,    , 1 ,    , 4 dizisi 2 ve 4 düğümleri arasında 

bir yürüyüĢtür. 

2 ,    , 1 ,    , 4 ,    , 1 ,    , 2 ,    , 3 dizisi 2 ve 3 arasında bir patikadır. 

2 ,    , 3 ,    , 4 ,    , 1 dizisi 2 ve 1 arasında bir yoldur. 

 

Örnek 2.7.2. 

 

                                             

                                                                               

                                                                                                                   

 

                                                     

                                         

ġekil 2.13. ( 7 düğümlü yönlü graf) 

 

ġekil 2.11 deki yönlü grafta 2 → 3 → 4 → 1 → 2 → 3 → 6 , 2 den 6 ya yönlü 

yürüyüĢtür. 

1 →2 → 4 → 1 → 3, 1 den 3 e yönlü patikadır. 

1 → 2 → 5 → 7, 1 den 7 ye yönlü yoldur. 

 

Teorem 2.7.1. Bir graftaki   ve   arasındaki her yürüyüĢ,   ve   arasında bir yol 

içerir. Bir yönlü graftaki   den   ya her yönlü yürüyüĢ   den   ya yönlü bir yol 

içerir.[5] 
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Teorem 2.7.2. Eğer  ,         basit grafının komĢuluk matrisi ise   nın    

kuvvetinde       elemanı,   ve   düğümleri arasındaki   uzunluğundaki farklı 

yürüyüĢlerin sayısıdır. Özellikle,    deki       köĢegen elemanı her bir   için 

  düğümünün derecesidir.[5] 

 

Örnek 2.7.3.                

                                                                                   

                                                             

 

 

ġekil 2.14 ( 5 düğümlü basit graf ) 

 

  ġekil 2.14 deki basit grafın komĢuluk matrisi olmak üzere: 

  =  

0 1 0 1 0

1 0 1 0 1

0 1 0 1 1

1 0 1 0 0

0 1 1 0 0

 
 
 
 
 
 
  

 ,     =  

2 0 2 0 1

0 3 1 2 1

2 1 3 0 1

0 2 0 2 1

1 1 1 1 2

 
 
 
 
 
 
  

    ve      = 

9 3 11 1 6

3 15 7 11 8

11 6 15 3 8

1 11 3 9 6

6 8 8 6 8

 
 
 
 
 
 
  

  

 

1, 2, 3, 4 ve 5 düğümlerinin derecesi 2, 3, 3, 2 ve 2 dir. Bu elemanlar    matrisinin  

diagonal elemanlarıdır. 

   matrisindeki (1,5) elemanı 6 dır. Bu durum 1 ve 5 düğümleri arasında 4 

uzunluğunda 6 farklı yol olduğunu gösterir. Bu yollar: 

1-4-1-2-5                1-2-1-2-5             1-4-3-2-5 

1-2-5-2-5                1-2-3-2-5             1-2-5-3-5 

𝑒  

𝑒  𝑒  
𝑒  

𝑒  

𝑒  

1 2 

3 

4 5 



 

 

Tanım. 2.7.5. Bir graftaki bir düğüm ile kendisi arasındaki her yürüyüĢ bir kapalı 

yürüyüĢtür. 

Bir kapalı yürüyüĢteki ayrıtlar tekrar etmiyorsa buna devre denir. Düğümleri tekrar 

etmeyen devrelere de devir adı verilir.[5] 

  ,    ,   ,    ,   kapalı yürüyüĢü bir devredir; fakat   ,    ,   ,    ,    kapalı 

yürüyüĢü ortadaki düğümler tekrar ettiği için bir devir değildir. Bu nedenle devre de 

olamaz. 

Bir   basit grafının   alt grafının   de bir devir olması için gerek ve yeter koĢul   

nin bir devir grafı olmasıdır. 

Bir   basit grafında her devir   düğüm içeriyorsa   de bir  -devir olarak tanımlanır; 

eğer   tek sayı ise tek devir ve   çift sayı ise çift devir denilir.[5] 

 

Örnek 2.7.4. 

                                                  

 

                            

 

                                                             

ġekil 2.15. ( 5 düğümlü basit graf ) 

 

ġekil 2.15 de gösterilen   basit grafında, 

1 ,    , 2 ,     , 5 ,   , 3 ,     , 4 ,   7, 5 ,  8, 1 kapalı yürüyüĢü bir devredir. 

1 – 2 – 3 – 4 – 1 kapalı yürüyüĢü bir çift devirdir. 

 

𝑒  

𝑒  

𝑒  𝑒  

𝑒  

𝑒8 

𝑒7 

𝑒  

3 4 

5 

2 1 



 

 

Tanım 2.7.6. Bir grafta bir düğüm çifti arasında bir yol varsa bu düğüm çiftine 

bağlantılı çift denir. Eğer   de her düğüm çifti bağlantılı ise   grafı bağlantılı 

graftır.[5] 

 

Tanım 2.7.7. Herhangi bir devir içermeyen graflara yarı-devir (acyclic) graf denir ve 

orman olarak da bilinir. Bir bağlantılı yarı-devir graf ağaç olarak adlandırılır. Bir   

grafını geren yarı-devir alt grafı   de taban ormanı olarak adlandırılır. Bir   grafını 

geren bağlantılı yarı-devir alt grafı ise   de bir taban ağacı olarak adlandırılır.[5] 

 

Örnek 2.7.5. 

 

 

 

 

ġekil 2.16. ( 13 düğümlü bağlantısız graf ) 

 

ġekil 2.16 deki   grafı 13 düğümlü bağlantısız bir graftır. AĢağıda Ģekil 2.17. de 

gösterilen graf   ormanının taban ormanıdır. 

 

 

 

 

 

ġekil 2.17. ( 13 düğümlü taban ormanı ) 

1 8 

6 

7 11 

9 5 13 

12 

10 3 

2 

4 

1 1 

5 9 

7 11 

4 3 

2 6 

8 

13 

12 

10 



 

 

ġekil 2.15 de gösterilen   bağlantılı grafında            7  ayrıtların kümesi   deki 

bir taban ağacının ayrıtlarını oluĢturur.[5] 

 

2.8. Euler ve Hamilton Grafları 

Tanım 2.8.1. Bir bağlantılı   grafında iki farklı düğüm arasındaki patika, eğer   nin 

tüm ayrıtlarını içeriyorsa Euler patikasıdır. Tüm ayrıtları içeren bir devre, Euler 

devresidir. Bir graf, bir Euler devresine sahipse Euler Grafıdır.[5] 

 

Örnek 2.8.1.                                                             

                                                                                     

 

                                                                                      

 

ġekil 2.18. ( Euler patikası ) 

 

ġekil 2.18 deki grafta {            , … ,     } patikası 1 ve 4 arasında bir Euler 

patikasıdır. 

Örnek 2.8.2.   

                                                                                              

                                       

                                            

                                                                        

ġekil 2.19. ( Euler devresi ) 

𝑒  

𝑒  𝑒  𝑒  

𝑒  

𝑒9 𝑒8 𝑒7 

𝑒  

𝑒   

𝑒   

𝑒  

𝑒  

𝑒   

𝑒  

𝑒  

𝑒8 

𝑒  𝑒7 
𝑒9 

𝑒  

3 

6 

5 

1 

2 

4 

2 

4 5 

1 

3 



 

 

ġekil 2.19 daki graf bir Euler grafıdır. Çünkü {            , … ,      } Euler devresi 

içerir. 

 

Teorem 2.8.1. Bir bağlantılı   grafının Euler grafı olması için yeterli ve gerekli 

koĢul   nin her bir düğümünün derecesinin çift olmasıdır.[4] 

 

Teorem 2.8.2.         grafında aĢağıdaki dört ifade birbirine denktir: 

(i)    Euler grafıdır. 

(ii)   bağlantılıdır ve her bir düğüm çifttir. 

(iii)   bağlantılıdır ve   nin bir parçalanıĢı vardır, öyle ki parçalanıĢın her bir alt 

kümesindeki ayrıtlar   de bir devir oluĢturur. 

(iv)   bağlantılıdır ve   deki her bir ayrıt,   deki tek sayıdaki devirlerde bir 

ayrıttır.[5] 

 

Tanım 2.8.2. Bir graftaki iki düğüm arasındaki bir yol, grafın bütün düğümlerinden 

geçiyorsa Hamilton yolu olarak adlandırılır. Graftaki bir kapalı Hamilton yoluna, 

Hamilton devri denir. Bir Hamilton devrine sahip graflara Hamilton grafı denir. Her 

Hamilton grafı, bir Hamilton yoluna sahiptir; fakat bunun karĢıtı doğru değildir. Üç 

ya da daha fazla düğümlü tam graf olarak bilinen her devirli graf, Hamilton 

grafıdır.[5] 

 

 

ġekil 2.20. ( Hamilton grafı ) 



 

 

Teorem 2.8.3.    düğümlü   basit grafında, her bir komĢu olmayan düğüm çifti   ve 

  için 

                      

ise   bir Hamilton grafıdır  [4] 

 

Teorem 2.8.4.    düğümlü   basit grafında, her bir düğümün derecesi en az   ⁄  ise 

  Hamilton grafıdır.[5] 

 

Kanıt. Eğer her bir derece en az   ⁄  ise her düğüm çiftinin toplamı en az   dir. 

Teorem 2.8.3. ten   bir Hamilton grafıdır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

3. GENELLEġTĠRĠLMĠġ FĠBONACCĠ MAKSĠMUM YOL GRAFLARI 

 

3.1. Maksimum Yol Grafları 

 Bir yönlü         grafı, düğümlerin sonlu bir   kümesini ve tercihsiz farklı 

düğüm çiftlerini ifade eden ayrıtların bir   koleksiyonunu içerir. 

[                 , … ,    ] düğümlerin dizisi, (  ; ,    ) ϵ    ve              olmak 

üzere    dan     ya bir yol olarak adlandırılır. Düğümlerin dizileri özdeĢ değilse iki 

yol farklıdır.     de                              kapalı yolu yoksa,    yönlü grafı 

devirsizdir. 

Farklı her   ve   düğüm çifti için   de                              zinciri 

varsa   bağlantılıdır. Bir       ayrıtı için „  den çıkar ve   ye girer‟ denir.  

 , iki   ve   düğümünü içersin.   den   ye   deki farklı yolların sayısı      olarak 

tanımlanır.  

Dikkate alınanacak problem Ģudur: Verilen   ve   tam sayıları için,  -ayrıt ve  -

düğümlü bir devirsiz yönlü   grafı bulunsun öyle ki   den   ye farklı yolların 

sayısı       maksimum olsun.   ve   paremetreleri ile   bir maksimum yol grafı 

olarak adlandırılır ve           biçiminde tanımlanır. 

     maksimum yolların sayısı sadece       
 

 
        aralığında tanımlı 

olduğu açıktır.[7] 

Örnek 3.1.1.    yönlü grafı,            düğümlerine ve 

 {(                                                ayrıtlarına sahip 

olsun. 

    ve     olsun.       nedir? 



 

 

1 den   ye her yol, 

(i)         ayrıtlarıyla devam eden 1 den     ye kadar bir yol  

veya 

(ii)         ayrıtlarıyla devam eden 1 den     e kadar bir yol içerir. 

(i) biçiminde      ;   ve (ii) biçiminde      ;   sayıları mevcuttur. Bu nedenle 

            ;         ;    

eĢitliği elde edilir. Böylece                      olması aĢikardır. 

Buradan   ,    Fibonacci sayısı olmak üzere            sonucu elde edilir.      

grafı     Fibonacci grafı olarak adlandırılır. 

                                            

 .……………… 

ġekil 3.1. (    n. Fibonacci Grafı) 

 

1 uzunluğundaki ayrıtların sayısı     ve 2 uzunluğundaki ayrıtların sayısı     

olduğundan toplam ayrıt sayısı        tür. 

 

    

ġekil 3.2. (    Fibonacci Grafı) 

 

  ……………….. 

1 2 𝑛    𝑛 𝑛    3 

7 
1 2 5 6 4 3 8 9 



 

 

Örnek 3.1.2.    yönlü grafı,            düğümlerine ve  

                                                           

ayrıtlarına sahiptir.  n Fibonacci grafından           ayrıtının silinmesiyle ,  n 

den elde edilen  n grafı    hemen hemen Fibonacci grafı olarak adlandırılır. 

           ;      ;  

 

                                                                            …………………. 

ġekil 3.3. (    n. hemen hemen Fibonacci Grafı) 

 

1 uzunluğundaki ayrıtların sayısı     ve 2 uzunluğundaki ayrıtların sayısı   

  olduğundan toplam ayrıt sayısı        tür. 

 

 

 

ġekil 3.4. (   , 9. hemen hemen Fibonacci Grafı) 

 

Paralel ayrıtlar dıĢında devirsiz yönlü graflar için Fibonacci grafları ve hemen hemen 

Fibonacci grafları, ayrıtların tek veya çift sayıları için maksimum yol graflarıdır. 

Böylece 

     ;            

     ;            ;  

  ……………….. 

𝑛    𝑛 3 2 1 𝑛       𝑛    

1 2 6 5 4 3 9 8 7 



 

 

3.2. Maksimum Yol Graflarının Yapısı 

     nin hesaplanmasında kullanıĢlı olacak maksimum yol grafı   nin yapısı 

hakkında kesin varsayımlarda bulunulabilir. 

Ġlk olarak, (1)„Her   düğümü,   alıcısından   kaynağına bir yerlerde bulunsun.‟ 

varsayımında bulunarak iĢe baĢlanır. 

Böylece              olacak biçimde bir    
grafı elde edilir. 

Burada özellikle   nin bağlantılı olduğu ve sadece bir   kaynağına ve sadece bir 

  alıcısına sahip olduğu varsayılmalıdır. 

Ġkinci ve daha güçlü bir varsayım   tercihen bir Hamilton yoluna sahip olmalıdır, bu 

yol grafın her düğümünü içerir.[7] 

 

Teorem 3.2.1. Tüm   ve   tam sayıları için bir Hamilton yolu içeren maksimum yol 

grafı vardır. Böylece düğümlerin sıralanıĢı tek türlüdür.[7] 

Kanıt.         grafı,   ve   parametreleri ile (1) i sağlayan bir maksimum yol 

grafı olsun ve                     deki maksimum uzunluktaki bir yol olsun. 

(     ve       yazılır) 

    olduğu varsayılsın. Buradan     uzunluğunda bir yol içeren bir    grafı inĢa 

edilir öyle ki            dir. 

  yolu üzerinde bulunmayan bir düğümden geçen her yol aĢağıdaki formdadır: 

                       biçimindedir, burada       ve   düğümü   yolu 

üzerinde bulunmaz. Tercihen  , en uzun yol olur. 

  nin maksimalliğinden      :      olur ve   nun maksimalliği   :  den   e   de 

hiçbir yol olmamasını sağlar. 



 

 

 

                      ..…….                                                   …….. 

 

ġimdi       –         :            :    kümesi tanımlanır. 

          devirsiz grafı     uzunluğunda bir yola sahip olduğundan       

     olur.  

Çünkü   deki        :    ayrıtının kullanıldığı her yol,            :   yeni 

bölmesinin kullanılmasıyla yeniden yönlendirilebilir. Bu iĢlemin     defa 

tekrarlanmasıyla, bir Hamilton yolu içeren bir maksimum yol grafı elde edilir. Graf 

devirsiz olduğundan Hamilton yolunda düğümlerin sıralanıĢı tek türlüdür.  

 

Tanım 3.2.1.            düğümlerine sahip ve (      ) ayrıtlarını içeren 

maksimum yol grafı   olsun (             ). Böyle bir graf Hamilton 

maksimum yol grafı olarak adlandırılır. Bu graf hem bir maksimum yol grafıdır hem 

de bir Hamilton yolu içerir.[7] 

  den   ye   deki farklı yolların sayısı        ile gösterilir. Böylece 

                       ve           .  

  

Tanım 3.2.2.         ayrıtı   seviyesinde olarak adlandırılır. Eğer i = 1, 2, … , n-k 

için         ayrıtı   de bir ayrıt ise   seviyesi   de doludur olarak adlandırılır. 

Böylece 1 seviyesi daima doludur.[7] 

 

 

𝑣  𝑣𝑖 𝑣𝑖:  𝑣𝑘  𝑡 

 𝑥 

𝑠  𝑣  



 

 

3.3. GenelleĢtirilmiĢ Fibonacci Grafları 

  bir Hamilton maksimum yol grafı olsun. Eğer               olacak biçimde 

grafta         ve            ayrıtları varsa ayrıca      
ise   ayrıtı uygun 

biçimde    
ayrıtını örter denir. 

GenelleĢtirilmiĢ Fibonaccı sayısı   
   

aĢağıdaki Ģekilde tanımlanır. 

  
   

  1, 

  
   

  
1

( )

1

h
j

i

i

F




       ,  

  
   

  
1

( )
h

j

i

i h j

F


 

       .  

  
   

 yönlü grafı,            düğümlerine ve                   |   |      

ayrıtlarına sahiptir. AĢağıdaki eĢitliğin doğru olduğu açıktır: 

    
   

     
   

. 

  
   

 ,    genelleĢtirilmiĢ   Fibonacci grafı olarak adlandırılır.[7] 

 

Teorem 3.3.1: Tüm   ve   parametreleri için aĢağıdaki özelliği sağlayan bir 

Hamilton maksimum yol grafı   vardır. Eğer      seviyesinde bir ayrıta sahipse her 

bir       için   seviyesi   de doludur.[7] 

Kanıt: Önceki teoremden, bir Hamilton maksimum yol grafı   vardır. Eğer  , grafta 

olmayan bir    ayrıtını uygun Ģekilde örten bir   ayrıtına sahipse, buradan önceden 

  yi kullanan her yol    aracılığıyla en az bir yolda yeniden yönlendirilebileceğinden 



 

 

       sayısı azalmaz. Böylece   nin hiçbir ayrıtının grafa ait olmayan bir ayrıtı 

örtmediği varsayılır.    ,   in en küçük (en sol) baĢlangıç komĢusudur. O halde 

         
1

(1, )
x

x

i l

P i




   ve              . 

Kabul edelim ki     seviyesi birçok ayrıttan tam olarak daha yüksek olan herhangi bir 

ayrıta sahip olsun. Bu durumda yolların sayısını azaltmadan değiĢim yapılabileceği 

gösterilecektir. Grafta olmayan   seviyesinde bir       ayrıtı ve   seviyesinde bir 

      ayrıtı tercih edilsin ve       olsun.  ,   nin solunda olacak biçimde        

onların sağ uç noktası arasında olabildiğince küçük olsun.        nin 

minimalliğinden    =   –    olur           . Böylece 

   –     –                      –        –        , 

          , 

   =   –        . 

ġimdi   den       nin silinmesiyle ve       nin eklenmesiyle elde edilen    grafını 

ele alalım. Buradan               grafında   den   ya yolların sayısını göstermek 

üzere 

                 :  
      

 ,                    

olur. 

Bu nedenle  

                        ,                     . 

  nin minimum 3 olduğu varsayılmalıdır. Yani     ya da     olmalı. 

       =  (1, 1) , 



 

 

       =  (1, 2) , 

                              :  
   

                            , 

                              :  
   

            

 

 

Sonuç olarak 1 den   nin solundaki her düğüme olan yolların sayısı azalmadı. Eğer 

aynı Ģey   için de söylenebilirse; her bir   düğümü için         sayısı        den 

eĢit ya da büyük olacaktır. Bu teoremi kanıtlar. Böylece 

      –             –                  –         

eĢitliğinden 

                       :  
   

 

eĢitsizliği elde edilir. O halde 

                                 :  
   

                   

                       :  
   

                            

                     :  
   

                         (                 

                       :  
   

                          . 

ġimdi aĢağıdaki daha güçlü olan iddianın kanıtına geçelim. 

                     :  
   

                              

Eski Yollar Yeni Yollar Yok Edilmiş Yollar 



 

 

Kesinlikle         için doğrudur.  

      için tümevarım kullanılarak      elde edilebilir. 

                                :  
   

  doğrudur. 

    için önerme doğru olsun. Yani 

                       :  
    . 

      için önerme doğru olur mu? 

                     

                                        :  
   

    

                                      :  
   

         

                                      :  
   

      

                                     :  :  
    

O halde                      :  
   

               elde edilir.     

         
1

(1, )
a

x

i l
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 ,              
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       (Tümevarım) 

                         
2 3 4 11 ...j j j j

x aF F F F  
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x aF  
     

                               :  
    

 .  

ġimdi iddianın       için de doğru olduğu gösterilmelidir. 

                eĢitliğini kullanarak ve        durumu       için 

elde edilir. 
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  (Tümevarım) 
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   ; ; : 
   

   ; ; : 
   

     ; : 
   

) 

                      (  ; : 
   

) 

                             :  
     .

 

Bu da Teorem 3.3.1 in kanıtını tamamlar. 

Teorem 3.3.1. bir maksimum yol grafı inĢası problemini oldukça basite dönüĢtürür. 

  tek türlü olarak aĢağıdaki formda yazılabilir: 

    
1

( )
k

i

n i


        
 

 
       ,            ve           . 

1  den   ya kadar tüm seviyeleri doldurduktan sonra, kalan      seviyesindeki 

  ayrıt en uygun biçimde dağıtılır.  Tam olarak  bu ekstra   ayrıtın  nasıl kullanılacağı 

Ģimdiye kadar gösterilmiĢ oldu, gerçekten de Teorem 3.3.1.       durumunda bu 

ayrıtların dağılımı hakkında bilgi vermektedir.  

Sonuç 3.3.1.        
 : 

 
  eĢitliğini sağlayan   ve   pozitif tam sayıları için    

genelleĢtirilmiĢ   Fibonacci grafı   
   

  bir maksimum yol grafıdır. Yani 

 (  
   

)      . [7] 

    ise durum daha karıĢık bir hale gelir. Ekstra bir ayrıtın en soldaki (ya da 

sağdaki) en uygun yere eklenmesi gerektiği gösterilmelidir, yani           ayrıtı 

eklenir.   
   

 grafına sırasıyla           ve             ayrıtlarının eklenmesiyle 

elde edilen graflar   ve    olsun, burada          . Simetri özelliğinden, 

  : :    : : 
  olur.   deki ekstra ayrıtın katkısıyla 

     
    ; ; 

   
              



 

 

elde edilir. Böylece 

           
                                 

eĢitsizliği sağlanır. Üstelik 

       
   

+  ; ; 
   

 . 

     durumunda ekstra iki ayrıtı birini en sağdaki ve diğerini en soldaki en uygun 

yere ekleyerek   gibi bir graf benzer biçimde elde edilir: 

       
   

+   ; ; 
   

   ;  ;  
   

. 

    düğüm ve           ayrıtlı               bir (Hamilton) 

maksimum yol grafı olsun.    2 seviyesinde   ayrıta ve 1 seviyesinde dolu ayrıtlara 

sahiptir.   nin yapısını tanımlamak kolaydır.  

Eğer         ise   tam olarak   Fibonacci grafları     
    

      
 serilerinin 

birleĢtirilmesiyle elde edilir. Yani 

        
   

    
 ve 

1

t

i

i

s


  =       . 

 

Teorem 3.3.2.   ve   pozitif tam sayılar olsun, öyle ki 

                   . 

Buradan 

    = {
                                     

 

 
     

  ; ;    ; :            
 

 
     

        

maksimum yol sayısı tanımlanır.     



 

 

 

 

 

 

ġekil 3.5. (   , 9. hemen hemen Fibonacci Grafı) 

 

ġekil 3.5            ve            için maksimum yol graflarını 

gösteririr. 

           için           eĢitliğinden     elde edilir. Bu durumda   

  
 

 
    )  eĢitsizliğini sağlar. O halde bu graftaki maksimum yol sayısı 8 dir. 

           için           eĢitliğinden     elde edilir. Bu durumda   

  
 

 
    )  eĢitsizliğini sağlar. O halde bu graftaki maksimum yol sayısı 64 dür. 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 11 12 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 5 4 3 2 8 7 6 9 10 11 12 



 

 

4. EKSĠLTĠLMĠġ GENELLEġTĠRĠLMĠġ FĠBONACCĠ MAKSĠMUM YOL 

GRAFLARI 

 

Bu bölümde eksiltilmiĢ  -GenelleĢtirilmiĢ Fibonacci grafları ve 3 seviyesindeki 

ayrıtların dağılımı incelenecektir. 

 

4.1.  -GenelleĢtirilmiĢ Fibonacci Grafları ve EksitilmiĢ  -GenelleĢtirilmiĢ 

Fibonacci Grafları 

  izole düğümler veya katlı ayrıtlar dıĢında bir yarı-devir yönlü graf olsun ve tanımlı 

iki   ve   düğümlerini içersin.    den   ye farklı yolların sayısı      olarak 

tanımlanır. Burada incelenecek problem Ģudur: verilen   ve   tam sayıları için, 

  düğüm ve   ayrıtlı maksimum yol sayısı      ye sahip olan bir   grafı bulmak. 

Böyle bir   grafı maksimum yol grafı olarak adlandırılır ve           olarak 

tanımlanır.       sayısının           ( 
 
)  aralığında tanımlı olduğu açıktır. 

Fibonacci grafları   düğüm için         ve hemen hemen Fibonacci grafları 

  düğüm için         ;  dir. Burada          Fibonacci dizisi olarak tanımlanır. 

Yani 

         ve    :       ;  , (    ) . 

     ;     , 

     ;     ;  [8]. 

Maksimum yol yarı-devirli yönlü grafları için bir Hamilton yolu içeren maksimum 

yol grafı vardır. Böylece düğümlerin sıralanıĢı             Ģeklinde tek türlüdür. Bu 

grafta tüm ayrıtlar      için        formundadır. Bir        ayrıtının uzunluğu 

      dir ve bu ayrıtın seviyesi   dır. 

1 düğümünden   düğümüne farklı yolların sayısı      biçiminde gösterilir ve 

          dir. Bir maksimum yol grafı   dolu seviyeli ayrıtlara ya da     dolu 



 

 

seviyeli ayrıtlara ve birkaç   seviyeli ayrıta sahiptir. Birinci tür graf  -

genelleĢtirilmiĢ Fibonacci grafı olarak adlandırılır, bu graftaki yolların 

sayısı    
  olduğundan            genelleĢtirilmiĢ Fibonacci sayısı, 

  
 = {

       
      

∑   
  ; 

 < ;     
 

ile tanımlanır. Ġkinci tür graf ise eksiltilmiĢ   genelleĢtirilmiĢ Fibonacci grafı olarak 

adlandırılır. 

 

 

 

ġekil 4.1. ( 3- GenelleĢtirilmiĢ Fibonacci Grafı ) 

 

 

 

ġekil 4.2. ( EksiltilmiĢ 3- GenelleĢtirilmiĢ Fibonacci Grafı ) 

 

Burada, eksiltilmiĢ   genelleĢtirilmiĢ Fibonacci grafındaki   seviyesindeki 

ayrıtların dağılımı incelenecek ve sadece     için      maksimize edilecektir. 

Kolaylık  için sadece 3 seviyesindeki ayrıtlardan bahsedilecek ve çizilecektir. Ayrıca 

3 seviyesi 0,1 dizisi              ;    ile tanımlanır. Burada         grafta bir 

ayrıtsa   =1 ve aksi halde   =0 dır. Örneğin 100101 dizisi ġekil 4.2 deki ikinci tür 

grafı tanımlar. Bu ikili dizinin gösterimi sık sık kullanılır. Örneğin (100)
3
01(011)

2
 

demek 10010010001011011 dir. [ ] demek „  tercihe bağlıdır‟ anlamında kullanılır. 

Örneğin 10[0](110)
k
; 100(110)

k
 ve 10(110)

k
 nın her ikisi ile de tanımlıdır.[8] 



 

 

4.2 Çözümün Açıklaması 

Çözümün durumu üç aralıkta farklıdır. Buradaki 3 seviyesindeki ayrıtların sayısı, 3 

seviyedeki     ayrıtın, 

(1) Üçte birinden küçük,                             

(2) Üçte biri ve üçte ikisi arasında, 

(3) Üçte ikisinden büyüktür. 

Bu seviyeler sırasıyla aĢama 1, aĢama 2 ve aĢama 3 olarak adlandırılır. Ġlk olarak 

çözümlerin yerel özelliklerinden bahsedilir. 3 seviyesindeki ayrıtların sayısı     ile 

gösterilirse,              

Eğer   > 1 ise çözüm son ayrıtlar       ve         in her ikisini de içerir. Üstelik, 

  ≤     ise yan son ayrıtlar       ve           i içermeyen bir çözüm vardır. 

Örneğin ġekil 4.1. de     ve     için olan çözüm, yukarıdaki özelliklerin ikisini 

de sağlar. 

Ortak aralığa sahip olmayan iki ayrıt ayrıktır. ArdıĢık ayrık ayrıtların bir koĢusu 

(001)
k
00 ,       Ģekliyle tanımlıdır. 

Bir graf       ayrıtını içermiyorsa,       grafın ayrıtı değildir.  

Ayrıca graf                             ayrıtlarından hiç birini içermiyorsa 

          boĢluktur. 

Çözümün üç aĢaması aĢağıdaki gibidir.[8] 

AĢama 1         ⌊ 
  

 
     ⌋ . 

Graf, ardıĢık ayrık ayrıtların iki koĢusundan oluĢmuĢtur, son ayrıtlar ile baĢlar ve 

biter. Her bir koĢudaki ayrıtların sayısı keyfidir. 



 

 

   
 

 
      durumunda,            olmak üzere iki koĢu biri içinde 

birleĢtirilir. 

Örneğin (100)
4
0

2
(001)

2
, 

10010010010000001001, 

     ve    , 

(100)
4
1, 

1001001001001, 

     ve   =  . 

AĢama 2   ⌊ 
 

 
      ⌋  ≤     ≤  2⌊

 

  
     ⌋. 

          durumunda çözüm, ardıĢık ayrık ayrıtların iki koĢusundan oluĢmuĢtur. 

Bir son ayrıt ile baĢlar ve biter. Ġki koĢudaki ayrıtların sayısı, iki yan son ayrıtları 

içeren koĢudakiler dıĢında keyfidir. 

Örneğin 100(110)
4
01, 

( (100)
5
0

2 
ve  0

2
(001)

5
 den oluĢmuĢtur. ) 

     ve      ,          , 

(100)
2
10(110)

2
1, 

100100101101101, 

     ve              . 



 

 

          durumunda çözüm, ardıĢık ayrık ayrıtların iki koĢusundan oluĢur, son 

ayrıtlar ile baĢlar ve biter, diğer koĢu herhangi bir düğümden baĢlar fakat son yan 

ayrıtı içermez. 

Örneğin (100)
2
(110)

2
1, 

               , 

10010(110)
3
01, 

               . 

AĢama 3.     > ⌊ 
 

 
     ⌋. 

ArdıĢık ayrık ayrıtların koĢuları bakımından, grafın yapısı oldukça karıĢıktır. Diğer 

tarafta çözüm son-yan ayrıtlar ile baĢlayan ve biten ardıĢık ayrık ayrıt olmayanların 

iki koĢusu dıĢında tüm     ayrıtı içerir.  

Örneğin 1(011)
2
1

2
(011)

2
01, 

10110111101101101, 

     ve       ,    ⌊ 
2

3
 20  3 ⌋    , 

1(011)
3
1

2
(011)

2
01, 

10110110111101101101, 

     ve       ,     >  ⌊ 
2

3
 22  3 ⌋  12. 

4.3. Sınır Kuralları 

Ġki sınır kural vardır. Bunlardan birincisi, AĢama 1 ve AĢama 2 arasında ortaya çıkar. 



 

 

  = ⌊ 
1

3
      ⌋+ 1 < ⌊ 

1

3
      ⌋ 

          ve    
 

 
  olduğunda çözüm grafları (100)

j
101(001)

k
,     ve 

    formundadır. Diğer durum ise AĢama 2 ve AĢama 3 arasında ortaya çıkar. 

    2 ⌊ 
1

3
     ⌋ + 1 ≤ ⌊ 

2

3
     ⌋ 

           ve    2 ⌊ 
2

3
     ⌋  olduğunda çözüm grafları 1(011)

j
010(110)

k
1, 

    ve     formundadır ( |   | ≤ 1 olduğu varsayılır ). 

           ve her olası   için aĢamalara bölünmüĢ çözümlerin sunumuyla, 

çözümün açıklaması sonuçlandırılır (Sınır kurallar * ile gösterilmiĢtir). 

       100000000                    

               100000001                        ≤ ⌊ 
 

 
     ⌋ = 3 

   10100001         

  *           100101001        

               100101101                       5=   
 

 
       ≤    ≤ 2.⌊ 

 

 
     ⌋ = 6     

               101101101         

               101111101                             > ⌊ 
 

 
     ⌋ = 7 

               111111101           

               111111111           

       1000000000          



 

 

                1000000001                                ≤ 4 

                1001000001          

                1001001001          

                1011001001                               5 ≤   ≤ 6 

                1011011001          

                1011011101         = 7 

                1011111101        = 8                        > 6 

                1111111101        = 9 

                1111111111       = 10 

n=14       10000000000      = 1 

               10000000001       = 2                          ≤ 4 

               10010000001      = 3 

               10010001001      = 4 

               10010011001       = 5                     5 ≤   ≤ 6  

               10011011001       = 6 

  *           10110101101       = 7 

               10110111101       = 8  

               10111111101       = 9                           > 7 



 

 

               11111111101       = 10 

               11111111111       = 11 

 

4.4. Yerel Özellikler 

   ve    , 3 seviyesinde   ayrıtlı iki graf ve ikisinin de alt grafı   düğümünden 

  düğümüne benzer olsun. 

      ve       fonksiyonları 1 düğümünden   düğümüne sırasıyla     ve     deki 

yolların sayısını ifade eder ve                     . 

Birkaç   düğümü için       olmak üzere,  

        ≥        ,      0, 1, 2 ise         ≥        ,    3, 4, … ,     dir 

ve böylece          (  ) elde edilir. 

Üstelik    = 0 (         grafta ayrıt değildir ) ve  

        ≥         ,         ≥         ise              dir. 

O halde   :  = 0 durumunda              olduğu açıktır. Aksi takdirde; yani 

  :  = 1 ise     = 0 olduğundan                         dir. Çünkü 3 

seviyesindeki ayrıtın buradaki yol sayısına etkisi yoktur. Ancak 

                                eĢitliği sağlanır. 

 

 

 

i    i+1 İ+3 İ+2 İ+4 



 

 

Üstelik  

                                             

                 = 2        

                  ≥ 2        

                 =                         

                =        . 

Böylece ilk gözlemle              dir.[8] 

 

4.5. EksiltilmiĢ Fibonacci Graflarında Ayrıtların Dağılımı 

Teorem 4.5.1. Her çözüm son ayrıtları içerir (  = 1 ise sadece bir son ayrıt içerir).[8] 

Kanıt. Çözümün (1, 4) ü içerdiği gösterilirse kanıt tamamlanır.         için kanıt 

simetrik olur. Kabul edelim ki bir    çözümü 0
i-1

1,       ile baĢlasın. 10
i-1

 ile bu 

Ģeklin değiĢtirilmesiyle    den elde edilen graf    olsun.        ,    de     den 

1 e karĢıt yöndeki yolların sayısına eĢittir. Böylece 

                

eĢitliği elde edilir. Buradan 

                 ve                  olduğu görülür. 

Böylece              ,    in uygunluğu ile çeliĢir. O halde   , (1, 4) ayrıtını 

içermelidir. 

Sonuç 4.5.1.       ;          ;  , 



 

 

                             ;  =        ;      ;  . [8] 

Kanıt:   düğüm ve      ayrıtın bulunduğu bir grafta 1 uzunluğunda, 2 

uzunluğunda ve 3 uzunluğunda ayrıtlar bulunmaktadır. 1 uzunluğundaki ayrıtların 

sayısı     adet, 2 uzunluğundaki ayrıtların sayısı     adet  ve 3 uzunluğundaki 

ayrıtların sayısı 1 adettir. Yani 

                           

 

 

3 uzunluğundaki ayrıtı dikkate almazsak geri kalan düğümlerin oluĢturduğu yolların 

sayısı     dir. 3 uzunluğundaki ayrıtın oluĢturduğu yol sayısı ise   ;  tür. Buradan 

     ;         ;  elde edilir. 

  düğüm ve      ayrıtın bulunduğu bir grafta 1 uzunluğunda, 2 uzunluğunda ve 3 

uzunluğunda ayrıtlar bulunmaktadır. 1 uzunluğundaki ayrıtların sayısı     adet, 2 

uzunluğundaki ayrıtların sayısı     adet ve 3 uzunluğundaki ayrıtların sayısı 2 

adettir. Yani 

                           

 

 

3 uzunluğundaki ayrıtları dikkate almazsak geri kalan düğümlerin oluĢturduğu 

yolların sayısı    dir. 3 uzunluğundaki ayrıtların oluĢturduğu yolların sayısı ise   ;  

ve    ;  tür. Yani 

                           ;           ;      ;  



 

 

                                            ;    ; –   ;                        ;     ;      ;   

                                              ;  –   ;  

eĢitliği elde edilir.[8] 

 

Teorem 4.5.2. Yan – son ayrıtları içermeyen bir çözüm vardır          

olmadıkça) [8]. 

 

Lemma 4.5.1. 

(1)     için  
 

 
                 2           

(2)          
 

 
                

  

 
           

(3)                        
  

 
           

(4)                   
 

 
        

 9

  
                               

(5)      ç             :         ı  ç                  Ģ     

               (      ) olmasıdır. 

AĢama 1 : Ġlk olarak kanıt teknikleri tanımlanır, bu teknikler üç aĢama için kullanılır 

ancak burada AĢama 2 ve AĢama 3 den daha basit olan AĢama 1 için gösterilecektir. 

Kanıtlardaki temel amaç baĢlangıç iki düğümü   ve   olan bir grafa ait özel bir 

Ģekildeki      ve      nin bir fonksiyonu olarak, herhangi bir   düğümüne olan 

yolların sayısını açıklamaktır. 



 

 

Öyle ki       ,        ,       ve   ,       özel yapıları sırasıyla AĢama 1, AĢama 

2 ve AĢama 3 içindir. Bu bize      deki birkaç yerel dönüĢümün etkisini ölçmek 

için fayda sağlar. Bu teknik kanıt için kullanılır, bazı Ģekiller farklı aĢamalar için 

yasaktır. Bu yasak Ģekillerin atılmasıyla, çözümün yapısında birkaç sınıf kurulur. 

Daha sonra birkaç yerel dönüĢüm, çözümün kesin yapısının belirlenmesinde 

kullanılır. Hesaplamalarla ilgili birçok teknik, kanıtlarda gereklidir ve sadece 

onlardan birkaçı bu çalıĢmada verilmiĢtir.[8] 

Lemma 4.5.2.       olmak üzere 0100       ,                      den    düğüme  

       yolların sayısı,      ve      nin bir fonksiyonu olarak aĢağıdaki gibi 

tanımlanabilir (Eğer Ģekil  , 0 ile baĢlarsa      ve     nin bir fonksiyonu olarak) : 

          {

    ;                        

                               

                            

        

 

burada  ,   ve   bu Ģeklin baĢlangıcındaki üç ardıĢık düğümü ifade eder ve    

             (eğer Ģekil 0 ile baĢlarsa                ) dir.[8] 

Kanıt : j üzerinden tümevarımla, aĢağıdaki formüller kullanılarak ispat tamamlanır: 

                                   –       

                                         

                                                        

I)     olsun. 

 

 

𝑎𝑏𝑐 

 0  0  1  0  0  0  1 

 𝑎  𝑏  𝑐  



 

 

    alırsak                             

                                                                      50             

                                                                     50 (         ) 

               

                       

II)           {

    ;                        

                               

                            

 

eĢitliğinin doğru olduğunu kabul edilsin. 

III)            {

                         

  :                       

    :                    

 

eĢitliğinin doğru olduğunu gösterelim. 

                                

                               5i     5i   

                            5i   . 

                                 

                               5i       5i   

                               5i   

                             5
i+1   



 

 

                                             

                             5
i+1       5i       5i   

                               5i+1   

O halde kanıt tamamlanır.  

0 Ģekilde önce gelirse                    olur. Bu durumda 

                

                      

                 [8] 

Teorem 4.5.3. Çözümün AĢama 1 inde ayrıtlar ayrıktır.[8] 

Kanıt :   çözümü ayrık olmayan ayrıtlar içeriyorsa bu durumda   nin, 11 ya da 101 

Ģekillerinden birini içerdiği gösterilmelidir. Buradan, olabildiğince   grafı içinde bir 

   grafı dönüĢtürülür öyle ki            elde edilir ki bu da   nin uygunluğu ile 

çeliĢir. 

AĢama 1 de    ≤ [ 
 

 
     ] olduğundan, 11 ya da 101 in varlığı bir boĢluk olmasını 

sağlar, bu da   içinde 000 Ģekline karĢılık gelir. Genelliği bozmadan bir 000 Ģeklinin 

solunda ilk oluĢumu ya 11 ya da 101 olarak dikkate alacağız.. 

Durum 1: 101 

Genelliği bozmaksızın,   de 101      000 Ģeklini varsayalım.    grafı, bu Ģeklin 

      :  
ile değiĢtirilmesiyle   den elde edilir. 

  :   . 1 0 1 0 0(100)
k-1 0   .     .     .     .     .  

𝑢 𝑣 𝑤 𝑎 𝑏                  𝑖  𝑖                        𝑖    



 

 

 

    :   . 1 0 0 1 0 0 (100)
k-1

     .     .     .     .     .  

 

              ve               yazalım.            ve              

olduğunu belirtelim. 

      ve        –   ,  i den        e kadar olan düğümler için Çizelge 4.1 de 

özetlenmiĢtir. Hesaplamalar Lemma 4.5.1 ve Lemma 4.5.2 ye dayanır, onların 

birkaçı burada verilmiĢtir. 

                   –         

                        5k   –    5k    

                      5k       –        

                      5k                –                 

                      5k                        

  :      ise  

                   –         

                                –                              

                                      olur. 

  :     ise 

                   –         

      𝑢 𝑣 𝑤 𝑎 𝑏                         𝑖                       𝑖    



 

 

                        5k   –     5k    

                      5k       –         

                     5k                  –                   

                     5k                     . 

  :  = 0  ise önceki eĢitsizlikler              yi sağlar. 

  :      :      ise 

                   –         

                          5k   –     5k   

                       5k        –         

                      5
k                   –                    

                      5k                    

                       5k [     –        ] 

                         

  :  =1 ve   :    ise Lemma – 1(5) den 

                   –         

                               –                              

                                   



 

 

eĢitliği sağlanır ve tekrar             elde edilir. 

 

Çizelge 4.1. (  ve    graflarındaki maksimum yol sayıları ) 

 P P1 Δ = P1 - P 

    5k   5
k    5

k          

      5k     5k   5
k      –            

      5k     5k   5
k      –             

      5k     5k   5
k       –             

  :           5k      5k   5
k       –            

  :           5k     5k   5
k       –            

  :    :           5k      5k   5
k        –            

  :  = 1,   : =0,  i+5    5k      5k   5
k       –             

 

 

Durum 2 : 11 

Genelliği bozmaksızın,   de 11(001)
k
000 Ģeklini varsayalım. Bu Ģeklin (100)

k+1
10 ile 

değiĢtirilmesiyle,      nin arttığı gösterilebilir, bu bir çeliĢkidir. 

AĢağıdaki teorem, AĢama 1 deki çözüm grafının yapısını özetler. 



 

 

Teorem 4.5.4.  AĢama 1 deki çözüm tam olarak ardıĢık ayrık ayrıtların iki koĢusunu 

içerir;               ayrıtlarının biri bir son ayrıtla baĢlar ve               

ayrıtlarının diğeri diğer son ayrıtla biter, burada              dir ve çözüm 

        ; ;         formundadır. [8] 

Sonuç 4.5.2. 

     ; :   = 4.  ;  .  ;  :   ,  2  ≤     ≤  [ 
 

 
 (  – 1) ].[8] 

 

AĢama 2 ve AĢama 3: Bu bölümde, AĢama 2 ve AĢama 3 teki çözüm graflarının 

yapıları incelenecektir. Kanıtlar dıĢında, birçok çözüm üzerinde durulacaktır. 

AĢağıdaki lemma, bu aĢamalarla ilgili yaklaĢımda oldukça faydalıdır.[8] 

 

Lemma 4.5.3.   deki Ģekil      (110)
k  

da   ve  , Ģeklin baĢlangıcındaki ardıĢık iki  

düğüm olmak üzere,      ve      fonksiyonları için   dan      düğüme              

yolların sayısı                (          )–   ;        biçimindedir. 

              =1 ve     için 

   =   ; +   ; +   ; =2   ;  , 

   : =   +   ; +   ;  , 

   : =   : +    . 

Bu aĢama için yasak Ģekilleri gösterirken AĢama 2 deki unsur kullanılır. 

[ 
 

 
(  + 3) ] ≤   ≤ 2 [ 

 

 
(  – 3)] .[8] 

 

𝑎𝑏 



 

 

Teorem 4.5.5.  AĢama 2 deki bir çözüm 111 Ģeklini içermez.[8] 

Kanıt : Kabul edelim ki bir   çözümü, bir 111 Ģeklini içersin ve bu             

olacak biçimde    e dönüĢtürülebilen bir   olmasının mümkün olduğunu gösterir, bu 

durum   nin uygunluğu ile çeliĢir. Genelliği bozmaksızın,       için    deki en 

sağdaki oluĢumun              ya da              olduğunu ele alalım. 

Durum 1:             

Bu Ģeklin        :   ile değiĢtirilmesiyle      artar, bu bir çeliĢkidir. 

Durum 2:              

Bu Ģeklin 1      : 0 ile değiĢtirilmesiyle      artar, bu bir çeliĢkidir. 

Teorem 4.5.6. AĢama 2 deki bir çözüm 000 Ģeklini içermez.[8] 

Teorem 4.5.7. AĢama 2 deki bir çözüm 01010 Ģeklini içermez; bu Ģekil sadece 

AĢama 1 ve AĢama 2 arasındaki sınır kuralında,   

             ve       = 
 

 
   

durumunda meydana gelir, burada çözüm                         formundadır. 

[8] 

Teorem 4.5.8.  AĢama 2 deki bir çözüm       Ģeklini içermez, bu Ģekil sadece 

AĢama 2 ve AĢama 3 arasındaki sınır kuralında, 

             ve      = 
 

 
 (2 -7) 

durumunda meydana gelir, burada çözüm                           

formundadır. [8] 

 



 

 

Sonuç 4.5.3. AĢama 2 deki bir çözüm 11 Ģeklini içerir.[8] 

Teorem 4.5.9. AĢama 2 deki çözüm aĢağıdaki Ģekillerden hiçbirini içermez: 

             

(a) 0100(110)
j
[0](100)

k
1011, 

(b) 0100(110)
j
[0](100)

k
11, 

(c) 010(110)
j
[0](100)

k
1011, 

(d) 010(110)
j
[0](100)

k
11. 

[8] 

Teorem 4.5.10. AĢama 2 deki çözüm 1010 Ģekliyle baĢlamaz ve 0101 Ģekliyle 

bitmez. [8] 

Teorem 4.5.11. AĢama 2 için 

(100)
i
10[0](110)

j
[0]1(001)

k
,           formunda bir çözüm vardır.[8] 

Lemma 4.5.4. Bir                                           dan   inci düğüme  

         yollarının sayısı,       ve      nin bir fonksiyonu olarak  

         
 (         )    ; 

          

Ģeklinde verilir, burada a ve b, Ģeklin baĢlangıcındaki ardıĢık iki düğümdür.[8] 

Teorem 4.5.12. AĢama 3 deki çözümde grafa ait olmayan ayrıtlar ayrıktır.[8] 

𝑎𝑏 



 

 

Teorem 4.5.13. AĢama 3 te bir yan son ayrıtla baĢlayan ve diğer yan son ayrıtla 

biten, ardıĢık ayrık grafa ait olmayan ayrıtların iki koĢusundan oluĢmuĢ bir çözüm 

vardır: 

                                   [8] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

SONUÇ 

Bu tezde önce graf teorinin temel kavramları açıklanmıĢ ve genelleĢtirilmiĢ 

Fibonacci maksimum yol grafları incelenmiĢtir. 

Bu tezde maksimum yol graflarının yapısı ortaya konmuĢ ve  genelleĢtirilmiĢ 

Fibonacci grafları ile eksiltilmiĢ genelleĢtirilmiĢ Fibonacci graflarının birer 

maksimum yol grafı oldukları ele alınmıĢtır. 
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