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OZET
FIBONACCI MAKSIMUM YOL GRAFLARI

DICLE KARAAGAC, Gokee
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Dog. Dr. {lker AKKUS
Mayis 2017, 61 sayfa

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde iizerinde galisilan konu ve

incelenen kaynaklar hakkinda genel bilgiler verilmistir.

Ikinci boliimde graf teorinin temel kavramlari, graf cesitleri, komsuluk ve cakisim
matrisleri, graflarda baglantisallik, yollar ve devreler incelenmistir. Euler graflarinin

ve Hamilton yolunun saglamasi gereken genel kosullar sunulmustur.

Ucgiincii béliimde genellestirilmis Fibonacci graflar1 ve bu graflarda maksimum yol

problemleri ele alinmistir.

Dérdiincii boliimde ise eksiltilmis genellestirilmis Fibonacci graflari, maksimum yol
problemi ¢6zlimii ve ¢6ziim asamalari, ¢6zlim asamalarinin saglamis oldugu kosullar

ortaya konulmustur.

Anahtar Kelimeler: Genellestirilmis Fibonacci graflari, maksimum yol problemleri,
eksiltilmis genellestirilmis Fibonacci graflari, Euler graflari,
Hamilton yolu, komsuluk ve c¢akisim matrisleri, yollar ve

devreler.



ABSTRACT
FIBONACCI MAXIMUM PATH GRAPHS

DICLE KARAAGAC, Gokee
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Master Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. ilker AKKUS
May 2017, 61 pages

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, general information related
with our work and references we have examined are given.

In the second chapter, fundamental properties of graph theory, types of graphs,
incidence and adjacency matrices, connectivity of graphs, paths and cycles are
examined. The general conditions required for the Euler graphs and Hamilton path
are presented.

In the third chapter, generalized Fibonacci graphs and the maximum path problems
in these graphs are discussed.

In the fourth chapter, deficient generalized Fibonacci graphs, solution of the
maximum path problems and solution steps, the conditions provided by the solution
steps are investigated.

Key Words: Genarelized Fibonacci graphs, maksimum path problems, deficient

genarelized Fibonacci graphs, Euler graphs, Hamilton path
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1. GIRIS

Graf teorisinin uygulamalar1 giinliilk yasamda karsi karsiya kalabilecegimiz bir¢ok
problemin ¢o6ziimiine yardimci olmaktadir. Yakin zamana kadar pek uygulama
alanina sahip olmayan bu dal son yirmi yilda 6nemli 6lgiide gelisme gosterdi. Graf
teorisinin temeli 1736’da Leonhard Euler tarafindan atilmistir. Teorinin ortaya

atilmasinda 6nemli rol oynayan Konigsberg problemidir.

Konigsberg kenti 18. Yiizyilda Prusya’da Pregel Nehri’nin iizerine kurulu iki yaka ve
nehirde bulunan iki adadan olusmaktaydi. Nehir lizerinde yakalar ve adalar arasina
yedi kopri insa edilerek kent dort ayri bolgeye ayrildi. Bu adalardan biiylik olani

yakalara ikiser koprii ile kiigiik olani ise yakalara birer kprii ile baglanmustir.



Euler’in cevaplandirmaya calistigi soru suydu: Kentin ayrildigi bu dort bolgenin
herhangi birinden baglayarak ve tim kopriileri bir ve yalniz bir kez kullanarak tim

bolgeleri gezdikten sonra baslangi¢ noktasina geri doniilebilir mi?

o]
D

Sekil 1.1. (Konigsberg problemini ifade eden graf )

Isvigreli matematik¢i Leonhard Euler bu soruya yonelik, bu sartlara uygun bir
yiirliylistin miimkiin olmayacagini belirtmistir ve buradan Euler Teoremini ortaya
koymustur. Euler, problemin {izerinde daha rahat ¢alisabilmek igin Sekil 1.1 de
goriildiigii gibi sehrin dort bolgesini noktalarla, bolgeler arasindaki kopriileri ise
cizgilerle gostermistir. Boylece dort nokta ve yedi ¢izgiden olusan bir yapi ortaya
c¢ikmistir. Bu yapidaki noktalar diigiim ve ¢izgiler de ayrit olarak isimlendirilmistir.
Diiglim ve bu diiglimler arasinda yer alan ayritlar bir graf olusturur. Problem ‘Grafta
yer alan herhangi bir diigiimden baglayarak, her bir ayrit1 bir ve yalniz bir kez
kullanarak baslangi¢ diigiimiine doniilebilir mi?” halini alir. Euler bu problemin
¢Ozlimiiniin mevcut olmadigin1 ifade edebilmek icin birka¢ O6nemli tanim daha

yapmustir. Bunlardan biri, bir diigiimii u¢ noktast kabul eden ayrit sayis1 diiglim


https://www.google.com.tr/url?url=https://tr.wikipedia.org/wiki/K%C3%B6nigsberg'in_yedi_k%C3%B6pr%C3%BCs%C3%BC&rct=j&frm=1&q=&esrc=s&sa=U&ved=0ahUKEwjKwPXPrLzPAhVLIsAKHWX4BNsQwW4IFjAA&usg=AFQjCNHa8zObPOgQr_-ZWjNpn9EpHwxkNw
https://www.google.com.tr/url?url=https://tr.wikipedia.org/wiki/K%C3%B6nigsberg'in_yedi_k%C3%B6pr%C3%BCs%C3%BC&rct=j&frm=1&q=&esrc=s&sa=U&ved=0ahUKEwjKwPXPrLzPAhVLIsAKHWX4BNsQwW4IFjAA&usg=AFQjCNHa8zObPOgQr_-ZWjNpn9EpHwxkNw

derecesi olarak ifade edilir. Ornegin C nin diigiim derecesi 5 tir. Euler teoremi bize
sunu soyler: Derecesi tek olan bir diiglim baslangi¢ diigiimii olamaz ¢iinkii diigiime
bagh ayritlardan birisi harekete baslarken ¢ikis ayriti olarak kullanilacaktir. Geriye
bu diigiime bagh ¢ift sayida ayrit kalir. Bu diigiime gelebilmek i¢in tekrar bir ayrit
kullanilacagindan kalan tek sayidaki ayrit, bu diiglimiin hareketin bitecegi nokta
olmasin1 engeller. Diger yandan derecesi tek olan bir diigiim ara diigiim de olamaz.
Bir diigiim baslangic ve bitis diiglimii degilse, o diiglime gelindiginde yiiriiyiisiin
tamamlanmasi i¢in o diigiimdeki bir ayrit1 diiglimden ¢ikmak i¢in kullanmak gerekir.
Bu nedenle ara diigtimler ¢ift dereceli olmalidir. Grafta tek dereceli diigim sayisinin
ikiden fazla olmasi ylirliylisiin tamamlanmasin1 engeller. Yiiriiylise basladigimiz
noktaya geri gelebilmenin kosulu tiim diigiimlerin cift dereceli olmasidir. Bu da her
bir diigiim ve ayrit1 bir kez igeren, baslangi¢ ve bitis diigliimii ayn1 olan bir turun
tamamlanmasini saglar. Yani problemimizde var olan, biitiin kopriilerden bir ve

yalniz bir kez gegmek kosulu ile tam bir turla yiiriiyiis yapilmas: imkansizdir. [1]

Leonhard Euler’in bu c¢aligmalart matematikte yepyeni bir alan olan graf teorisinin
habercisi olmustur. Euler’in yaptig1 bu ¢alismadan sonraki yillarda yeni bir alan
olarak ortaya c¢ikan graf teorisi gilinlik yasamda karsi karsiya kaldigimiz birgok
problem i¢in ¢6ziim iiretecektir. Yillar sonra {inlii matematik¢i De Morgan’mn eski bir
Ogrencisi olan Francis Guthrie 1952 yilinda iinlii dért renk problemini ortaya

cikarmustir.

24
X

Guthrie Ingiltere haritasmi renklendirirken, komsu sehirler farkli renkte olmak

kosuluyla dort renk kullanarak bu renklendirmeyi yapabilecegini gordii. Ayni yil 23


http://www.google.com.tr/url?url=http://people.math.gatech.edu/~thomas/FC/fourcolor.html&rct=j&frm=1&q=&esrc=s&sa=U&ved=0ahUKEwirrqqtvbzPAhWqI8AKHdEAAmUQwW4IIDAF&usg=AFQjCNGg3G7aSO0IMV4wjJ23wuW-E4Y4qQ

Ekim’de, Francis’in kardesi Frederick bu problemi De Morgan’a sordu: Bir haritanin
tilkeleri, sinirdas iilkeler farkli renklerde olacak bi¢imde her zaman dort renge
boyanabilir mi? De Morgan soruyu aralarinda filozof William Whewell’mn da
bulundugu arkadaslariyla paylasti. Whewell, De Morgan’in Bulusun Felsefesi adli
kitabina yazdig1 elestiri yazisinda bu sorudan bahsetti. Yalniz problemin ¢oziimiine
yonelik bir sonuca ulasilamadi ve {lizerinden zaman gectigi i¢in unutuldu. Bir siire
sonra iinlii matematik¢i Cayley bu sorunun ¢oziimiiniin bulunup bulunmadigini

sordu.

Kempe 1876’da verilen herhangi bir haritanin biri disinda tim ilkelerinin
boyandigini varsayarak heniiz boyanmamis {ilkenin boyanabilecegini, boyanamazsa
da boyanmuis iilkelerin renkleri degistirilerek diizeltilebilecegini gosterdigini sandi.
Kanit1 yanlist1 fakat ilgingti. Kanit1 11 y1l boyunca Cayley dahil olmak iizere pek ¢ok
kisi tarafindan inandirici bulundu. 1890°da Heawood’un Kempe’nin yontemine gore
her haritanin dort renge boyanmadigini belirten makalesi biiyiik saskinlik yaratti.
Heawood’un Kempe’nin kanitindan 11 yil sonra Kempe’nin yonteminin yeterli
olmadigimi gostermesi ve yanlis kanitin tamiri miimkiin olmamast problemin
¢coziimiinii 1976’ya kadar geciktirdi. Bu tarihte Appel ve Haken bilgisayar yardimiyla
bu kanmiti Kempe’nin zincirini kullanarak tamamlamistir.[2] Graf teorinin
uygulamalari bir ¢ok yerde karsimiza ¢ikmaktadir. Yakin zamanda ortaya ¢ikan Cinli
Postac1 Problemi graf teori alaninda {izerinde ¢alisilabilecek 6nemli bir 6rnektir. Bu
problem ilk olarak 1962 yilinda Cinli matematik¢ci Mei-Ko Kwan tarafindan
incelenmistir. Problem, bir postacinin postaneden aldig1 mektuplart miimkiin olan en
kisa yoldan sehirdeki tiim sokaklara ugrayarak dagitmak istemesiyle ortaya ¢ikmistir.

Mektuplarin dagitimindan sonra postaci basladigi nokta olan postaneye geri donmek


http://www.google.com.tr/url?url=http://wiki.kidzsearch.com/wiki/Four_color_theorem&rct=j&frm=1&q=&esrc=s&sa=U&ved=0ahUKEwirrqqtvbzPAhWqI8AKHdEAAmUQwW4IODAR&usg=AFQjCNG1c1yYitzt3s1ia2FExv0HnQZZ9g

zorundadir. Cinli postact problemi graf teorideki kavramlarla izah edilirse su hali
alir: Belirli bir baglangic noktasindan baslayarak graftaki her bir ayrita en az bir kez

ugramak kosuluyla en kisa turun olusturulmasidir.

Cinli postaci probleminin bir ¢ok uygulama alani vardir. Ozellikle arag¢ rotalarinin
belirlenmesinde yogun olarak kullanilir. Isletmeler araclarmin ¢alisma maliyetlerini
diistirebilmek i¢in; ara¢ duraklarini diigiim, yollar1 da ayrit olarak alan ¢izge
kuramindan yardim almaktadir. Boylece araglarin hareket maliyetlerinin en az
oldugu, her yoldan gecen ve baslanilan noktaya doniilen en iyi rotalarin
belirlenmesinde kullanmaktadirlar. Cinli postaci problemi temel olarak, bir ¢izgedeki
ayritlarin yonlerine bagli olarak yonlii, yonsiiz ve karma olmak {lizere iige
ayrilmaktadir. Cinli postaci problemi ¢esitlerine iliskin bugiine kadar ¢esitli kesin ve
kesin olmayan ¢oziim yontemleri ortaya konmustur. Problem yaygin olarak, kesin
¢ozlim yontemi olan tamsayili dogrusal programlamayla ve dal-sinir ve dal-kesme
yontemleriyle ¢oziilmektedir.[3] Graf teori iizerine ¢alismalar son 20 yilda 6nemli
Olclide artmustir. Graf teori bir mantiksal ve sistem yaklagimi olarak bilim ve
teknolojinin ¢esitli alanlarinda modelleme ve analiz i¢in kullanilan model

sunumlarini kapsar.

1.1. Kaynak Ozetleri

Bu tezin hazirlaniginda oncelikle [7-8] nolu kaynaklardan genellestirilmis Fibonacci
graflar1 ve eksiltilmis genellestirilmis Fibonacci graflar1 hakkinda bilgi edinildi ve bu
graflarda maksimum yol problemlerinin ¢6ziimii ortaya konulmustur. [5] nolu
kaynaktan Euler graflar1 ve Hamilton yolu ile ilgili bilgiler edinilmistir. Konuya

iliskin temel kavramlar [1-6] nolu kaynaktan 6grenilmistir.

1.2. Tezin Amaci

Bu tezde oncelikle genellestirilmis Fibonacci graflarinda ve  eksiltilmis
genellestirilmis Fibonacci graflarinda maksimum yol problemleri verilecek ve bu

problemlere iliskin uygun ¢dzlimler ve ¢oziim asamalar1 ortaya konulacaktir. Bu



tezin amaci ileriki bir ¢alisma olarak diisiiniilen problemlerin genellestirilmesinin

yapilmasina temel olugturmaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Graf Tanimm ve Cesitleri

Graf tanimmi yapmadan once, yasamimizda oldukca genis yer tutan graflar1 bir
model iizerinde incelemek faydali olacaktir. Bir yol haritasini ifade eden Sekil 2.1 ve

bir elektrik devresini ifade eden Sekil 2.2 asagida verilmistir.

Sekil 2.1. ( Yol haritas1)

Sekil 2.2. ( Elektrik devresi )

Yukaridaki bu iki durum noktalar ve dogru pargalari yardimiyla Sekil 2.3 te oldugu
gibi bir diyagramda yeniden ifade edilebilir. Bu diyagramda yer alan P, Q, R, Sve T
noktalar1 diiglim, noktalar arasinda yer alan dogru parcalar1 aynt, digim ve

ayritlardan olusan bu diyagram ise bir graf olarak adlandirilir.[4]



Sekil 2.3. (5 diigiim ve 8 ayrith graf)

Tamm 2.1.1. Bir G grafi, diigiimlerin bir V kiimesini(bos olmayan) ve ayritlarin bir
E koleksiyonunu igerir ve G = (V,E) ile gosterilir. Aksi sdylenmedikge V ve E
kiimeleri sonlu kabul edilecektir. Burada diiglimler arasindaki ayritlar; e e E i¢in
o (e), V nin bir veya iki elemanl bir alt kiimesi olmak tizere 5: E— P (V) seklinde

taniml1 bir fonksiyon yardimiyla olusturulur.

Eger u ve v grafin diigiimleri ise {u, v} ¢ifti bir ayrittir ve uv ya da e ile gosterilir. O

halde bir e ayriti, 6 (e) = {u, v} bigiminde ifade edilebilir.

Bir graftaki diiglimlerin sayis1 v, G grafinin derecesi ve bir graftaki ayritlarin sayisi

&, G grafinin boyutudur. Yani
ve = Vel ve &g = |Egl.

Iki veya daha fazla ayrit bir diigiim ¢iftini birlestiriyorsa bu ayritlara paralel ayritlar

denir. Bir ayrit bir diigiimii kendisine birlestiriyorsa bu ayrita déngii denir.[5]

(SF}
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Tamm 2.1.2. Graftaki bir diiglim ¢iftini birlestiren birden fazla ayrita sahip olan,
herhangi bir dongili igermeyen graflara ¢oklu graf denir. En az bir dongili i¢eren
graflara pseudograf denir. Higbir dongii ve paralel ayrit igermeyen graflara ise basit
graf denir. Bir grafta n tane diigim ve bu diigiimlerin her biri arasinda yalniz bir

ayrit varsa bu basit grafa K,, tam grafi denir.[5]

— /> K

K, K3 K, K5

Yalniz bir digiimlii olan ve herhangi bir ayritt bulunmayan K; tam grafi monoton

graf olarak adlanirilir.[5]

Tamm 2.1.3. Bir yonlendirilmis graf ya da yonlii graf, digimlerin sonlu bir
V kiimesini ve yay olarak adlandirilan farkl diigiim ciftlerinin bir A kiimesini igerir.

Eger {u, v} diigiim ¢ifti bir a yay1 ise a yay1 u dan v ye yonlendirilmistir denir.

Bir basit grafin her bir ayrit1 bir yay ile tanimlanmissa sonucta olusan yapi basit

grafin bir yonlendirmesi olarak bilinen yonlii graftir.

Karma graflarda, en az bir ayrit ve en az bir yay olmalidir.

Bir tam grafin herhangi bir yonlendirmesi, tur olarak adlandirilir.[5]



2.2. Graf izomorfizmasi

G = (V,E)ve G'=(V,E) graflar1 icin V =V ve E = E' ise bu iki graf 6zdestir.

V den V' ye birebir ve &rten bir f-izomorfizmas1 varsa G = (V,E)ve G'= (V' E)
graflar1 izomorfiktir denir. Bu durumda f(v) ve f(w) arasinda G de bir ayrit olmasi
icin gerek ve yeter kosul G de v den w ya bir ayrit olmasidir. Iki es graf izomorfiktir,
ancak bunun tersi her zaman dogru degildir. Boylece n-diiglimli her tam graf, diger

n-digimli tim tam graflara izomorfiktir.

Asagida ti¢ graf tanimlanmistir. G; ve G, graflart izomorfiktir. Ciinkii G; ve G,
graflar1 arasinda asagidaki bigimde bir f-izomorfizmasi tanimlanmistir. Ancak G; ya

da G, graflarindan higbiri G5 grafina izomorfik degildir.[5]

f(v))=wr f(vy)=w, f(v3)=wsz F(v,)=wg f(vs)=ws F(vs)=w,

Sekil 2.4. ( G, , G, ve G5 graflar )



2.3. Graflarda Diigiimlerin Derecesi

v € G olmak iizere v, G grafinda bir diigiim olsun. v nin komsu oldugu diigiimlerin
kiimesi, N;(v) = {u € G : vu € G} olmak tlizere v nin derecesi onun komsu oldugu
diigtimlerin sayisidir ve d;(v) = |N;(v)| bigiminde gosterilir. Eger d; (v) = 0 ise v

izole diigiim olarak adlandirilir.

G grafinin minimum derecesi 6(G) = min{d;(v): v € G} bigiminde ve maksimum

derecesi A(G) = max{d;(v): v € G} bi¢iminde gosterilir.[6].

Bir grafin her bir diigiimiiniin derecesi k ise bu grafa k-diizgiin graf denir.[1

Sekil 2.5. (3-Diizgiin Graf)

Bir graftaki bir diigiimiin derecesi tek ise tek diigiim; derecesi ¢ift ise c¢ift diigiim

olarak adlandirilir.[5]

Lemma 2.3.1. (Tokalasma Lemmasi) Her bir G grafi igin

Yvee dg (V) = 284 . (2.1)

Yani G grafindaki tim diigimlerin dereceleri toplami graftaki ayritlarin sayisinin iki

katidir.[6]

Teorem 2.3.1. Her graftaki derecesi tek olan diigiimlerin sayisi ¢ifttir.[1]



Kanit. (2.1) esitliginden elde edilen dg;(v,) +dg(v,) + -+ dg(vy) = 2¢¢
toplamindan ve tek sayida tek saymin toplami yine tek sayr oldugundan yukaridaki

esitligin saglanabilmesi i¢in tek sayida diigiim sayisinin ¢ift olmasi gerekir.

Tamim 2.3.2. Yonlii graflardaki bir diigiime gelen yay sayisi diigiimiin i¢ derecesi ve

diigiimden ¢ikan yay sayisi diigiimiin dis derecesi olarak adlandirilir.[5]

Teorem 2.3.2. Bir yonlii grafta tiim diiglimlerin i¢ dereceleri(ya da dig dereceleri)

toplami yaylarin sayisina esittir.[5]

Ornek 2.3.1.

Sekil 2.6. (4 diugiimlii yonlii graf)

Sekildeki yonlii grafin 1, 2, 3 ve 4 diiglimlerinin dis dereceleri sirasiyla 2, 1, 2, 1 ve

i¢ dereceleri sirasiyla 1, 2, 1, 2 dir.

2.4. Alt Graflar

Eger Vy < V; ve Ey < E; ise H grafi, bir G grafinin alt grafidir denir ve H G ile

gosterilir.[6]

Eger G nin her digiimii H de bulunuyorsa yani Vy =V, ise H G alt grafi G grafim

gerer denir.[6]



Sekil 2.7. (G grafi) Sekil 2.8. (H alt grafi)

2.5. Komsuluk ve Cakisim Matrisleri

Tanmm 2.5.1. (Komsuluk Matrisleri) V = {1,2,...,n} olmak {izere G = (V,E)
grafini alalm. Grafin komsuluk matrisi n X n lik A = [aij] matrisidir. a;; kdsegen
olmayan elemani i ve j diiglimlerini birlestiren ayritlarin sayisi, a;; esas kosegen

eleman ise i diigimiindeki dongiilerin sayisinin iki katidir.

Bir grafin komsuluk matrisinin simetrik oldugu asikardir. Ciinkii her i ve j i¢in
a;j = a;; dir. Bir basit grafin komsuluk matrisi ikilik matristir(0,1 Matris). Bu
matriste kosegenlerdeki tiim elemanlar 0 dir. K;, tam grafinin komsuluk matrisinin

kosegende olmayan her bir elemani 1 dir.

n diglimli bir graf n! sekilde siniflandirilabilir ve her bir sinifta grafin komsuluk

matrisi elde edilebilir.

{1,2,3, ..., n} diiglim kiimeli bir yonlii grafin n X n lik A=[a;;] komsuluk matrisinde
a;j = 1 olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul i diigiimiinden j diiglimiine bir yay
olmasidir. Bir yonlii grafin A komsuluk matrisinde her bir esas kdsegen elemani

sifirdir ve A nin simetrik olmasi gerekmez.[5]



Teorem 2.5.1.

(i) Bir grafin komsuluk matrisinde, bir satir ya da bir siitundaki elemanlarin toplami

bir diigiime ait dereceye esittir ve matrisin tim elemanlarinin toplami, graftaki ayrit

sayisinin iki katidir.

(if) Bir yonli grafin komsuluk matrisinde, bir satirdaki elemanlarin toplami bir
diiglimiin dis derecesine, bir siitundaki elemanlarmn toplami bir diiglimiin i¢

derecesine ve matristeki tiim elemanlarin toplami yonlii graftaki yaylarin sayisina

esittir.[5]

Ornek 2.5.1

Sekil 2.9. ( 7 Diigiimlii graf)

Sekil 2.9 daki grafin komsuluk matrisi,

o O O O O o o

o Ok W O O o

O O O O O o o

R O O O O w o

P P, O O O = O

o N P O O O O

o O kB O O O




(i)

Sekil 2.10. ( 4 Diigiimlii Yonlii Graf)

Sekil 2.10 daki yonlii grafin komsuluk matrisi;

O O O
O O -
o O O -
O b P O

Tammm 2.5.2. (Cakisim Matrisleri) G = (V,E) bir basit graf olsun.
Burada V = {1,2, ..., n} grafin digiimler kiimesi ve E = {e; ey, ..., e,} grafin ayritlar
kiimesidir. G grafinin B = [b;;] ¢akisim matrisi: her bir i igin matrisin i. satir1 grafin
i digimiine karsilik gelir ve her bir k i¢in matrisin k. siitunu grafin ej ayritina
karsilik gelir, seklinde tanimlanir. Eger ey, i diiglimii ile j diglimiinii birlestiren bir

ayrit ise by Ve bjy, elemanlari 1 dir ve k siitunundaki diger elemanlar 0 dur.

Eger G bir yonli graf ve ey, i diiglimiinden j diiglimiine bir yay ise k siitununa
by =-1 ve bj, =1 yazilir. Benzer sckilde diger elemanlar sifirdir. Boylece
n digimlii ve m ayrith bir basit grafin ¢akisim matrisi n X m lik ikilik matristir.
Yani bu basit matrisin her bir eleman1 0 ya da 1 dir. Oysa bir yonlii grafin ¢akisim
matrisi n X m lik matristir ve her bir eleman1 0, 1 ya da -1 dir. Cakisim matrisinin

her bir siitunu sifirdan farkl iki elemana sahiptir.[5]



Teorem 2.5.2.

() Bir basit grafin ¢akisim matrisinin bir satirindaki elemanlarin toplami, bir diigiime

ait dereceye karsilik gelir ve matristeki tiim elemanlarin toplami ayritlarin sayisinin

iki katidir.

(i) Bir yonlii grafin ¢akisim matrisinin bir satirindaki elemanlarin toplami, bir
diigiimiin i¢ dereceleri ile dis derecelerinin farkina esittir ve matristeki tiim

elemanlarin toplami sifirdir.[5]

Ornek 2.5.2.

(1) Sekil 2.9 daki grafin cakisim matrisi

111000
100110
0101001
001011

(i1) Sekil 2.10 daki yonli grafin cakisim matrisi

-1 -1 0 0 0 1
1 0 11 0 O
0 1 0 -1 -1 0
0 0 1 0 1 -1

2.6. Basit Graflarin Derece Vektorleri

Bir G basit grafinin d(G) derece vektorii, diigiim derecelerinin artmayan sirali
dizisidir. Eger G ve G' graflar1 izomorfik ise d(G) = d(G") diir. Fakat bu durumun
karsit1 dogru degildir.

Sekil 2.4 teki {i¢ graf, [3 3 3 3 3 3] olan ayn1 derece vektoriine sahiptir. Fakat G4
grafi, G; ya da G, graflarina izomorfik degildir.



Her basit graf tek tiirlii derece vektoriine sahiptir ve vektordeki terimlerin toplami
cifttir. n elemanl1 bir derece vektoriindeki her terim pozitif ve degeri en fazlan — 1
dir. Burada n, grafin derecesidir. d; <n—1,i =1,2,...,n olmak {izere sonlu

artmayan v = [d; d, ... d,] derece vektoriindeki tiim terimlerin toplamu gifttir.[5]

40

(

Sekil 2.11. (9 Diigiimlii basit graf)

Sekil 2.11 deki basit grafin derece vektorti v = [5 4 4 3 3 3 2] dir.

2.7. Yollar, Devreler ve Devir

Tamm 2.7.1. Bir grafta v ve w iki digiim olsun. v ve w diiglimleri arasinda bir
yuriiylis, sonlu bir alternatif dizi olan v = vy, e, vy, ..., €, , v, = w dir ve bu dizide
o(e;) = {v;_1, v;} biciminde tammhdir. Yani bu dizide yer alan her bir e; ayrit1 v;_
diiglimiinii ve v; diglimiine birlestirir. Bu yiirliyiisteki diigim ve ayritlarin

birbirinden farkli olmasi gerekli degildir.

Vg,61,V1,€2 ,...6n,Un V& Ug, f1,U1, 2oy fin » Uy Ylriyiisleri n = m, v;=u; ve

e;=f; ise birbirine esittir (0 < i < n).

Bir yiiriiyiisteki ayritlarin sayisi, yiiriiyiisiin uzunlugudur. Eger graf basitse dizideki
ayritlar u ve w arasinda bir yiirliylis tanimlar, bu ayritlar agik¢a listelenmek zorunda

degildir.



V="Vy,€ ,V,€,., e,V =w Yolu vy—v; — v, — - — v, olarak yazilabilir.

Bu yiirtiytisteki ayritlar tekrarli degilse buna patika denir.[5]

Tammm 2.7.2. v=v,,e;,V1,€3, ... , €y, V= W ylriyiisiinde v; (0 <i <n)
diigtimleri birbirinden farkli ise v ve w arasindaki bu yiiriiylise yol denir. Bu yolda
bulunan n—1 adet v; (0<i<n) digimi yolun ortanca diigiimii olarak

adlandirilir. O halde her yolun bir patika oldugu asikardir.[5]

Tamm 2.7.3. Eger v ve w diigiimleri bir yonlii grafta ise, v den w ya bir yonlii
yiirliylis, diigim ve yaylarmv=v, ,a, ,v;, a5, ... , a, , v, = w seklinde bir
dizisi olup, buradan a; yay1 v;_; diigiimiinden v; diigiimiine bir yaydir. Bu durum
Vg — Uy — Uy —... — U, biciminde yazilir. Bir yonlii yliriiyiis, eger yaylar farkl

ise yonlii bir patikadir. [5]

Tanmm 2.74. v=v,,e;,Vq,€;, ... , €y ,V, = w yonlil ylirllylisiinde v; diigiimleri
(0 < i < n) birbirinden farkli ise v ve w arasindaki bu yonli yiiriiylise yonlii yol
denir.[5]

Ornek 2.7.1

p 0 2 O

Sekil 2.12. (7 diigiimlii ve 9 ayrith bir graf)



Sekil 2.12 dekigrafta2,e,,1,e;,4,e,,1, e, 4 dizisi 2 ve 4 diigtimleri arasinda
bir yiirliylistiir.

2,e3,1,e1,4,e,,1,e,,2,e5,3 dizisi 2 ve 3 arasinda bir patikadir.

2,e5,3,6e,4,e,,1dizisi 2 ve 1 arasinda bir yoldur.

1 \ 2
\@

Sekil 2.13. (7 diigiimlii yénlii graf)

Sekil 2.11 deki yonlii grafta 2 -3 -4 -1 —>2 —- 3 — 6, 2 den 6 ya yonli
yuruyustur.
1 -2 —>4—1—3,1den 3 e yonlii patikadir.

1 —>2—5—7,1den 7 ye yonlii yoldur.

Teorem 2.7.1. Bir graftaki v ve w arasindaki her yiirliyiis, v ve w arasinda bir yol
icerir. Bir yonlii graftaki v den w ya her yonlii yiiriiyiis v den w ya yonlii bir yol

igerir.[5]



Teorem 2.7.2. Eger A, G = (V,E) basit grafinin komsuluk matrisi ise A nin k.
kuvvetinde (i,j) elemani, i ve j digiimleri arasindaki k uzunlugundaki farkli
yiiriiyiislerin sayisidir. Ozellikle, A? deki (i,i) kosegen elemani her bir i icin

i diigtimiiniin derecesidir.[5]

Ornek 2.7.3.

Sekil 2.14 ( 5 diigiimlii basit graf)

A Sekil 2.14 deki basit grafin komsuluk matrisi olmak iizere:

01010 20201 9 3 11 1 6
10101 03121 3 15 7 11 8
A=|0 1 0 1 1],42=|2 1 3 0 1| ve 4*=|11 6 15 3 8
10100 020 21 111 3 9 6
0110 0] 1111 2] 6 8 8 6 8]

1, 2, 3, 4 ve 5 diigiimlerinin derecesi 2, 3, 3, 2 ve 2 dir. Bu elemanlar A% matrisinin

diagonal elemanlaridir.

A* matrisindeki (1,5) elemami 6 dir. Bu durum 1 ve 5 diigiimleri arasinda 4

uzunlugunda 6 farkli yol oldugunu gosterir. Bu yollar:
1-4-1-2-5 1-2-1-2-5 1-4-3-2-5

1-2-5-2-5 1-2-3-2-5 1-2-5-3-5



Tamim. 2.7.5. Bir graftaki bir diigiim ile kendisi arasindaki her yiiriiylis bir kapali
yuriyustir.
Bir kapal yiiriiyiisteki ayritlar tekrar etmiyorsa buna devre denir. Diigiimleri tekrar

etmeyen devrelere de devir adi verilir.[5]

v,e ,w,e,, v kapah yiriyisii bir devredir; fakat v, e; , w, e; , v kapali
yiirliylisti ortadaki diigiimler tekrar ettigi i¢in bir devir degildir. Bu nedenle devre de

olamaz.

Bir G basit grafinin C alt grafinin G de bir devir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul C

nin bir devir grafi olmasidir.

Bir G basit grafinda her devir k diigiim igeriyorsa G de bir k-devir olarak tanimlanir;

eger k tek say1 ise tek devir ve k ¢ift say1 ise ¢ift devir denilir.[5]

Ornek 2.7.4.

€1

Sekil 2.15. ( 5 diigiimlii basit graf)

Sekil 2.15 de gosterilen G basit grafinda,
l,e;,2,e5 ,5,64,3,e3 ,4, e5,5, eg, 1 kapal yliriiyiisii bir devredir.

1-2-3-4-1 kapal ylirliyiisii bir ¢ift devirdir.



Tamm 2.7.6. Bir grafta bir diiglim cifti arasinda bir yol varsa bu diigiim ¢iftine
baglantili ¢ift denir. Eger G de her diigiim ¢ifti baglantili ise G grafi baglantili
graftir.[5]

Tamm 2.7.7. Herhangi bir devir icermeyen graflara yari-devir (acyclic) graf denir ve
orman olarak da bilinir. Bir baglantili yari-devir graf aga¢ olarak adlandirilir. Bir G
grafin1 geren yari-devir alt grafi G de taban orman: olarak adlandirilir. Bir G grafimi

geren baglantili yari-devir alt grafi ise G de bir taban agaci olarak adlandirilir.[5]

Ornek 2.7.5.

@) ONC (2)

(®) /

{ ORNO (19 )

Sekil 2.16. ( 13 diigiimlii baglantisiz graf )

Sekil 2.16 deki G grafi 13 diigimlii baglantisiz bir graftir. Asagida sekil 2.17. de

gosterilen graf G ormaninin taban ormanidir.

o ® &—O0 @

Q

Sekil 2.17. ( 13 diigiimlii taban ormani )



Sekil 2.15 de gosterilen G baglantilhi grafinda {e,, e,, e¢, e, } ayritlarin kiimesi G deki

bir taban agacinin ayritlarini olusturur.[5]

2.8. Euler ve Hamilton Graflar:

Tamim 2.8.1. Bir baglantili G grafinda iki farkli diigiim arasindaki patika, eger G nin
tim ayritlarini igeriyorsa Euler patikasidir. Tim ayritlar1 igeren bir devre, Euler

devresidir. Bir graf, bir Euler devresine sahipse Euler Grafidir.[5]

Ornek 2.8.1.

Sekil 2.18. ( Euler patikasi )

Sekil 2.18 deki grafta { e;, ez, e3, ... , eq1 } patikasi 1 ve 4 arasinda bir Euler

patikasidir.
Ornek 2.8.2. e

1 2

€g €4
€10 €9 €3 =)
€ s
€6
5

Sekil 2.19. ( Euler devresi )



Sekil 2.19 daki graf bir Euler grafidir. Ciinkii { e;, e,,e5, ... , e;o } Euler devresi

icerir.

Teorem 2.8.1. Bir baglantili G grafinin Euler grafi olmasi icin yeterli ve gerekli

kosul G nin her bir diiglimiiniin derecesinin ¢ift olmasidir.[4]

Teorem 2.8.2. G = (V, E) grafinda asagidaki dort ifade birbirine denktir:

(i) G Euler grafidir.

(i) G baglantilidir ve her bir diigiim cifttir.

(iii) G baglantilidir ve E nin bir pargalanigi vardir, 6yle ki pargalanisin her bir alt

kiimesindeki ayritlar G de bir devir olusturur.

(iv) G baglantilidir ve G deki her bir ayrit, G deki tek sayidaki devirlerde bir
ayrittir.[5]

Tamm 2.8.2. Bir graftaki iki diigiim arasindaki bir yol, grafin biitlin diiglimlerinden
geciyorsa Hamilton yolu olarak adlandirilir. Graftaki bir kapali Hamilton yoluna,
Hamilton devri denir. Bir Hamilton devrine sahip graflara Hamilton grafi denir. Her
Hamilton grafi, bir Hamilton yoluna sahiptir; fakat bunun karsiti dogru degildir. Ug
ya da daha fazla diigimlii tam graf olarak bilinen her devirli graf, Hamilton
grafidir.[5]

Sekil 2.20. ( Hamilton grafi)



Teorem 2.8.3. n diiglimlii G basit grafinda, her bir komsu olmayan diigiim ¢ifti v ve

w igin

de(w) +ds(w) =n, (n=3)

ise G bir Hamilton grafidir. [4]

Teorem 2.8.4. n diigiimlii G basit grafinda, her bir diigiimiin derecesi en az n/2 ise

G Hamilton grafidir.[5]

Kamt. Eger her bir derece en az n/2 ise her diigiim ¢iftinin toplam1 en az n dir.

Teorem 2.8.3. ten G bir Hamilton grafidir.



3. GENELLESTIRILMIiS FIBONACCI MAKSIMUM YOL GRAFLARI

3.1. Maksimum Yol Graflar1

Bir yonlii ¢ = (V,E) grafi, diiglimlerin sonlu bir V kiimesini ve tercihsiz farkli

diigiim ciftlerini ifade eden ayritlarin bir E koleksiyonunu igerir.

[vo, V1, v3,v3, ..., vy ] digimlerin dizisi, (v;_;, v;) € E vei = 1,2,3, ...,k olmak
lizere vy dan vy, ya bir yol olarak adlandirilir. Diiglimlerin dizileri 6zdes degilse iki
yol farklidir. G de [vy, vy, Vs, V3, ... ,Vk, Vo] kapali yolu yoksa, G yonlii grafi

devirsizdir.

Farkli her x ve y digim cifti icin G de [ x = vy, vy, Uy, V3, ...,V =y ] ZinCiri

varsa G baglantilidir. Bir (x, y) ayrit1 i¢in ‘x den ¢ikar ve y ye girer’ denir.

G, iki s ve t diigimiinii igersin. s den t ye G deki farkli yollarin sayist N(G) olarak

tanimlanir.

Dikkate alimanacak problem sudur: Verilen m ve n tam sayilar1 i¢in, m-ayrit ve n-
diigimli bir devirsiz yonli G grafi bulunsun 6yle ki s den t ye farkli yollarin
sayist N(G) maksimum olsun. m ve n paremetreleri ile G bir maksimum yol grafi

olarak adlandirilir ve N, ,, = N(G) bi¢giminde tanimlanur.

. 1 <
Ny, ., maksimum yollarin sayis1 sadecen —1 <m < SN (n — 1) araliginda tanimh

oldugu agiktir.[7]
Ornek 3.1.1. E, yonlii grafi, {1,2, ... ,n} diigiimlerine ve

{G,i+1D:i=12,..,n—=1} U {(i,i+2): i=1,2,..,n— 2} ayntlarina sahip

olsun.

s = 1vet =nolsun. N(F,) nedir?



1 den n ye her yol,

(i) (n — 2,n) aynitlariyla devam eden 1 den n — 2 ye kadar bir yol

veya

(if) (n — 1,n) ayntlariyla devam eden 1 den n — 1 e kadar bir yol igerir.

(i) bigiminde N ( F,,_,) ve (ii) bigiminde N ( F,,_,) sayilart mevcuttur. Bu nedenle

N(F,) = N(Fn_2) + N(Fp-1)

esitligi elde edilir. Boylece N(F;) = 1ve N(F,) = 1 olmasi agikardir.

Buradan F,, n. Fibonacci sayisi olmak iizere N(F,) = E, sonucu elde edilir. F,

grafi n. Fibonacci grafi olarak adlandirilir.

Sekil 3.1. (F,, n. Fibonacci Grafi)

1 uzunlugundaki ayritlarin sayisi n — 1 ve 2 uzunlugundaki ayritlarin sayisi n — 2

oldugundan toplam ayrit sayis1t m = 2n — 3 tiir.

Sekil 3.2. (F9 Fibonacci Grafi)



Ornek 3.1.2. A, yonlii grafi, {1,2, ... ,n} diigiimlerine ve
{(G,i+1):i=12,...,n—=1} U {(i,i+2):i=12,.. , n—4vei=n—-2}
ayritlarina sahiptir. F, Fibonacci grafindan (n — 3,n — 1) ayritinin Silinmesiyle , F,

den elde edilen A, grafi n. hemen hemen Fibonacci grafi olarak adlandirilir.

N(Ay) = 2N(Fp-z) = 2F,_,

Sekil 3.3. (A, n. hemen hemen Fibonacci Grafi)

1 uzunlugundaki ayritlarin sayist n — 1 ve 2 uzunlugundaki ayritlarin sayisi n —

3 oldugundan toplam ayrit sayis1 m = 2n — 4 tiir.

Sekil 3.4. (Aqg, 9. hemen hemen Fibonacci Grafi)

Paralel ayritlar disinda devirsiz yonlii graflar i¢in Fibonacci graflari ve hemen hemen
Fibonacci graflari, ayritlarin tek veya ¢ift sayilart i¢in maksimum yol graflaridir.

Boylece

Nn,Zn—3 = N(Tn) =F,

Nn,Zn—4 = N(Ay) = 2F,_,



3.2. Maksimum Yol Graflarinin Yapisi

N(G) nin hesaplanmasinda kullanigli olacak maksimum yol grafi G nin yapisi

hakkinda kesin varsayimlarda bulunulabilir.

Ik olarak, (1)‘Her x diigiimii, s alicisindan t kaynagma bir yerlerde bulunsun.’

varsayiminda bulunarak ise baslanir.

Boylece N(G') = N(G) olacak bigimde bir G’ grafi elde edilir.

Burada ozellikle G nin baglantili oldugu ve sadece bir s kaynagina ve sadece bir

t alicisina sahip oldugu varsayilmalidir.

Ikinci ve daha giiglii bir varsayim G tercihen bir Hamilton yoluna sahip olmahdir, bu

yol grafin her diiglimiinii igerir.[7]

Teorem 3.2.1. Tiim m ve n tam sayilar1 i¢in bir Hamilton yolu igeren maksimum yol

grafi vardir. Boylece diigiimlerin siralanisi tek tiirliidiir.[7]

Kanit. G = (V, E) grafi, n ve m parametreleri ile (1) 1 saglayan bir maksimum yol
grafi olsun ve P = [vq, v, V3, ..., Ux], G deki maksimum uzunluktaki bir yol olsun.

s = v, Vet = v, yazilir
1 kY

k < t oldugu varsayilsin. Buradan k + 1 uzunlugunda bir yol igeren bir G’ grafi inga
edilir oyle ki N(G") = N(G) dir.

P yolu tlizerinde bulunmayan bir diiglimden gegen her yol asagidaki formdadir:

Q = [vy, Vg, .., Vj, X, ..., V] bigimindedir, burada i>1 ve x digimi P yolu

tizerinde bulunmaz. Tercihen @, en uzun yol olur.

P nin maksimalliginden (x, v;;,) £ E olur ve Q nun maksimalligi v;,; den x e G de

higbir yol olmamasini saglar.



S=v 1 v; Viy1 v =t

Simdi E' = E - {(v;,vi+1)} + {(x,v;41)} kiimesi tanimlanir.

G' = (V,E") devirsiz grafi k + 1 uzunlugunda bir yola sahip oldugundan N(G') >
N(G) olur.

Cinkii G deki (v;,v;4,) ayrtinin kullanildigi her yol, v; - x = v;,; Yeni
bolmesinin  kullanilmasiyla yeniden yonlendirilebilir. Bu islemin n —k defa
tekrarlanmasiyla, bir Hamilton yolu i¢eren bir maksimum yol grafi elde edilir. Graf

devirsiz oldugundan Hamilton yolunda diiglimlerin siralanisi tek tirliidiir.

Tammm 3.2.1. 1,2,3,...,n digimlerine sahip ve (i,i+ 1) ayrtlarm igeren
maksimum yol grafi G olsun (i=1,2,..,n—1). Boyle bir graf Hamilton
maksimum yol grafi olarak adlandirilir. Bu graf hem bir maksimum yol grafidir hem

de bir Hamilton yolu igerir.[7]

i den j ye G deki farkli yollarin sayisi P (i, j) ile gosterilir. Boylece

P(1,n) =N(G), P(i,i) =1veP(i,i+1) = 1.

Tanmm 3.2.2. (i, + k) ayrit1 k seviyesinde olarak adlandirilir. Eger i = 1, 2, ..., n-k
icin (i,i + k) ayrit1 G de bir ayrit ise k seviyesi G de doludur olarak adlandirilir.

Boylece 1 seviyesi daima doludur.[7]



3.3. Genellestirilmis Fibonacci Graflar:

G bir Hamilton maksimum yol grafi olsun. Eger i < i’ < j' < j olacak bigimde
grafta e = (i,j) ve e’ = (i’,j") ayritlar1 varsa ayrica e # e’ ise e ayriti uygun

bi¢imde e’ ayritin1 Orter denir.
Genellestirilmis Fibonacci sayist Fn(j )asagldaki sekilde tanimlanir.

FO =1,

0 _ S i
E”=>FY (h<),
i=1

, hi o
Fh(]) — z |:i(J) (h > J).

i=h-j
Tn(k) yonli grafi, {1,2, ... ,n} digimlerine ve {(i,j): 1 <i<j<nvel|j—i| <k}
ayritlarina sahiptir. Asagidaki esitligin dogru oldugu agiktir:
NGO = £,

Tn(k) , n. genellestirilmis k —Fibonacci grafi olarak adlandirilir.[7]

Teorem 3.3.1: Tim n ve m parametreleri i¢in asagidaki 6zelligi saglayan bir
Hamilton maksimum yol grafi G vardir. Eger G, k seviyesinde bir ayrita sahipse her

bir | < k igin [l seviyesi G de doludur.[7]

Kamit: Onceki teoremden, bir Hamilton maksimum yol grafi G vardir. Eger G, grafta
olmayan bir e’ ayritin1 uygun sekilde orten bir e ayritina sahipse, buradan 6nceden

e yi kullanan her yol e’ araciligiyla en az bir yolda yeniden yonlendirilebileceginden



P(1,n) sayis1 azalmaz. Boylece G nin higbir ayritinin grafa ait olmayan bir ayriti

ortmedigi varsayilir. [, , x in en kiigiik (en sol) baslangi¢ komsusudur. O halde

x—1
P(1,x) = D> PLi) vew<x =1, <L,.

i=l,

Kabul edelim ki G, seviyesi bir¢ok ayrittan tam olarak daha yiiksek olan herhangi bir
ayrita sahip olsun. Bu durumda yollarin sayisin1 azaltmadan degisim yapilabilecegi
gosterilecektir. Grafta olmayan j seviyesinde bir (a,c) ayritt ve k seviyesinde bir
(b, d) ayrit1 tercih edilsin ve j < k olsun. c, d nin solunda olacak bi¢imde 4(c, d)

onlarin sag ug¢ noktasi arasinda olabildigince kii¢iik olsun. A(c,d) nin

minimalliginden [,=x - jolur (¢ < x < d). Boylece
d-1D-j=l-1<l3€sb=d-k<d-(G+ 1),
k=j+1,
lagy=d- (G + 1).

Simdi G den (b, d) nin silinmesiyle ve (a, ¢) nin eklenmesiyle elde edilen G’ grafini

ele alalim. Buradan P'(v,w), G' grafinda v den w ya yollarin sayisin1 gostermek

uzere

Pcx) = FR o0, (<x<d)
olur.
Bu nedenle

P'(1,x) = P(1,x) , 0 <x<o).

¢ nin minimum 3 oldugu varsayilmalidir. Yani x = 1 yada x = 2 olmal1.

P'(1,1)=P(1,1),



P'(1,2)=P(1,2),

P'(Lx) = P(Lx)+ PLAFY ., , (c <x<d),
P'(1,d) = P(L,d) + P(La)F 4y, — P(Lb).
Eski Yollar Yeni Yollar Yok Edilmis Yollar

Sonug olarak 1 den d nin solundaki her diigiime olan yollarin sayis1 azalmadi. Eger
ayni sey d igin de soylenebilirse; her bir y digimi igin P'(1,y) sayis1 P(1,y) den
esit ya da biiyiik olacaktir. Bu teoremi kanitlar. Boylece

1 =k-j=A(b,d)- A(a,c) = A(c,d) - A(a,b)
esitliginden
P(1,b) < P(1,a) FY

Ala,b)+ 2

esitsizligi elde edilir. O halde

P'(1,d) = P(1,d) + P(La)EY) ., — P(L,b)
P(1,b) = P(1,a) FQ .y +P(Ld) — P'(1,d)

P(1,b) = P(LAF .

+P(1,d)— P'(1,d) , (A(c,d) = A(a,b) + 1)
P(1,b) < P(La)Fp ., (P(,d) — P'(1,d) < 0).

Simdi asagidaki daha gii¢lii olan iddianin kanitina gegelim.

P(1,x) < P(LAFL 505

(a <x<d. (x)



Kesinlikle (x), x = a i¢in dogrudur.

a < x < c i¢in timevarim kullanilarak (*) elde edilebilir.
x=2i¢in P(1,2) < P(1,@) () ., , dogrudur.
X = n i¢in 6nerme dogru olsun. Yani

P(l, Tl) < P(L a) FA(Zc)z,n)+2.

x = n + 1 i¢in énerme dogru olur mu?
P(1,n+1) < P(1,n) +1

< P(1,a) FY

Alan)+ 2 +1

< P(LQ)EY) .0+ P(La)

= P(1,a).(FY + 1)

Alan)+ 2

6)]
= P(l’ a)'FA(a,n+1)+2

O halde P(1,x) < P(L,@)E() .\, ,. (@ < x < c) elde edilir.

P(1,x) < XiP(l,i), (P(1,x) = _XZl:P(l,i) e <L)

i=l,

= Zl: P i)

i=a—j

X=1+]

:Z P@Li-j)



=P(l,a—-j)+-+PQa+j—-1-j)+P,a)+--+P(1,x—1)

=P(1,q) +§P(1,i) . (P(La—j)+-+P(a+j—1-))=P(1,a)

<P(1,a) {1+§ FA((sz,i)+2:| (Tiimevarim)

=P(1,@) [1+F +F +F +..+F}) |

=P(1,0) [F},,, ]

=P(L,&) Fylg .7
Simdi iddianin ¢ < x < d i¢in de dogru oldugu gosterilmelidir.

[, =x—j (c < x <d) esitligini kullanarak ve [, > ¢ — j durumu ¢ < x < d i¢in
elde edilir.

P(1,%) =_X21P(1,i)

< j P(Li)

! J

x-1 )
=P(1,a) Z FA((‘;mZ (Timevarim)

i=x—]



x—j—a+2 x—j—a+3 x—j—a+4 x—a+1
=P,0) (FL,,,)

_ 6)) .
- P(l’ a) FA(a,x)+ 2

Bu da Teorem 3.3.1 in kanitin1 tamamlar.

Teorem 3.3.1. bir maksimum yol grafi ingas1 problemini olduk¢a basite doniistiirtir.

m tek tiirlii olarak asagidaki formda yazilabilir:

k
m=r+2(n—i)=r+kn—§k(k+1), 1<k <n-1ve0<r <n-—k.

i=1

1 den k ya kadar tiim seviyeleri doldurduktan sonra, kalan k + 1 seviyesindeki
r ayrit en uygun bigimde dagitilir. Tam olarak bu ekstra r ayritin nasil kullanilacagi
simdiye kadar gosterilmis oldu, ger¢ekten de Teorem 3.3.1. r = 0 durumunda bu

ayritlarin dagilimi hakkinda bilgi vermektedir.

Sonu¢ 3.3.1. m =kn — k% esitligini saglayan m ve k pozitif tam sayilar1 i¢in n.

genellestirilmis k —Fibonacci grafi iFn(k) bir maksimum yol grafidir. Yani

N(FE) = Ny [7]

r # 0 ise durum daha karisik bir hale gelir. Ekstra bir ayritin en soldaki (ya da
sagdaki) en uygun yere eklenmesi gerektigi gosterilmelidir, yani (1, k + 2 ) ayritt
eklenir. Tn(k) grafina sirasiyla ( 1,k + 2 ) ve ([, + k + 1) aynitlarinin eklenmesiyle
elde edilen graflar G ve G’ olsun, burada 1 <l <n —k — 1. Simetri 6zelliginden,

Pyirs1 = Pligsq Olur. G deki ekstra ayritin katkisiyla

Pi=P +F%_ (k+1<i<li+k)



elde edilir. Boylece
P,>P (I+k+2<i<n)
esitsizligi saglanir. Ustelik
N(G) = F9+E%)

r = 2 durumunda ekstra iki ayrit1 birini en sagdaki ve digerini en soldaki en uygun

yere ekleyerek G gibi bir graf benzer bigimde elde edilir:

N@G) = EP+2rY _ + F®)

n—-2k-2"

G,n digim ve m=n-1)+r aynth (0 <r <n-—2) bir (Hamilton)
maksimum yol grafi olsun. G, 2 seviyesinde r ayrita ve 1 seviyesinde dolu ayritlara

sahiptir. G nin yapisin1 tanimlamak kolaydir.

Egert =n—1—r ise G tam olarak t Fibonacci graflan F , F;,, ..., Fs, serilerinin

birlestirilmesiyle elde edilir. Yani

t
N(G) =F,F, ..F,ve >'s, =n+t—1.

i=1

Teorem 3.3.2. m ve n pozitif tam sayilar olsun, dyle ki

m=mm-1)+r,0<r<n-2.

Buradan

27, r<- (n—-1)
Nojm= :
‘ 2n_2_rF2r—n+4 ’ r> 2 (n—-1)

maksimum yol sayist tanimlanir. [7]



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Sekil 3.5. (Ag, 9. hemen hemen Fibonacci Grafi)

Sekil 3.5 n=12, m=14 ve n=12, m = 18 i¢in maksimum yol graflarini
gosteririr.
n=12,m =14 iginm = (n — 1) + r esitliginden r = 3 elde edilir. Bu durumda r

r < %(n — 1) esitsizligini saglar. O halde bu graftaki maksimum yol sayis1 8§ dir.

n=12,m =18 iginm = (n — 1) + r esitliginden r = 7 elde edilir. Bu durumda r

r> %(n — 1) esitsizligini saglar. O halde bu graftaki maksimum yol sayis1 64 diir.



4, EKSILTILMIS GENELLESTIRILMIS FIBONACCIi MAKSIMUM YOL
GRAFLARI

Bu boliimde eksiltilmis k -Genellestirilmis Fibonacci graflar1 ve 3 seviyesindeki

ayritlarin dagilimi incelenecektir.

4.1. k -Genellestirilmis Fibonacci Graflar1 ve Eksitilmis k -Genellestirilmis

Fibonacci Graflan

G izole diigiimler veya katli ayritlar disinda bir yari-devir yonlii graf olsun ve tanimli
iki s ve t diigiimlerini icersin. s den t ye farkli yollarin sayisi N(G) olarak
tamimlanir. Burada incelenecek problem sudur: verilen n ve m tam sayilari igin,
n diigiim ve m ayrith maksimum yol sayisit N(G) ye sahip olan bir G grafi bulmak.

Boyle bir G grafi maksimum yol grafi olarak adlandirilir ve N, ,,, = N(G) olarak
tanimlanir. Ny, sayisinin n—1 < m < (721) araliginda tanimli oldugu agiktir.

Fibonacci graflart n diigim i¢in N(G) = E, ve hemen hemen Fibonacci graflari
n digiim i¢in N(G) = 2F,,_, dir. Burada { E, }, Fibonacci dizisi olarak tanimlanir.

Yani

Fi=F,=1ve Fj .y =F+F_,,(i>1).
Npon-3 = Fy

Npon-a = 2F,_; [8].

Maksimum yol yari-devirli yonlii graflari ig¢in bir Hamilton yolu igeren maksimum
yol grafi vardir. Boylece diigiimlerin siralanisi {1,2,3, ..., n} seklinde tek tiirliidiir. Bu
grafta tim ayntlar i <j i¢in (i,j) formundadir. Bir (i,j) ayritinin uzunlugu

k = j — i dir ve bu ayritin seviyesi k dir.

1 diigiimiinden i diiglimiine farkli yollarin sayis1 P(i) biciminde gosterilir ve

N(G) = P(n) dir. Bir maksimum yol grafi k dolu seviyeli ayritlara ya da k — 1 dolu



seviyeli ayritlara ve birkag k seviyeli ayrita sahiptir. Birinci tiir graf k -
genellestirilmis  Fibonacci grafi olarak adlandirilir, bu graftaki yollarin

sayist EF oldugundan n inci k — genellestirilmis Fibonacci sayist,

0,i<0
Fik: 1,i=1

i-1 kK
j=i—kFi ) 1,2 2

ile tanimlanir. Ikinci tiir graf ise eksiltilmis k —genellestirilmis Fibonacci grafi olarak

adlandirilir.

P

Sekil 4.1. ( 3- Genellestirilmis Fibonacci Grafi )

ST

Sekil 4.2. ( Eksiltilmis 3- Genellestirilmis Fibonacci Grafi )

Burada, eksiltilmis k — genellestirilmis Fibonacci grafindaki k seviyesindeki
ayritlarin dagilimi incelenecek ve sadece k = 3 i¢in N(G) maksimize edilecektir.
Kolaylik i¢in sadece 3 seviyesindeki ayritlardan bahsedilecek ve ¢izilecektir. Ayrica
3 seviyesi 0,1 dizisi ¢y, ¢y, C3, ..., Cp_3 ile tanimlanir. Burada (i,i + 3) grafta bir
ayritsa ¢;=1 ve aksi halde ¢;=0 dir. Ornegin 100101 dizisi Sekil 4.2 deki ikinci tiir
grafi tanimlar. Bu ikili dizinin gosterimi sik sik kullanilir. Ornegin (100)°01(011)?
demek 10010010001011011 dir. [x] demek x tercihe baghdir’ anlaminda kullanilir.
Ornegin 10[0](110)%; 100(110)* ve 10(110)* nin her ikisi ile de tanimlidir.[8]



4.2 Coziimiin Aciklamasi

Coziimiin durumu tg¢ aralikta farklidir. Buradaki 3 seviyesindeki ayritlarin sayisi, 3

seviyedeki n — 3 ayritin,

(1) Ucte birinden kiigiik,

(2) Ucte biri ve iigte ikisi arasinda,
(3) Ugte ikisinden biiyiiktiir.

Bu seviyeler sirasiyla asama 1, asama 2 ve asama 3 olarak adlandirilir. Ilk olarak
¢cozlimlerin yerel ozelliklerinden bahsedilir. 3 seviyesindeki ayritlarin sayisi / ile

gosterilirse, 0 < / < n— 3.

Eger I> 1 ise ¢bziim son ayritlar (1,4) ve (n — 3,n) in her ikisini de igerir. Ustelik,
I<n —5ise yan son ayrtlar (2,5) ve (n —4,n — 1) i icermeyen bir ¢6ziim vardir.
Ornegin Sekil 4.1. de n = 9 ve 7= 3 i¢gin olan ¢dziim, yukaridaki dzelliklerin ikisini

de saglar.

Ortak aralifa sahip olmayan iki ayrit ayriktir. Ardisik ayrik ayritlarin bir kosusu
(001)00, k > 1 sekliyle tanimhidur.

Bir graf (i,j) ayritin1 igermiyorsa, (i, ) grafin ayriti degildir.

Ayrica graf (i,i + 3),(i+ 1,i +4), (i + 2,i + 5) aynitlarindan hig birini igermiyorsa
(i + 2,i + 3) bosluktur.

CoOziimiin ti¢ asamasi asagidaki gibidir.[8]
1
Asamal. | < l;(n— 1)J .

Graf, ardisik ayrik ayritlarin iki kosusundan olusmustur, son ayritlar ile baslar ve

biter. Her bir kosudaki ayritlarin sayisi keyfidir.



I= é(n—l) durumunda, n =1 (mod3) olmak tizere iki kosu biri iginde

birlestirilir.

Ornegin (100)*0%(001)?,
10010010010000001001,
n=23vel =6,
(100)“1,
1001001001001,

n=16vel =5.

Asama 2. lg(n+3)J <I< 2[%(71—3)].

n £ 1(mod3) durumunda ¢dziim, ardigik ayrik ayritlarin iki kosusundan olugmustur.

Bir son ayrit ile baslar ve biter. iki kosudaki ayritlarin sayis1, iki yan son ayritlari

iceren kosudakiler disinda keyfidir.
Ornegin 100(110)*01,

((100)°0?ve 0%(001)° den olusmustur. )
n=20vel =10, 7< 1 <11,
(100)*10(110)°1,

100100101101101,

n=18vel =8, 7< [ < 10.



n = 1(mod3) durumunda ¢oziim, ardisik ayrik ayritlarin iki kosusundan olusur, son
ayritlar ile baslar ve biter, diger kosu herhangi bir diiglimden baslar fakat son yan

ayriti icermez.

Ornegin (100)%(110)%1,
n =16,n = 1(mod3),
10010(110)%01,

n =16,n = 1(mod3).

Asama 3. /> lé(n—.?)J.

Ardisik ayrik ayritlarin kosular1 bakimindan, grafin yapist olduk¢a karisiktir. Diger
tarafta ¢6zlim son-yan ayritlar ile baglayan ve biten ardisik ayrik ayrit olmayanlarin

iki kosusu disinda tiim n — 3 ayriti igerir.
Ornegin 1(011)°1%(011)%01,
10110111101101101,

n=20ve =12, I>|30-3)| =11,
1(011)*1%(011)%01,
10110110111101101101,

n=22vel =13, 1> |3@22-3)|=12
4.3. Smir Kurallan

Iki sinir kural vardir. Bunlardan birincisi, Asama 1 ve Asama 2 arasinda ortaya cikar.



1=|5 m-pl+1<|5; m+3)]

n = 0(mod3) ve I = gn oldugunda ¢dziim graflari (100)Y101(001)%, j =0 ve

k = 0 formundadir. Diger durum ise Asama 2 ve Asama 3 arasinda ortaya ¢ikar.
1 2
I=2|im-3)|+1<|im-3)

n =2 (mod3) ve I =2 |3(n-3)| oldugunda goziim graflan 1(011)010(110)"1,

j = 0vek >0 formundadir ( [j — k| <1 oldugu varsayilir ).

n = 12,13,14 ve her olas1 I i¢in asamalara bolinmiis ¢oziimlerin sunumuyla,

¢ozlimiin agiklamasi sonuglandirilir (Siur kurallar * ile gosterilmistir).

n=12 100000000 [=1
100000001 I =2 I<|3m-n|=3

10100001 =3

* 100101001 =14

100101101 [ =5 5:[§(n+3)Js152.[§(n—3)J:6

101101101 I =6

101111101 [ =7 1>|2m-3|=7
111111101 [ =8

111111111 I =9

n =13 1000000000 =1



1000000001

1001000001

1001001001

1011001001

1011011001

n=14

1011011101

1011111101

1111111101

1111111111

10000000000

10000000001

10010000001

10010001001

=10

[=1

10010011001

10011011001

10110101101

10110111101

10111111101

1>6

1>7



11111111101 1=10

11111111111 1=11

4.4. Yerel Ozellikler

G; ve G, 3 seviyesinde I ayrith iki graf ve ikisinin de alt grafi i diigimiinden

Jj diigiimiine benzer olsun.

P; (i) ve P,(i) fonksiyonlar1 1 diigiimiinden i diigiimiine sirasiyla G; ve G, deKi

yollarin sayisini ifade eder ve A(i) = P,(i) — P;(i).
Birkag j diiglimii icin j = i olmak tlizere,

P,j+y)>P,(j+y),y =0,1,2ise P,(j+y)>P,(j+vy), y=3,4,...,n—jdir
ve boylece N(G,) = N(G;) elde edilir.

Ustelik ¢; =0 ( (i,i + 3) grafta aynt degildir ) ve

P(i+2)>P (i +2),P,(i +3)>P(i + 3) ise N(G,) = N(G,) dir.

O halde c¢;;; = 0 durumunda N(G,) = N(G,) oldugu agiktir. Aksi takdirde; yani
ciy1 = 1l ise ¢; = 0 oldugundan P,(i + 3) = P,(i + 2) + P,(i + 1) dir. Clinkii 3

seviyesindeki ayritin buradaki yol sayisina etkisi yoktur. Ancak

P,(i+4)=P,(i+3)+ P,(i +2)+ P,(i + 1) esitligi saglanur.

NSNS ST

i i+1 i+2 i+3  j+4



Ustelik
P(i+4)=P,(i+3)+P,(i+2)+P(i+1)
=2P,(i +3)
>2P, (i +4)
=P (i+3)+P(i+2)+P(i+1)
= P,(i + 4).

Boylece ilk gozlemle N(G,) = N(G,) dir.[8]

4.5. Eksiltilmis Fibonacci Graflarinda Ayritlarin Dagilimi
Teorem 4.5.1. Her ¢6ziim son ayritlari igerir (/ = 1 ise sadece bir son ayrit igerir).[8]

Kanit. Coziimiin (1, 4) i igerdigi gosterilirse kanit tamamlanir. (n — 3, n) i¢in kanit
simetrik olur. Kabul edelim ki bir G; ¢oziimii 071, i > 1 ile baslasin. 10 ile bu
seklin degistirilmesiyle G, den elde edilen graf G, olsun. P, (i + 3), G, de i + 3 den

1 e karsit yondeki yollarin sayisina esittir. Boylece
P,(i+3)=P(i+3)

esitligi elde edilir. Buradan

P,(i+2)>P(i+2) ve P,(i+1) = P;(i + 1) oldugu goriiliir.

Boylece N(G,) > N(G,), G, in uygunlugu ile gelisir. O halde G;, (1, 4) ayritim

igermelidir.

Sonu(} 45.1. Nn,2n—2 = Fn + Fn_3,



Nn,Zn—l = Fn + 2Fn—3 - Fn—5 . [8]

Kamt: n digim ve 2n — 2 ayritin bulundugu bir grafta 1 uzunlugunda, 2
uzunlugunda ve 3 uzunlugunda ayritlar bulunmaktadir. 1 uzunlugundaki ayritlarin
sayisi n — 1 adet, 2 uzunlugundaki ayritlarin sayisi n — 2 adet ve 3 uzunlugundaki

ayritlarin sayist 1 adettir. Yani

nmn-1D+ n-2)+1=(2n-2).

3 uzunlugundaki ayrit1 dikkate almazsak geri kalan diigiimlerin olusturdugu yollarin
sayist F, dir. 3 uzunlugundaki ayritin olusturdugu yol sayisi ise F,_ tiir. Buradan

NnJZn_z = Fn + Fn_3 elde Edl|ll’

n diigiim ve 2n — 1 ayritin bulundugu bir grafta 1 uzunlugunda, 2 uzunlugunda ve 3
uzunlugunda ayritlar bulunmaktadir. 1 uzunlugundaki ayritlarin sayist n — 1 adet, 2
uzunlugundaki ayritlarin sayisi n — 2 adet ve 3 uzunlugundaki ayritlarin sayisi 2

adettir. Yani

m-1D+ n-2)+2=02n-1).

3 uzunlugundaki ayritlari dikkate almazsak geri kalan diiglimlerin olusturdugu
yollarm sayist F, dir. 3 uzunlugundaki ayritlarin olusturdugu yollarin sayisi ise F;,_3

ve F,_, tir. Yani

Nn,Zn—l =FE + F_3 + F_,



= B+ Fp3+F3- Fs ) (Fpoz = Fuy + Fp_s)
= F, + 2F, 3- Fys
esitligi elde edilir.[8]

Teorem 4.5.2. Yan — son ayritlart icermeyen bir ¢oziim vardir (I = n—4
olmadikga) [8].

Lemma4.5.1.

(1) i = 2igin = P(i) < P(i+1) <2P(D),

(2)i=3igin 2P(i) < P(i+2) < ZP(D),

(3)i > 3igin4P(i) < P(i +3) < 2 P(0),

(4)i>3iginc; = lise ZP(i+2) < =P(i+2) < P(i+3) < 2P(i +2),
> 1igin; = =

(5)i = 1igin ¢; = 0 ve ¢c;;; = 1 olmasi igin gerek ve yeter sart

P(i+4)= Z(P(i + 3)) olmasidir.

Asama 1 : Tk olarak kanit teknikleri tanimlanir, bu teknikler ii¢ asama icin kullanilir

ancak burada Asama 2 ve Asama 3 den daha basit olan Asama 1 i¢in gosterilecektir.

Kanitlardaki temel amag¢ baslangi¢ iki digimii a ve b olan bir grafa ait 6zel bir
sekildeki P(a) ve P(b) nin bir fonksiyonu olarak, herhangi bir i diigimiine olan

yollarin sayisini agiklamaktir.



Oyle ki (100)%, (110)!,i > 0ve 1%, i > 3 dzel yapilari sirasiyla Asama 1, Asama
2 ve Asama 3 icindir. Bu bize N(G) deki birkag yerel doniisiimiin etkisini 6lgmek
icin fayda saglar. Bu teknik kanit i¢in kullanilir, baz1 sekiller farkli asamalar igin
yasaktir. Bu yasak sekillerin atilmasiyla, ¢oziimiin yapisinda birka¢ smif kurulur.
Daha sonra birkag yerel doniisiim, ¢oziimiin kesin yapisinin belirlenmesinde
kullanilir. Hesaplamalarla ilgili bir¢ok teknik, kanitlarda gereklidir ve sadece

onlardan birkag1 bu ¢alismada verilmistir.[8]
Lemma4.5.2.j > 1 olmak iizere 0100(100)!, i > 0 seklindeki b den j. diigiime
abc

P(b + j) yollarin sayisi, P(b) ve P(c) nin bir fonksiyonu olarak asagidaki gibi
tanimlanabilir (Eger sekil a, 0 ile baslarsa P(a) ve P(b)nin bir fonksiyonu olarak) :

3.50Nz , j=3i+1, i>1
P(b+j)=<5"2z , j=3i+2, i=0
2.5z , j=3i+3,i=>0

burada a, b ve c bu seklin baslangicindaki {i¢ ardigik digiimii ifade eder ve z =

P(b) + P(c) (eger sekil 0 ile baslarsa z = P(a) + 2P(b)) dir.[8]

Kanit : j izerinden tiimevarimla, asagidaki formiiller kullanilarak ispat tamamlanir:
P(b+3i+1)=Pb+30))+ P +3i-1),
P(b+3i+2)=P0b+3i+ 1)+ P + 3i0),

P(b+3i+3)=Pb+3i+2)+Pb+3i+1)+ P + 30).

I) i = 1 olsun.
° e e e e e >
0 1 0 0 1 0 0



j =4alirsak P(b+j) = P(2+4) = P(6) = 3.5%2
= 3.5% (P(b) + P(¢))
=35%(P(2) + P(3))
=3.1.(1+2)
=9

3.55Nz, j=3i+1, i>1
) P(b+j)=<{5.2z , j=3i+2 i=0
254z , j=3i+3,i=0

esitliginin dogru oldugunu kabul edilsin.

3.5z, j+1=3{(+1+1
)y P(b+j+1)=<5%z , j+1=3>G{+1)+2
259z, j+1=3(+1)+3

esitliginin dogru oldugunu gosterelim.
Pb+3i+4)=P(b+3i+3) + P(b+3i+2)
=25.z +5.z
=35.7.
P(b+3i+5) = Pb+3i+4) + P(b+3i+3)
=35.7 + 25.z
=55z

i+1
=5"".z



P(b+3i+6)=P(b+3i+5) + P(b+3i+4) + P(b+3i+3)

=5" 7z + 35.z + 25.2

= 25" 2

O halde kanit tamamlanir.

0 sekilde once gelirse P(c) = P(a) + P(b) olur. Bu durumda

z = P(b) + P(c)

N
Il

P(b) + P(a) + P(b)
z = 2P(b) + P(a).[8]
Teorem 4.5.3. Coziimiin Asama 1 inde ayritlar ayriktir.[8]

Kamt : G ¢6ziimii ayrik olmayan ayritlar i¢eriyorsa bu durumda G nin, 11 ya da 101
sekillerinden birini icerdigi gosterilmelidir. Buradan, olabildigince G grafi i¢inde bir
G, grafi dondstiirilir 6yle ki N(G;) > N(G) elde edilir ki bu da G nin uygunlugu ile
celigir.

Asama 1 de /< [g(n — 1)] oldugundan, 11 ya da 101 in varlig1 bir bosluk olmasini

saglar, bu da G i¢inde 000 sekline karsilik gelir. Genelligi bozmadan bir 000 seklinin
solunda ilk olusumu ya 11 ya da 101 olarak dikkate alacagiz..

Durum 1: 101

Genelligi bozmaksizin, G de 101(001)*000 seklini varsayalim. G; grafi, bu seklin
(100)**1ile degistirilmesiyle G den elde edilir.

G: .10100(100)<!0
uvwab ii+1 i+5



G, : .100100 (100)<*
uvwab i+1 i+5

y = P(a)+ P(b)vez= P(a)+ 2P(b) yazalim. P;(a) = P(a) ve P;(b) = P(b)
oldugunu belirtelim.

P,Pved = P,- P, ideni + 5 e kadar olan digiimler i¢in Cizelge 4.1 de
Ozetlenmistir. Hesaplamalar Lemma 4.5.1 ve Lemma 4.5.2 ye dayanir, onlarin

birkag1 burada verilmistir.
A + 3) = P(i+3)-P(i+3)
= 55z- 85y
=55 (5.z- 8.y)
=5 [5(P(a) + 2P(D)) - 8(P(a) + 2P(b))]

=5“[ =3P(a) + 2P(b)] > 0.

>
=
+
NN
—/
Il

P(i+4)- P(i+4)

= 2P;(i+3)- 2P(i+3) (Lemma 4.5.1(5))

=2A( + 3) = 0 olur.

AL + 4) = P(i+4)- P(i+4)



= 85Kz- 135"y
=5(8.z- 13.y)
=5 [8.(P(a) + 2P(b)) - 13.(P(a) + 2P(b))]
=5“[-5P(a) + 3P(b)] > 0.
Civz = 0 ise 6nceki esitsizlikler N(Gy) > N(G) yi saglar.
Cigz = Ciyp = lise
A(i + 5) = Py(i+5)- P(>i+5)
= 185 z- 295"y
=5(18.z- 29.y)
=5X[18.(P(a) + 2P (b)) - 29.(P(a) + 2P(b)) ]
=5 [= 11P(a) + 7P(b)]
> 5. [6P(b)- 10P(a)]
> 0
Ciez =1 Ve ciyq = 0 ise Lemma — 1(5) den
A(i + 5) = Py(i+5)- P(>i +5)
= 2P (i +4) - 2P(i +4) (Lemma 4.5.1(5))

=24(i + 4) >0



esitligi saglanir ve tekrar N(G,) > N(G) elde edilir.

Cizelge 4.1. (G ve G, graflarindaki maksimum yol sayilar: )

P P A=P,-P

i| 255y 5z —5P(a) < 0
i+1] 35%y 2557 5P (b) - P(a)) > 0
i+2] 55%y 3552 5(P(b) - 2P(a)) < O
i+3]| 85y 5.5z 52P(b) - 3P(a)) > 0

cya=1  i+4] 1655y | 105z | 554P(b)-6P(a)) > 0O

cie1=0, i+4]| 1355y 85z 5¢(3P(b) -5P(a)) > 0

Civz = Ciy1 = Li+5] 295y | 185%z [5‘(11P(b)- 7P(a)) > 0O

2= 10170, i+5| 2655y | 165z | 5%6P(b) - 10P(a)) > 0

Durum2: 11

Genelligi bozmaksizin, G de 11(001)¥000 seklini varsayalim. Bu seklin (100)**10 ile
degistirilmesiyle, N (G) nin arttig1 gosterilebilir, bu bir ¢eligkidir.

Asagidaki teorem, Asama 1 deki ¢ozlim grafinin yapisini 6zetler.



Teorem 4.5.4. Asama 1 deki ¢oziim tam olarak ardisik ayrik ayritlarin iki kosusunu
igerir;, j = 1licinj ayntlarimin biri bir son ayritla baslar ve k > 1 igink
ayritlarmin  digeri diger son ayritla biter, burada j + k = I dir ve ¢6ziim
(100)70™373/(001)* formundadir. [8]

Sonug¢ 4.5.2.

_ 1
Npan-3+1 =457 Fo3pa , 2 <1 < [;(n-1)][8]

Asama 2 ve Asama 3: Bu boliimde, Asama 2 ve Asama 3 teki ¢6ziim graflarinin
yapilar1 incelenecektir. Kanitlar disinda, bir¢ok ¢6ziim {izerinde durulacaktir.

Asagidaki lemma, bu asamalarla ilgili yaklasimda oldukga faydalidir.[8]

Lemma 4.5.3. G deki sekil 0110 (110)k da a ve b, seklin baslangicindaki ardisik iki
ab
diiglim olmak iizere, P(a) ve P(b) fonksiyonlari i¢in a dan j. diigime P(a + j)

yollarin sayisi P(a + j) = aj(P(a) + P(b))— aj_3P(a) bigimindedir.
a,=0 a;=a,=1vei=1icin

A3;=0A3i-1+A3;_2+0A3;- 372031 ,

Azi+1=azitaz;_1+az;_3 ,

A3i1+2=A3i+110a3; -

Bu asama i¢in yasak sekilleri gosterirken Asama 2 deki unsur kullanilir.

[2(n+3)]<I<2[+(n-3)] [8]



Teorem 4.5.5. Asama 2 deki bir ¢éziim 111 seklini igermez.[8]

Kamt : Kabul edelim ki bir G ¢oztimii, bir 111 seklini igersin ve bu N(G;) > N(G)
olacak bi¢cimde G, e doniistiiriilebilen bir G olmasinin miimkiin oldugunu gosterir, bu
durum G nin uygunlugu ile ¢elisir. Genelligi bozmaksizin, k > 0 i¢in G deki en
sagdaki olusumun 111(011)*00 yada 111(011)*010 oldugunu ele alalim.

Durum 1: 111(011)*00

Bu seklin 1(011)**10 ile degistirilmesiyle N(G) artar, bu bir celiskidir.

Durum 2: 111(011)*010

Bu seklin 1(011)%*10 ile degistirilmesiyle N(G) artar, bu bir celiskidir.

Teorem 4.5.6. Asama 2 deki bir ¢oziim 000 seklini icermez.[8]

Teorem 4.5.7. Asama 2 deki bir ¢oziim 01010 seklini icermez; bu sekil sadece

Asama 1 ve Asama 2 arasindaki sinir kuralinda,

n=0(mod3) ve I=

W

n

durumunda meydana gelir, burada ¢éziim (100)/101(001)* j,k > 0 formundadir.
[8]

Teorem 4.5.8. Asama 2 deki bir ¢oziim 10101 seklini igermez, bu sekil sadece

Asama 2 ve Asama 3 arasindaki sinir kuralinda,
n=2(mod3) ve I= é (2n-7)

durumunda meydana gelir, burada ¢bziim 1(011)/010(110)*1 j, k = 0
formundadir. [8]



Sonug¢ 4.5.3. Asama 2 deki bir ¢oziim 11 seklini igerir.[8]

Teorem 4.5.9. Asama 2 deki ¢ozlim asagidaki sekillerden hicbirini icermez:
(j,k>0)

(a) 0100(110)'[0](100)1011,

(b) 0100(110Y[0](100) 11,

(c) 010(110Y[0](100)*1011,

(d) 010(110)'[0](100)*11.

[8]

Teorem 4.5.10. Asama 2 deki ¢oziim 1010 sekliyle baslamaz ve 0101 sekliyle
bitmez. [8]

Teorem 4.5.11. Asama 2 i¢in

(100)'10[0](110)[0]1(001)%, i, j, k = 0 formunda bir ¢dziim vardir.[8]

Lemma 4.5.4. Bir G grafindaki k > 0 icin Olalblk seklindeki a dan j inci diigiime

P(a + j) yollarinin sayisi, P(a) ve P(b) nin bir fonksiyonu olarak
Pla+))=F}(P(@+P()—F’3P(a), j=2

seklinde verilir, burada a ve b, seklin baslangicindaki ardisik iki diigiimdiir.[8]

Teorem 4.5.12. Asama 3 deki ¢oziimde grafa ait olmayan ayritlar ayriktir.[8]



Teorem 4.5.13. Asama 3 te bir yan son ayritla baslayan ve diger yan son ayritla

biten, ardigik ayrik grafa ait olmayan ayritlarin iki kosusundan olusmus bir ¢6ziim

vardir:

10(110)!18(011)%01, i,k >0, j > 3.[8]



SONUC

Bu tezde Once graf teorinin temel kavramlart agiklanmis ve genellestirilmis

Fibonacci maksimum yol graflar1 incelenmistir.

Bu tezde maksimum yol graflarinin yapisi ortaya konmus ve genellestirilmis
Fibonacci graflar1 ile eksiltilmis genellestirilmis Fibonacci graflarimin  birer

maksimum yol grafi olduklar1 ele alinmistir.
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