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OZET

4-BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA SPACELIKE YUZEYLERIN
GANCHEV INVARYANTLARI VE UYGULAMALARI

OZTEMIR, Yunus
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlisu
Matematik Ana Bilim Dali, Yiksek Lisans Tezi
Danigman: Dog. Dr. Mehmet YILDIRIM
Ocak 2017, 84 sayfa

Bu tez ii¢ boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris i¢in ayrilmistir. ikinci
boliimde alt manifoldlar ve yar1 Oklidyen uzaylar ile ilgili temel kavramlar
verilmistir. Uglincii boliimde dort boyutlu Minkowski uzayda yiizeyler incelenmistir.
Yuzeyler igcin Weingarten tipi doniisiimii tanimlanarak bazi geometrik invaryantlar

elde edilmistir. Dordiincii boliim tartisma ve sonug i¢in ayrilmistir.

Anahtar Kelimeler: Dort boyutlu Minkowski uzayda spacelike ylzeyler,

Weingarten tipli lineer doniisiim, ylizeyler icin invaryantlar



ABSTRACT

GANCHEV INVARIANTS OF SPACELIKE SURFACES IN THE FOUR
DIMENSIONAL MINKOWSKI SPACE AND THEIR APPLICATIONS

OZTEMIR, Yunus
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Depertment of Mathematics, Master Thesis
Supervisor: Dog. Dr. Mehmet YILDIRIM
January 2017, 84 pages

This thesis consist of three chapter. The first chapter is reserved for introduction.
In the second chapter, we give some fundamental notions related with the geometry
of submanifolds and semi Euclidean spaces. In the third chapter, spacelike surfacese
are investigated in Minkowski 4-space. By defining Weingarten type map for these

surfaces, some geometrical invariants obtained. The fourth chapter is reserved for

discussion and conclusion.

Key Words: Spacelike surfaces in the four-dimensional Minkowski space,

Weingarten-type linear map, Invariant for surfaces
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Teget uzayin tanjant gostergesi

M? nin p noktasindaki egriligin elipsi

M? nin Gauss egrilig

& nin allied vektor alanm



1. GIRIS

Diferensiyel geometride yiizeylerin siniflandirilmasi problemi énemli bir yer
teskil etmektedir. Bir yiizeyin simiflandirilabilmesi i¢in onu digerlerinden ayiran
bir takim geometrik invaryantlara ihtiyac vardir. Ornegin R?® de bir yiizeyin
nasil bir yiizey oldugunu anlamak i¢in normalinin kovaryant tiirev yardimiyla
tanmimlanan sekil operatoriinii bilmek yeterlidir.

Fakat, dort boyutlu Oklidyen veya yari Oklidyen uzaylardaki 2-boyutlu
altmanifoldlar, yani yiizeyler icin durum boyle degildir. Ciinkii burada bir degil
birden fazla sekil operatorii vardir.Bu noktada su soru sorulabilir. R3 de oldugu
gibi R* de verilen bir yiizey i¢in de bir lineer doniisiim tanimlanabilir mi ki onun
determinant ve izi bu yiizeyi karakterize etsin? Bu sorunun cevabii Georgi
Ganchev ve V.Miloushava, "On The Theory of Surfaces In The Four-Dimensional

"isimli ¢aliymada vermigtir [6].

Euclidean Space '
Georgi Ganchev ve V.Miloushava 2010 yilinda bu diigiinceyi daha zengin
olan bir geometriye sahip olan Minkowski uzaymna genellestirdiler. Ayrica, R? de
egriligin temel teoremine benzer olarak dort boyutlu uzaydaki bir yiizey i¢in temel
teorem soz konusu calismada verilmis ve bu tezde ayrintili olarak incelenmistir.
Bu cgalismanin amact: Bu tez caligmasi ile R} de iki boyutlu bir altmani-

foldu genel altmanifold teorisi ile ele almak yerine daha somut ve daha belirleyici

geometrik metodlar ile incelemektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde ileride ele alinacak konular icin temel tegkil eden kavramlar

verilecektir. Bu kavramlar hakkinda daha detayh bilgi [6, 7] de bulunabilir.

Tamim 2.1 V sonlu boyutlu vektor uzay: olsun. V iizerinde tanimh

g:VxV =R

fonksiyonu igin
i. Bilineer:
Vu,v,w,eV, Va,beRigin
glan+bo,w) = aglu,w) +by(v, w)
g(u,av + bw) = ag(u,v) + bg(u,w)
ii. Simetrik:

Yu,v € V icin

g(”? w) = g(w7 U)

ozellikleri saglaniyor ise g ye V iizerinde bir simetrik bilineer form denir [3].

V' vektor uzayi iizerinde bir simetrik g bilineer formu i¢in agagidaki ssmflandirma

sz konusudur:
VveV ,v+#0icin g(v,v g bilineer formu pozitif tanimlh

VveV ,v+#0igin g(v,v

(v,v) >0
VoeV ;v#0icin g(v,v) <0 g bilineer formu negatif taniml
(v,v) >0 g bilineer formu yari-pozitif taniml
0

VoeV Jv#£0ign g(v,v) < g bilineer formu yari-negatif tanimlh
VYoveV | g(v,w)=0igin w = 0 oluyorsa g bilineer formu non degenere

aksi halde degenere denir [3].

Tanmim 2.2 g, n-boyutlu V' vektor uzayi iizerinde bir simetrik bilineer form olsun.

V' nin bir baz1 S = {ay, ..., @, } olmak tizere A= [g (o, ;)] . matrisine g nin S

nxn

bazina gore matrisi denir [3].



Teorem 2.1 g non-degeneredir < detA # 0 dir [3].

M yiizeyi iizerindeki metrigin matris formu

E F
F G

ile belirlidir. M yiizeyi iizerindeki metrigin non-degenere olmasi i¢in gerek ve

yeter sart

E F
det 40 veya EG — F2#£0
F G

olmasidir [3].

Tanmim 2.3 V bir reel vektor uzay: olsun. V' iizerinde tanimh

g:VxV-—-R

doniisiimii bilineer, simetrik ve non-degenere ise g ye V iizerinde bir skalar carpim,

bu ¢arpim ile birlikte V' vektor uzayina da bir skalar ¢arpim uzayi denir [3].

Ornek 2.1 R” iizerinde,

n—1

g (Ua w) = Z VWi — U Wy

i=1
seklinde tanimli fonksiyon bir skalar ¢arpim olup, bu carpimla birlikte R™ bir

skalar ¢arpim uzayidir.

Tanim 2.4 g, V {izerinde bir skalar ¢arpim olsun. W, g skalar ¢arpiminin iize-
rinde negatif tanimli oldugu V' nin en biiyiik boyutlu altuzay: ise W altuzayinin
boyutuna g skalar carpiminin indeksi denir.

g skalar ¢arpiminin indeksi v ise 0 < v < boyV  dir.

Ayrica, V' skalar carpim uzayinin indeksi, iizerinde tanimli ¢ skalar ¢arpiminin

indeksi olarak tammlanir [3].



Tanim 2.5 R", n-boyutlu standart reel vektor uzayi tizerinde

v,w € R" icin

n—ov n
(v,w) = 5 V;W; — E V;W;
i=1 i=v—n+1

esitligiyle verilen v- indeksli skalar carpim ile birlikte R” uzayina bir yar1-Oklidyen
uzay denir ve R ile gosterilir.
Burada 1 <7 < n olmak iizere, sirasiyla v; ve w; ler v ve w vektorlerinin bilegen-

leridir [3].

Tanmim 2.6 R yari-Oklidyen uzayinda v = 1 ve n > 2 ise R} yari-Oklidyen

uzayma Minkowski n-uzay1 denir [3].

Uyari 2.1 Calismanin bundan sonraki kisminda skalar ¢arpim uzay: yerine Minkowski

uzay1 alinacak ve kavramlar bunun igin verilecektir.

Tanim 2.7 V' bir Minkowsk: uzay: olsun.
VveV igin,

g(v,v) > 0 veya v = 0 ise v ye spacelike vektor,
g(v,v) < 0 ise v ye timelike vektor,

v # 0 iken g(v,v) = 0 ise v ’ye lightlike (null) vektdr denir [3].

Tamim 2.8 V skalar carpimli bir uzay ve v € V' olsun.

N|=

o]l = (lg(v, v)])
esitligi ile tanimli ||v|| reel sayisina v vektoriiniin normu denir. Normu 1 olan
vektore de birim vektor denir [3].

Tanim 2.9 g, V iizerinde bir skalar ¢arpim olsun.
ptq=n

olmak tizere V nin bu skalar ¢carpima gore bir ortonormal bazinda p tane spacelike

q tane timelike vektor varsa g skalar ¢arpimi, (p, q) isaretlidir denir. [3]



Tanim 2.10 g, V iizerinde bir skalar garpim olsun. S = {ey, s, ..., } C V olmak

lzere,
g(ei, e5) = dije;

ise S kiimesine V' i¢in bir ortonormal baz denir.

Burada
I, 1<j<p
<€j =
ve
1, i=7 ise
51’]’ - j
0, ©#7 ise
dir [3].

Tanim 2.11 {ey, es, ..., e, } kiimesi V' i¢in bir ortonormal baz olsun.

Herbir v € V' vektorii i¢in

v = Zeig(v7 ei)eia € = g(ei’ ei)

seklinde yaziligi tek tiirliidiir [3].

Tanim 2.12 V # {0} skalar ¢arpim uzay: bir ortonormal baza sahiptir [3].

Tanim 2.13 (V, g) bir Lorentz uzayr ve W C V bir alt uzay olsun.
YV a,b €W igin
g\w<a7 b) = g(a7 b)

seklinde tamimh gy, fonksiyonu g6z 6niine alinsin. Eger,
g} pozitif tamimh ise W ya spacelike altuzay,
g} nondegenere ve indeksi 1 ise W' ya timelike altuzay,

gl degenere ise W ya lightlike altuzay denir [3].



Tamim 2.14 M bir diferensiyellenebilir (C*° -) manifold, M tizerindeki C' *°

vektor alanlarinin uzay1r x (M) ve reel degerli C* fonksiyonlarin

birimli ve degismeli halkasi1 C*° (M, R) olsun.
g9:x(M) x x(M) — C=(M,R)

olmak tizere Vp € M icin g,, TpM uzay: iizerinde bir skalar carpim ise (M, g)
ikilisine bir yar1 Riemann manifoldu ve g ye de M iizerinde bir yar1 Riemann
metrik denir.

Vp € M igin g, nin indeksi v ise (M,g) ikilisine v-indeksli yar1 Riemann
manifoldu denir.

Ozel olarak v = 1 ise bu manifolda Lorentz manifoldu denir [3].

Ornek 2.2 R" {izerinde tanimh

n—1

g (Ua U)) = Zviwi — UpWy

i=1
fonksiyonu R" iizerinde bir yar1 Riemann metrigidir ve bu metrikle R™ bir yar

Riemann manifoldudur.

Tanim 2.15 M bir manifold olmak iizere,

Vi x(M) x x(M) — x(M)
(X,Y) > V(X,Y)=VxY

doniigiimii,

i. Vx(Y+2) = VxY+VxZ

ii. V(X+y)Z = VxZ+VyvZ

iii. VyxV = fVxY,;V feC>(MR)
iv. Vx(fY) = X(/)Y +fVxY

ozelliklerini sagliyorsa V ye M iizerinde bir afin konneksiyon, Vx e de X e

gore kovaryant tiirev operatorii denir [1].



Ornek 2.3 XY € x(R") ve X = Cia%i, Y = Ci% olmak iizere,

VxY IX[C]g
J

seklinde tanimh

Vi x(R™) x x(R") — x(R")

doniisiimii bir afin konneksiyondur.

Buna R" iizerinde standart afin konneksiyon denir.

Tanim 2.16 M bir yari-Riemann manifoldu ve M {izerinde bir afin konneksiyon
V olmak tizere

i. Konneksiyonun sifir torsiyon 6zeligi:

(X,)Y]=VxY - Vy X VXY €x(M)
ii. Konneksiyonun metrikle bagdasma 6zeligi:
Xg(Y,2) = g(VxY, Z) + g(Y,VxZ) ;¥ Z € x(M)

saglaniyorsa V a M iizerinde bir Riemann konneksiyonu veya bir metrik

konneksiyon denir [1].

Ornek 2.4 Ornek 2.3 deki standart afin konneksiyon Ornek 2.1 deki metrige

gore bir Riemann konneksiyonudur.

Simdi V Riemann konneksiyonunun lokal ifadesi asagidaki sekilde ve-rilebilir:
(M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve M iizerinde bir lokal koordinat sis-

temi {x1, z9, ..., x, } olmak iizere (M) nin bir baz

o @ 8
{ 3o’ Bag) ) (%1} olarak alinsin.
Ayrica,

.9 9
g”— 81:/8@



ve
9 _5 0 _g
8_m,- - aza A 8]
olmak fizere,

Vo0 =T50 1<i,j,k<n (2.1)

esitlikleriyle taniml

Il M —R

V Riemann konneksiyonunun Christoffel sembolleri denir.

Ornek 2.5 Ornek 2.4 de verilen standart afin konneksiyonun Christoffel sembol-

leri sifirdir [1].

Tanim 2.17 (M, g) n-boyutlu Riemann manifoldu ve V da M iizerinde tanim-
lanan Riemann konneksiyonu olmak tizere

VXY, Z € x(M) i¢in

20(VxY,Z2) = X9V, 2)+Yyg(Z,X)—Zg(X,Y)

-9 (Xv [Ya Z]) _9<Ya [X’ Z]) +9(Z7 [XaY])

seklinde verilen esitlige Kozsul formiilii denir [4].

Bu formiile gore

m 1 0 0 0 m
Iy = B ; {a_mig]k + @—xjgm @—xkgzg} g

elde edilir. Burada, [g;;]™! = [¢*™] dir [4].
Tanim 2.18 M bir Riemann manifoldu ve M {izerindeki vektor alanlarinin mo-

diilti x (M) olsun.

M iizerindeki bir Riemann konneksiyonu V olmak {iizere

R+ x(M) xx(M) xx(M) — x (M)

R(X,Y)Z = VxVyZ—VyVxZ—VixyZ



bi¢iminde taniml (1, 3) tipli tensor alanina Riemann egrilik tensorii denir|3] .
VXY, Z, VW € x(M) i¢gin Riemann egrilik tensorii agagidaki ¢zelliklere
sahiptir:
i. R(X,Y)Z = —R(Y,X)Z
ii. g(R(X,Y)V, W) =—g(R(X,Y)W,V)
iii. R(IX,Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0
iv. g(R(X,Y)V, W) = g(R(V,W)X,Y).

Ornek 2.6 Ornek 2.4 de verilen Riemann konneksiyonu gozoniine alindigida
R™ nin egrilik tensorii sifirdir. Dolayisiyla stz konusu metrik yapiya gore R™ sifir

egrilikli bir manifolddur.

Tanim 2.19 M ve M m ve n boyutlu diferensiyellenebilir manifoldlar ve
f:M—M
fonksiyonu p noktasinda diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere,
fo 1 M - TypM
vy = oy ) = (0 Uil oot Ul))

ile tamiml f, doniisiimiine f nin tiirev doniigsiimii denir.
Eger g € C*(M,R), f (p) nin komsulugunda diferensiyellenebilir bir fonksiyon
ise
(fur, (W) g =0y (90 f)
dir [1].

Tanim 2.20 M ve M, sirasiyla n ve (n+ d)-boyutlu birer C* manifoldlar olmak

lizere
f:M—M

diferensiyellenebilir bir déniisiim olsun.

vV pe M icin
Jop : TyM — Tf(p)M



tiirev doniigiimii birebir ise f fonksiyonuna bir immersiyon denir.
Bu durumda M ye de M nin immersed altmanifoldu denir.
Eger, f immersiyonu birebir ise f ye imbeding (gémme), M ye de M nin

gomiilen altmanifoldu ya da sadece altmanifoldu denir [1].

Uyari 2.2 Calismanin ileriki kisminda R* deki 2-boyutlu bir imbedded altmani-

fold R* de bir yiizey olarak alimacak ve M? ile gosterilecektir.

Ornek 2.7 Parabol diizlemin bir immersed altmanifoldudur. R3 deki biitiin

yiizeyler birer immersed hatta imbedded altmanifoldudur.

Tanim 2.21 M ve M , sirasiyla, n ve (n+d)-boyutlu birer C* manifoldlar olmak
lizere

f:M—-M

diferensiyellenebilir bir doniisiim olsun. M manifoldu bir Riemann yapiya sahip
ise f yardimiyla M den indirgenen metrik icin

Vp € M olmak {izere
(X, Y>p = <f*p (X)p , Jop (Y)p>’VXp’Y;7 €1,M
esitligi saglandiginda f e bir izometrik immersiyon denir [1].

Tamim 2.22 M" m-boyutlu ve v-indeksli yari-Riemann manifoldu ve MZ m-

boyutlu ve v indeksli bir bagka yari-Riemann manifoldu olsun.

——n

J: M — M,

dontigiimii bir izometrik immersiyon ise (RankJ = m) M]* manifolduna HZ bir

yari-Riemann altmanifoldu denir [3].

Uyar1 2.3 Bundan sonraki gosterimlerde M iizerindeki metrik tensor ile M {ize-

rindeki metrik tensor g ile gosterilecektir.

10



Tanim 2.23 M bir yar1 Riemann manifoldu ve A/, M nin bir yar-Riemann
altmanifoldu olsun. M {izerindeki Riemann konneksiyonu V olmak tizere,

VXY € x(M) icin

Vix(M) x x(M) — x(M)
(X,Y) =V xY =tanVxY

seklinde tanmimli doéniigiimiine M altmanifoldu iizerine indirgenmis konnek-

siyon denir [3].

Tanim 2.24 M ve M sirastyla m ve n boyutlu Riemann manifoldlar: olmak iizere

M manifoldunun bir alt manifoldu M olsun. M ye normal birim vektor alani N

ve Vx N nin teget ve normal bilesenleri sirasi ile, —AxX ve Vi N olmak iizere,
A x (M) x x (M) — x(M)

dontistimi iyi tanimhdir. Boylece
VxN = —AyX + VN

bigiminde Weingarten esitligi elde edilir.
Burada Ay sekil operatorii, Ve de M nin T-M normal demetindeki (nor-

mal) konneksiyonudur [2].

Tanim 2.25 M, M yari-Riemann altmanifoldunun bir altmanifoldu ve M {ize-

rinde verilen Riemann konneksiyonu V olsun.

VX ex(M)veV¢ex (M) icin

VX (M) x x(M)t — x (M)
(X, €) — Vx& = nor(Vx€)

seklinde tammh V-+operatoriine M altmanifoldu tizerinde normal konneksiyon

denir [4].

11



Tamim 2.26 M manifoldunun bir alt manifoldu M olsun.

VX,Y € x(M) ve V¢ € x(M)* igin

R* 2 x (M) x x(M) x x(M)* — x (M)*
(X,Y,§) = RH(X,Y) € = Vx Vil — VyVxE — Vixy €

esitligine normal konneksiyonun egriligi denir [4].

Tanim 2.27 M, bir Riemann manifoldu ve M, M nin bir altmanifoldu olsun.
V, M iizerinde bir Riemann konneksiyonu ve M iizerinde bundan indirgenen
Riemann konneksiyonu V olsun. Bu durumda
VX,Y € x(M) igin

o(X,Y)=VxY —VyY

esitligiyle tanimli

o : X (M) x x(M) — x (M)*
(X,Y) - o(X,Y)=norDyxY

doniistimiine M altmanifoldunun ikinci temel formu denir.

Boylece VX, Y € x(M) icin
VxY =VxY +0(X,Y)
esitligi yazilabilir. Bu egitlige Gauss esitligi denir [2].

Tanim 2.28 Eger 0 = 0 ise M ye M nin bir total geodezik altmanifoldu

denir .

Sonug 2.1 M nin sgekil operatorii Ay ve ikinci temel formu o arasinda
g<ANX7Y) :g(O'(X,Y),N>

bagmtist vardir. Burada g, 7,M deki Riemann metrigidir [2].
ispat: XY € x(M), N € x" (M) icin

12



g(Y,N) = 0

Xg(Y,N) = 0

g(VxY,N)+g(Y,VxN) = 0

g(VxY +0(X,Y),N)+g(Y,—AvX +VxN) = 0
g(VxY,N)+g(c(X,Y),N)+g(Y,—AxX) + g (Y,VxN)

g(ANXaY) = g(U(XvY)’N>

esitliginin saglandigi goriiliir.

Tanmim 2.29 (M,g) yar1 Riemann manifoldunun n boyutlu bir altmanifoldu
(M, g) olsun. M iizerindeki bir p € M i¢in T,M nin lokal ortonormal baz

{e1, €9, ..., €, } gozoniine almsin. M iizerinde

H : M— U TpJ-M’
PEM
H,= %Z?:l g o(e,e), €i=gl(e;e)

seklinde tanimh vektor alanina da ortalama egrilik vektor alani denir [3].
Tanim 2.30 M iizerinde H = 0 ise M ye minimal altmanifold denir [2].

Tanim 2.31 (M, g) Riemann manifoldunun bir altmanifoldu M olsun.
VX,Y € x(M) igin
o(X,Y) = Hg(X,Y)

ise M ye M nin umbilik altmanifoldu denir [2].

Tanim 2.32 (M, g)bir Riemann manifoldu, M ye de M nin bir altmanifoldu
olsun. M nin ikinci temel formu o ve ortalama egrilik vektorii H olmak iizere,
VXY € x(M) icin

9(0(X,Y), H) = Ag(X,Y)

ise M manifolduna, M manifoldunun pseudo-umbilik altmanifoldu denir [2].

Tanim 2.33 R} de
S} ={zeR}: (z,z) =1}

13



ve

H} ={z eR}: (z,z) = -1}

yiizeylerine sirasiyla De-Sitter uzay: ve pseudo-hiperbolik uzay denir [6].

Tamm 2.34 M? kiimesi R} iginde bir alt kiime olsun. Her p € M? noktast
icin R} i¢inde agagidaki kosullar saglayan bir V' komsulugu ve bir U C R? agik
kiimesinden V N M? C ]R‘ll iizerine orten bir 2 : U — V N M? doniisiimii varsa
M? alt kiimesine bir yiizey denir.

i. z doniigiimii tiirevlenebilirdir.

ii. z doniigiimii bir homeomorfizmadir.

iii. z dontigtimii regiilerdir(5] .

Tanim 2.35 R, 4-boyutlu Minkowski uzaymda bir yiizey M? olsun.
V p e M? veVw, € T,M? i¢gin ¢ (vp,w,) =0 = v, =0 Onermesi saglaniyorsa

M ye R} de non-degenere yiizey denir [3].

Tanim 2.36 R}, 4-boyutlu Minkowski uzayinda bir yiizey M? olsun. M? yiizeyi
tizerine indirgenmis metrik pozitif tamimh ise M? yiizeyine R} de Spacelike

yiizey denir [3].

Tanim 2.37 R}, 4-boyutlu Minkowski uzayinda bir yiizey M? olsun. M? yiizeyi
iizerine indirgenmis metrik Lorentz metrigi ise M? yiizeyine R} de Timelike

yiizey denir [3].

Tanmim 2.38 R{, 4-boyutlu Minkowski uzayinin biitiin timelike vektorlerin kiimesi
T olsun.

Boylece V. u € 7 icin

C(uw) = {Fer:9(u,7) <0}

= {7 ek gz—uz—u) <0}

14



. . . — . . . .. . o o .
bigiminde tanimlanan C (') kiimesine u’yu igeren E{ {in time-konisi denir.

Minkowski 4-uzaymda 7" ve 3 timelike vektorleri ayni time-koninin eleman: ise
9(7.Y) == 7.1V cosh

olacak sekilde bir tek 6 > 0 reel sayis1 vardir. Yukarida verilen 6 reel sayisina z

ve 7/ timelike vektorleri arasindaki Lorentz timelike a1 denir.

Tanmim 2.39 n-boyutlu bir reel V' vektor uzay: tizerinde bir skalar carpma g ve
W da V nin bir altuzay: olsun. Eger W tizerinde g non-degenere ise I ya non-

degenere alt uzay, non-degenere degilse W ya degenere alt uzay denir [3].

Tanim 2.40 ¢ odakl bir elips p = (p1, p2) ve ¢ = (q1,¢2) € M i¢in

seklinde tanimlanir. Burada £ bir reel sayidir.
Minkowski diizleminin ¢ elipsine gore gercek denklemi x kordinatinin p ve

q odaklarina gore asagidaki gibi verilir.

0 = 4((g—p)® = k)2® +8(q — p1)(p2 — @)y
+4((p2 — @) + k)9
H4(((r = p) (3 — 15 + 65 — p3 — k) + 2K qu)a (2-3)
+4((p2 — @)(@} — P} + 65 — 3 — K?) — 2K2q0)y

+(¢ —pl + @ — p3 — K°)? — 4k>q; + 4K q3.

Gercekten Minkowski diizlemindeki konik denklemi Oklid diizleminden
farkhidir. Okliddeki genel quadratik denklemlerdeki koniklerin smiflandirilmas

kullanilarak (2.3) denkleminin diskriminanti

A = 64]€2((p2 — q2)2 — (p1 — q1)2 + ]{Z2> € R

15



elde edilir.
p2 # —qo odak noktali elipsi alalim.

(p2—@)* > —(p1 — @)* + £

oldugundan A > 0 dir. Bu nedenle ne tam ne de kapali bir egridir [9].
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3. R* DE SPACELIKE YUZEYLERIN TANJANT
INVARYANTLARI

Bu boliimde [7] de verilen yiizeylerin geometrik invaryantlar: incelenecek-
tir.

R} Minkowski uzay1 iizerinde (3,1) isaretli skalar carpim () ile gosterilsin ve

=|

- <U17U27U37U4>

gl

= (wl,wg,wg,w4)

olmak iizere

(v, W) = ViWy + VoWa + VW3 — VgWy

seklinde tanimlansin. R{ iin standart bazi {ey, €2, €3, 4} olsun. (,) skalar ¢carpimin

tanimindan
<617€1> = <62)62> = <63763> - 17 <64’64> =1

oldugu agiktir. Bundan sonra bu baz Rf i¢in bir yonlendirme olarak alimacaktur.

R? de bir yiizey, D C R? igin bir acik alt kiime olmak tizere,
M? = {(z (u,v) : u,v € D)}

seklinde gosterilecektir
M? R} de bir spacelike yiizey olsun. M? nin bir p noktasinda teget ve normal
uzaylan sirasiyla T,M? ve N,M? ile temsil edilecektir.
(,) non-degenere oldugundan bir p € M? noktasinda agagidaki direkt toplam
yazilabilir:

R} = T,M* ® N,M?.
(,) nin T,M? teget uzaymmn kisitlanmigi g ile gosterilecektir.
Agikca goriilmektedir ki g, (2,0) isaretli iken (,) nin N,M? normal uzayna
kisitlanmugt (1, 1) isaretlidir.
M? nin bir p noktasindaki teget uzaymnin bir baz {z,, z,} olsun. M? spacelike

bir yiizey oldugundan
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(zuszu) > 0, (24,2,) >0
dir. Buna gore

E (ua U) = <Zu, Zu>7
F (’LL, U) = <Zua Z’U)a (31)
G(U’U) = <Zvazv>

esitlikleri ile verilen diferensiyellenebilir fonksiyonlar elde edilebilir.
Tamim 3.1 (3.1) esitlikleri ile verilen FE, F,G fonksiyonlarma birinci temel

formun katsayilar1 denir.

Yiizeyin 1. temel formu hesaplanabilir.

Gergekten,
z nin tam diferensiyeli
do= Laut 92y
T T ™
olup
I = (ds)’ =<dzdz >
B 0z 0z 9 dz 0z 0z 0z 9
= < %,% > (du) +2< %,% > dudv+ < %,% > (dl))

= E(du)’+ 2Fdudv + G (dv)?

bulunur. Buradan

<d3)2 _ du ’ du 2
o) E ol 2de + G (dv)

icin standart gosterimi
T\ p)=EN+2F \u+Gr?, \peR
seklinde elde edilir. I (A, u) pozitif oldugundan ve (3.1) yardimiyla
W = VEG-F?

ile verilir.

Bir {ny,ns} normal cati alam alimabilir 6yleki (ny,nq) =1, (ng,ng) = —1,

18



ve {zy, 2,01, N9} dortliisii R} {in pozitif yonlendirmesidir. R} de standart ko-

varyant tiirevi V' ile gosterilsin.

Tanim 3.2 z(u, v) nin 2.mertebeden kismi tiirevleri zy,, 2y, 2yy ve normal vektor

alanlar1 n,, ny olmak {izere M? nin ikinci temel form katsayilar:

C%l = <ZUU’n1>; 0%1 - <Zuuan2>;
6%2 = (Zuw, N1); C%Q = (Zuws N2);
€y = (Zows 1); 2y = (2py, M2).

esitlikleri ile tanimlanir.

Onerme 3.1V z,, 2, € T,M? ve {ny,ny} € T;) M? igin

Vo2 = Zuw=T1z,+T22, +chn — cEiny;
V;uzv = Zu = Dgzu + 392y + CloMa — CloMo;
V/szu = 2y =I520 + T52, +C3yny — Coyna;
V;vzv = Zy = Dao2y + D302y + CooMy — CaoMa.

dir. Burada Ffj Christoffel sembolleridir.

M? nin ikinci temel formunu o olmak iizere

VX, Y, € T,M?* i¢in o ( X,,Y,) = nor (V/XPY) seklinde tanimh oldugundan

0 (Zu, 24) = cClng—c2ng;
0 (2u,2y) = ClgNy — CioNa; (3.2)
0 (20, 2y) = CyoMy — CogMa.

esitlikleri elde edilir.

(3.2) egitlikleri gozoniine ahindiginda asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1 M? yiizeyi bir hiper diizlemde yatar gerek ve yeter sart M? total
geodeziktir.
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Herhangi bir noktada ytiizeylerin de genel tiplerini inceleyebilmek icin cfj

katsayilarini sifirdan farkl kabul edilebilir.

Simdi M? yiizeyinin herhangi bir noktasmda eslenik tegetler tanimlanacaktir.

Sifirdan farklh X = Az, + pz, teget vektorii gozoniine alinsin.

g = H§_H olmak tizere bir p € M? noktasindaki

A'UJ v
ag(Y):a<M Y), Y € T,M?

VIO )

ile taniml

oy T,M* — N,M?

doniigiimii tanimlanabilir.

Burada o, dontistimii lineerdir.Gercekten,

oy : T,M* — N,M?

Y — 0, (Y) :0<ﬁ,3/)

X
o,Y)=0(9,Y)=0 (W,Y> = norvu%l

i.a,beR Y, Z € T,M?* olmak iizere

o4(aY +bZ) = nor(V,(aY +02))
= nor (aVyY +bV,Z)
= aV,Y +bV,Z

= aoy(Y)+bo,(2)

ii. A e R

o, (AX) = nor (V,AY)
= nor (A\V,Y)
= Anor (V,Y)
= Ao, (V).

20
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0,4 lineer doniisimii, ¢ ile lineer bagimh sifirdan farkli X vektoriintin seci-

minden bagimsizdir. (3.2) ve (3.3) kullanilarak o, (z,) ve o, (z,) normal vektorleri

asagidaki gibi elde edilebilir:
Y =az, + bz,

o, (Y) =0 (M,y>
I (Ap)

esitligi yazilabilir. Bu esitlikte Y yerine yazilirsa

olmak iizere (3.3) den

A v
o, (Y) = a( Put 12 azu—i-bzv)

VIO

A p
NorV rsutuz, (02, +b2,) = ——=V, (az, +bz,) + V., (az, + bz,
ﬁ( ) I (Ap) ( ) I(Ap) ( )
== #Vzuazu—i— V..bzy
V(A ) )
A V., az, + a V., bz,
V(A (A 1)
Aa Ab
= Vzuzu + — Vzuzv
(A ) V(A )
Iz b
+ zvzu + —Vzvzv
I(A ) V(A )
Aa 1 9
= c{n1 — Cjn
T (v
Ab 1 9
C{oN1 — CioM
T (2
pa ( 1 2
C12M1 — 012”2)
(A )
pb 1 2
I (A 1)

(Aaci; + (Ab + pa) ciy + pbcky) ny

V(A )

(Aac?; + (Ab + pa) iy + pbcdy) no

V(A p)

(Aaci; + (Ab + pa) ciy + pbcky) ny

V(A p

(Aac?; + (Ab + pa) 2y + pbcdy) no

V(A )



(Aaciy + (Ab + pa) eiy + pbegy) 11

I (A )
(Aact; + (Ab + pa) cfy + pbesy) ny

I (A )

elde edilir. Simdi (3.4) esitliklerinde 6zel olarak

Y =2, Y=z

alinirsa agagidaki egitlik elde edilir.

Aty + ey _ Acty + pcty

0g(2) = TO ) O ) ny TO 0 O ) Na;

7, (2) = Aciy + fic3, ny — Aty + pic3, Ty,
o VI (Ap) V(A )

M? nin bir p noktasindaki iki tegeti gy : X1 = M2, + 1,2, ve

g2 @ X1 = Aoz, + g2, Olsun.

Sp{ni1,ne} normal uzayinda o, (2,) 04, (2,) ve 04, (24) 04, (2,) normal vektor
¢ifti yardimiyla tanimlanan paralel kenarlar1 gozoniine alinsin. Bu paralel ke-
narlarin alanlar sirasiyla S (0, (24), 04, (20)) ve S (0g, (2u), 04 (2,)) ile goste-
rilecektir.

g1, g2 tegetler ciftine agagidaki gibi tanimlanan ( o1, 0 SAVISI kargilik getirilsin:

o S 0p(n) | S(on(a). 0u () 56

W W

(3.5) deki esitlik gozoniine alinarak ¢ o1 oy Say1st asagidaki sekilde hesaplanabilir:

1.1 1.1 1.1
‘351 0%2 €11 €22 C1g €22

9 Mg + |11 %2 (/\LUJ2 -+ ,[1,1)\2) +2|127%2 Mg o
< — ‘11 12 €11 C22 f1z %2 (3 7)
g1 92 W.\/I (>\17M1)\/I QENTY
Burada
11 el 12 €3
Al _ 5%1 C%z . AQ _ C%I 032 . Ag — 052 ng .
¢ty cta |’ €1y 5 |’ 12 22
L(UHU):& M(U,U):%, N(U,'U):%a

W )
esitlikleri hesaba katilarak (3.7) esitligi daha kisa bir gekilde agagidaki gibi yazilir:

LA + M (Mg + pyAe) + Ny

Cor n = VIO )V (N )

(3.8)
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Teorem 3.2 Cg 5y SAYISI M? deki parametre degisiminden bagimsizdir.
1

Ispat: M2 nin (u,v) parametrelerinin degisimi

)

v =1 (u,D)

<

u=u(u,

( (w, v)eD, DeR?) (3.9)

J = UgUy — UpUyg % 0

olsun.
Zg = ZyUm+ 2y U,y
25 = ZuUy + 2,07
E = <Zﬂ, Zﬂ>7
F = <Zﬂ) ZF>7
G = (2, %)
oldugundan
E = wWE + 2ugugF + v2G,
F = ugupE + (ugvy + ugvg) F + vgueG, (3.10)
a — U%E —+ 2U§'U§F + 'U%G

EG—-F =J*(EG - F?)

veya buna denk olarak

W =eJW
dir. Burada J nin isareti ¢ dur.
_1 2
o (2w, 2q) = Cyn1 — CyNe;
_1 2
0 (2g,25) = Tiagni — CiaNa;
_1 )
0 (25, 25) = CooMl — Caglla.

(3.9) ve (3.2) den asagidaki egitlikler elde edilebilir.

% .92k k 2 k
C1 = UgChy + 2UuzVgCiy + V5Chy,

k k k k _
ry = ugupch, + (ugvy + uzvg)cly + vgvgch,, ¢ (k=1,2.)

& .2k k 2 k
Cgg = UzCYy + 2UzUyCly + U5C5
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ve dolayisiyla

= J (U%Al + UEUEAQ + U%Ag) ;

= J (2UﬁUﬁA1 -+ (Uﬂ'U@ + 'LL@'Uﬁ)AQ -+ 2Uﬂ'UﬁA3) ]

el B P

3 = J (QUHU§A1 + (Uﬂvy + UﬁUﬂ)Ag + QUﬂ'UﬁAg) ]

Boylece L, M, N fonksiyonlarimi asagidaki gibi ifade edilebilir:

L = e(uiL + 2ugvzM + viN),
M = ¢ (uguyL + (ugvy + ugvg) M + vgugN) (3.11)
N = ¢ (u%L + 2ugvgM + v2ZN ) .

X = A2y + pzy = Mo + f1,. oldugundan

A= A+

=I

&

Uy

>
&
=
§

/11 =
diir. (3.9) kullanilarak

LA\ido + M (Mfi; + iphe) + Ny
= e (LMAz + M (Mpg + pyAo) + Ny pio) -

I (N ) =1(\ p) oldugundan
: LA\ g + M (M + i he) + Niigjin
SN T SN
(LA1A2 + M (Mg + py A2) + Ny i)
VI s )V (N2 o)

= &

91,92

Sonug olarak, ¢ 5, SAy1sl parametre degisiminden bagimsizdir.
91,

Sonug 3.1 Aralarindaki igaret farki teget veya normal uzayda segilecek bir yon-

lendirme ile kaldirilabilir.

Tanim 3.3 Eger qu - = Oise g1: X1 = M2y + 120 Ve g2 @ Xo = Aozy + 192y

tegetleri eglenik tegetlerdir denir.

24



Agikga goriilmektedir ki ¢ o2 = 0 esitligi

LAy + M (Apiy + pyAe) + Ny =0

esitligine denktir.

Son esitlikteki formiil yardimiyla M? yiizeyinin bir p noktasindaki o ikinci
temel formu agagidaki sekilde tanimlanabilir.
Bir p € M? noktasinda bir tanjant vektor X = Az, + pz,, (\, 1) € R olsun.
O zaman

o(M\p) =LA\ +2MMu+ Ny A\, peR.

Teorem 3.2 deki M? nin E, F, G katsayillarinin parametrelerinin degistigi
gibi L, M, N fonksiyonlarinin da parametreleri degisir.

M? nin bir bagka normal ¢at1 alan {n7, 7y} ise
<n~17ﬁ/1> = 17 <ﬁ/17ﬁ/2> = 07 <T’Lv27nN2> = _1

olmak iizere

ny = ¢ (cosh On; + sinh 6n3) ; ,
, (¢ =+1.)
ny =€ (sinh @ny + cosh Ony) ;
olarak verilsin. Onerme 3.1 deki esitliklerin normal bilesenlerin oldugu yerlere

yukaridaki n; ve ny nin degerleri yerine yazilsin.

’

(
e (cosh Ony + sinh Ony

!/

¢ (sinh #n7 4 cosh Ony

V;uzu = ¢ B (cosh #ny + sinh 9772)— — B (sinh 6n; + cosh 0772)_ ;

V/Zuzv = cl, :5/ (cosh Oy + sinh 97”72): — 2, 25/ (sinh On; + cosh 97772): ;

V;v 2. = Cy :5/ cosh fny + sinh Qﬁg): —c3 :5’ (sinh 7y + cosh 9772): ;
| )]~ )

!
Vzvzv = Cy — Co2

Buradan

(V;uzu, m) = &, =¢ (coshfcy, — sinh fc}))
(V;uzu, Ma) = ¢4 = (coshfcl, —sinhdcy;)
(V. 2,,1) = Clpg=¢ (coshfcy, — sinh 6c3,)
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<V;u3u,n~2> = Fy=¢ (coshct, — sinhfcy,) .

k

esitlikleri yazilabilir. Genel olarak EZ ve ¢ (1, j, k = 1,2) fonksiyonlar1 arasindaki

bagint1 agagidaki esitlikler yardimiyla ifade edilir.

¢l = ¢ (coshfct. — sinh Oc2.
v ( Y ”) (i,5 =1,2.)

2 1 2
¢;; = € (—sinh 0c;; + cosh fc;;)

Bu esitlik yardimiyla

olup

—~

Ay

R R e
€11C12 — C12¢11

/ . / .
e (coshfcy; —sinhfci,) e (coshfcf, — sinhcy,)

—& (cosh fcy, — sinh 90?2) 3 (cosh fc3, — sinh Qch)

2 [ (cosh fct, — sinh Oc?)) cosh Oc2, — sinh fcl,

| — (cosh fcl, — sinh 6c2,) (cosh fc3; — sinh fcl,)

bl 0*cl,c2, — cosh @sinh fcl,cl, — sinh 6 cosh §c2,c?,
e? | +sinh?c2cl, — cosh6?cl,c?, + cosh @ sinh fctcl,

I +sinh @ cosh 6c2, 2, — sinh 6*c2,cl,

£? [(cosh 0* — sinh 02) (c11¢3) + (sinh 0 — cosh 92) (hets)]
e’ (Chc%z - C%lcb)

!
3 2A1

~ 22A
L(u,v) = c W !

= 2L (u,v)

dir. Benzer gekilde ZJZ = A, i = 2,3 yazilabilir. Bununla birlikte

M (u,v) =22, N (u,v) =283 W =EG—F?

oldugundan KZ =A;,1=1,2,3ve w gozoniine alindiginda

yazilabilir.

L=¢c2L, M=¢2M, N=¢?N

Sonug olarak L, M, N fonksiyonlar1 yiizeyin normal c¢atisinin segilisinden bagim-

sizdir.
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Sonug 3.2 Ikinci temel form yiizeyin normal uzayinin veya teget uzayinin yon-

lendirmesinden kaynaklanan bir isaret farkiyla invaryanttir.

R3 deki yiizeylerin klasik diferensiyel geometrisinde oldugu gibi ayn1 yolla
R* de verilen bir yiizeyin herhangi bir noktasinda da eslenik teget vektorleri yine

ikinci temel form belirler. [4]

Uyar1 3.1 Yukaridaki incelemeler gostermektedir ki ikinci temel form anlamin-

daki esleniklik ¢ o1.g, VATyanti yardimiyla tanimlanan esglenikliktir.

Yiizeyin g tanjant vektoriine v, ve o, invaryantlar: karsihk getirilecektir.

g: X = Az, + pz, bir tanjant vektor ve bunun

FA+Gp_ EA+Fy

Xt = TR Zu R Zy

(3.12)

vektorii tarafindan tespit edilen birim ortogonal vektor g+ olsun.

Tanim 3.4 v, =( = vea, = ¢ | fonksiyonlar sirasiyla g tanjant vektoriiniin
? 9,9

normal egriligi ve geodezik torsiyonu denir.

Yukaridaki tanim, (3.6) ve (3.8) esitlikleri gozoniine alinirsa

S (09 (zu), 04 (20)) _ 1T (A p)
w I (A p)

Vg =2

seklinde hesaplanir. Buradan g tegetinin normal egriligi, o, (z,) ve o4 (2,) normal
vektorleri tarafindan tespit edilen paralelkenarin alanimn iki katidir. R? de yiizeyler
teorisinde bir tegetin normal egriliginde oldugu gibi ayni yolla yiizeyin birinci ve
ikinci temel formlar1 aracihgiyla v, invaryantida yazilmigtir.

(3.8) ve (3.11) kullamlarak

N (EM — FL) + M (EN — GL) 4+ 2 (FN — GM)
WI (A, )

Oég:

elde edilebilir. Burada a,, R?® de yiizeyler teorisindeki geodezik torsiyona benzer

olarak birinci ve ikinci temel formun katsayalar: cinsinden yazilmigtir.

Tamm 3.5 Eger g dzeslenikse yani v, = Oise g : X = Az, +puz, tegeti asimtotiktir

denir.
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M? nin bir p noktasindaki asimtotik tegetleri icin denklemi
LN +2M M+ Np? =0

dir.

Tamim 3.6 Eger o, = 0 ise g : X = Az, + pz, tegeti bir asli dogrultudur denir.

M? nin bir p noktasimdaki asli tegetlerinin denklemi

EG FG|,
LM | =0

EF
LM

)\2+’

dir.

Tamim 3.7 M? de bir egri

c:u=u(q),v=v(q);qg€ JCR
olsun. Eger bu egrinin tegeti asimtotik ise asimtotik egri,asli ise asli egri denir.
Tamim 3.8 Bir M? yiizeyi gozoniine alinsim. z = z(u,v), bu yiizey igin bir

paremetri-zasyon ve z,, z, birer asli teget vektorler ise yiizey asli egriler tarafindan

paremetrize edilmistir denir.

Onerme 3.2 M? yiizeyi asli egriler tarafindan parametrize edilir < F = 0,

M =0 dir.
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4. R* DE WEINGARTEN DONUSUMU

Bu boliimde R* deki bir yiizeyin geometrisini incelemek icin bazi diferan-
siyel invaryantlar tanimlanacaktir.

Bilindigi gibi R3de bir yiizeyin geometrisi tamamen sekil operatorii de-
nilen bir matrisle incelenmektedir. Ancak burada R* ile yiizeyin boyut fark:
2 oldugundan yiizeye ait global bir sekil operatorii olmayip normaller dogrul-
tusunda sekil operatorleri s6z konusudur. Buradan da anlasilmaktadir ki boyle
bir yiizeyin geometrisi bir tek lineer doniisiim veya buna karsilik gelen matrisle
belirlenemez. Simdi bu noktada soyle bir soruyla kars: karsiyayiz, R* de verilen 2
boyutlu yiizeyler i¢in 6yle bir matris tanimlayabilirmiyiz ki bu matrisin bazi in-
varyantlar1 vasitasiyla yiizeyin geometrisi belirlensin? Ornegin boyle bir matrisin
izi veya determinant1 bizim igin ne ifade eder?

Tersine bulunacak bu invaryantlar yiizeyi tamamen tespit edebilir mi?
Daha acikcasi bu invaryantlar vasitasiyla R* deki yiizeyler icin bir temel teo-
rem verilebilir mi? Ganchev ve Milousava 2008 de yaptigi "On The Theory of
Surfaces In The Four-Dimensional Euclidean Space " isimli ¢calismada bu sorunun

cevabim Oklidyen uzaylar icin vermistir.

R? de a;; degerleri L, M, N katsayilar tiiriinden ifade edilsin ve

—L = (Ny,z,) =anFE + anF,

—M = (N,,z,) =apE+ anF (4.1)
= (Ny, 2z,) = a1 F + a1 G,

—N = (N, z,) = a1nF + anG

fonksiyonlar: tanimlansin. (4.1) esitlikleri matris formunda agagidaki sekilde ifade
edilebilir:
L M a1 a91 E F

- — (4.2)
M N 12 Q922 F G
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E F
F G

matrisi regiiler olup tersi

-1

E F 1 G -F
F gl EG-F|_p g

seklinde hesaplanabilir.
(4.2) esitligi goz oniinde bulundurularak

-1

ai; ag L M E F

12 Q22 M N||F G

esitligi elde edilir. Burada

FM —GL FL—EM FN — GM FM — EN
EG_F2 T B2 T RG22 T gg_F2 -

apy =

seklinde hesaplanir. Bu egitliklere Weingarten formiilleri denir.

Denklem (4.2) kullanarak

LN — M?

(4.3)

elde edilebilir.
Ortalama egriligi hesaplamak icin v doniistimiiniin 6zdegerlerinin —k;, —k» dir.
Bu durumda, I 6zdeslik doniisiimii olmak {iizere, k; ve ko egrilikleri, bir v €

T,M? v # 0 igin

v(v) = —kv
= —klv

esitligini saglar. Bunun sonucu olarak y+£/ doniistimiiniin tersi yoktur; dolayisiyla

determinanti sifirdir. Boylece

dot ay; +k a2 ~0
a1 ag + k
ya da

k?2 + k ((ZH + a/22) + 110922 — A21A12 — 0
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olur. k; ve ko sayilar1 yukaridaki ikinci dereceden denklemi sagladiklar: i¢in

H =1 (ki +k)=—3(an +an)
(4.4)
EN+GL—2FM

_1
— 2 (EG-F?)

elde edilir. Boylece
K —2Hk+ K =0

ve sonug olarak

k=H+VH? - K (4.5)

olur [5].
R3 de oldugu gibi R} de v Weingarten tipi doniisiim I7 temel form ile
tanimlanabilir.

M? nin herhangi bir noktasinda standart yolla
v : T,M? — T,M?
olmak {izere
v(2) = Yz +72,
v(2) = Yoz + V320,

esitlikleri ile verilir.

M E F
Tanim 4.1 h = ve g= olmak tizere ¥ = —h o g~! lineer

M N F G

doniigimiine yiizeyin Weingarten tipli doniistimii

denir. Boylece v doniigiimiiniin (Vf ) bilesenleri

1 _ FM-GL 9 _ FL-EM 1 _ FN-GM 9 _ FM-EN
M= FBgFr: N T EGrFz» 27T EcFz: 127 EG_F?

dir.

(3.10) ve (3.11) gozoniine alinirsa normal ¢at1 alaninin degigimi ve yiizey-

lerin parametrelerinin degigimi altinda ~ lineer doniigtimii invaryant oldugu goriiliir.
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EN+GL—2FM

Lemma 4.1 M? yiizeyindeki £ : dety = LN—M? = —%trv =

EG—FZ: 0=
fonksiyonlar1 invaryanttir.

Ispat M? nin (u,v) parametrelerinin degisimi

( (w,v)e D, DCR*)

olsun.
Zu = Zyug+ Zy U,
25 = ZylUg t+ ZyUgp.
E - < Kz Zﬂ>a F — <ZU7 Z§>a 6 - <Zﬁa Z’U)
oldugundan
E = u%E + 2ugugF + U%G,
F = U/gU/ﬁE + (UEfUﬁ + U§UH)F + 'Uﬂ'UﬁG,
G = WEE + 2upvgF + v2G.
ve

EG—TF' = J? (EG - F?)
dir. Buradan

W=cJW,e=J

dir. Burada ¢, J nin isaretidir.

L = & (ulLl + 2ugvgM + viN),
M = ¢ (ugugL + (ugvy + ugvg) M + vgugN)
N = ¢ (U%L + 2uyvgM + vEN ) :

olmak iizere .,
IN - M
k: det7 = —_— — olsun.
EG - F

32



N -
EG — F
€ (UEL + 2ugvgM + vEN) e (U2L + 2uyvyM + vEN)
J2(EG — F?)
— (e (uguzL + (ugvy + ugvg) M + vgugN ))2
T2 (EG — F?)
e? (VAL + 2ugvgM + v2N) (VL + 2uzvgM + v2N))
T2 (EG — F?)
g? (((ugugL + (ugvy + uzvg) M + vgug N ))2)
T2 (EG — F?)
(U2L + 2ugvgM + vEN) (u2L + 2uyvyM + viN)
72 (EG — F2)
((uguz L + (ugvg + uzvg) M + vgvg N ))2
- J2(EG — F?)
(WAL + 2ugvgM + v2N) (U2L + 2uzvgM + v2N)
2 (EG — F?)
((uguz L + (ugvy + uzvg) M + vguzN))
a J2 (EG — F?)
u2u2 L2 + uguy (Uugvy + upvg) LM + uguzvgug LN
(" i )
( UgVy + UV ) UM L + (ugvy + uvvu)2M2>

dety =

2

T2 (EG — F?)
+2ugvgEM N + v2uiN L + 202uzusN M + v20iN?
72 (EG — F?)

L? (u2uZ — u2u?)

T2 (EG — F?)

LM (2u2uzvy + 2uzvgu — ugty(ugvy + upvg) — (Ugty + Uty ugts)
* T2 (EG — F?)

M? (dugvguzvy — (ugvy + upvg)?)

T2 (EG — F?)
M N (2ugvgv2 + 202umvy — (Ugy + UnVg)Vgs — VaUs(Ugs + Ugty))
T2(EG - F?)
NL (uZv2 4+ v2u2 — ugupvgvy — vgpuguy) + N2 (v2v2 — v2u2)
" ( J?(EG - F?) )
LM (2u2uzvy + 2ugvgu? — ugn(ugvy + upvy) — (UgUp + UpVg)ugty)
T2 (EG — F?)
M? (dugvguzvy — U202 — U202 — 2umzvyuzvy)
T2 (EG - F?)
MN (2uzugvZ + 202uzvy — Ugv2vg — UgU205 — Ugl2ug — VEUzUz)
T2 (EG — F?)
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2.2 | .22
N L (uzvg + vguz — ugligUgly — Uglyligliy)

T2 (EG — F?)
L M (Q,U’%uﬁvﬂ + ZUE/UHU/% — u%uivy — Uglg U

2
v

2
_uﬂ

2
Vgl — USVgUz)

J 2 (EG — F?)

2 2,2 .22
M? ugvguzvy — uzvs — uzvz)

J2(EG — F?)
MN (2uzvgv + 202umvy — 2ugvivg — 2uzvivy)
J2(EG — F?)
NL (u202 4+ viu2 — 2uguzvgvy)
2 (EG — F?)
LM (2u2uzvy + 2uzvgu — 2utupvy — 2ugvgul)
- J2(EG — F?)
M? (2ugvguzvy — u2v: — ulv?)
J2(EG — F?)
MN (2ugvgv + 2v2uzvy — 2ugvivg — 2uzv2vy)
72 (EC — F?)
NL (u2v2 + viu2 — 2uguzvgvy)
2 (EG — F?)
M Qugvgugvy — udvz — uZva) + N L (u2vz + v2ud — 2ugligUgUy)
B J2 (EG — F?)
(LN — M?) (u2v2 + vZu2 — 2uzuzvgvy)
- J2(EG — F?)
(LN = M?) (ugvy — vatig)’
- 72 (EG — F?)

(LN — M?)J*> (LN — M?)

= = =k = det
J2(EG — F?) _ (EG — F?) T
elde edilir. Diger yandan
_ _ EN+GL-2
7= ——try = —— olsun
2 (EG - )
_ 1, _ EN+GL-2FM
§Z4 = ——lry = —
2(FG - F)
(U2E + 2ugvgF + v2Q) . (e (VAL + 2uzvy M + v2N))
B 2(EG—-F?)
N (u2E + 2uzvgF + v2Q) . (e (WAL + 2uzvgM + vZN))
2(BG-T)
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2 (uzuz E + (ugvy + upvg) F + vzu5G)
(EG F2>
(¢ (uguzL + (ugzvy + ugvg) M + vgugN))

(EG F )
e (U2E + 2ugvgF + v2Q) . (AL + 2uzvs M + v2N))

2 (E—G _ ?)
e((u2E + 2uyvgF + v2G) . (WAL + 2ugvgM + vEN))
2 (E—G _ 72)

(2 (Uﬂ'U/ﬁE =+ (uEng + /U/U'UH)F =+ ’Uﬂfl)ﬁG)
2 (BG - )

—&

(UHUWL + (’LLﬂ'Uﬂ + /U/ﬁvﬂ)M =+ ’Uﬁ’UﬁN )
2(BG - )

W2uEEL + 2u2uzvg EM + 202 EN + 2ugvuguiF L + dugvguyvg F M
2 (BG - )
N 2uzugV2 F N + v2u2GL + 202u50:GM + v202GN + vZu2EL
2(EG-T)
QU%quHE M + u%v%E N + 2U§'U§U%F L + duzvgugug ' M
2(EG - )
2uzvzv2F N + v2uiG L + 202ugugGM + v202GN
2 (EG - )
B 202uEE L + 2 (ugug) (ugvy + uzvg) EM + 2uguzvgug EN
2 (EG - )
2(uzvy + uzvg)uguz F L + 2(uzvy + uzvg) (ugvy + ugvg) F-M
B 2 (5G - F)
2(uzvy + uzvg)vgs F N 4 2ugvgpuzuz G L
B 2 (5G - F)

2UﬁU§(Uﬂ/U§ + Uﬁ’l)ﬂ) GM + 2U%U%GN
2(BG-T)

(2u2uZ — 2u2u2) EL + (2utumvy + 2utugvg — 2ulumvy — 2ulugvg) EM
2(EG - )
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(U202 4+ u2vZ — 2uguzvguy) EN

2(FG - )
(2uguguZ + 2uzvpuz — 2(ugvy + upvg)uguz) FIL
2(FG - )
(Augvguzvy + duzvpugvg — 2(Uugvy + Uzvg) (UgVs + uzvg) ) F-M
2(EG - )
(2ugvgv2 + 2umvzv2 — 2(UugVy + Uy ) vgvy) FN
2(BC - T)
| (viug + v — 2ogvyugy) GL
2(BC - )
(202u5vy + 202Ugvg — 20aUs (UgVy + upvy)) GM
2(BG - )

2,2 2,,2 2,2
(vavz + vzvz — 2vzv2) GN

2(E—G_F2)

(U202 + u2vk — 2uguzvgvg) EN + (v2u2 + v2ul — 2ugvgpugty) GL

2(FG-T)

(4UEUU/LL§U§ + 4U§'U§UUU5 — Q(UQfUﬁ + 'LLngﬂ) (UQ’Ug + U§’Uﬂ))F M

2 (EG - )

(Buggtiyvy — 2u202 — 2ugUplzUyg — 2upgligVy — 2u2v2) F M

- 2<E_G—F2)

(U,ﬂ'Ug — ’UﬂUﬁ)Q EN + (Uﬂvg — UEU§)2 GL
2 (FG - F)

(Uﬂ?]g — /UUUU)2 EN + (U/E’Ug — UEU§)2 GL
2 (EG - F)

(dugugumvy — 2ulvZ — 2u2v2) FM

2(E—G_F2)

(Uﬂ/Ug — UﬂU§)2 EN + (Uﬂvﬁ — UﬂU§)2 GL
2(BG - )

2,2 22
2 (2uggumvy — uzvs — uzva) FM

z(E—G_F2)
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(U/g/Ug — UﬂU§)2 EN + (UEvg — UﬁU§>2 GL

2 <E_G . FQ)
2 (—2uzvguzvg + u2v2 + utvZ) FM
2 <E_G — 72)
. (UEvg — UEU§>2 EN — 2 (Uﬂ/UU — /UgUg)2 FM + (Uﬂvﬁ — UﬁUﬂ)z GL
2 (E—G - FQ)

_ J?EN —2J°FM + J*GL
B 2J2 (EG — F?)
_ J*(EN+GL—2FM)
- 2J2 (EG — F?)
_(EN+GL—%M@__1t B
- 2(BG-Fy 21T~

elde edilir.

Teorem 4.1 M? nin normal konneksiyonunun egriligi s« fonksiyonudur.

Ispat M2 nin normal konneksiyonu D olsun. Herhangi bir tanjant vektor alam
x, y ve herhangi normal vektor alani n olsun.

Weingarten esitliginden

V.on=—A, (z)+ Dyn
dir. D normal konneksiyonun egrilik tensorii R+
R* (z,y)n = DyDyn — DyDyn — Diyn

ile verilir. Bir p € M? noktasindaki normal konneksiyonun egriligi (R* (z, y) n,
ny) ile tammlanir. Burada {x, y, ny, ny} pozitif yonlii ortonormal ¢atidir. Genel-

ligi bozmaksizin F' = 0 alalim ve birim vektor alani

ile ifade edilsin. Buradan

1 2
o(z,x) = —anl——cgng,
1 2
C12 Cio

o (x, = ny — Na,

@) = JEe™ VEa™

C%z C%z

wazrgm—gm-
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Dolayisiyla

Cl C C2 C
Al (z) = Fo+ 7y, A(z)=Fo+ J%y,
1 2

A (y) = Ao+ Dy A (y) = 2+ Ly,

esitlikleri elde edilir.
A; (x) su sekilde elde edilebilir:

Ay sekil operatorii oldugundan
A TpM2 — TpM2
seklinde bir lineer doniisiim olup,
Ap () = Mx + Ay
seklinde yazilabilir. Simdi her iki esitligin z ile i¢ ¢arpimi alinirsa:
(Aq (z),2) = M {x,x) + Ao (y, )

olup, buradan da asagidaki egitlikler elde edilir.

)\1 = <A1(CL’) .’L’>

1 2
C11 C11
= N — —2ng,n
<E E 25 1>
1 2
C11 €11
= —nN ,n — (—N ,TL
(L) = (Tong,m)
1
c
= <En17n1>
G
E
dir. Benzer bir hesaplamayla:
Ay = Ci2

bulunur. (4.6) nin diger esitlikleri de benzer sekilde elde edilir.

Ricci denkleminden

(R (z,y) na,ma) = {[Any, Any] 2, 9)

esitligi yazilabilir. Burada

[Anw Am] Tr = Anl (An2x) - Anz (Anl‘r)
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dir. Son esitlik ve (4.6) esitlikleri kullanilarak agagidaki esitlikler yazilabilir:

Cl 02 —C2 Cl Cl C2 _62 Cl
A OA _A OA T — 11%~12 11*~12 + 1222 12 22) 7
(Ar oA = AroAy)(x) < EVEG ovic )Y

2 2 22l
A OA _ A OA — o 11%~12 11%12 + 1222 12 22)
(Az 0 Ay = Aro 42)(y) ( EVEG ov/EG )"

Gercekten

(A0 A — Ajo Ag)(z) = (A0 Ay(x) — A1 o As(x))
= (Az(fl"ﬂL \/;_G y) — Al(%x—k\/%_Gy))

1 2 2
_ ‘u 1y _ _ 2

— C%I(C%l 2 ) 0%2 ( 0%2 .T—i‘é )
@ VEG VEG = G’
C%1<C%1 Cly y) — Ty ( C1y 052 y)
\/ﬁ \/E_G \/E_G
_ 0%1 C%l C:]h ty Cly  Ciy T4 0%2 032
EE'TE \/_ VEG \/EG VEG ek
_C_%lc_hx 0%1 Cia y — cfy  Cia — cly C—%Qy
E E EVEG® +VEGVEG VEGG
_ (C_hc_%_mm) ( Ciy  Ciy _ cfy  Cia )
EE EE VEGVEG VEGVEG
1 i i Cly 3 ) Co
evee Evee" ' \VraG VGG

_ C11Cla _ ctiCly Yy + ( CiaCy _ CTaCy )y
E\/_ E\/_ G\/_ GVEG

(011012 011012) (612022 012022)
EVEG GVEG

_ (C%1C%2 —chiCly | C1aChy — 032052)

EVEG GV EG

elde edilir. Benzer gekilde

2 — 2t o2, — 2 el
Ao A — Ao A __(Gnfiz— nn | Gt 1222)
(A2 0 A; — Ay o Ay)(y) ( Wiore —

elde edilir. Simdi asagidaki esitliklerin dogru oldugu gosterilebilir:

<A2 (e} Al — Al @) AQ)(ﬂU) = E];ngGLy = Y,

(AQ o Al - Al @) A2)<y> = _Eg;rng = —xX

(4.7)

diir. Gergekten, I’ = 0 olacak sekilde z = z (u, v) parametrizasyonu secilerek
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EN +GL
2EG

2 ( Ag N Aq )
= 3 Yy
2\GVEG EVEG
5%2 0%2 C%l 0%2
C%z 032 C%z C%z

= +
aVEG | BVEG |”

1.2 2 1
C19Co9 — C19Co9

1.2 2 1
€11C12 — C11C12

= +
( ENie )y + ( NVioTe )y
_ (0%10%2 - 0%10%2 0%2032 - 0%20%2 )y

EVEG GVEG
= (Ay0A; — A0 Ay)(w)

dir. Diger taraftan

i —lt _ (EN+GL-2FM
WEmTMT T2 me ) )Y
oldugundan
. —1t ~ (EN+GL
T T Tame )Y
dir. Bundan dolay1
EN+GL
(Ag0 A — Ay o As)(z) = ~—Spo Y=
dir. Benzer sekilde
EN + GL
Ayo0A; — A0 A = =—
( 2 O 1 10 2)(y) 2EG i y

elde edilir. Sonug olarak teget uzayda
(AQ (0] Al - Al [©] Ag)

bir invaryant ters simetrik operatordiir. Yani ortonormal tanjant ¢at1 alam {z, y}
baz seciligsinden bagimsizdir.

v konneksiyonun egrilik tensorii R sifir oldugundan
V.V, — V,V,ni = Vi, ny =0

olup

40



!

0 = V,V,m—V,Vyni—V, ym

= V,(Dyn1 = Ay, () = V, (Dyny — Ay, (2)) = [2,9],,, + An, [z, 3]

= V,Dyny — V, Ay, (y) = V, Doy + V, Ay, (2) — [, Y], + An, [2, 9]

= DyDyny — DyDyny — Dy yyni + Ap,ny + DyAn, () +0(y, A x)
—Ap,m® — Dy Ay, (y) —o(z, Any) + An, [z, Y]

= RY(x, y)ni+ Ap,ny + DyA,, (z) +0(y, Anx) — Ap,n

_DfAnl (y) - O'(CL’, Anly) + Anl [Iv y]

dir. Bu nedenle R’ (z,y)n; in hem normal hem de teget bileseni sifirdr.

Bu ifadenin normal bilegeni
RJ— (']:7 y) ny — J(y7 Anll’) + O'(.?}, Anly) = O

olup
RJ_ ((Ea y) ny = a(x, Anly) - U(y> Amx)

esitligi yazilir. Buradan
D,Dyny — DyDyny — Dy, gy — o (z, Ary) +o(y, Aiz) =0
dir. Dolayisiyla
D,Dyny — DyDyny — Dpp, g1 = o (z, Avy) —o(y, Aiz) =0 (4.8)
(4.8) in sol tarafi Rt (z,y) ny dir. O halde (4.8) esitligi n, ile carpilirsa:

(R™(z, y)mi, na) = (o(x, Awy), na) —(o(y, Aiz), na)
= (V. [ (v) + 0 (z, Ary)], no)
—(V, [An, (2) + 0 (y, A1z)], 1a)
= (Vo [An )], na) + (o (z, Ary), na)
—(V, [An, (@)], n2) = (0 (y, Arz), no)
= (Vo [An )]s n2) = (V, [An, ()], 1)
(), Vina) + (Ay, (), Vo)
= —(An, (1), An, (@) + (An, (), An, ()
(
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= (A, An, — A An)y, )
= ((A20 41 — Ay 0 Ay)(y), =)

yazilir. (4.7) kullanilirsa

(R™(z,y)n1,ma) = ((Ayo Ay — AjoAy)(y), )

= —x
dur. R* operatorii ters simetrik oldugundan
(RT (2,y)na,n2) = —(R* (x, y)nz, m)

dolayisiyla
<RL (z,y) na,m) = 5

elde edilir.

Sonug 4.1 Normal konneksiyonun egrilik fonksiyonunu s fonksiyonu ile ifade
edilecektir.
Tanim 4.2 v Weingarten déniistimiiniin karakteristik denklemi

VP + 20+ k=0

dar.

Lineer cebirden biliyoruz ki bir L lineer doniigiimiine A matrisi karsilik

geliyorsa L nin karakteristik polinomu
det (A — A\I,) = P ()

seklindedir. Buna gore ~ lineer doniigiimiiniin karakteristik polinomu

fy(v) = det(vl—L)
’U—kl —kg
= det
¢ { ks v—kj

= (U — k’l) (U — ]{?4) — k’gl{/’g
= U2 — v (k?l + ]C4) + k1k4 - kgl{ig

42



seklindedir. Buradan

12y = 2x
= — (k14 ka)
ve
dety = k
= kiky — koks

dir. Buradan

VP4 20 +k=0

dir. ~ simetrik lineer operator oldugundan asagidaki esitsizlik saglanir:
W —k>0

dir. Diger taraftan
©—k=0

esitligi L =pE, M=pF, N=pG, pecR kosullarmma denktir.
p € M? noktasi icin agagidaki denklik saglanir:

L=M=N&k=x=0.

Tanim 4.3 M? nin p noktasindaki k ve »¢ invaryantlar: dort tipte tanimlanir:
Bir p € M? noktast icin

i. Eger k = »c =0 ise M? diizlemseldir.

ii. Eger k > 0 ise M? eliptiktir.

iii. Eger k = 0, » # 0 ise M? paraboliktir.

iv. Eger k < 0 ise M? hiperboliktir.

seklinde tanimlanir.

Daha sonraki boliimlerde diizlemsel olmayan spacelike yiizeyler ele ali-

nacaktir. Yani (L, M, N)# (0, 0, 0) dir.
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Minimal yiizeyler s ve k ile karakterize edilecektir. Simdi bununla ilgili

teorem verilecektir.

Teorem 4.2 R} de diizlemsel olmayan bir spacelike yiizey M? olsun.
Buna gore M? yiizeyi minimaldir < 2 — k = 0 dir.

Ispat Genelligi bozmaksizin F' = 0 ve birim vektor alanlari

Zy — 2u

aj:\/_ﬁa Yy VG

ile gosterilsin.

’ C%l C%l
V.x = my+ Enl - F”%
, cl c?
vacy = —NZ + \/g—Gnl - \/;_any
’ 0%2 C%z
Vym = —Yy+ EGnl > FEGH%
1 2
V,y = ’y:c—ir%nl—cﬂng
4 2 G G

alinsin.

Yiizey minimal olsun. Bu durumda H = 0 olup
1
H = 5(0’({13,$) +U(y7y)> =0

esitligi yazilabilir. Buradan

1
§(U($,$)+U(y,y)) =0
Cl C2 Cl 02
(ﬁ By G
2

c c c c
11 22 11 22
— N1+ =N — —nNg— —=nyg = 0
E G E G
olup
1 2 2 1
‘u, G, %2, 2,
E E G G
dir. O da gerektirir ki;
h _ G % _ )
E G G E

44



yazilir. Diizenlenirse

A A
AQZO, E?’: 1

dir. Gergcekten,

1.1
A, — €11 €22
272 2
11 C22
esitliginden
1 2 1 2
——=cy1¢11 + =c¢,¢1, =0
gufn T plutn
dir.
C1 Cl Cl C1
Az = 127221 Ay = |11
C12 22 €11 €12
de (4.9) esitlikleri yerine yazilirsa
G
Az = %2 TEn A = Cil %2
i —%0%1 ! €11 €12
buradan
An — _Q 1 2 +§ 1 2
3= ECIQCII Ecncm
ve
) 1 2
Ay = cpyC19 — €913
oldugundan
G
Az = <A
F
dir. Diizenlenirse
Ay Ay
G F

elde edilir. Bu nedenle
L=pE, M=pF, N= pG

olup p, M? iizerinde reel degerli diferensiyellenebilir bir fonksiyondur.

F = 0 oldugundan
>, _ (L(EN+GL—2FM > (LN - M?
g - 2 (EG — F?) EG — F?
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| =

(EN +GL)* (LN — M?)
(EG)? (EG)

(EN + GL)* — 4 (EG) (LN — M2)>

1 =

(EG)’
(EN)? +2(ENGL) + (GL)* — 4 (EGLN) + 4 (EGM2)>
(EG)*
(EN)? —2(ENGL) + (GL)* + 4 (EGM2)>
(BEG)*
B (EN —GL)* +4 (EGM2)>
(EG)’
(B3 — o2) 44 (BG (3)?)
(EG)’
(7 (BAs — Ggﬁs))2>
(EG)”

(2 (EAs — EAg))
(EG)”

| =

| =

N

| =

NN

S =

dir.

Tersine, ;2 — k = (0 olsun. Burada
L=pE, M=pF, N=pG; p#0

dir. F'=0olmas1 A = pF oldugundan M = 0 olmasim gerektirir. Buna gore
M nin tanimindan

AQZO

elde edilir. Boylece
11
C11 C22

Ay =

2 2
C11 €22
esitligin sag tarafindan yararlanilarak
1 _~1 2 _ =2
Cap = PCr1,  Ca2 = PC11
esitlikleri yazilabilir.

Aynica L = X esitliklerinden 5 = —& dir. Bu degerler

—_

H==>(c(z,z)+0(y,y))

[\)
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esitliginde yerine yazilirsa

H = (0@ +o() (4.10)
= 5 (B Bt - G, - 2
() ()
() G- (D )
- (-4 ()
=0

oldugundan H = 0 dur.
Buradan R} de umbilik noktalar igeren spacelike bir yiizey tamamen minimal

ylizeydir.

Uyar1 4.1 Spacelike bir yiizeyin herhangi bir noktasindaki teget uzay1 geometrik
olarak minimal yiizeyler ve flat normal konneksiyonlu yiizeyler ile karakterize

edilir.

Tanim 4.4 Asli tegetlerin normal egriligine M? nin asli normal egrilikleri denir.
Eger bir p € M? noktasi1 umbilik nokta degilse yani 32 — k > (0 ise (u, v) asli

parametre kabul edilir. Asli normal egrilikleri

k=vv; x=2rtr. (4.11)

Tamim 4.5 Bir p € M? bir umbilik nokta ise yani

= k=0
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ise p nin tiim tegetleri tek ve ayn olan v asli normal egriligidir.

(4.10) daki esitlik
varsayimi icinde gegerlidir.

Tanim 4.6 R? ve R? yiizeyler teorisinde oldugu gibi M? nin keyfi bir p noktasinda

T,M? tanjant uzaymm x gostergesi
X : VX241 Y2 =, e=+1

seklinde tanimlanir.
i. Eger p bir eliptik nokta ise y gostergesi bir elipstir.

X nin eksenleri ile p nin asli tegetleri lineer bagimlidir ve y nin eksen uzunluklar:

2 2 .
—— ve —— diir

VIV VP

ii. Eger p bir hiperbolik nokta ise Y gostergesi iki hiperbolden olugur. x bir

hiperboldiir.

X nin eksenleri ile p nin asli tegetleri lineer bagimhdir. y nin eksen uzunluklar

2 2 "
—— ve —— diir.

VIVE I

iili. Eger p bir parabolik nokta ise y gostergesi sifirdan farkli normal egrilik ve

asli tegetleri iki diizlemsel paralel dogrudan olusur.

Teorem 4.3 g; ve g, tanjantlar1 M? nin eslenik iki tegetidir < g; ve go eslenikleri

X gostergesini saglar.

Simdi yiizeylerin tanjant gostergesi acisindan flat normal konneksiyonlu

yiizeyler ve minimal yiizeyler ile karakterize edilecektir.

Teorem 4.4 R} de diizlemsel olmayan bir spacelike yiizey M? olsun.
M? minimal yiizeydir < M? nin her noktasinda y tanjant gostergesi bir cem-

berdir.
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Ispat R{ de diizlemsel olmayan bir spacelike yiizey M? olsun.

(4.10) daki esitlikten

4
B (]/l)2 _9 (V,]/”) + (VN)Q
B 4
’ n\ 2
. vV —V
- (%)
-k = 0 v =0 dr

2

Teorem 4.3. den s> — k =0 < M? minimal bir yiizeydir.

Buradan M? minimal yiizey < Yy bir ¢cemberdir. Yani
VX2 Y2 =1

icin

alindiginda
VX240 Y =1

olup buradan da yaricapi \/h olan ¢ember denklemi

X2+Y2:l

v

elde edilir.

Teorem 4.5 R{ de diizlemsel olmayan bir spacelike yiizey M2olsun.

M? flat normal konneksiyonlu bir yiizeydir < M? nin her noktasinda y tanjant
gostergesi bir dikdortgensel hiperboldiir.

Ispat R? de diizlemsel olmayan bir spacelike yiizey M? olsun.

(4.10) daki esitlikten

"

=0 vV =—v

diir. M? flat normal konneksiyonlu bir yiizeydir k& < 0 ve y tanjant gostergesi

bir hiperboldiir.
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v = —1/" oldugundan Y tanjant gdstergesinin yari ekseni \/|17/ e esittir. Yani
v

x bir dikdortgensel hiperboldiir.
Tersine, x bir dikdortgensel hiperbol olsun. Yani ' = —p” oldugundan M?

flat normal konneksiyonlu bir yiizeydir.

Uyari 4.2 Flat normal konneksiyonlu yiizeyler ve minimal yiizeyler normal egrili-

gin elipsi ile karakterize edilir.

Tamm 4.7 M? C R} yiizeyini alahm. Bir p € M? noktasindaki 7, M? teget
uzaymda U € [0, 27| ags1 ile verilen bir gember alinsin. Boylece TPL(M %) normal
diizlem ile

v = cos ¥z + sin Uy

dogrultu vektoriiniin olusturdugu dogrunun direk toplami olan p € M? nok-
tasindaki hiper diizlem ile M? nin arakesit egrisi v ile gosterilsin. Burada z,y
vektorleri T,,(M?) nin ortonormal bir bazidir. Bu egriye M? nin p noktasinda
ve v yoniinde normal kesit egrisi adi verilir. Ayrica ¢ nin 7y normal egrilik
vektorii T, (M?) de yatan bir vektordiir. Ayrica ¥ agisi 0 dan 27 ye degistiginde
bu vektor TPLM 2 de bir elips olusturur. Bu elipse M? nin p noktasmdaki egrilik
elipsi denir ve

E(p) ={o(z,2): x € T,M? (z,x) =1}

ile gosterilir [8]. Burada o (x,z) ifadesi M? nin ikinci temel formudur. Yani
T,(M?) deki biitiin birim vektorlerin ikinci temel form altinda incelenmesi ile
normal uzayda elde edilen noktalarin geometrik yeri bir elipstir. Bunun bir elips
oldugunu gostermek icin

v=cosVUX +sinVY

yardimiyla
— — —
o(v,v) = H 4 cos2¥ B +sin2¥ C (4.12)

esitligini sagladigin1 gostermek yeterlidir. Burada
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T _ (0(90713)-2%0(%?/))’

5 - @) —oly)
2

c

= o(z,y)

— — — .
B, C' normal vektorler ve H ortalama egrilik vektoriidiir.
Simdi bu esitligi gosterelim:

p noktasindaki 7T,,M? tanjant uzaymn bir ortonormal baz {z, y}olsun. Herhangi
v =cos ¥z + sin Uy
icin

(0 (2,2) — o (y,y))
2

o(v,v) = H + cos2¥ + sin2Vo (z,y)

dir. Yani

o(v,v) = Vo
= V(cos Watsin wy) (cos Wz + sin ¥y)
= Vi(eoswa) (08 ¥z + sin Uy) + V(sin vy (cos Uz + sin Ty)
= Vi(coswz) (€08 V) + V (coswz) (5IN YY) + V(ginwy) (cos V)

+V (sinwy) (sin ¥y)

)
)
= (cos U)o (z,2) +sin2Wo (z,y) + (sin ®)* o (y, y)
(cos \11)2 o(z,x) N (cos \11)2 o (z,x) N (sin \11)2 o (y,y)

2 2 2
| (sin ‘11)20 W) | inowe (2.9) — (cos ‘I’)2<f (v,9)
(cosU)* o (y.y) | (cosP)’o(y,y)  (cos¥) o (y,y)
- 2 - 2 - 2
_ (sin U)o (z, 1) _ (sin U)o (z,z)  (sin®)o(z,2)
2 2 2
N (sin W) 20 (x,x)
o (0 (x,2) —0(y,y) , s (0 (x,2) —0(y,y)
= (cosV¥) ( 5 yy)—(smlll) ( 5 yy)
+5in 200 (z,y) + (cos ¥)° (U (27 I)> — (cos U)? (U %’ y))

ol



2
Fem (200 4 ey (252)

= ((cos¥)* — (sin ¥)* 7(.2) 2 U(y’y)) + sin 2Wo (z,y)
+ ((cos 0)? + (sin¥)?) (2 (z,7) -QF o (y, y))

— (cos20) (“@’x) 5 U(y’y)) +8in 200 (1, y)

+(0(%x)+0(y,y>>

h (a(x,a:)+c27(y,y))+(cosw) (o(x, x)—g(y,y)>

2 2
+sin 2Wo (x,y)

z,z) =0 (y,y)
2

— H + (cos20) (‘7( > + 8in 200 (z, y)

elde edilir.
Bu bize v nin birim ¢ember etrafinda bir tur attiginda o (v, v) vektoriiniin H
merkezli elips etrafinda iki tur attigini gosterir.
Sonug olarak F(p) elipsi bir nokta yada bir dogruya dejenere olabilir.
Flat normal konneksiyonlu yiizeyin karakterizasyonu normal egriligin elipsi

ile verilir.

Teorem 4.7 R} de diizlemsel olmayan bir spacelike yiizey M? ve x, y asli tegetleri
olsun.

M? bir flat normal konneksiyonlu yiizeydir < o (z,2) = o (y,y) dir.

Ispat R? de diizlemsel olmayan bir spacelike yiizey M? ve M? asli parametreler
ile parametrize edilsin.

Yani F' = M =0 dir.
_1EN—|—GL—2FM

V1

2 (EG — F?)
esitligi gozoniine alinarak
1EN +GL
r=—-——
2 EG
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elde edilir.

ile gosterelim. M = 0 oldugundan

1 1
€11 G|

2 2

€11 €22
ve

R | 2 2

Cap = PC11,  Ca2 = P11

dir. Teorem (4.3) iin ispatindan

Az Ay
G E
oldugundan
G
Ag - EAl
elde edilir ve H = 0 oldugundan
1EN +GL 0
2 EG
olup
N L
122 —
¢ E
N L
G FE
G
N = ——L
E
N = —pL
dir.

M? bir flat normal konneksiyonlu yiizey olsun. Yani s = 0 dir.

x = 0
1EN+GL _ 0
2  EG N
EN+GL _

EG N
E+£ — ()
G E
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N L
G FE
N = ——L
N = —SL ve p = € alimirak buradan
E P=E
1 _G.1 2 _ G 2
Co = EC11, Coa = FC11
oldugundan
1 2 1 2
o(,1) = Bpy — Zpy = Ay A1y
’ G G F

olup

sonucuna varilabilir.
Tersine,

o(x,x) =0 (y,y) olsun. Buradan

2}
DO DO
¥
(2}
— o
—

il

1 1
€2 __ ‘1.
G E>

2

dir.
1 _ 1 2 _ 9
Co9 = PC11, Coo = PO

esitlikleri kullanilarak

dir.Gecmisteki esitliten

 1EN+GL
* T 9T EG

_1(N L

- 5(5%)
_1( GL L
- 5(‘@5 E)
1/ L L
- 5(‘@*@)
= 0

dir. Yani M? flat normal konneksiyonlu yiizeydir.
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Teorem 4.8 R} de diizlemsel olmayan bir spacelike yiizey M? olsun.
M? bir flat normal konneksiyonlu yiizeydir < V p € M? icin normal egriligin
elipsi ortalama egrilik vektor alani ile lineer bagimsiz dogru parcasidir.
Ispat. M? bir flat normal konneksiyonlu yiizey olsun.
Lemma (4.7) den

o(x,x)—0o(y,y) =0
dir. Herhangi

v = cos Yz + sin Uy
icin

o(v,v) = H +sin2¥o (z,y)

dir. Buradan v birim teget g¢emberinde birkez gittiginde, o (v,v) vektori H
merkezli o (x,y) ile lineer bagimh dogru parcasinda iki kez gider. H = ¢ (, 2)

ile g (z,y) lineer bagimh olma kabulii

o(x,x) =0 (y,y)

oldugundan L = M = N = 0 olmasi1 M? nin diizlemsel olmamas: ile celisir.
Tersine,

R? de diizlemsel olmayan M? yiizeyi olsun 6yleki her p € M? i¢in normal egrili-gin
elipsi bir dogru parcasidir ve ortalama egrilik vektor alam ile lineer bagimsizdir.

Genelligi bozmaksizin M? yi asli parametreler ile parametrize edelim. Dolayisiyla

1 _ 1 2 _ 9
Co9 = PC11, Coo = PO
dir. Buradan

o(z,7) =0 (y,y) = (1 —p) (ciym + cfyna) (4.13)

o (z,y) = cian1 + ciono
Normal egriligin elipsi bir dogru pargasi oldugundan (4.11) diisiiniilerek agagidaki
durumlar incelenecektir:
a) o(r,x)—o(y,y) ile o (x,y) lineer bagimhdir.
(4.12) den
cp=(1-p)ery, cy=(1-p)ch

1 _ ~1 2 _ ~29
Ci2 = PCi1s Cla = PC11
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esitlikleri ve

1.1 1.1 1.1
A, = €11 €12 A, = C11 C22 As = Cig €22

1= |2 2 |» 2 7 2 2 | 37 22 |
11 12 11 €22 12 C22

L(uv) =22 M(u,v)=2%22 N (uv) =28

den

h
I

(\&)
E

1.1
C11 G2

2 2
C11 €12
1 ~.1
C11 PC11
2 ~ 2
C11 PC11

Sl Sle g

N
!

_ 1 2 1 2
= (011611 - 011011>

= 0.

4
= =

M = 0 oldugundan A, = 0 dir. Yani

(Cilc%Q - 0520%1) =0 (4.14)

dir. Ayrica

=B

1 1
€19 Coo

2 2
€19 Coo
~ 1 1
‘P C11 Cog
~ 9 9
PC11 Co2

1 2 1 2
(011022 - C22011)

=S =l Sl

olup (4.14) daki esitlikten N = 0 dir. Sonug olarak
L=M=N-=0

dir. Bu ise bir celigkidir.

b) o (x,y) =0 olma durumu gézoniine almsin.

o (2,y) = ciyn1 + ciyna

oldugundan

1 2
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olup

Cig = C19 =
dir. Buradan
2A
L = =L
w
_ 2 Ci1 Ci2
W ety 0%2
_ 2 ch 0
W30
= L=0

ve M = 0 oldugu aciktir. Ayrica

2A3
N = —
14
P 2 C%z 052
- Wd
2 |0cy
- W0k
olup N = 0 dir. Sonug olarak
L=M=N=0

dir. Bu ise bir celigkidir.

¢) o(x,z)—o(y,y) =0 olma durumu gozéniine alahm. Yani

o(z,x)= o(y,y)

dir. Lemma (4.7) den
o(x,x) =0 (yy)

oldugundan M? flat normal konneksiyonlu yiizeydir.
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5.SPACELIKE YUZEYLERDE ORTALAMA EGRILIK VEKTOR
ALANI SPACELIiKE OLAN VEKTORLER

Bu boliimde spacelike yiizeylerin ortalama egrilik vektor alanlarinin her-
hangi bir noktasinda sifirdan farkli olan vektorleri incelenecektir.

M? yiizeyi asli egrilikler ile parametrize edilen spacelike yiizey ve birim vektor

alanlarn 5 = j_uE, y = 75 olsun.
M = 0 oldugundan o (z,z) ve o (y,y) normal vektor alanlari lineer bagimhdir.
Bundan dolay1 geometrik olarak n normal gati alam bulunur 6yleki o (z,z) ve
o (y,y) normal vektor alanlar1 n ile lineer bagimhdir.

Buna gore agagidaki formiiller verilebilir;

o(r,x) = wvn,
o(y,y) = von.
Burada vy, vy invaryant fonksiyonlardir.
Ortalama egrilik vektor alani agagidaki gibi ifade edilir:

’Ul—|-1)2
2

H = n.

Tanim 5.1 M? yiizeyi minimal olmayan noktalardan olussun yani M? nin her

noktasinda H # 0 dir.

Ortalama egrilik vektor alan i¢in asagidaki durumlar s6z konusudur:
i. H spacelikedir yani (H, H) >0,

ii. H timelikedir yani (H, H) <0,

iii. H lightlikedir yani (H,H) = 0 dur.

x,y asli tanjant vektor alanlar:1 ve b = \/Ui_H) ile tanmimli b birim normal

vektor alani olsun.
(b,b) = 1 ve b birim normal vektor alani o (x, ) ve o (y, y) ile lineer bagimhdr,
(I,1y = —1 1 birim normal vektor alam oyleki R? de {z,y,b,1} pozitif yonlii
ortonormal ¢at1 alanidir.

M? nin her bir p noktasinda geometrik olarak {z,y,b,1} ortonormal cat1 alam
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belirlenebilir.

{z,y,b,1} ¢at1 alanindan

o(x,xr) = ub,
o(z,y) = Ibo—pul, (5.1)
o(y,y) = vsb

formiilleri yazilabilir. Burada vy, ve, A\, ¢ invaryant fonksiyonlardir ve
vy = (o (x,z),b), vo={(0(y,y),b),

A={(o(z,y),b), p={o(z,2),l)

seklinde gosterilir.
M? nin K gauss egriligi ve k ve s invaryantlar1 vy, vs, \, i fonksiyonlari ile asagi-

daki gibi ifade edilir.
E=—4v.mp? x=(y— v)p, K=uv.vy—\+ 4> (5.2)

»? — k > 0 oldugundan ve (5.2) esitliginden p # 0 dir.

M? nin normal ortalama egrilik vektor alam

1
H= 5 (O’(l’,fL’) +U(yay))
esitliginden yararlanarak
H— U1 + Ugb
2

bulunur. (5.2) esitliginden H ortalama egrilik vektor alanin uzunlugu

Vv o2 —k

Hll =
I =5

dir. Bu esitlik goriilebilir;

IH] = (b, b)

ve
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esitliklerinden yararlanarak

7=k = (1= v2)p)” = (=4 vr.v2p?))

= (((11)* = 20109 + (01)%) 12 + (4 v1.09) 112)
((v + 20102 + (1) ) 1
(

(01 4+ v2) )2
olup

Vi = (0 + v2) p)?

w2~k = |(v1+v2)p
w2 —k

= |(v1 +v2)|
|
w? —k _ ‘(U1+U2)’
2| 2

_ (v £ v

2
= || Hl

elde edilir.
Buradan da goriiliirki |u| ifadesi k, s invaryantlar1 ve H ortalama egrilik vektor
alan ile ifade edilir.

Simdi A invaryantinin geometrik anlami verilecektir.

Tanmim 5.2 m—boyutlu M riemann manifoldunun n—boyutlu M altmanifoldu
ve M nin normal vektor alanm £ olsun.
&,, m —n boyutta M nin ortogonal birim normal vektor alanina karsilik gelir

oyle ki
§ = lI€ll €,

dir. a (§) normal vektor alan

Z AlAk }5k

k=2

seklinde tanmimlanir. Bu esitlige £ nun a (§) allied vektér alam denir [1].

Burada {5 1= H'E_H’ &y, Sm} M nin normal uzayimin ortonormal bazidir ve
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A =Ae , (i=1,2,..,m) olup & sekil operatériidir. a (&), M nin iyi tanim-

lanmis normal vektor alanidir ve M de siireklidir.

Tanim 5.3 H ortalama egrilik vektor alaninin a (H) allied vektor alam H igin
ortonormal olan normal vektor alani i¢in iyi tanmimhidir. Buna M de M nin allied

ortalama vekt6r alani denir [1].

Tanim 5.4 H ortalama egrilik vektor alani olmak iizere eger a (H) = 0 ise M

ye Chen altmanifoldu denir.

Ornek 5.1 Minimal altmanifoldlar, pseudo-umbilik altmanifoldlar1 ve hiperyiizeyler

Chen altmanifoldlaridir.

Tanim 5.5 Minimal altmanifoldlar, pseudo-umbilik altmanifoldlar: ve hiperyiizeylere

trivial chen altmanifoldlar: denir.

Simdi R} de spacelike ortalama vektor alanh M? yiizeyini alalim.

(5.1) deki esitliklere allied ortalama vektor alani tanimini uygulanirsa

V1 + V2

a(H) = 5 i
w2 —k
= —\

2

esitligi elde edilir.Buradan dolay1
M? minimal olmayan bir yiizey 6yleki a (H) =0 < A = 0 dir.

Bu A invaryantinin geometrik anlamini verir.
Sonug 5.1 M? non-trivial Chen yiizeyidir < \ = 0 dir.

Geometrik olarak {z,y, b, [} ¢at1 alanindan ortonormal ¢at1 alani ile belir-

lenen asagidaki M2 nin Frenet tipi tiirev formiillerini asagidaki sekilde verilebilir.

V& = v,y + vb, Vb= —vx—\y— B4,

V%y = —y, x4+ b — pl, V:yb = —\& — vy — Byl 53)
V, o= =7y + A —ul, V,I=-—uy—p5b,

V;y = Yo@ + Uab, V;l = —px — [Byb.
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Burada

vy =—Y (ln\/E) , Y =—X (lnx/@) ,
By = (Vb 1), By = (V,b,1)
esitlikleridir.
R* {in standart konneksiyona gore egrilik tensorii 6zdes olarak sifir oldugun-

dan
R (x,y,2) =0, R (x,y,y) =0, R (x,y,b) =0

ve (5.3) egitlikleri de gozoniine alinarak asagidaki egitlikler elde edilir.

vvg — A2+ pro= Vo) +y (V1) — ((71)2 + (72)2) g

(
22Uy + 1By — ABy = x (1),

(

(

2uy; — ABy + By = y(u), (5.4)
22Xy = pfBy — (v —va) vy = x(A) —y(w),
2Ayy — By + (v —v2) 7y = —x(v2) +y(A),
Y181 = 72By + (01 —v2) = —x(By) +y(By1),
Gercekten

R (x,y,z) = 0

0 = V,V,2—V, V2 -V &
= V,V,e =V, Vix = Vg, v,
= V,(—72y + o —pl) =V, (v;y + vib)

!
_v(*vlw+/\b7ul7(*72y+>\b7ul))“T

= V(=7 +Ab—pl) =V, (1,5 + vid)

=V (Cyat A=l (+ray— b))
= V:z: (_72?/ + Ab — lj’l) - vy (71?; + Ulb) - v(—'ylaj—i-'yQy)x
= —V %y + VAo = Voul = Vyy — Vyob+ V, o — V. x

Y2Y

= —2[1)y—1Voy + 2N b+ AV, —x [1]l — pV,l —y 1]y

1V =y [i]b— 01V b+ 1, Voz — 1,V

= —z[lytazNb—zpl—ynly—yluld

—V2 (_71$ + Ab — Ml) + A (_0117 — Ay — 51”
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—p (—py — B1) — 71 (V27 + v2b) — v1 (=A% — vay — Byl)
+71 (V1Y + v1b) = 72 (=Y2y + Ab — pul)

= —z[yly+zNb—zWl—ynly—yv]b+ 7w — 7270
Fygl — Ay — N2y — ABy L+ py 4 pB1b — Yy ye® — Y vb
FVIAT + V109Y + V1Bl + VIY + Y1010 4+ Y3y — VoAb + Youl

= —z[yly+aNb—zull —ynly —y]b— 1A+ yopul
— N2y — AByl + Py + puBib — Y vab + vivay + v1B,l
1Y + 71010 + 75y — YA+ Yol

= (—z[vly—ynly — Ny + Py + vy + 71y +3y)
+ (2 [A]b = y [v1] b = Yo Ab + 181D — 102D 4 ¥, 01D — ¥, AD)
+ (= [p] 1+ youl — AB11 + v1 851 + youl)

= (=2l -y - X+ 12+ o +97+93) y
+ (@ [A] =y [v1] = YA + pB1 — y1v2 + 7101 — 1) b

+ (= (1] + Yot — ABy + 185 + Yop) !

buradan

0= (=2 —ynl =X +p* +vv+91+7)
0= (x [/\] -y ['Ul] — YA+ By — y1v2 + YU1 — 72)\) )
0= (=[] + Yop — ABy 4+ v185 + Yo ht)

dir. Diizenlenirse

viva — N+ = zvl+ylnl - T+,
2Ny, — By — (Ul - U2) Y1 = 7 [)‘] -y [Ul] )

2+ vy — A3y = w [N]

esitlikleri elde edilir. Benzer sekilde

R (z,y,y) =0
icin

el tylnl— (1 +73) = voor — N+ 17
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YA —xfva] = 29\ — pBy+ (v1 — v2) V2,

yle] = 2vip 4By — A3,

ve

icin

z(A) —y(v1) = 2Xy — pfy — (01 —v2) 1y,
—z(v2) +y(A) = 2Xy; — pfy + (v1 — v2) Vs,
—2(By) +y(B1) = 71B1 — 72Bs + (v1 —v2)

esitlikleri elde edilir.

Zy

T=Vp Y= Ve

oldugunu gozoniine alinarak (5.4) esitlikleri agagidaki gibi yeniden yazilabilir;
vivy = A+ = (72)y + % (1) = ()" + (1)),

2py 1By — ABy =

2y, = Ayt vy =

2Xyy — pBy — (v —v2) 1y =
2My; —pBy + (V1 —v2) Yy = — (U2)u +

Y161 = YaBy + (V1 —v2) =

(), (1), # 0 oldugundan

217y + 018y — ABy) - (2uy; — ABy +v281) # 0

dir. Bu ytizden eger (u), (1), # 0 ise

VE = 1)y el VG = (1)

2py2+v1 83— 2uy1 —AB2+v2f,
dir.
R} de spacelike yiizeylerin temel teoremi verilecektir. R} de spacelike

yiizeylerin herhangi bir noktasinda ortalama egrilik vektor alanmi sifir olmayan
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spacelike vektorleri iceren asagidaki teorem verilecektir.

Oncelikle bu teoremin ispatinda yararlanacagimiz teoremlerin ifadesi verilsin.

Teorem 5.1 Lineer homojen denklem sistemi
X =A@)X
seklinde ifade edilir. Eger {x1, z,...,z,} vektor fonksiyonlar:
X =A@t)X
homojen sisteminin ¢oziimleriyse, bu durumda bunlarin lineer kombinasyonu;
X =cix1+coxa+ ...+ cpxy,

ifadeside verilen sistemin bir ¢oziimiidiir (Lineer homojen sistemler teorisi) .

Teorem 5.2 Birinci mertebeden n-adet denklemden olusan lineer homojen

X = A@t)X

sisteminin

11 <t <ty

araliginda daima n- adet lineer bagimsiz {z1, z, ..., ¥, } ¢oziimleri vardir.
(Katsayilar matrisi A nin elemanlarinin bu aralikta siirekli fonksiyonlar oldugu
kabul edilmigtir.)

Bu aralikta homojen sistemin genel ¢oziimii
X =cz1+cx9+ ...+,

olarak ifade edilir. Buradaki ¢y, cs, ..., ¢, keyfi sabitlerdir.

(Lineer homojen sistemlerin genel ¢oziimii teorisi)

R3 de bir egri verildigi zaman {T', N, B} bu egrinin Frenet vektorleri olmak

{izere
T 0 3 0 T
N |=| = 0 71 N
B 0 —7 0 B
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bir egrinin Frenet catis1 olarak bilinir.

Tersine s ve 7 diferensiyellenebilir fonksiyonlar1 verildigi zaman Frenet
formiilleri boyle olan egriler bulunabilir. Bu da gosterir ki 3¢ ve 7 egriler icin
belirleyici invaryantlardir.

Tipki yukarida oldugu gibi R} de bir spacelike yiizey verildiginde bu yiizeyin
iizerindeki ¢at1 alanlarinin yiizey boyunca tiirevleri alinarak 8 tane diferensiyel-
lenebilir Fk fonksiyonlar1 bulunabilir.

Tersine 8 tane Ffj diferensiyellenebilir fonksiyonlar1 verildigi zaman bu
fonksiyonlar1 kullanarak bir yiizey bulunabilir mi?

Asagidaki spacelike yiizeylerin temel teoremi bu duruma agiklik getirmek icin
verilecektir.

Simdi bahsedilen teorem verilebilir:

Teorem 5.1 vy, v, \, 81, Boy V1, Y, pt fonksiyonlart D C R? agik alt kiimesinde
tanmimh ve asagidaki kosullar: saglasimlar

(1),
2puyytv1Ba—ABq

(u)v 0
2pry1 —ABatv2f; ’

T VEVG =

> 0,

vy — A+ p? = LE Ya)u + \/La (71w — (('71) + (72)2) ’
22Xy, = pfy = (1 —v2) 11 = 5
2071 — By + (v —v2) 7y =

\/LE <U2>u + \/Lé (A)v )
M8 = Y2By + (1 —v2) = _\/LE (B2), + % (B1),
Burada
_ (1) 4 _ (1),
\/E T 2uyaFu1By—ABy? \/a T 2uy—ABytuefy
dir.

po € R} noktasinda bir ortonormal gat1 {xq, 3o, bo, lo} olsun.

O zaman bir Dy C D agig1 ve bir tek
M? = {z(u,v) : (u,v) € Do}

spacelike yiizeyi vardir 6yleki M? herhangi bir noktadaki ortalama egrilik vektorii

sifir olmayan spacelike vektordiir.
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Ustelik M? yiizeyi py noktasmdan gecer. vy, va, A, 31, By, V1, Vo, i fonksiyonlar:
M? nin geometrik fonksiyonlaridir ve {xo, o, bo, lo} kiimesi M? nin p, noktasin-
daki geometrik catisidir.

Ispat Asagida kismi diferensiyel denklemler icin R? de bilinmeyen

r=z(u,v), y=y(uv), b=b(uv), [=I1(u,v)

vektor degerli fonksiyonlarini gozoniine alinsin.

zu = VEyy + VEub, zy = —V Gy + VG — VG,
Yo = —VEvz + VEXN — VEul,  y, = VGryyz + VGuab,
b, = —VEviz —VENy —VEBl, b, =—VGlx — VGuyy — VGByl,
L. = —VEuy — vVEBb, Ly = —VGuz — VGB,b.

(5.6)

Gergekten,

/ !
VI.T = Vzuﬂj

1Zull

1 ;
——V,z
1Za 7

1
1 Z.]|
HZUHV;:C = Ty

ve benzer gekilde

VEV &=z, VEV,y=y., VEV,b=b, VEV,=I,
VGV, z =, VGV,y=vy, VGV,b=b, VGV,i=1,

esitlikleri elde edilebilir.

—~—e 8

0 Y1 U1
Y1 0 X —H

A= VE| —v =X 0 =5, |,
0 —u—pF1 0
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0 —V2 A —p
Y2 0 w2 O
B = VG| =\ —v2 0 —B3

ile gosterilsin. Sistem (5.6) dan

7, = AZ,
(5.7)

Z,=DBZ

yazilabilir. (5.6) nin integrallenebilme kogulu
Zuw = Lpu (5.8)

dur. Daha acikcasi yiizey boyunca Z nin belirlenebilmesi i¢cin

Tuyy = Tou,
Yo = You,
buv = bmm
luv = lvua

olmasi gerekir ki buradan {x,y,b,[} dortliisii ve dolayisiyla Z bulunabilsin.
A =la;], B=Ib;] olmak iizere (5.8) esitligi
4

+) (alth—blab) =0 ik=1234 (5.9)

J=1

]

ov ou

daj  Obf

esitligine denktir. Burada a! ve b} A ve B matrislerinin elemanidir.
(5.5) deki egitlik kullanilarak (5.9) daki esitliklerin yerine koyarak saglatilabilinir.

(5.9) esitligini agtigimiz zaman 16 ayr esitlik elde ederiz.

Gercekten;
1)i=1k=1igin
dal  Ob;

Z0 " Fa (apby — bray) + (aiby — biay) + (aiby — bial) + (afby — biag) =0

<\/E’yl\/572 - \/572\/Evl> + (—\/Ele/a/\ + @A\/Evl> =0
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2)i=1,k=2igin

dai O 12 g1 2 212 72 2 312 73 2 42 g4 2
0 u T (aab] — byay) + (aibs — biag) + (aybs — biag) + (aybi — biag) =0

buradan

(\/E’yl)v + (\/5%)“ — VEuVGvs + VGIWEN — VGV En

bﬁ%g +(ﬂ%ﬁ +VEVG (—vjv + X — 1?)

(\/E) 4 (y l)vﬁ+(¢§) + (15), VG + VEVG (—v10 + N — 1)
~WEVG — yvIVEVG + (1), VE + (72), VG + VEVG (—v1vy + X — 1i?)
VEVG (= (7 +13) — v + A = %) + (1), VE + (12), VG

1 1

(= (1 +73) — v + X = %) + \/é(> ﬁ(%)u

oda gerektirir ki

vvg — A* + H2 = % (72)u + % (71)v - ((71)2 + (72)2)
3)i=1, k=3igin
1 1
22Xy — pfy — (V1 —v2) 7 = ﬁ (N — ﬁ (v1),

elde edilir.
4)i=1k=4icin " 0" elde edilir.
5)i=2 k=1icn

vy — A’ + qu = % (72)u + % (71)1) - ((71)2 + (72)2)

elde edilir.
6)i=2k=2igin " 0" elde edilir.
7)i=2,k=3ign

2My1 — pBy + (V1 — v2) v, = — (v2), +—= (),

-
3

elde edilir.
8)i=2k=4icin" 0" elde edilir.
9)i=3, k=1icn

Dys — 1By — (01 — v2) 7y = % (= 75 00,
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elde edilir.
10) i =3, k =2 igin

1 1
207 = pBy + (01 = v2) 7 = ——= (v2), + —= (N),

S
D

elde edilir.
11) i =3, k=3 i¢in " 0 " elde edilir.
12) i =3, k=4 igin

vﬁfwwfum—wmz—f%wm+;5wm

elde edilir.

13)i=4,k=1igin " 0 " elde edilir.
14) i =4, k=2ic¢in " 0 " elde edilir.
15) i = 4, k = 3 icin

Y181 — V2B + (V1 — vo) pp = _% (62)1/, + ﬁ (51)1;

elde edilir.

16)i=4,k=41igin " 0 " elde edilir.

Sonug olarak (5.5) deki esitlik kullamilarak (5.9) daki esitlikleri elde edilebilir.
Buradan D; C D ve (u,v) € Dy igin bir tek

r=z(u,v), y=y(uv), b=>b(u,v), [=I1(u,v)
fonksiyonlar: vardir ki (5.6) sistemini ve

To = x (ug,v0), Yo =y (uo,v0), bo="b(ug,v0), lo="1(uo,vo)

kogullarim saglar.
Slmdl herbir (U, U) € D, 1§1n T =2 (u, U) , Y=y (u’ ’U) , b=2> (u’ v) , | =1 (’LL, U)

nin R} de ortonormal cat1 oldugunu gosterilecektir. Asagidaki fonksiyonlar gozoniine

alisin.
pr=(r,x) =1, 5= (2,9), @3 = (),
po = (Wy) =1, s =(2,0), @9 =(y,l),
3 =1(b;0) =1, wr=(z,l), @10=1(b])
g = (1) +1,
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z(u,v), y(u,v), b(u,v), l(u,v) (5.6) y1 sagladigindan agagidaki sistem elde

edilir:
99, __ i
u — X P .
5;” e (i=1,..,10.) (5.10)
B0 — ﬁg%‘;

burada (u,v) € Dy i¢in (i, = 1,...,10) «a 3/ ler (u,v) nin fonksiyonlaridir.

(5.10) sistemi ¢, (u,v) (i =1,...,10) (u,v) € D; fonksiyonlar i¢in kismi diferen-

siyel denklemler icin bir lineer denklem sistemidir oyleki

©; (ug,v0) =0 (i =1,...,10)

dir. Hatirlatmadan yola ¢ikarak lineer homojen sistemlerinin genel teorisinin

¢oziimiinden

X =A(t)X
homojen sistemi verilsin. Bu sistemlerin

thh <t<ty

araliginda daima n-adet lineer bagimsiz 1, xs, ..., x,, ¢oziimleri vardir.
Simdi A (t) matrisi yerine

A =al (u,v0)
matrisini alahm. Burada ozg fonksiyonlarinin siirekli oldugunu biliyoruz
X =A(t)X

sisteminin ¢oziimleri ele alinirsa yukaridaki teoremden

X1 (u,v0), Xo (u,v0) -y Xio (u,v0)
gibi lineer bagimsiz ¢oziimleri vardir. Bu sistemin genel ¢oziimii

X (u,v9) = 11 (u, vg) + c2xa (u, vo) + ... + c10210 (u, Vo)

seklinde lineer kombinasyon olarak yazilabilir.

Simdi ¢, lerin tanimindan ¢, lerinde boyle bir sistemin ¢oziimii oldugu soylenebilir.
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Buna gore
¥1 (U, UO)
@y (u,v0)

X (u,v9) =

| P10 (u, vo) i

de bir ¢oziim olup
X (U, Uo) , Xo (% Uo) sy X10 (U, Uo)

lineer bagimsiz ¢oziimlerinin bir lineer birlesimi olarak yazilir. Yani

¥1 (U’u UO)
') (Uv UO)

X (u,vg) = . = c1m1 (u, vg) + 222 (U, vg) + ... + c10%10 (U, Vo)

| P10 (u, vo) i

dir. ¢, lerin tanimindan ve

Ty =2 (anvo) v Yo=Y (onvo), by = b(“o;”o% lo=1 (U077Jo>
baglangi¢ kosulundan dolay1
©1 (u,v0) = @q (u,v0) = ... = @10 (u,v9) =0

yazilir. Buna gore

!

X (u,v9) =0

dir. Buradan
c171 (u,vg) + cawe (U, vg) + ... + c10T10 (U, v9) =0
elde edilir. {z1, s, ..., 210} lineer bagimsiz(teoremden) oldugundan

01202:...2010:0
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olmak zorundadir. Buna gore

I

X (u,v9) = @1 (u,v9) + cox2 (w,v0) + ... + 1010 (U, v9) =0
Y1 (U, UO)
P9 (U, UU)
= X (u,vg) = =0
| 10 (u, vo) i

= ¢; (u,v0) =0, ue I CR,i=(1,2,..,10)

elde edilir. Benzer sekilde J C R olmak iizere V v € J igin
i (uo,v) =0

oldugu gosterilebilir. Boylece V (u,v) € (I x J) igin

dir. Buradan

o1 (u,0) =0, o5 (u,0) =0, wg(u,0) =0,
o (u,0) = 0, g (u,0) =0, @y (u,0) =0,
g (u,0) =0, @7 (u,0) =0, @9 (u,v) =0
Py (u,v) =0,
oldugundan
(r,2) =1, (z,9) =0, (y,b) =0,
,9) =1, (x,b) =0, (y,1) =0,
(b,b) =1, (x,0)=0, (bl)=0,

dir. Buradan {z,y, b, [} bir ortonormal bir bazdir. Bundan dolay: herbir (u,v) €
Dy igin
¢; (u,0) =0, (i=1,..,10)

73



dir. Sonug olarak herbir (u,v) € Dy i¢in R iin ortonormal gatist z (u,v) , y (u,v),

b(u,v), I (u,v) vektor degerli fonksiyonlaridir.

z, = VEz,

5.11
2 = VGy 1

dir. Simdi z (u,v) vektor degerli fonksiyonu igin (5.11) daki kismi diferensiyel
denklemi diigtinelim. (5.5) ve (5.6) kullamlarak sistem (5.11) in integrallenebilme
kosulu

Ly = Zyu

elde edilerek yerine getirildi. Dolayisiyla

z (Uo, Uo) = Po

kargilayan ve (u,v) € Dy i¢in tamimh bir tek vektor degerli fonksiyonu z = z (u, v)

ve bir Dy C D; altciimlesi vardir. Sonug olarak
M2 = {Z o Z(U,U),(U,U) € DO}

yiizeyi teoremin ispatini karsilar.
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6.SPACELIKE YUZEYLERDE ORTALAMA EGRILIK VEKTOR
ALANI TIMELIKE OLAN VEKTORLER

Bu boliimde spacelike yiizeylerin ortalama egrilik vektor alanlarinin her-
hangi bir noktasinda sifirdan farkl olan timelike vektorleri incelenecektir. Yani

H #0,(H H) <0 dir.

x,y asli tanjant vektor alam ve [ = — \/% ile tanimli [ birim normal vektor
alan1 olsun.

(1,1) = —1 vel birim normal vektor alam o (z,2) ve o (y,y) ile lineer bagim-
hdir.
b birim normal vektor alam ((b,b) = 1) syleki R} iin pozitif yonlii ortonormal gat1
alani {z,y, b, [} dortlisiidiir.
Boylece geometrik olarak her p € M? noktasinda{z,y, b, [} ortonormal ¢at1 alanin
belirlenebilir.

{z,y,b,1} ortonormal ¢at1 alanina gore agagidaki formiiller verilebilir:

o(z,x) = —wl,
o(x,y) = pb—Al,

o(yy) = —uvl
Burada vy, v9, A, p invaryant fonksiyonlardir ve

v =(o(z,x).0), va={(0(yy),0),
A= o (2,9),0),  p=(o(z.y),b)
seklinde ifade edilir.
M? nin K gauss egriligi ve k ve s invaryantlari vy, vs, \, i fonksiyonlar1 ile

asagidaki gibi ifade edilir.
k= —4U1.U2M2, n = (Ul — Ug) My K= —V1.V2 + )\2 - /L2. (61)

»* — k > 0 oldugundan (6.1) esitliginden p # 0 dur.

M? nin normal ortalama egrilik vektor alan

U1+U2

2

H = [

[0}



ile verilebilir.

Allied ortalama vektor alani

Bir onceki boliimden bilinmektedir ki
M? non-trival Chen yiizeyidir < A = 0 dir.
Geometrik olarak {x,y,b,l} ¢at1 alanindan ortonormal cati alani ile be-

lirlenen asagidaki M? nin frenet tipi tiirev formiilleri verilebilinir:

V., =7y — vil, Vb =—py — Bl
Vy=—mz+pub—AN, V,b=—pux— bl
/ Yy=-—71T+p : P — By (6.2)
V, 2 ==y +upb—A, V.I=-vz—A\y—pb,
Vlyy = Yo — Val, V;l = —\xr — vy — B450.
Burada
T =-y (ln\/F> , T2=-—x (111\/5) ,
B1 = (V,b,1), By = (Vyb, 1)
esitlikleridir.

R* iin standart konneksiyona gore egrilik tensorii 6zdes olarak sifir oldugun-

dan

R (x,y,z) = 0,

R (z,y,y) = O,

R (z,y,b) = 0
ve (6.2) den agagidaki integrallenebilme kogullarim elde edilir.

—owy + X = = 2 () +y () — () + (12)?)
20175 + 1By — ABy = x(p),
2p71 — ABy +vafly = y(
20y =By — (1 —w2) 1y = x|
2A7; = pBy + (v —va) vy = —w(v2) +y(A),

(
Y181 = 72By + (01 —v2) = —x(By) +y(By)



Tekrardan, (p), (1), 7# 0 oldugundan

207y + 018y — ABy) - (2uy; — ABy +v281) # 0

dir. Bu ytizden eger (1), (1), # 0 ise

_ (1), _ (1)
\/E o ABy? \/6 o ABo+v2fy

2py9+v1Ba— 2y, —
dir.
Bir 6nceki boliimde oldugu gibi benzer sekilde R} de spacelike yiizeylerde
timelike ortalama egrilik vektor alami olan teoremin ifadesi verilecektir. Ispati

benzer yolla yapilabilir.

Teorem 6.1 vy, vy, \, 31, B9, V1, Vs, 1 diferensiyellenebilir fonksiyonlar1 D C R?

acik alt kiimesinde taniml ve asagidaki kosullar saglasinlar

(M) 0
2py9+v182—ABy

(1) O
2puy1— /\524‘”2/31

“/EVG=(VE)
—1VEVG = (V@)
-

—orvy + A = = = (1), + 75 (1), — ()" + (12)7)
2X7y — By — (0 —v2) 1 = 5 (N, — 75 (1),
2X7; — By + (01— v2) vy = — 75 (v2), + 75 (V)
V181 = V2By — (v1 —v2) p = _\/LE (82), + \% (B1), -

Burada

_ (1), _ (1),
\/E - —AB1? \/_ o —ABa+v28;

2py2+v1 By 2p7q
po € R} noktasinda bir ortanormal ¢at1 {zg, yo, by, lo} olsun. O zaman bir Dy C D
agig ve bir tek
M? = {(z (u,v) : (u,v) € Dy)}

spacelike yiizeyi vardir 6yleki M? herhangi bir noktadaki ortalama egrilik vektor
alani sifir olmayan timelike vektordiir.

Ustelik M? yiizeyi py noktasindan gecer. vy, va, A, 31, By, V1, Vo, it fonksiyonlar:
M? nin geometrik fonksiyonlaridir ve {xg, 3o, bo, lo} kiimesi M? nin p, noktasin-

daki geometrik catisidir.
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7. ORNEKLER

Bu boliimde yukarida elde edilen ¢alisma R} deki spacelike yiizeyler icin
uygulanacaktir.

R* de verilen agsagidaki yiizey gozoniine almsin.

M =z (u,v) = (f (u) cosaw, f(u)sinawv, g(u)cos v, g(u)sin[v) (7.1)
buradaw € J C R, v € [0,27), f (u) ve g (u) diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.
o 4 32¢* > 0, (f/)2 + (gl>2 >0

sartalar1 saglansin ve «, 8 pozitif sabitlerdir.

R? de (7.1) e benzeyen spacelike yiizeylerini gozoniine alalim.

Ornek 7.1
M; = z (u,v) = (f (u) cosaw, f(u)sinawv, g(u)cosh v, g (u)sinh fv)

ile parametrize edilen M; yiizeyini alalm. Burada w € J C R, v € [0,27),

f (u) ve g (u) diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.
a2 f? — B3%¢% > 0, <f,>2 + <g,>2 >0
sartlar1 saglansin ve «, § pozitif sabitlerdir.
M in tanjant uzayi
Zy = (f/ (u) cosaw, f (u)sinav, ¢ (u)coshBv, ¢ (u)sinh 61})
2z = (—af (u)sinav, af (u)cosav, Bg(u)sinh v, Bg(u)cosh fv)

vektor alanlar1 tarafindan verilsin.
M in birinci temel form katsayilari
, 2 , 2
E=(fw) +(s @), F=0, G=a’f* ) - (u).
My, R} de bir spacelike yiizeydir.
M in asagidaki normal ¢at1 alanini secelim.
1

ng = (g/ cos av, g/ sin aw, —f, cosh fv, —f/ sinhﬁv),
"2 N2
(f') +(d)
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1
ng = (=Bgsinav, Bgcosav, afsinh v, af cosh fv).

Burada
<n17n1> - 17 <n2an2> — _1

dir.
2 (u,v) nin ikinci dereceden kismi tiirevini hesaplayarak M; in c fonksiyonu ve

L, M, N ikinci temel formun katsayilarini elde edilebilir. Buradan

206 (9f = fg) (g f" = fg")

(577 +(9)) (0272 = B%g2)

M = 0,

206 (9f - fg') (2fg +B°9f)
(77 + V) (22— B%?)

L

N =

Sonugta M; in K ve k, s invaryantlar1 asagidaki gibi ifade edilir.

o

408 (af = 14)’ (4 = Fg") (a*fg +6gf)

k (5 + @) (2f - g2’
A aB (gf = f9)
(57 +@)?) (0252~ 529?)’
(@272 =820 (g f = f'g") + ((f’)2+(g’)2) (0219 + Bf')]
| (770 ) (022 - g2g2)’ |
o _ P89 (g + 89 ) (9 f —f9)

((f > @) (o2~ Bg2)°
028 (1) +(9)") (o1 = 19’

' (77 + (@) (0272 = B9?)°

H ortalama egrilik vektor alani n; ile lineer bagimhdir. M, spacelike
yiizeyinin ortalama egrilik vektor alaninin herhangi bir noktasinda spacelike vek-
torii sifirdan farkhidir.

Dikkat edilirse M; (u,v) asli parametreleri ile parametrize edilir.

2y Zy

9 y =
VU @P (g @?P Ja2f2 () - B ()

Tr =
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ile belirtilir.
M in frenet tipi tiirev formiillerinden geometrik invaryant fonksiyonlari elde

edilebilir.

vo= 0 = —a*ff — B9

() +(9) (212 = 5%¢?)
grr=rd) 3 —a’fg + B%gf
v = 3, U2 = ,
(7 +()° (7 + () (e2f? = B°9?)

A= 0 . af(gf —fg')
VU () (a2f? = 5%¢?)

5 = 0 5, — aB (99 + ff)
1 — ) 2 — .

(F) + () (a2f2 - B°¢?)
A invaryant sifir oldugundan M, yiizeyi bir Chen yiizeyidir.

M, yiizeyinin daha 6zel hali ve Chen yiizeyinin bir alt sinifi
f(u) =cosu, g(u) =sinu, a=5=1
seklinde alinirsa spacelike yiizeyde yatan De sitter uzay: elde edilir.
S} ={zeR}: (z,z) =1}

ile invaryant

2
__ cos“2u+1
K= cos? 2u

elde edilir.

Sonug 7.1 Bu 6rnek flat normal konneksiyonlu spacelike yiizey ve spacelike orta-

lama egrilik vektor alani igin yapildi.

Ms = 2z (u,v) = (f (u) cosaw, f(u)sinawv, g (u)sinh v, g (u)cosh fv)

ile parametrize edilen M, yiizeyini alahm. Burada U € J C R, v € [0,27), f (u)

ve g (u) diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.

Q2?2 + B%g% > 0, (f')2 — (g')2 >0
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sartalar1 saglansin ve «, § pozitif sabitlerdir.

M, nin tanjant uzayi

Zy = (f' (u)cosaw, f (u)sinav, g (u)cosh v, ¢ (u) sinh@v) :
zy = (—af (w)sinav, af (u)cosav, Bg(u)sinh v, Bg(u)cosh fv)

vektor alanlar: tarafindan verilsin.

M in birinci temel form katsayilari
/ 2 / 2 2
E=(f @) -(s @), F=0 G=af(u)+5%" )

My, R} de bir spacelike yiizeydir.
Mj nin normal cat1 alamini agsagidaki gibi verilsin.

1

ny = N e (Bgsinav, — Bgcosav, afcosh v, afsinhfv),

1

()=o)

ng = (g' cosav, ¢ sinaw, f sinhBv, f cosh Bv) .

Burada
<n1an1> - ]-; <n27n2> — 3

k

dir. z(u,v) nin ikinci dereceden kismi tiirevini hesaplayarak M, nin ¢} fonksi-

J

yonu ve L, M, N ikinci temel formun katsayilarini elde edilebilir.

208 (9f = fd) (9 f = f9g)

(7= @)?) (2 + 8%?)

M = 0,

208 (gf — fg) (*fg + B°gf")
(5= @)) (22 + 5%2)

L —

N =

Ikinci temel formun katsayilar1 L, M, N hesaplamlarak f (u) ve g (u) fonksi-
yonlar1 ve onlarin asagidaki tiirev formiilleri ile ifade edilen My nin K ve k, s

invaryantlarini elde edilir.
L B (gf — f0) (6 F — £9") (ePFd + Bar)
fr— 3 9
(1= (9)) (e2r? + 8°?)’
w = af (9f2 - /9) 2 [(a2f2 +5292) <g/fﬁ B f,g”)
(5 = (¢7) (022 + B%92)

" ((f')2 - (g’)2) (%49 + ﬂ%qf’)] ,
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(@2 +520%) (@’ fg +B%9f ) (g f" = fg")
(172~ @) (022 + 522)’
a2 (1)~ (6)") o~ 19)’
(57~ @)2) (2r2+ 2g)"

K

H ortalama egrilik vektor alani ny ile lineer bagimhidir. Bundan dolay1
M, timelike ortalama vektor alanli spacelike yiizeydir.
My (u,v) asli parametreleri ile parametrize edilmigtir.

M, nin frenet tipi tiirev formiillerinden geometrik invaryant fonksiyonlar:

V=0, - —a’ff + B9 |
() = (9) (e2f2 + B°?)
o = I ofg) o’y + B
(=) (fF = (¢ (e2f? + B?)
A= 0, _ aB (fg —af') |
V) = (9)" (02f2 + B%?)
B = 0, 5, = of (99 = 1)

()= (6 (022 + B
A invaryant sifir oldugundan M, Chen yiizeyidir.
f(u) =sinhu, g¢(u)=coshu, a=p=1
0zel durumu icin spacelike yiizeyde yatan birim hiperbolik kiire
H} ={z eR}: (z,2) = -1}

ile invaryant

_ —cosh? 2u+1
K= cosh? 2u

elde edilir.

Sonug 7.2 Bu 6rnek flat normal konneksiyonlu spacelike yiizey ve timelike orta-

lama egrilik vektor alanh spacelike yiizeyler igin yapildi.

82



8. TARTISMA VE SONUC

Ganchev ve Miloushave (2010) tarafindan elde edilen karakterizasyonlar
detayli bir sekilde incelenmisitir. Uctincii boliimde Weingarten tipli doniistimiin
invaryantlar1 incelenmis ve bunlarin yiizeyin simflandirilmasinda nasil bir rol oy-
nadigr gosterilmistir. Ortalama egrilik vektoriiniin timelike veya spacelike ol-
masina gore yiizey icin varlik ve teklik teoremi verilmistir.

Ayrica,Weingarten tipli doniigiimiin yardimiyla asli egrilikler ve asli egrilik dogrul-
tular verilmistir. Ileri calismalar icin, burada bulunan sonuclar Rj deki yiizeyler

icin de yeni sonuglar aragtirilabilir.

83



1]

KAYNAKLAR

Hacisalihoglu, H. H. 1983. Diferensiyel Geometri, Gazi Universitesi Basin-

Yayin Yiiksekokulu Basimevi
Chen B.-Y., Geometry of submanifolds. Marcel Dekker, Inc., New York, 1973.

B. O’neill, 1983, Semi-Riemann Geometry With Applications to Relati-

vity,Academic Press, New York.
Do Carmo, Manfredo Perdigao.1992.Riemannian Geometry,Boston.

Do Carmo, Manfredo Perdigao. 1976. Differential Geometry Of Curves And
Surfaces, vol. 2. Englewood Cliffs: Prentice Hall.

Ganchev G. and V. Milousheva. On the theory of surfaces in the four-
dimensional Euclidean space.Kodai Math. J., 31 (2008), 183-198.

Ganchev G, V.Milousheva . An invariant theory of spacelike surfaces in the

four-dimensional Minkowski space.Mediterr J Math 2012; 9: 267-294.

Bulca, B. 2012. IE* deki Yiizeylerin bir Karakterizasyonu. Doktora Tezi, UU

FenBilimleri, Bursa.

F. Aceff-Sanchez, L. Del Riego SeniorGeometry of the conics on the
Minkowski plane.Mathematical Physics, (2007), arXiv:0712.2234v1

84





