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ÖZET 

4-BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA SPACELIKE YÜZEYLERİN 

GANCHEV İNVARYANTLARI VE UYGULAMALARI 

ÖZTEMİR, Yunus 

Kırıkkale Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Ana Bilim Dalı, Yüksek Lisans Tezi 

Danışman: Doç. Dr. Mehmet YILDIRIM 

Ocak 2017, 84 sayfa 

       Bu tez üç bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş için ayrılmıştır. İkinci 

bölümde alt manifoldlar ve yarı Öklidyen uzaylar ile ilgili temel kavramlar 

verilmiştir. Üçüncü bölümde dört boyutlu Minkowski uzayda yüzeyler incelenmiştir. 

Yüzeyler için Weingarten tipi dönüşümü tanımlanarak bazı geometrik invaryantlar 

elde edilmiştir. Dördüncü bölüm tartışma ve sonuç için ayrılmıştır.     

Anahtar Kelimeler:  Dört boyutlu Minkowski uzayda spacelike yüzeyler,  

Weingarten  tipli lineer dönüşüm, yüzeyler için invaryantlar 
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ABSTRACT 

GANCHEV INVARIANTS OF SPACELIKE SURFACES IN THE FOUR 

DIMENSIONAL MINKOWSKI SPACE AND THEIR APPLICATIONS 

ÖZTEMİR, Yunus  

Kırıkkale University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Depertment of Mathematics, Master Thesis 

Supervisor: Doç. Dr. Mehmet YILDIRIM 

January 2017, 84 pages 

     This thesis consist of three chapter. The first chapter is reserved for introduction. 

In the second chapter, we give some fundamental notions related with the geometry 

of submanifolds and semi Euclidean spaces. In the third chapter, spacelike surfacese 

are investigated in Minkowski 4-space. By defining Weingarten type map for these 

surfaces, some geometrical invariants obtained. The fourth chapter is reserved for 

discussion and conclusion.  

Key Words: Spacelike surfaces in the four-dimensional Minkowski space,  

 Weingarten-type linear map, Invariant for surfaces 
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SİMGELER DİZİNİ 

                                                                n boyutlu vektör uzayı 

                      ℝ                                             Reel uzay 

                                                                in p noktasında tanjant uzayı 

                                                          M² yüzeyinin p noktasında tanjant uzayı 

                                                                 p noktasında tanjant vektör 

                                                                          Spacelike yüzey 
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                                                              nin normal eğriliği 

                                                         nin geodezik torsiyonu 

                      γ                                              Weingarten tipi dönüşüm 

                                             Weingarten eşitlikleri 

                      k                                               de invaryant fonksiyon   

                      ϰ                                              Normal konneksiyonun eğrilik fonksiyonu                                                                                            

                      D                                              nin normal konneksiyonun eğriliği 

                                                                D   normal konneksiyonun eğriliği 

                                                                  konneksiyonunun eğriliği 

                      H                                             Ortalama eğrilik vektör alanı 

                                                            Asli normal eğrilikler 

                      χ                                                    Teğet uzayın tanjant göstergesi 

                      E(p)                                         nin p noktasındaki eğriliğin elipsi 

           K              nin Gauss eğriliğ 

                      (ξ)                                         ξ nin allied vektör alanı 

 



1. G·IR·IŞ

Diferensiyel geometride yüzeylerin s¬n¬�and¬r¬lmas¬problemi önemli bir yer

teşkil etmektedir. Bir yüzeyin s¬n¬�and¬r¬labilmesi için onu di¼gerlerinden ay¬ran

bir tak¬m geometrik invaryantlara ihtiyaç vard¬r. Örne¼gin R3 de bir yüzeyin

nas¬l bir yüzey oldu¼gunu anlamak için normalinin kovaryant türev yard¬m¬yla

tan¬mlanan şekil operatörünü bilmek yeterlidir.

Fakat, dört boyutlu Öklidyen veya yar¬Öklidyen uzaylardaki 2-boyutlu

altmanifoldlar, yani yüzeyler için durum böyle de¼gildir. Çünkü burada bir de¼gil

birden fazla şekil operatörü vard¬r.Bu noktada şu soru sorulabilir. R3 de oldu¼gu

gibi R4 de verilen bir yüzey için de bir lineer dönüşüm tan¬mlanabilir mi ki onun

determinant ve izi bu yüzeyi karakterize etsin? Bu sorunun cevab¬n¬ Georgi

Ganchev ve V.Miloushava, "On The Theory of Surfaces In The Four-Dimensional

Euclidean Space " isimli çal¬̧smada vermi̧stir [6].

Georgi Ganchev ve V.Miloushava 2010 y¬l¬nda bu düşünceyi daha zengin

olan bir geometriye sahip olan Minkowski uzay¬na genelleştirdiler. Ayr¬ca, R3 de

e¼grili¼gin temel teoremine benzer olarak dört boyutlu uzaydaki bir yüzey için temel

teorem söz konusu çal¬̧smada verilmi̧s ve bu tezde ayr¬nt¬l¬olarak incelenmi̧stir.

Bu çal¬̧sman¬n amac¬: Bu tez çal¬̧smas¬ ile R41 de iki boyutlu bir altmani-

foldu genel altmanifold teorisi ile ele almak yerine daha somut ve daha belirleyici

geometrik metodlar ile incelemektir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde ileride ele al¬nacak konular için temel teşkil eden kavramlar

verilecektir. Bu kavramlar hakk¬nda daha detayl¬bilgi [6; 7] de bulunabilir.

Tan¬m 2.1 V sonlu boyutlu vektör uzay¬olsun. V üzerinde tan¬ml¬

g : V � V ! R

fonksiyonu için

i. Bilineer:

8 u; v; w;2 V; 8 a; b 2 R için

g(au+ bv; w) = ag(u;w) + bg(v; w)

g(u; av + bw) = ag(u; v) + bg(u;w)

ii. Simetrik:

8u; v 2 V için

g(v; w) = g(w; v)

özellikleri sa¼glan¬yor ise g ye V üzerinde bir simetrik bilineer form denir [3].

V vektör uzay¬üzerinde bir simetrik g bilineer formu için aşa¼g¬daki s¬n¬�and¬rma

söz konusudur:

8 v 2 V , v 6= 0 için g(v; v) > 0 g bilineer formu pozitif tan¬ml¬

8 v 2 V , v 6= 0 için g(v; v) < 0 g bilineer formu negatif tan¬ml¬

8 v 2 V , v 6= 0 için g(v; v) � 0 g bilineer formu yar¬-pozitif tan¬ml¬

8 v 2 V , v 6= 0 için g(v; v) � 0 g bilineer formu yar¬-negatif tan¬ml¬

8 v 2 V , g(v; w) = 0 için w = 0 oluyorsa g bilineer formu non degenere

aksi halde degenere denir [3].

Tan¬m 2.2 g, n-boyutlu V vektör uzay¬üzerinde bir simetrik bilineer form olsun.

V nin bir baz¬S = f�1; :::; �ng olmak üzere ¾A= [g (�i; �j)]n�nmatrisine g nin S

baz¬na göre matrisi denir [3] :

2



Teorem 2.1 g non-degeneredir , det ¾A 6= 0 d¬r [3].

M yüzeyi üzerindeki metri¼gin matris formu24E F

F G

35
ile belirlidir. M yüzeyi üzerindeki metrigin non-degenere olmas¬ için gerek ve

yeter sart

det

24E F

F G

35 6= 0 veya EG� F 2 6= 0
olmas¬d¬r [3] :

Tan¬m 2.3 V bir reel vektör uzay¬olsun. V üzerinde tan¬ml¬

g : V � V ! R

dönüşümü bilineer, simetrik ve non-degenere ise g ye V üzerinde bir skalar çarp¬m,

bu çarp¬m ile birlikte V vektör uzay¬na da bir skalar çarp¬m uzay¬denir [3] :

Örnek 2.1 Rn üzerinde,

g (v; w) =
n�1X
i=1

viwi � vnwn

şeklinde tan¬ml¬ fonksiyon bir skalar çarp¬m olup, bu çarp¬mla birlikte Rn bir

skalar çarp¬m uzay¬d¬r.

Tan¬m 2.4 g; V üzerinde bir skalar çarp¬m olsun. W; g skalar çarp¬m¬n¬n üze-

rinde negatif tan¬ml¬oldu¼gu V nin en büyük boyutlu altuzay¬ise W altuzay¬n¬n

boyutuna g skalar çarp¬m¬n¬n indeksi denir.

g skalar çarp¬m¬n¬n indeksi v ise 0 � v � boyV dir.

Ayr¬ca, V skalar çarp¬m uzay¬n¬n indeksi, üzerinde tan¬ml¬ g skalar çarp¬m¬n¬n

indeksi olarak tan¬mlan¬r [3].

3



Tan¬m 2.5 Rn, n-boyutlu standart reel vektör uzay¬üzerinde

v; w 2 Rn için

hv; wi =
n�vX
i=1

viwi �
nX

i=v�n+1
viwi

eşitli¼giyle verilen v- indeksli skalar çarp¬m ile birlikteRn uzay¬na bir yar¬-Öklidyen

uzay denir ve Rnv ile gösterilir.

Burada 1 � i � n olmak üzere, s¬ras¬yla vi ve wi ler v ve w vektörlerinin bileşen-

leridir [3].

Tan¬m 2.6 Rnv yar¬-Öklidyen uzay¬nda v = 1 ve n � 2 ise Rn1 yar¬-Öklidyen

uzay¬naMinkowski n-uzay¬denir [3] :

Uyar¬2.1 Çal¬sman¬n bundan sonraki k¬sm¬nda skalar çarp¬m uzay¬yerine Minkowski

uzay¬al¬nacak ve kavramlar bunun için verilecektir.

Tan¬m 2.7 V bir M¬nkowsk¬uzay¬olsun.

8 v 2 V için,

g(v; v) > 0 veya v = 0 ise v ye spacelike vektör,

g(v; v) < 0 ise v ye timelike vektör,

v 6= 0 iken g(v; v) = 0 ise v �ye lightlike (null) vektör denir [3] :

Tan¬m 2.8 V skalar çarp¬ml¬bir uzay ve v 2 V olsun.

kvk = (jg(v; v)j)
1
2

eşitli¼gi ile tan¬ml¬kvk reel say¬s¬na v vektörünün normu denir. Normu 1 olan

vektöre de birim vektör denir [3] :

Tan¬m 2.9 g; V üzerinde bir skalar çarp¬m olsun.

p+ q = n

olmak üzere V nin bu skalar çarp¬ma göre bir ortonormal baz¬nda p tane spacelike

q tane timelike vektör varsa g skalar çarp¬m¬, (p; q) i̧saretlidir denir. [3]
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Tan¬m 2.10 g; V üzerinde bir skalar çarp¬m olsun. S = fe1; e2; :::eng � V olmak

üzere,

g(ei; ej) = �ij"j

ise S kümesine V için bir ortonormal baz denir.

Burada

"j =

8<: 1; 1 � j � p

�1; p+ 1 � j � n

ve

�ij =

8<: 1; i = j ise

0; i 6= j ise

d¬r [3] :

Tan¬m 2.11 fe1; e2; :::; eng kümesi V için bir ortonormal baz olsun.

Herbir v 2 V vektörü için

v =
X

"ig(v; ei)ei; "j = g(ei; ei)

şeklinde yaz¬l¬̧s¬tek türlüdür [3] :

Tan¬m 2.12 V 6= f0g skalar çarp¬m uzay¬bir ortonormal baza sahiptir [3] :

Tan¬m 2.13 (V; g) bir Lorentz uzay¬ve W � V bir alt uzay olsun.

8 a; b 2 W için

gjW (a; b) = g(a; b)

şeklinde tan¬ml¬gjW fonksiyonu göz önüne al¬ns¬n. E¼ger,

gjW pozitif tan¬ml¬ise W ya spacelike altuzay,

gjW nondegenere ve indeksi 1 ise W ya timelike altuzay,

gjW degenere ise W ya lightlike altuzay denir [3] :
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Tan¬m 2.14 M bir diferensiyellenebilir (C1 -) manifold, M üzerindeki C 1

vektör alanlar¬n¬n uzay¬�(M) ve reel de¼gerli C1 fonksiyonlar¬n

birimli ve de¼gi̧smeli halkas¬C1 (M;R) olsun.

g : �(M)� �(M) ! C1 (M;R)

olmak üzere 8p 2 M için gp; TPM uzay¬üzerinde bir skalar çarp¬m ise (M; g)

ikilisine bir yar¬Riemann manifoldu ve g ye deM üzerinde bir yar¬Riemann

metrik denir.

8p 2 M için gp nin indeksi v ise (M; g) ikilisine v-indeksli yar¬ Riemann

manifoldu denir.

Özel olarak v = 1 ise bu manifolda Lorentz manifoldu denir [3] :

Örnek 2.2 Rn üzerinde tan¬ml¬

g (v; w) =
n�1X
i=1

viwi � vnwn

fonksiyonu Rn üzerinde bir yar¬Riemann metri¼gidir ve bu metrikle Rn bir yar¬

Riemann manifoldudur.

Tan¬m 2.15 M bir manifold olmak üzere,

r : �(M)� �(M)! �(M)

(X; Y )! r (X; Y ) = rXY

dönüşümü,

i. rX(Y + Z) = rXY +rXZ

ii. r(X+Y )Z = rXZ +rYZ

iii. rfXY = frXY ; 8 f 2 C1 (M;R)

iv. rX(fY ) = X(f)Y + frXY

özelliklerini sa¼gl¬yorsa r ye M üzerinde bir a�n konneksiyon, rX e de X e

göre kovaryant türev operatörü denir [1].
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Örnek 2.3 X; Y 2 �(Rn) ve X = � i @
@xi
; Y = � i @

@xj
olmak üzere,

rXY = X[�
i]
@

@xj

şeklinde tan¬ml¬

r : �(Rn)� �(Rn)! �(Rn)

dönüşümü bir a�n konneksiyondur.

Buna Rn üzerinde standart a�n konneksiyon denir.

Tan¬m 2.16 M bir yar¬-Riemann manifoldu veM üzerinde bir a�n konneksiyon

r olmak üzere

i. Konneksiyonun s¬f¬r torsiyon özeli¼gi:

[X; Y ] = rXY �rYX ;8 X; Y 2 �(M)

ii. Konneksiyonun metrikle ba¼gdaşma özeli¼gi:

Xg(Y; Z) = g(rXY; Z) + g(Y;rXZ) ;8 Z 2 �(M)

sa¼glan¬yorsa r a M üzerinde bir Riemann konneksiyonu veya bir metrik

konneksiyon denir [1] :

Örnek 2.4 Örnek 2.3 deki standart a�n konneksiyon Örnek 2.1 deki metri¼ge

göre bir Riemann konneksiyonudur.

ŞimdirRiemann konneksiyonunun lokal ifadesi aşa¼g¬daki şekilde ve-rilebilir:

(M; g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve M üzerinde bir lokal koordinat sis-

temi fx1; x2; :::; xng olmak üzere �(M) nin bir baz¬n
@
@x1
; @
@x2
; :::; @

@x1

o
olarak al¬ns¬n.

Ayr¬ca,

gij = <
@

@xi
;
@

@xj
>

7



ve

@
@xi
= @i;

@
@xj

= @j

olmak üzere,

r@i@j = �
k
ij@k; 1 � i; j; k � n (2.1)

eşitlikleriyle tan¬ml¬

�kij :M ! R

r Riemann konneksiyonunun Christo¤el sembolleri denir.

Örnek 2.5 Örnek 2.4 de verilen standart a�n konneksiyonun Christo¤el sembol-

leri s¬f¬rd¬r [1] :

Tan¬m 2.17 (M; g) n-boyutlu Riemann manifoldu ve r da M üzerinde tan¬m-

lanan Riemann konneksiyonu olmak üzere

8X;Y; Z 2 �(M) için

2g (rXY; Z) = Xg(Y; Z) + Y g(Z;X)� Zg (X; Y )

�g (X; [Y; Z])� g (Y; [X;Z]) + g (Z; [X; Y ])

şeklinde verilen eşitli¼ge Kozsul formülü denir [4].

Bu formüle göre

�mij =
1

2

X
k

�
@

@xi
gjk +

@

@xj
gki �

@

@xk
gij

�
gkm

elde edilir. Burada, [gij]�1 = [gkm] dir [4].

Tan¬m 2.18 M bir Riemann manifoldu ve M üzerindeki vektör alanlar¬n¬n mo-

dülü �(M) olsun.

M üzerindeki bir Riemann konneksiyonu r olmak üzere

R : �(M)� �(M)� �(M)! � (M)

R (X; Y )Z = rXrYZ �rYrXZ �r[X;Y ]Z

8



biçiminde tan¬ml¬(1; 3) tipli tensör alan¬na Riemann e¼grilik tensörü denir[3] :

8X;Y; Z; V;W 2 �(M) için Riemann e¼grilik tensörü aşa¼g¬daki özelliklere

sahiptir:

i. R(X;Y )Z = �R(Y;X)Z

ii. g(R(X; Y )V;W ) = �g(R(X; Y )W;V )

iii. R(X; Y )Z +R(Y; Z)X +R(Z;X)Y = 0

iv. g(R(X; Y )V;W ) = g(R(V;W )X; Y ):

Örnek 2.6 Örnek 2.4 de verilen Riemann konneksiyonu gözönüne al¬nd¬¼g¬nda

Rn nin e¼grilik tensörü s¬f¬rd¬r. Dolay¬s¬yla söz konusu metrik yap¬ya göre Rn s¬f¬r

e¼grilikli bir manifolddur.

Tan¬m 2.19 M ve M m ve n boyutlu diferensiyellenebilir manifoldlar ve

f :M !M

fonksiyonu p noktas¬nda diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak üzere,

f� : TpM ! Tf(p)M

vp ! f�jp (vp) =
�
vp [f1]pf(p) ; :::; vp [fn]pf(p)

�
ile tan¬ml¬f� dönüşümüne f nin türev dönüşümü denir.

E¼ger g 2 C1(M;R); f (p) nin komşulu¼gunda diferensiyellenebilir bir fonksiyon

ise �
f�jp (vp)

�
g = vp (g � f)

dir [1].

Tan¬m 2.20 M veM; s¬ras¬yla n ve (n+d)-boyutlu birer C1 manifoldlar olmak

üzere

f :M !M

diferensiyellenebilir bir dönüşüm olsun.

8 p 2 M için

f�p : TpM ! Tf(p)M

9



türev dönüşümü birebir ise f fonksiyonuna bir immersiyon denir.

Bu durumda M ye de M nin immersed altmanifoldu denir.

E¼ger, f immersiyonu birebir ise f ye imbeding (gömme), M ye de M nin

gömülen altmanifoldu ya da sadece altmanifoldu denir [1].

Uyar¬2.2 Çal¬̧sman¬n ileriki k¬sm¬nda R4 deki 2-boyutlu bir imbedded altmani-

fold R4 de bir yüzey olarak al¬nacak ve M2 ile gösterilecektir.

Örnek 2.7 Parabol düzlemin bir immersed altmanifoldudur. R3 deki bütün

yüzeyler birer immersed hatta imbedded altmanifoldudur.

Tan¬m 2.21M veM , s¬ras¬yla, n ve (n+d)-boyutlu birer C1 manifoldlar olmak

üzere

f :M !M

diferensiyellenebilir bir dönüşüm olsun. M manifoldu bir Riemann yap¬ya sahip

ise f yard¬m¬yla M den indirgenen metrik için

8p 2M olmak üzere

hX; Y ip = hf�p (X)p ; f�p (Y )pi;8Xp; Yp 2 TpM

eşitli¼gi sa¼gland¬¼g¬nda f e bir izometrik immersiyon denir [1] :

Tan¬m 2.22 Mm
v m-boyutlu ve v-indeksli yar¬-Riemann manifoldu ve M

n

q m-

boyutlu ve v indeksli bir başka yar¬-Riemann manifoldu olsun.

J :Mm
v ! M

n

q

dönüşümü bir izometrik immersiyon ise (RankJ = m) Mm
v manifolduna M

n

q bir

yar¬-Riemann altmanifoldu denir [3] :

Uyar¬2.3 Bundan sonraki gösterimlerdeM üzerindeki metrik tensör ileM üze-

rindeki metrik tensör g ile gösterilecektir.
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Tan¬m 2.23 M bir yar¬Riemann manifoldu ve M , M nin bir yar¬-Riemann

altmanifoldu olsun. M üzerindeki Riemann konneksiyonu �r olmak üzere,

8 X; Y 2 �(M) için

r : �(M)� �(M) ! �(M)

(X; Y )! r XY = tan �rXY

şeklinde tan¬ml¬ dönüşümüne M altmanifoldu üzerine indirgenmi̧s konnek-

siyon denir [3].

Tan¬m 2.24M veM s¬ras¬ylam ve n boyutlu Riemann manifoldlar¬olmak üzere

M manifoldunun bir alt manifoldu M olsun. M ye normal birim vektör alan¬N

ve rXN nin te¼get ve normal bileşenleri s¬ras¬ile, �ANX ve r?
XN olmak üzere,

A : �?(M)� �(M)! �(M)

dönüşümü iyi tan¬ml¬d¬r. Böylece

rXN = �ANX +r?
XN

biçimindeWeingarten eşitli¼gi elde edilir.

Burada AN şekil operatörü, r?e de M nin T?M normal demetindeki (nor-

mal) konneksiyonudur [2].

Tan¬m 2.25 M; M yar¬-Riemann altmanifoldunun bir altmanifoldu ve M üze-

rinde verilen Riemann konneksiyonu �r olsun.

8 X 2 �(M) ve 8 � 2 � (M)? için

r? : �(M)� �(M)? ! � (M)?

(X; �)! r?
X� = nor( �rX�)

şeklinde tan¬ml¬r?operatörüneM altmanifoldu üzerinde normal konneksiyon

denir [4].
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Tan¬m 2.26 M manifoldunun bir alt manifoldu M olsun.

8X;Y 2 �(M) ve 8� 2 �(M)? için

R? : �(M)� �(M)� �(M)? ! � (M)?

(X; Y; �)! R? (X; Y ) � = r?
Xr?

Y � �r?
Yr?

X� �r?
[X;Y ]�

eşitli¼gine normal konneksiyonun e¼grili¼gi denir [4].

Tan¬m 2.27 M , bir Riemann manifoldu ve M , M nin bir altmanifoldu olsun.

r, M üzerinde bir Riemann konneksiyonu ve M üzerinde bundan indirgenen

Riemann konneksiyonu r olsun. Bu durumda

8X;Y 2 �(M) için

� (X;Y ) = rXY �rXY

eşitli¼giyle tan¬ml¬

� : �(M)� �(M)! � (M)?

(X; Y ) ! � (X; Y ) = norDXY

dönüşümüne M altmanifoldunun ikinci temel formu denir.

Böylece 8X; Y 2 �(M) için

rXY = rXY + �(X; Y )

eşitli¼gi yaz¬labilir. Bu eşitli¼ge Gauss eşitli¼gi denir [2].

Tan¬m 2.28 E¼ger � = 0 ise M ye M nin bir total geodezik altmanifoldu

denir .

Sonuç 2.1 M nin şekil operatörü AN ve ikinci temel formu � aras¬nda

g (ANX;Y ) = g (� (X;Y ) ; N)

ba¼g¬nt¬s¬vard¬r. Burada g, TpM deki Riemann metri¼gidir [2] :

ispat: X; Y 2 �(M), N 2 �?(M) için
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g(Y;N) = 0

Xg(Y;N) = 0

g
�
rXY;N

�
+ g

�
Y;rXN

�
= 0

g (rXY + � (X; Y ) ; N) + g
�
Y;�ANX +r?

XN
�
= 0

g (rXY;N) + g (� (X; Y ) ; N) + g (Y;�ANX) + g
�
Y;r?

XN
�
= 0

g (ANX; Y ) = g (� (X; Y ) ; N)

eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬görülür.

Tan¬m 2.29 (M; g) yar¬ Riemann manifoldunun n boyutlu bir altmanifoldu

(M; g) olsun. M üzerindeki bir p 2 M için TpM nin lokal ortonormal baz¬

fe1; e2; :::; eng gözönüne al¬ns¬n. M üzerinde

H : M ! [
P2M

T?p M;

Hp =
1
n

Pn
i=1 "i � (ei; ei) ; "i = g (ei; ei)

şeklinde tan¬ml¬vektör alan¬na da ortalama e¼grilik vektör alan¬denir [3].

Tan¬m 2.30 M üzerinde H � 0 ise M ye minimal altmanifold denir [2].

Tan¬m 2.31 (M; g) Riemann manifoldunun bir altmanifoldu M olsun.

8X;Y 2 �(M) için

�(X; Y ) = Hg(X; Y )

ise M ye M nin umbilik altmanifoldu denir [2] :

Tan¬m 2.32 (M; g)bir Riemann manifoldu, M ye de M nin bir altmanifoldu

olsun. M nin ikinci temel formu � ve ortalama e¼grilik vektörü H olmak üzere,

8X;Y 2 �(M) için

g(�(X; Y ); H) = �g(X;Y )

ise M manifolduna, M manifoldunun pseudo-umbilik altmanifoldu denir [2].

Tan¬m 2.33 R41 de

S31 =
�
x 2 R41 : hx; xi = 1
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ve

H3
1 =

�
x 2 R41 : hx; xi = �1

	
yüzeylerine s¬ras¬yla De-Sitter uzay¬ve pseudo-hiperbolik uzay denir [6].

Tan¬m 2.34 M2 kümesi R41 içinde bir alt küme olsun. Her p 2 M2 noktas¬

için R41 içinde aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glayan bir V komşulu¼gu ve bir U � R2 aç¬k

kümesinden V \M2 � R41 üzerine örten bir z : U ! V \M2 dönüşümü varsa

M2 alt kümesine bir yüzey denir.

i. z dönüşümü türevlenebilirdir.

ii. z dönüşümü bir homeomor�zmad¬r.

iii. z dönüşümü regülerdir[5] :

Tan¬m 2.35 R41, 4-boyutlu Minkowski uzay¬nda bir yüzey M2 olsun.

8 p 2 M2 ve 8wp 2 TpM2 için g (vp; wp) = 0) vp = 0 önermesi sa¼glan¬yorsa

M ye R41 de non-degenere yüzey denir [3].

Tan¬m 2.36 R41, 4-boyutlu Minkowski uzay¬nda bir yüzey M2 olsun. M2 yüzeyi

üzerine indirgenmi̧s metrik pozitif tan¬ml¬ ise M2 yüzeyine R41 de Spacelike

yüzey denir [3].

Tan¬m 2.37 R41, 4-boyutlu Minkowski uzay¬nda bir yüzey M2 olsun. M2 yüzeyi

üzerine indirgenmi̧s metrik Lorentz metri¼gi ise M2 yüzeyine R41 de Timelike

yüzey denir [3].

Tan¬m 2.38 R41; 4-boyutlu Minkowski uzay¬n¬n bütün timelike vektörlerin kümesi

� olsun.

Böylece 8 u 2 � için

C (�!u ) = f�!x 2 � : g (�!u ;�!x ) < 0g

=
��!x 2 E41 : g (x� u; x� u) < 0	
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biçiminde tan¬mlanan C (�!u ) kümesine u�yu içeren E41 ün time-konisi denir.

Minkowski 4-uzay¬nda �!x ve �!y timelike vektörleri ayn¬ time-koninin eleman¬ise

g (�!x ;�!y ) = �k�!x k : k�!y k cosh �

olacak şekilde bir tek � � 0 reel say¬s¬vard¬r. Yukar¬da verilen � reel say¬s¬na �!x

ve �!y timelike vektörleri aras¬ndaki Lorentz timelike aç¬denir.

Tan¬m 2.39 n-boyutlu bir reel V vektör uzay¬üzerinde bir skalar çarpma g ve

W da V nin bir altuzay¬olsun. Eger W üzerinde g non-degenere ise W ya non-

degenere alt uzay, non-degenere de¼gilse W ya degenere alt uzay denir [3].

Tan¬m 2.40 " odakl¬bir elips p = (p1; p2) ve q = (q1; q2) 2M için

" = fx = (x; y) 2M j dM(x; p) + dM(x; q) = kg (2.2)

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada k bir reel say¬d¬r.

Minkowski düzleminin " elipsine göre gerçek denklemi x kordinat¬n¬n p ve

q odaklar¬na göre aşa¼g¬daki gibi verilir.

0 = 4((q1 � p1)2 � k2)x2 + 8(q1 � p1)(p2 � q2)xy

+4((p2 � q2)2 + k2)y2

+4(((q1 � p1)(q22 � p21 + q22 � p22 � k2) + 2k2q1)x (2.3)

+4((p2 � q2)(q21 � p21 + q22 � p22 � k2)� 2k2q2)y

+(q21 � p21 + q22 � p22 � k2)2 � 4k2q21 + 4k2q22:

Gerçekten Minkowski düzlemindeki konik denklemi Öklid düzleminden

farkl¬d¬r. Ökliddeki genel quadratik denklemlerdeki koniklerin s¬n¬�and¬r¬lmas¬

kullan¬larak (2:3) denkleminin diskriminant¬

� = 64k2((p2 � q2)2 � (p1 � q1)2 + k2) 2 R
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elde edilir.

p2 6= �q2 odak noktal¬elipsi alal¬m.

(p2 � q2)2 > �(p1 � q1)2 + k2

oldu¼gundan � > 0 d¬r. Bu nedenle ne tam ne de kapal¬bir e¼gridir [9] :
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3. R41 DE SPACELIKE YÜZEYLER·IN TANJANT

·INVARYANTLARI

Bu bölümde [7] de verilen yüzeylerin geometrik invaryantlar¬incelenecek-

tir.

R41 Minkowski uzay¬üzerinde (3; 1) i̧saretli skalar çarp¬m h; i ile gösterilsin ve

�!v = (v1; v2; v3; v4)

�!w = (w1; w2; w3; w4)

olmak üzere

hv; wi = v1w1 + v2w2 + v3w3 � v4w4

şeklinde tan¬mlans¬n. R41 ün standart baz¬fe1; e2; e3; e4g olsun. h; i skalar çarp¬m¬n

tan¬m¬ndan

he1; e1i = he2; e2i = he3; e3i = 1; he4; e4i = �1

oldu¼gu aç¬kt¬r. Bundan sonra bu baz R41 için bir yönlendirme olarak al¬nacakt¬r.

R41 de bir yüzey, D � R2 için bir aç¬k alt küme olmak üzere,

M2 = f(z (u; v) : u; v 2 D)g

şeklinde gösterilecektir

M2; R41 de bir spacelike yüzey olsun. M2 nin bir p noktas¬nda te¼get ve normal

uzaylar¬s¬ras¬yla TpM
2 ve NpM2 ile temsil edilecektir.

h; i non-degenere oldu¼gundan bir p 2 M2 noktas¬nda aşa¼g¬daki direkt toplam

yaz¬labilir:

R41 = TpM2 �NpM2:

h; i nin TpM2 te¼get uzay¬n¬n k¬s¬tlanm¬̧s¬g ile gösterilecektir.

Aç¬kca görülmektedir ki g; (2; 0) i̧saretli iken h; i nin NpM2 normal uzay¬na

k¬s¬tlanm¬̧s¬(1; 1) i̧saretlidir.

M2 nin bir p noktas¬ndaki te¼get uzay¬n¬n bir baz¬fzu; zvg olsun. M2 spacelike

bir yüzey oldu¼gundan
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hzu; zui > 0; hzv; zvi > 0

d¬r. Buna göre

E (u; v) = hzu; zui;

F (u; v) = hzu; zvi; (3.1)

G (u; v) = hzv; zvi

eşitlikleri ile verilen diferensiyellenebilir fonksiyonlar elde edilebilir.

Tan¬m 3.1 (3:1) eşitlikleri ile verilen E;F;G fonksiyonlar¬na birinci temel

formun katsay¬lar¬denir.

Yüzeyin I. temel formu hesaplanabilir.

Gerçekten,

z nin tam diferensiyeli

dz =
@z

@u
du+

@z

@v
dv

olup

I = (ds)2 =< dz; dz >

= <
@z

@u
;
@z

@u
> (du)2 + 2 <

@z

@u
;
@z

@v
> dudv+ <

@z

@v
;
@z

@v
> (dv)2

= E (du)2 + 2Fdudv +G (dv)2

bulunur. Buradan

(ds)2

(dv)2
= E

�
du

dv

�2
+ 2F

du

dv
+G (dv)2

için standart gösterimi

I (�; �) = E�2 + 2F��+G�2; �; � 2 R

şeklinde elde edilir. I (�; �) pozitif oldu¼gundan ve (3:1) yard¬m¬yla

W =
p
EG�F 2

ile verilir.

Bir fn1; n2g normal çat¬alan¬al¬nabilir öyleki hn1; n1i = 1; hn2; n2i = �1;
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ve fzu; zv; n1; n2g dörtlüsü R41 ün pozitif yönlendirmesidir. R41 de standart ko-

varyant türevi r0
ile gösterilsin.

Tan¬m 3.2 z(u; v) nin 2.mertebeden k¬smi türevleri zuu; zuv; zvv ve normal vektör

alanlar¬n1; n2 olmak üzere M2 nin ikinci temel form katsay¬lar¬

c111 = hzuu; n1i; c211 = hzuu; n2i;

c112 = hzuv; n1i; c212 = hzuv; n2i;

c122 = hzvv; n1i; c222 = hzvv; n2i:

eşitlikleri ile tan¬mlan¬r.

Önerme 3.1 8 zu; zv 2 TpM2 ve fn1; n2g 2 T?p M2 için

r0

zuzu = zuu = �
1
11zu + �

2
11zv + c

1
11n1 � c211n2;

r0

zuzv = zuv = �
1
12zu + �

2
12zv + c

1
12n1 � c212n2;

r0

zvzu = zvu = �
1
21zu + �

2
21zv + c

1
21n1 � c221n2;

r0

zvzv = zvv = �
1
22zu + �

2
22zv + c

1
22n1 � c222n2:

dir. Burada �kij Christo¤el sembolleridir.

M2 nin ikinci temel formunu � olmak üzere

8Xp; Yp 2 TpM2 için � (Xp; Yp) = nor
�
r0

XpY
�
şeklinde tan¬ml¬oldu¼gundan

� (zu; zu) = c111n1 � c211n2;

� (zu; zv) = c112n1 � c212n2; (3.2)

� (zv; zv) = c122n1 � c222n2:

eşitlikleri elde edilir.

(3:2) eşitlikleri gözönüne al¬nd¬¼g¬nda aşa¼g¬daki teorem verilebilir.

Teorem 3.1 M2 yüzeyi bir hiper düzlemde yatar gerek ve yeter şart M2 total

geodeziktir.
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Herhangi bir noktada yüzeylerin de genel tiplerini inceleyebilmek için ckij

katsay¬lar¬n¬s¬f¬rdan farkl¬kabul edilebilir.

Şimdi M2 yüzeyinin herhangi bir noktas¬nda eşlenik te¼getler tan¬mlanacakt¬r.

S¬f¬rdan farkl¬X = �zu + �zv te¼get vektörü gözönüne al¬ns¬n.

g = X
kXk olmak üzere bir p 2 M2 noktas¬ndaki

�g (Y ) = �

 
�zu + �zvp
I (�; �)

; Y

!
; Y 2 TpM2 (3.3)

ile tan¬ml¬

�g : TpM
2 �! NpM

2

dönüşümü tan¬mlanabilir.

Burada �g dönüşümü lineerdir.Gerçekten,

�g : TpM
2 �! NpM

2

Y �! �g (Y ) = �

�
X

I (�; �)
; Y

�

�g (Y ) = � (g; Y ) = �

�
X

kXk ; Y
�
= norr X

kXk
Y

i. a; b 2 R Y; Z 2 TpM2 olmak üzere

�g (aY + bZ) = nor (rg (aY + bZ))

= nor (argY + brgZ)

= argY + brgZ

= a�g (Y ) + b�g (Z)

ii. � 2 R

�g (�X) = nor (rg�Y )

= nor (�rgY )

= �nor (rgY )

= ��g (Y ) :
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�g lineer dönüşümü, g ile lineer ba¼g¬ml¬s¬f¬rdan farkl¬X vektörünün seçi-

minden ba¼g¬ms¬zd¬r. (3:2) ve (3:3) kullan¬larak �g (zu) ve �g (zv) normal vektörleri

aşa¼g¬daki gibi elde edilebilir:

Y = azu + bzv

olmak üzere (3:3) den

�g (Y ) = �

 
�zu + �zvp
I (�;�)

; Y

!
eşitli¼gi yaz¬labilir. Bu eşitlikte Y yerine yaz¬l¬rsa

�g (Y ) = �

 
�zu + �zvp
I (�;�)

; azu + bzv

!
(3.4)

norr �zu+�zvp
I(�;�)

(azu + bzv) =
�p
I (�;�)

rzu(azu + bzv) +
�p
I (�;�)

rzv(azu + bzv)

=
�p
I (�; �)

rzuazu +
�p
I (�; �)

rzubzv

+
�p
I (�; �)

rzvazu +
�p
I (�; �)

rzvbzv

=
�ap
I (�; �)

rzuzu +
�bp
I (�; �)

rzuzv

+
�ap
I (�; �)

rzvzu +
�bp
I (�; �)

rzvzv

=
�ap
I (�; �)

�
c111n1 � c211n2

�
+

�bp
I (�; �)

�
c112n1 � c212n2

�
+

�ap
I (�; �)

�
c112n1 � c212n2

�
+

�bp
I (�; �)

�
c122n1 � c222n2

�
=

(�ac111 + (�b+ �a) c
1
12 + �bc

1
22)n1p

I (�; �)

�(�ac
2
11 + (�b+ �a) c

2
12 + �bc

2
22)n2p

I (�; �)

=
(�ac111 + (�b+ �a) c

1
12 + �bc

1
22)n1p

I (�; �)

�(�ac
2
11 + (�b+ �a) c

2
12 + �bc

2
22)n2p

I (�; �)
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=
(�ac111 + (�b+ �a) c

1
12 + �bc

1
22)n1p

I (�; �)

�(�ac
2
11 + (�b+ �a) c

2
12 + �bc

2
22)n2p

I (�; �)
:

elde edilir. Şimdi (3:4) eşitliklerinde özel olarak

Y = zu; Y = zv

al¬n¬rsa aşa¼g¬daki eşitlik elde edilir.

�g (zu) =
�c111 + �c

1
12p

I (�; �)
n1 �

�c211 + �c
2
12p

I (�; �)
n2; (3.5)

�g (zv) =
�c112 + �c

1
22p

I (�;�)
n1 �

�c212 + �c
2
22p

I (�; �)
n2:

M2 nin bir p noktas¬ndaki iki te¼geti g1 : X1 = �1zu + �1zv ve

g2 : X1 = �2zu + �2zv olsun.

Sp fn1; n2g normal uzay¬nda �g1 (zu)�g2 (zv) ve �g2 (zu)�g1 (zv) normal vektör

çifti yard¬m¬yla tan¬mlanan paralel kenarlar¬ gözönüne al¬ns¬n. Bu paralel ke-

narlar¬n alanlar¬s¬ras¬yla S (�g1 (zu) ; �g2 (zv)) ve S (�g2 (zu) ; �g1 (zv)) ile göste-

rilecektir.

g1; g2 te¼getler çiftine aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanan �
g1; g2

say¬s¬kaŗs¬l¬k getirilsin:

�
g1;g2

=
S (�g1 (zu) ; �g2 (zv))

W
+
S (�g2 (zu) ; �g1 (zv))

W
(3.6)

(3:5) deki eşitlik gözönüne al¬narak �
g1; g2

say¬s¬aşa¼g¬daki şekilde hesaplanabilir:

�
g1 ; g2

=
2
��� c111
c211

c112
c212

����1�2 + ��� c111c211 c122c222 ��� (�1�2 + �1�2) + 2 ��� c112c212 c122c222 ����1�2
W .
p
I (�1;�1)

p
I (�2;�2)

: (3.7)

Burada
�1 =

��� c111
c211

c112
c212

��� ; �2 =
��� c111
c211

c122
c222

��� ; �3 =
��� c112
c212

c122
c222

��� ;
L (u; v) = 2�1

W
; M (u; v) = �2

W
; N (u; v) = 2�3

W
;

eşitlikleri hesaba kat¬larak (3:7) eşitli¼gi daha k¬sa bir şekilde aşa¼g¬daki gibi yaz¬l¬r:

�
g1; g2

=
L�1�2 +M (�1�2 + �1�2) +N�1�2p

I (�1; �1)
p
I (�2; �2)

: (3.8)
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Teorem 3.2 �
g1; g2

say¬s¬M2 deki parametre de¼gi̧siminden ba¼g¬ms¬zd¬r.

·Ispat: M2 nin (u; v) parametrelerinin de¼gi̧simi

u = u (u; v) ;

v = v (u; v)

9=;� (u; v) 2 D; D 2 R2:
�

(3.9)

J = uuvv � uvvu 6= 0

olsun.

zu = zuuu + zvvu;

zv = zuuv + zvvv:

E = hzu; zui;

F = hzu; zvi;

G = hzv; zvi

oldu¼gundan

E = u2uE + 2uuvuF + v
2
uG;

F = uuuvE + (uuvv + uvvu)F + vuvvG; (3.10)

G = u2vE + 2uvvvF + v
2
vG:

EG� F 2 = J2
�
EG� F 2

�
veya buna denk olarak

W = "JW

dir. Burada J nin i̧sareti " dur.

� (zu; zu) = c111n1 � c211n2;

� (zu; zv) = c112n1 � c212n2;

� (zv; zv) = c122n1 � c222n2:

(3:9) ve (3:2) den aşa¼g¬daki eşitlikler elde edilebilir.

ck11 = u
2
uc
k
11 + 2uuvuc

k
12 + v

2
uc
k
22;

ck12 = uuuvc
k
11 + (uuvv + uvvu)c

k
12 + vuvvc

k
22;

ck22 = u
2
vc
k
11 + 2uvvvc

k
12 + v

2
vc
k
22

9>>>=>>>; (k = 1; 2:)
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ve dolay¬s¬yla

�1 = J
�
u2u�1 + uuvu�2 + v

2
u�3

�
;

�2 = J (2uuuv�1 + (uuvv + uvvu)�2 + 2vuvv�3) ;

�3 = J (2uuuv�1 + (uuvv + uvvu)�2 + 2vuvv�3) ;

Böylece L; M; N fonksiyonlar¬n¬aşa¼g¬daki gibi ifade edilebilir:

L = "
�
u2uL+ 2uuvuM + v2uN

�
;

M = " (uuuvL+ (uuvv + uvvu)M + vuvvN) ; (3.11)

N = "
�
u2vL+ 2uvvvM + v2vN

�
:

X = �zu + �zv = �zu + �zv oldu¼gundan

� = �uu + �uv

� = �vu + �vv

dür. (3:9) kullan¬larak

L�1�2 +M
�
�1�2 + �1�2

�
+N�1�2

= " (L�1�2 +M (�1�2 + �1�2) +N�1�2) :

I
�
�; �

�
= I (�; �) oldu¼gundan

�
g1;g2

=
L�1�2 +M

�
�1�2 + �1�2

�
+N�1�2q

I
�
�1; �1

�q
I
�
�2; �2

�
= "

(L�1�2 +M (�1�2 + �1�2) +N�1�2)p
I (�1; �1)

p
I (�2; �2)

= "�
g1;g2

:

Sonuç olarak, �
g1;g2

say¬s¬parametre de¼gi̧siminden ba¼g¬ms¬zd¬r.

Sonuç 3.1 Aralar¬ndaki i̧saret fark¬te¼get veya normal uzayda seçilecek bir yön-

lendirme ile kald¬r¬labilir.

Tan¬m 3.3 E¼ger �
g1; g2

= 0 ise g1 : X1 = �1zu + �1zv ve g2 : X2 = �2zu + �2zv

te¼getleri eşlenik te¼getlerdir denir.
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Aç¬kça görülmektedir ki �
g1; g2

= 0 eşitli¼gi

L�1�2 +M (�1�2 + �1�2) +N�1�2 = 0

eşitli¼gine denktir.

Son eşitlikteki formül yard¬m¬ylaM2 yüzeyinin bir p noktas¬ndaki � ikinci

temel formu aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlanabilir.

Bir p 2 M2 noktas¬nda bir tanjant vektör X = �zu + �zv; (�; �) 2 R olsun.

O zaman

� (�; �) = L�2 + 2M��+N�2 �; � 2 R:

Teorem 3.2 deki M2 nin E;F;G katsay¬lar¬n¬n parametrelerinin de¼gi̧sti¼gi

gibi L;M;N fonksiyonlar¬n¬n da parametreleri de¼gi̧sir.

M2 nin bir başka normal çat¬alan¬f en1; en2g ise
h en1; en1i = 1; h en1; en2i = 0; h en2; en2i = �1

olmak üzere
n1 = "

0
(cosh � en1 + sinh � en2) ;

n2 = "
0
(sinh � en1 + cosh � en2) ;

9=;�"0 = �1:�
olarak verilsin. Önerme 3.1 deki eşitliklerin normal bileşenlerin oldu¼gu yerlere

yukar¬daki n1 ve n2 nin de¼gerleri yerine yaz¬ls¬n.

r0

zuzu = c111

h
"
0
(cosh � en1 + sinh � en2)i� c211 h"0 (sinh � en1 + cosh � en2)i ;

r0

zuzv = c112

h
"
0
(cosh � en1 + sinh � en2)i� c212 h"0 (sinh � en1 + cosh � en2)i ;

r0

zvzu = c121

h
"
0
(cosh � en1 + sinh � en2)i� c221 h"0 (sinh � en1 + cosh � en2)i ;

r0

zvzv = c122

h
"
0
(cosh � en1 + sinh � en2)i� c222 h"0 (sinh � en1 + cosh � en2)i :

Buradan

hr0

zuzu; en1i = ec111 = "0 �cosh �c111 � sinh �c211�
hr0

zuzu; en2i = ec211 = "0 �cosh �c211 � sinh �c111�
hr0

zuzv; en1i = ec112 = "0 �cosh �c112 � sinh �c212�
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hr0

zuzv; en2i = ec212 = "0 �cosh �c212 � sinh �c112� :
eşitlikleri yaz¬labilir. Genel olarak eckij ve ckij (i; j; k = 1; 2) fonksiyonlar¬aras¬ndaki
ba¼g¬nt¬aşa¼g¬daki eşitlikler yard¬m¬yla ifade edilir.

ec1ij = "0 �cosh �c1ij � sinh �c2ij�ec2ij = "0(� sinh �c1ij + cosh �c2ij)
9=; (i; j = 1; 2:)

Bu eşitlik yard¬m¬yla

f�1 = ec111ec212 � ec112ec211
= "

0 �
cosh �c111 � sinh �c211

�
"
0 �
cosh �c212 � sinh �c112

�
�"0

�
cosh �c112 � sinh �c212

�
"
0 �
cosh �c211 � sinh �c111

�
= "

02

24 (cosh �c111 � sinh �c211) cosh �c212 � sinh �c112
� (cosh �c112 � sinh �c212) (cosh �c211 � sinh �c111)

35

= "
02

26664
cosh �2c111c

2
12 � cosh � sinh �c112c111 � sinh � cosh �c212c211

+sinh �2c211c
1
12 � cosh �2c112c211 + cosh � sinh �c111c112

+sinh � cosh �c211c
2
12 � sinh �2c212c111

37775
= "

02
��
cosh �2 � sinh �2

� �
c111c

2
12

�
+
�
sinh �2 � cosh �2

� �
c211c

1
12

��
= "

02
�
c111c

2
12 � c211c112

�
= "

02�1

olup

eL (u; v) =
"
022�1

W

= "
02L (u; v)

dir. Benzer şekilde f�i = �i; i = 2; 3 yaz¬labilir. Bununla birlikte

M (u; v) = �2
W
; N (u; v) = 2�3

W
; W =

p
EG�F 2

oldu¼gundan f�i = �i; i = 1; 2; 3 ve fW gözönüne al¬nd¬¼g¬nda

eL = "02L; fM = "
02M; eN = "

02N

yaz¬labilir.

Sonuç olarak L; M; N fonksiyonlar¬yüzeyin normal çat¬s¬n¬n seçili̧sinden ba¼g¬m-

s¬zd¬r.
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Sonuç 3.2 ·Ikinci temel form yüzeyin normal uzay¬n¬n veya te¼get uzay¬n¬n yön-

lendirmesinden kaynaklanan bir i̧saret fark¬yla invaryantt¬r.

R3 deki yüzeylerin klasik diferensiyel geometrisinde oldu¼gu gibi ayn¬yolla

R4 de verilen bir yüzeyin herhangi bir noktas¬nda da eşlenik te¼get vektörleri yine

ikinci temel form belirler. [4]

Uyar¬3.1 Yukar¬daki incelemeler göstermektedir ki ikinci temel form anlam¬n-

daki eşleniklik �
g1;g2

invaryant¬yard¬m¬yla tan¬mlanan eşlenikliktir.

Yüzeyin g tanjant vektörüne �g ve �g invaryantlar¬kaŗs¬l¬k getirilecektir.

g : X = �zu + �zv bir tanjant vektör ve bunun

X? = �F�+G�
W

zu +
E�+ F�

W
zv (3.12)

vektörü taraf¬ndan tespit edilen birim ortogonal vektör g? olsun.

Tan¬m 3.4 �g = �g;g ;ve �g = �g; g? fonksiyonlar¬s¬ras¬yla g tanjant vektörünün

normal e¼grili¼gi ve geodezik torsiyonu denir.

Yukar¬daki tan¬m, (3:6) ve (3:8) eşitlikleri gözönüne al¬n¬rsa

�g = 2
S (�g (zu) ; �g (zv))

W
=
II (�; �)

I (�; �)

şeklinde hesaplan¬r. Buradan g te¼getinin normal e¼grili¼gi, �g (zu) ve �g (zv) normal

vektörleri taraf¬ndan tespit edilen paralelkenar¬n alan¬n iki kat¬d¬r. R3 de yüzeyler

teorisinde bir te¼getin normal e¼grili¼ginde oldu¼gu gibi ayn¬yolla yüzeyin birinci ve

ikinci temel formlar¬arac¬l¬¼g¬yla �g invaryant¬da yaz¬lm¬̧st¬r.

(3:8) ve (3:11) kullan¬larak

�g =
�2 (EM � FL) + �� (EN �GL) + �2 (FN �GM)

WI (�; �)

elde edilebilir. Burada �g; R3 de yüzeyler teorisindeki geodezik torsiyona benzer

olarak birinci ve ikinci temel formun katsayalar¬cinsinden yaz¬lm¬̧st¬r.

Tan¬m 3.5 E¼ger g özeşlenikse yani �g = 0 ise g : X = �zu+�zv te¼geti asimtotiktir

denir.
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M2 nin bir p noktas¬ndaki asimtotik te¼getleri için denklemi

L�2 + 2M��+N�2 = 0

d¬r.

Tan¬m 3.6 E¼ger �g = 0 ise g : X = �zu + �zv te¼geti bir asli do¼grultudur denir.

M2 nin bir p noktas¬ndaki asli te¼getlerinin denklemi����EL FM
�����2 + ����EL GN

������+ ���� FM G

N

�����2 = 0:
d¬r.

Tan¬m 3.7 M2 de bir e¼gri

c : u = u (q) ; v = v (q) ; q 2 J � R

olsun. E¼ger bu e¼grinin te¼geti asimtotik ise asimtotik e¼gri,asli ise asli e¼gri denir.

Tan¬m 3.8 Bir M2 yüzeyi gözönüne al¬ns¬n. z = z(u; v), bu yüzey için bir

paremetri-zasyon ve zu zv birer asli te¼get vektörler ise yüzey asli e¼griler taraf¬ndan

paremetrize edilmi̧stir denir.

Önerme 3.2 M2 yüzeyi asli e¼griler taraf¬ndan parametrize edilir , F = 0;

M = 0 d¬r.
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4. R41 DE WE·INGARTEN DÖNÜŞÜMÜ

Bu bölümde R4 deki bir yüzeyin geometrisini incelemek için baz¬diferan-

siyel invaryantlar tan¬mlanacakt¬r.

Bilindi¼gi gibi R3de bir yüzeyin geometrisi tamamen şekil operatörü de-

nilen bir matrisle incelenmektedir. Ancak burada R4 ile yüzeyin boyut fark¬

2 oldu¼gundan yüzeye ait global bir şekil operatörü olmay¬p normaller do¼grul-

tusunda şekil operatörleri söz konusudur. Buradan da anlaş¬lmaktad¬r ki böyle

bir yüzeyin geometrisi bir tek lineer dönüşüm veya buna kaŗs¬l¬k gelen matrisle

belirlenemez. Şimdi bu noktada şöyle bir soruyla kaŗs¬kaŗs¬yay¬z, R4 de verilen 2

boyutlu yüzeyler için öyle bir matris tan¬mlayabilirmiyiz ki bu matrisin baz¬in-

varyantlar¬vas¬tas¬yla yüzeyin geometrisi belirlensin? Örne¼gin böyle bir matrisin

izi veya determinant¬bizim için ne ifade eder?

Tersine bulunacak bu invaryantlar yüzeyi tamamen tespit edebilir mi?

Daha aç¬kças¬ bu invaryantlar vas¬tas¬yla R4 deki yüzeyler için bir temel teo-

rem verilebilir mi? Ganchev ve Milousava 2008 de yapt¬¼g¬"On The Theory of

Surfaces In The Four-Dimensional Euclidean Space " isimli çal¬̧smada bu sorunun

cevab¬n¬Öklidyen uzaylar için vermi̧stir.

R3 de aij de¼gerleri L; M; N katsay¬lar¬türünden ifade edilsin ve

�L = hNu; zui = a11E + a21F;

�M = hNv; zui = a12E + a22F (4.1)

= hNu; zvi = a11F + a21G;

�N = hNv; zvi = a12F + a22G

fonksiyonlar¬tan¬mlans¬n. (4:1) eşitlikleri matris formunda aşa¼g¬daki şekilde ifade

edilebilir:

�

24L M

M N

35 =
24a11 a21

a12 a22

3524E F

F G

35 (4.2)
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24E F

F G

35 matrisi regüler olup tersi
24E F

F G

35�1 = 1

EG� F 2

24 G �F

�F E

35
şeklinde hesaplanabilir.

(4:2) eşitli¼gi göz önünde bulundurularak24a11 a21

a12 a22

35 = �
24L M

M N

3524E F

F G

35�1

eşitli¼gi elde edilir. Burada

a11 =
FM �GL
EG� F 2 ; a21 =

FL� EM
EG� F 2 ; a12 =

FN �GM
EG� F 2 ; a22 =

FM � EN
EG� F 2 :

şeklinde hesaplan¬r. Bu eşitliklere Weingarten formülleri denir.

Denklem (4:2) kullanarak

K = det (aij) =
LN �M2

EG� F 2 (4.3)

elde edilebilir.

Ortalama e¼grili¼gi hesaplamak için 
 dönüşümünün özde¼gerlerinin �k1;�k2 dir.

Bu durumda, I özdeşlik dönüşümü olmak üzere, k1 ve k2 e¼grilikleri, bir v 2

TpM
2; v 6= 0 için


 (v) = �kv

= �kIv

eşitli¼gini sa¼glar. Bunun sonucu olarak 
+kI dönüşümünün tersi yoktur; dolay¬s¬yla

determinant¬s¬f¬rd¬r. Böylece

det

24a11 + k a12

a21 a22 + k

35 = 0
ya da

k2 + k (a11 + a22) + a11a22 � a21a12 = 0
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olur. k1 ve k2 say¬lar¬yukar¬daki ikinci dereceden denklemi sa¼glad¬klar¬için

H = 1
2
(k1 + k2) = �1

2
(a11 + a22)

= 1
2
EN+GL�2FM
(EG�F 2)

(4.4)

elde edilir. Böylece

k2 � 2Hk +K = 0

ve sonuç olarak

k = H �
p
H2 �K (4.5)

olur [5] :

R3 de oldu¼gu gibi R41 de 
 Weingarten tipi dönüşüm II temel form ile

tan¬mlanabilir.

M2 nin herhangi bir noktas¬nda standart yolla


 : TpM
2 �! TpM

2

olmak üzere


 (zu) = 
11zu + 

2
1zv;


 (zv) = 
12zu + 

2
2zv;

eşitlikleri ile verilir.

Tan¬m 4.1 h =

24L M

M N

35 ve g =

24E F

F G

35 olmak üzere 
 = �h � g�1 lineer

dönüşümüne yüzeyin Weingarten tipli dönüşümü

denir. Böylece 
 dönüşümünün
�

ji
�
bileşenleri


11 =
FM�GL
EG�F 2 ; 
21 =

FL�EM
EG�F 2 ; 
12 =

FN�GM
EG�F 2 ; 
22 =

FM�EN
EG�F 2

d¬r.

(3:10) ve (3:11) gözönüne al¬n¬rsa normal çat¬alan¬n¬n de¼gi̧simi ve yüzey-

lerin parametrelerinin de¼gi̧simi alt¬nda 
 lineer dönüşümü invaryant oldu¼gu görülür.
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Lemma 4.1 M2 yüzeyindeki k : det 
 = LN�M2

EG�F 2 ; { := �1
2
tr
 = EN+GL�2FM

2(EG�F 2)

fonksiyonlar¬invaryantt¬r.

·Ispat M2 nin (u; v) parametrelerinin de¼gisimi

u = u (u; v) ;

v = v (u; v)

9=;� (u; v) 2 D; D � R2:
�

J = uuvv � uvvu 6= 0

olsun.

zu = zuuu + zvvu;

zv = zuuv + zvvv:

E = h zu; zui; F = hzu; zvi; G = hzv; zvi

oldu¼gundan

E = u2uE + 2uuvuF + v
2
uG;

F = uuuvE + (uuvv + uvvu)F + vuvvG;

G = u2vE + 2uvvvF + v
2
vG:

ve

EG� F 2 = J2
�
EG� F 2

�
dir. Buradan

W = "JW; " = J

dir. Burada "; J nin i̧saretidir.

L = "
�
u2uL+ 2uuvuM + v2uN

�
;

M = " (uuuvL+ (uuvv + uvvu)M + vuvvN) ;

N = "
�
u2vL+ 2uvvvM + v2vN

�
:

olmak üzere

k : det 
 =
LN �M2

EG� F 2
olsun.
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k : det 
 =
LN �M2

EG� F 2

=
" (u2uL+ 2uuvuM + v2uN) " (u

2
vL+ 2uvvvM + v2vN)

J2 (EG� F 2)
� (" (uuuvL+ (uuvv + uvvu)M + vuvvN))

2

J2 (EG� F 2)

=
"2 ((u2uL+ 2uuvuM + v2uN) (u

2
vL+ 2uvvvM + v2vN))

J2 (EG� F 2)

�
"2
�
((uuuvL+ (uuvv + uvvu)M + vuvvN))

2�
J2 (EG� F 2)

=
(u2uL+ 2uuvuM + v2uN) (u

2
vL+ 2uvvvM + v2vN)

J2 (EG� F 2)

�((uuuvL+ (uuvv + uvvu)M + vuvvN))
2

J2 (EG� F 2)

=
(u2uL+ 2uuvuM + v2uN) (u

2
vL+ 2uvvvM + v2vN)

J2 (EG� F 2)

�((uuuvL+ (uuvv + uvvu)M + vuvvN))
2

J2 (EG� F 2)

= �
�
u2uu

2
vL

2 + uuuv(uuvv + uvvu)LM + uuuvvuvvLN

J2 (EG� F 2)

�
�
�
(uuvv + uvvu)uuuvML+ (uuvv + uvvu)

2M2

J2 (EG� F 2)

�
= �

�
+2uuvuv

2
vMN + v

2
uu

2
vNL+ 2v

2
uuvvvNM + v2uv

2
vN

2

J2 (EG� F 2)

�
=

L2 (u2uu
2
v � u2uu2v )

J2 (EG� F 2)

+
LM (2u2uuvvv + 2uuvuu

2
v � uuuv(uuvv + uvvu)� (uuvv + uvvu)uuuv)
J2 (EG� F 2)

+
M2 (4uuvuuvvv � (uuvv + uvvu)2)

J2 (EG� F 2)

+
MN (2uuvuv

2
v + 2v

2
uuvvv � (uuvv + uvvu)vuvv � vuvv(uuvv + uvvu))

J 2 (EG� F 2)

+

�
NL (u2uv

2
v + v

2
uu

2
v � uuuvvuvv � vuvvuuuv) +N2 (v2uv

2
v � v2uv2v)

J 2 (EG� F 2)

�
=

LM (2u2uuvvv + 2uuvuu
2
v � uuuv(uuvv + uvvu) � (uuvv + uvvu)uuuv)

J 2 (EG� F 2)

+
M2 (4uuvuuvvv � u2uv2v � u2vv2u � 2uuvvuvvu)

J 2 (EG� F 2)

+
MN (2uuvuv

2
v + 2v

2
uuvvv � uuv2vvu � uvv2uvv � vuv2vuu � v2uvvuv)

J 2 (EG� F 2)
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+
NL (u2uv

2
v + v

2
uu

2
v � uuuvvuvv � vuvvuuuv)

J 2 (EG� F 2)

=
LM (2u2uuvvv + 2uuvuu

2
v � u2uuvvv � uuvu u2v � u2uvvuv � u2vvuuu)

J 2 (EG� F 2)

+
M2 (2uuvuuvvv � u2uv2v � u2vv2u)

J2 (EG� F 2)

+
MN (2uuvuv

2
v + 2v

2
uuvvv � 2uuv2vvu � 2uvv2uvv)

J2 (EG� F 2)

+
NL (u2uv

2
v + v

2
uu

2
v � 2uuuvvuvv)

J2 (EG� F 2)

=
LM (2u2uuvvv + 2uuvuu

2
v � 2u2uuvvv � 2uuvuu2v)

J2 (EG� F 2)

+
M2 (2uuvuuvvv � u2uv2v � u2vv2u)

J2 (EG� F 2)

+
MN (2uuvuv

2
v + 2v

2
uuvvv � 2uuv2vvu � 2uvv2uvv)

J2 (EG� F 2)

+
NL (u2uv

2
v + v

2
uu

2
v � 2uuuvvuvv)

J2 (EG� F 2)

=
M2 (2uuvuuvvv � u2uv2v � u2vv2u) +NL (u2uv2v + v2uu2v � 2uuuvvuvv)

J2 (EG� F 2)

=
(LN �M2) (u2uv

2
v + v

2
uu

2
v � 2uuuvvuvv)

J2 (EG� F 2)

=
(LN �M2) (uuvv � vuuv)2

J2 (EG� F 2)

=
(LN �M2) J2

J2 (EG� F 2) =
(LN �M2)

(EG� F 2) = k = det 


elde edilir. Di¼ger yandan

{ := �1
2
tr
 =

EN +GL� 2FM
2
�
EG� F 2

� olsun

{ : = �1
2
tr
 =

EN +GL� 2FM
2
�
EG� F 2

�
=

(u2uE + 2uuvuF + v
2
uG) : (" (u

2
vL+ 2uvvvM + v2vN))

2
�
EG� F 2

�
+
(u2vE + 2uvvvF + v

2
vG) : (" (u

2
uL+ 2uuvuM + v2uN))

2
�
EG� F 2

�
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�2 (uuuvE + (uuvv + uvvu)F + vuvvG)
2
�
EG� F 2

�
:
(" (uuuvL+ (uuvv + uvvu)M + vuvvN))

2
�
EG� F 2

�
=

" ((u2uE + 2uuvuF + v
2
uG) : (u

2
vL+ 2uvvvM + v2vN))

2
�
EG� F 2

�
+
"((u2vE + 2uvvvF + v

2
vG) : (u

2
uL+ 2uuvuM + v2uN))

2
�
EG� F 2

�
�"

24(2 (uuuvE + (uuvv + uvvu)F + vuvvG)
2
�
EG� F 2

�
:
(uuuvL+ (uuvv + uvvu)M + vuvvN)

2
�
EG� F 2

�
35

=

24u2uu2vEL+ 2u2uuvvvEM + u2uv
2
vEN + 2uuvuu

2
vFL+ 4uuvuuvvvFM

2
�
EG� F 2

�
+
2uuvuv

2
vFN + v

2
uu

2
vGL+ 2v

2
uuvvvGM + v2uv

2
vGN + u

2
vu
2
uEL

2
�
EG� F 2

�
+
2u2vuuvuEM + u2vv

2
uEN + 2uvvvu

2
uFL+ 4uvvvuuvuFM

2
�
EG� F 2

�
+
2uvvvv

2
uFN + v

2
vu
2
uGL+ 2v

2
vuuvuGM + v2vv

2
uGN

2
�
EG� F 2

�
�2u

2
uu

2
vEL+ 2 (uuuv) (uuvv + uvvu)EM + 2uuuvvuvvEN

2
�
EG� F 2

�
�2(uuvv + uvvu)uuuvFL+ 2(uuvv + uvvu)(uuvv + uvvu)FM

2
�
EG� F 2

�
�2(uuvv + uvvu)vuvvFN + 2vuvvuuuvGL

2
�
EG� F 2

�
�2vuvv(uuvv + uvvu)GM + 2v2uv

2
vGN

2
�
EG� F 2

�
35

=

24(2u2uu2v � 2u2uu2v)EL+ (2u2uuvvv + 2u2vuuvu � 2u2uuvvv � 2u2vuuvu)EM
2
�
EG� F 2

�
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+
(u2uv

2
v + u

2
vv
2
u � 2uuuvvuvv)EN

2
�
EG� F 2

�
+
(2uuvuu

2
v + 2uvvvu

2
u � 2(uuvv + uvvu)uuuv)FL

2
�
EG� F 2

�
+
(4uuvuuvvv + 4uvvvuuvu � 2(uuvv + uvvu)(uuvv + uvvu))FM

2
�
EG� F 2

�
+
(2uuvuv

2
v + 2uvvvv

2
u � 2(uuvv + uvvu)vuvv)FN

2
�
EG� F 2

�
+
(v2uu

2
v + v

2
vu
2
u � 2vuvvuuuv)GL

2
�
EG� F 2

�
+
(2v2uuvvv + 2v

2
vuuvu � 2vuvv(uuvv + uvvu))GM
2
�
EG� F 2

�
+
(v2uv

2
v + v

2
vv
2
u � 2v2uv2v)GN

2
�
EG� F 2

�
35

=

24(u2uv2v + u2vv2u � 2uuuvvuvv)EN + (v2uu2v + v2vu2u � 2vuvvuuuv)GL
2
�
EG� F 2

�
+
(4uuvuuvvv + 4uvvvuuvu � 2(uuvv + uvvu)(uuvv + uvvu))FM

2
�
EG� F 2

�
35

=

24(8uuvuuvvv � 2u2uv2v � 2uuvvuvvu � 2uvvuuuvv � 2u2vv2u)FM
2
�
EG� F 2

�
+
(uuvv � vuuv)2EN + (uuvv � vuuv)2GL

2
�
EG� F 2

�
35

=

24(uuvv � vuuv)2EN + (uuvv � vuuv)2GL
2
�
EG� F 2

�
+
(4uuvuuvvv � 2u2uv2v � 2u2vv2u)FM

2
�
EG� F 2

�
35

=

24(uuvv � vuuv)2EN + (uuvv � vuuv)2GL
2
�
EG� F 2

�
+
2 (2uuvuuvvv � u2uv2v � u2vv2u)FM

2
�
EG� F 2

�
35

36



=

24(uuvv � vuuv)2EN + (uuvv � vuuv)2GL
2
�
EG� F 2

�
�2 (�2uuvuuvvv + u

2
uv
2
v + u

2
vv
2
u)FM

2
�
EG� F 2

�
35

=
(uuvv � vuuv)2EN � 2 (uuvv � vuuv)2 FM + (uuvv � vuuv)2GL

2
�
EG� F 2

�
=

J2EN � 2J2FM + J2GL

2J2 (EG� F 2)

=
J2 (EN +GL� 2FM)

2J2 (EG� F 2)

=
(EN +GL� 2FM)

2 (EG� F 2) = �1
2
tr
 = {

elde edilir.

Teorem 4.1 M2 nin normal konneksiyonunun e¼grili¼gi { fonksiyonudur.
·Ispat M2 nin normal konneksiyonu D olsun. Herhangi bir tanjant vektör alan¬

x; y ve herhangi normal vektör alan¬ n olsun.

Weingarten eşitli¼ginden

r0

xn = �An (x) +Dxn

dir. D normal konneksiyonun e¼grilik tensörü R?

R? (x; y)n = DxDyn�DyDxn�D[x;y]n

ile verilir. Bir p 2 M2 noktas¬ndaki normal konneksiyonun e¼grili¼gi hR? (x; y)n2;

n1i ile tan¬mlan¬r. Burada fx; y; n1; n2g pozitif yönlü ortonormal çat¬d¬r. Genel-

li¼gi bozmaks¬z¬n F = 0 alal¬m ve birim vektör alan¬

x = zup
E
; y = zvp

G

ile ifade edilsin. Buradan

� (x; x) =
c111
E
n1 �

c211
E
n2;

� (x; y) =
c112p
EG

n1 �
c212p
EG

n2;

� (y; y) =
c122
G
n1 �

c222
G
n2:
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Dolay¬s¬yla

A1 (x) =
c111
E
x+

c112p
EG
y; A2 (x) =

c211
E
x+

c212p
EG
y;

A1 (y) =
c112p
EG
x+

c122
G
y; A2 (y) =

c212p
EG
x+

c222
G
y;

(4.6)

eşitlikleri elde edilir.

A1 (x) şu şekilde elde edilebilir:

A1 şekil operatörü oldu¼gundan

A1 : TpM
2 ! TpM

2

şeklinde bir lineer dönüşüm olup,

A1 (x) = �1x+ �2y

şeklinde yaz¬labilir. Şimdi her iki eşitli¼gin x ile iç çarp¬m¬al¬n¬rsa:

hA1 (x) ; xi = �1hx; xi+ �2hy; xi

olup, buradan da aşa¼g¬daki eşitlikler elde edilir.

�1 = hA1 (x) ; xi

= hc
1
11

E
n1 �

c211
E
n2; n1i

= hc
1
11

E
n1; n1i � h

c211
E
n2; n1i

= hc
1
11

E
n1; n1i

=
c111
E

d¬r. Benzer bir hesaplamayla:

�2 =
c112p
EG

bulunur. (4:6) n¬n di¼ger eşitlikleri de benzer şekilde elde edilir.

Ricci denkleminden

hR? (x; y)n2; n1i = h[An2 ; An1 ]x; yi

eşitli¼gi yaz¬labilir. Burada

[An1 ; An2 ]x = An1 (An2x)� An2 (An1x)
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d¬r. Son eşitlik ve (4:6) eşitlikleri kullan¬larak aşa¼g¬daki eşitlikler yaz¬labilir:

(A2 � A1 � A1 � A2)(x) =

�
c111c

2
12 � c211c112
E
p
EG

+
c112c

2
22 � c212c122
G
p
EG

�
y;

(A2 � A1 � A1 � A2)(y) = �
�
c111c

2
12 � c211c112
E
p
EG

+
c112c

2
22 � c212c122
G
p
EG

�
x:

Gerçekten

(A2 � A1 � A1 � A2)(x) = (A2 � A1(x)� A1 � A2(x))

= (A2(
c111
E
x+

c112p
EG

y)� A1(
c211
E
x+

c212p
EG

y))

=
c111
E
A2(x) +

c112p
EG

A2(y)�
c211
E
A1(x)�

c212p
EG

A1(y)

=
c111
E
(
c211
E
x+

c212p
EG

y) +
c112p
EG

(
c212p
EG

x+
c222
G
y)

�c
2
11

E
(
c111
E
x+

c112p
EG

y)� c212p
EG

(
c112p
EG

x+
c122
G
y)

=
c111
E

c211
E
x+

c111
E

c212p
EG

y +
c112p
EG

c212p
EG

x+
c112p
EG

c222
G
y

�c
2
11

E

c111
E
x� c

2
11

E

c112p
EG

y � c212p
EG

c112p
EG

x� c212p
EG

c122
G
y

= (
c111
E

c211
E
� c

2
11

E

c111
E
)x+ (

c112p
EG

c212p
EG

� c212p
EG

c112p
EG

)x

+(
c111
E

c212p
EG

� c
2
11

E

c112p
EG

)y + (
c112p
EG

c222
G
� c212p

EG

c122
G
)y

= (
c111c

2
12

E
p
EG

� c211c
1
12

E
p
EG

)y + (
c112c

2
22

G
p
EG

� c212c
1
22

G
p
EG

)y

= (
c111c

2
12 � c211c112
E
p
EG

)y + (
c112c

2
22 � c212c122
G
p
EG

)y

= (
c111c

2
12 � c211c112
E
p
EG

+
c112c

2
22 � c212c122
G
p
EG

)y

elde edilir. Benzer şekilde

(A2 � A1 � A1 � A2)(y) = �
�
c111c

2
12 � c211c112
E
p
EG

+
c112c

2
22 � c212c122
G
p
EG

�
elde edilir. Şimdi aşa¼g¬daki eşitliklerin do¼gru oldu¼gu gösterilebilir:

(A2 � A1 � A1 � A2)(x) = EN+GL
2EG

y = {y;

(A2 � A1 � A1 � A2)(y) = �EN+GL
2EG

x = �{x
(4.7)

dür. Gerçekten, F = 0 olacak şekilde z = z (u; v) parametrizasyonu seçilerek
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EN +GL

2EG
y =

1

2

�
N

G
+
L

E

�
y

=
1

2

�
2�3

GW
+
2�1

EW

�
y

=
2

2

�
�3

G
p
EG

+
�1

E
p
EG

�
y

=

0@
��� c112
c212

c122
c222

���
G
p
EG

+

��� c111
c212

c112
c212

���
E
p
EG

1A y
= (

c112c
2
22 � c212c122
G
p
EG

)y + (
c111c

2
12 � c211c112
E
p
EG

)y

= (
c111c

2
12 � c211c112
E
p
EG

+
c112c

2
22 � c212c122
G
p
EG

)y

= (A2 � A1 � A1 � A2)(x)

dir. Di¼ger taraftan

{y := �1
2
tr
 =

�
EN +GL� 2FM
2 (EG� F 2)

�
y

oldu¼gundan

{y := �1
2
tr
 =

�
EN +GL

2EG

�
y

dir. Bundan dolay¬

(A2 � A1 � A1 � A2)(x) =
EN +GL

2EG
y = {y

dir. Benzer şekilde

(A2 � A1 � A1 � A2)(y) = �
EN +GL

2EG
x = �{x

elde edilir. Sonuç olarak te¼get uzayda

(A2 � A1 � A1 � A2)

bir invaryant ters simetrik operatördür. Yani ortonormal tanjant çat¬alan¬fx; yg

baz seçili̧sinden ba¼g¬ms¬zd¬r.

r0
konneksiyonun e¼grilik tensörü R

0
s¬f¬r oldu¼gundan

r0

xr
0

yn1 �r
0

yr
0

xn1 �r
0

[x;y]n1 = 0

olup
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0 = r0

xr
0

yn1 �r
0

yr
0

xn1 �r
0

[x; y]n1

= r0

x (Dyn1 � An1 (y))�r
0

y (Dxn1 � An1 (x))� [x; y]n1 + An1 [x; y]

= r0

xDyn1 �r
0

xAn1 (y)�r
0

yDxn1 +r
0

yAn1 (x)� [x; y]n1 + An1 [x; y]

= DxDyn1 �DyDxn1 �D[x; y]n1 + ADxn1y +DyAn1 (x) + �(y; An1x)

�ADyn1x�DxAn1 (y)� �(x; An1y) + An1 [x; y]

= R? (x; y)n1 + ADxn1y +DyAn1 (x) + �(y; An1x)� ADyn1x

�DxAn1 (y)� �(x; An1y) + An1 [x; y]

d¬r. Bu nedenle R
0
(x; y)n1 in hem normal hem de te¼get bileşeni s¬f¬rd¬r.

Bu ifadenin normal bileşeni

R? (x; y)n1 � �(y; An1x) + �(x; An1y) = 0

olup

R? (x; y)n1 = �(x; An1y)� �(y; An1x)

eşitli¼gi yaz¬l¬r. Buradan

DxDyn1 �DyDxn1 �D[x; y]n1 � � (x; A1y) + �(y; A1x) = 0

d¬r. Dolay¬s¬yla

DxDyn1 �DyDxn1 �D[x; y]n1 = � (x; A1y)� �(y; A1x) = 0 (4.8)

(4:8) in sol taraf¬R? (x; y)n1 dir. O halde (4:8) eşitli¼gi n2 ile çarp¬l¬rsa:

hR? (x; y)n1; n2i = h� (x; A1y) ; n2i � h�(y; A1x); n2i

= hr0

x [An1 (y) + � (x; A1y)] ; n2i

�hr0

y [An1 (x) + � (y; A1x)] ; n2i

= hr0

x [An1 (y)] ; n2i+ h� (x; A1y) ; n2i

�hr0

y [An1 (x)] ; n2i � h� (y; A1x) ; n2i

= hr0

x [An1 (y)] ; n2i � hr
0

y [An1 (x)] ; n2i

= �hAn1 (y) ; r
0

xn2i+ hAn1 (x) ; r
0

yn2i

= �hAn1 (y) ; An2 (x)i+ hAn1 (x) ; An2 (y)i

= hAn2An1 (y) ; xi+ hx; An1An2 (y)i
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= h(An1An2 � An2An1) y; xi

= h(A2 � A1 � A1 � A2)(y); xi

yaz¬l¬r. (4:7) kullan¬l¬rsa

hR? (x; y)n1; n2i = h(A2 � A1 � A1 � A2)(y); xi

= �{

dur. R? operatörü ters simetrik oldu¼gundan

hR? (x; y)n1; n2i = �hR? (x; y)n2; n1i

dolay¬s¬yla

hR? (x; y)n2; n1i = {

elde edilir.

Sonuç 4.1 Normal konneksiyonun e¼grilik fonksiyonunu { fonksiyonu ile ifade

edilecektir.

Tan¬m 4.2 
 Weingarten dönüşümünün karakteristik denklemi

�2 + 2{� + k = 0

d¬r.

Lineer cebirden biliyoruz ki bir L lineer dönüşümüne ¾A matrisi kaŗs¬l¬k

geliyorsa L nin karakteristik polinomu

det ( ¾A� �In) = PL (�)

şeklindedir. Buna göre 
 lineer dönüşümünün karakteristik polinomu

f
 (v) = det (vI � L)

= det

�
v � k1
�k3

�k2
v � k4

�
= (v � k1) (v � k4)� k2k3

= v2 � v (k1 + k4) + k1k4 � k2k3
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şeklindedir. Buradan

iz
 = 2{

= � (k1 + k4)

ve

det 
 = k

= k1k4 � k2k3

d¬r. Buradan

�2 + 2{� + k = 0

d¬r. 
 simetrik lineer operatör oldu¼gundan aşa¼g¬daki eşitsizlik sa¼glan¬r:

{2 � k � 0

d¬r. Di¼ger taraftan

{2 � k = 0

eşitli¼gi L = �E; M = �F; N = �G; � 2 R koşullar¬na denktir.

p 2 M2 noktas¬için aşa¼g¬daki denklik sa¼glan¬r:

L =M = N , k = { = 0 .

Tan¬m 4.3 M2 nin p noktas¬ndaki k ve { invaryantlar¬dört tipte tan¬mlan¬r:

Bir p 2 M2 noktas¬için

i. E¼ger k = { = 0 ise M2 düzlemseldir.

ii. E¼ger k > 0 ise M2 eliptiktir.

iii. E¼ger k = 0; { 6= 0 ise M2 paraboliktir.

iv. E¼ger k < 0 ise M2 hiperboliktir.

şeklinde tan¬mlan¬r.

Daha sonraki bölümlerde düzlemsel olmayan spacelike yüzeyler ele al¬-

nacakt¬r. Yani (L; M; N) 6= (0; 0; 0) d¬r.

43



Minimal yüzeyler { ve k ile karakterize edilecektir. Şimdi bununla ilgili

teorem verilecektir.

Teorem 4.2 R41 de düzlemsel olmayan bir spacelike yüzey M2 olsun.

Buna göre M2 yüzeyi minimaldir , {2 � k = 0 d¬r.
·Ispat Genelli¼gi bozmaks¬z¬n F = 0 ve birim vektör alanlar¬

x = zup
E
; y = zvp

G

ile gösterilsin.

r0

xx = 
1y +
c111
E
n1 �

c211
E
n2;

r0

xy = �
1x+
c112p
EG

n1 �
c212p
EG

n2;

r0

yx = �
2y +
c112p
EG

n1 �
c212p
EG

n2;

r0

yy = 
2x+
c122
G
n1 �

c222
G
n2

al¬ns¬n.

Yüzey minimal olsun. Bu durumda H = 0 olup

H =
1

2
(� (x; x) + � (y; y)) = 0

eşitli¼gi yaz¬labilir. Buradan

1

2
(� (x; x) + � (y; y)) = 0�

c111
E
n1 �

c211
E
n2 +

c122
G
n1 �

c222
G
n2

�
= 0 

c111
E
+

c122

G

!
n1 �

�
c211
E
+
c222
G

�
n2 = 0�

c111
E
+
c122
G

�
n1 �

�
c211
E
+
c222
G

�
n2 = 0

c111
E
n1 +

c122
G
n1 �

c211
E
n2 �

c222
G
n2 = 0

olup
c111
E
n1 �

c211
E
n2 =

c222
G
n2 �

c122
G
n1

dir. O da gerektirir ki;

c111
E
= � c122

G
;

c222
G
= � c211

E

44



yaz¬l¬r. Düzenlenirse

c122 = �G
E
c111; c222 = �G

E
c211 (4.9)

eşitlikleri elde edilir. Dolay¬s¬yla

�2 = 0;
�3
G
= �1

E

dir. Gerçekten,

�2 =

����c111c211 c
1
22

c222

����
eşitli¼ginden

�G
E
c111c

2
11 +

G

E
c111c

2
11 = 0

d¬r.

�3 =
��� c112
c212

c122
c222

��� ; �1 =
��� c111
c211

c112
c212

���
de (4:9) eşitlikleri yerine yaz¬l¬rsa

�3 =
��� c112
c212

�G
E
c111

�G
E
c211

��� ; �1 =
��� c111
c211

c112
c212

���
buradan

�3 = �
G

E
c112c

2
11 +

G

E
c111c

2
12

ve

�1 = c
1
11c

2
12 � c112c211

oldu¼gundan

�3 =
G

E
�1

dir. Düzenlenirse
�3

G
=
�1

E

elde edilir. Bu nedenle

L = �E; M = �F; N = �G

olup �, M2 üzerinde reel de¼gerli diferensiyellenebilir bir fonksiyondur.

F = 0 oldu¼gundan

{2 � k =

�
1

2

�
EN +GL� 2FM

(EG� F 2)

��2
�
�
LN �M2

EG� F 2

�

45



=
1

4

 
(EN +GL)2

(EG)2
� (LN �M

2)

(EG)

!

=
1

4

 
(EN +GL)2 � 4 (EG) (LN �M2)

(EG)2

!

=
1

4

 
(EN)2 + 2 (ENGL) + (GL)2 � 4 (EGLN) + 4 (EGM2)

(EG)2

!

=
1

4

 
(EN)2 � 2 (ENGL) + (GL)2 + 4 (EGM2)

(EG)2

!

=
1

4

 
(EN �GL)2 + 4 (EGM2)

(EG)2

!

=
1

4

0@�E 2�3
W
�G2�1

W

�2
+ 4

�
EG

�
�2
W

�2�
(EG)2

1A
=

1

4

 �
2
W

�
E�3 �GE

G
�3

��2
(EG)2

!

=
1

4

 �
2
W
(E�3 � E�3)

�2
(EG)2

!
= 0

d¬r.

Tersine, {2 � k = 0 olsun. Burada

L = �E; M = �F; N = �G; � 6= 0

d¬r. F = 0 olmas¬ M = �F oldu¼gundan M = 0 olmas¬n¬gerektirir. Buna göre

M nin tan¬m¬ndan

�2 = 0

elde edilir. Böylece

�2 =

����c111c211 c
1
22

c222

����
eşitli¼gin sa¼g taraf¬ndan yararlan¬larak

c122 = e�c111; c222 = e�c211
eşitlikleri yaz¬labilir.

Ayr¬ca L
E
= N

G
eşitliklerinden e� = �G

E
dir. Bu de¼gerler

H =
1

2
(� (x; x) + � (y; y))
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eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa

H =
1

2
(� (x; x) + � (y; y)) (4.10)

=
1

2

�
c111
E
n1 �

c211
E
n2 +

c122
G
n1 �

c222
G
n2

�
=

1

2

�
c111
E
n1 +

e�c111
G
n1 �

c211
E
n2 �

e�c211
G
n2

�
=

1

2

��
c111
E
+
e�c111
G

�
n1 �

�
c211
E
+
e�c211
G

�
n2

�
=

1

2

��
c111
E
+

�
�G
E

�
c111
G

�
n1 �

�
c211
E
+

�
�G
E

�
c211
G

�
n2

�
=

1

2

��
c111
E
� c

1
11

E

�
n1 �

�
c211
E
� c

2
11

E

�
n2

�
= 0

oldu¼gundan H = 0 d¬r.

Buradan R41 de umbilik noktalar içeren spacelike bir yüzey tamamen minimal

yüzeydir.

Uyar¬4.1 Spacelike bir yüzeyin herhangi bir noktas¬ndaki te¼get uzay¬geometrik

olarak minimal yüzeyler ve �at normal konneksiyonlu yüzeyler ile karakterize

edilir.

Tan¬m 4.4 Asli te¼getlerin normal e¼grili¼gine M2 nin asli normal e¼grilikleri denir.

E¼ger bir p 2 M2 noktas¬umbilik nokta de¼gilse yani {2 � k > 0 ise (u; v) asli

parametre kabul edilir. Asli normal e¼grilikleri

�
0
= L

E
; �

00
= N

G

ve M2 deki k ; { invaryantlar¬aşa¼g¬daki gibi ifade edilir:

k = �
0
�
00
; { = �

0
+�

00

2
: (4.11)

Tan¬m 4.5 Bir p 2M2 bir umbilik nokta ise yani

{2 � k = 0
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ise p nin tüm te¼getleri tek ve ayn¬olan � asli normal e¼grili¼gidir.

(4:10) daki eşitlik

�
0
= �

00
= �

varsay¬m¬içinde geçerlidir.

Tan¬m 4.6 R3 ve R4 yüzeyler teorisinde oldu¼gu gibiM2 nin key�bir p noktas¬nda

TpM
2 tanjant uzay¬n¬n � göstergesi

� : �
0
X2 + �

00
Y 2 = "; " = �1

şeklinde tan¬mlan¬r.

i. E¼ger p bir eliptik nokta ise � göstergesi bir elipstir.

� nin eksenleri ile p nin asli te¼getleri lineer ba¼g¬ml¬d¬r ve � nin eksen uzunluklar¬
2q
j�0j

ve 2q
j�00j

dür

ii. E¼ger p bir hiperbolik nokta ise � göstergesi iki hiperbolden oluşur. � bir

hiperboldür.

� nin eksenleri ile p nin asli te¼getleri lineer ba¼g¬ml¬d¬r. � nin eksen uzunluklar¬
2q
j�0j

ve 2q
j�00j

dür.

iii. E¼ger p bir parabolik nokta ise � göstergesi s¬f¬rdan farkl¬normal e¼grilik ve

asli te¼getleri iki düzlemsel paralel do¼grudan oluşur.

Teorem 4.3 g1 ve g2 tanjantlar¬M2 nin eşlenik iki te¼getidir, g1 ve g2 eşlenikleri

� göstergesini sa¼glar.

Şimdi yüzeylerin tanjant göstergesi aç¬s¬ndan �at normal konneksiyonlu

yüzeyler ve minimal yüzeyler ile karakterize edilecektir.

Teorem 4.4 R41 de düzlemsel olmayan bir spacelike yüzey M2 olsun.

M2 minimal yüzeydir , M2 nin her noktas¬nda � tanjant göstergesi bir çem-

berdir.
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·Ispat R41 de düzlemsel olmayan bir spacelike yüzey M2 olsun.

(4:10) daki eşitlikten

{2 � k =

�
�
0
+ �

00

2

�2
�
�
�
0
�
00
�

=

�
�
0�2
+ 2

�
�
0
�
00�
+
�
�
00�2

4
�
�
�
0
�
00
�

=

�
�
0�2 � 2 �� 0� 00�+ �� 00�2

4

=

�
�
0 � � 00

2

�2
{2 � k = 0 , �

0
= �

00
dir.

Teorem 4.3. den {2 � k = 0 , M2 minimal bir yüzeydir.

Buradan M2 minimal yüzey , � bir çemberdir. Yani

�
0
X2 + �

00
Y 2 = 1

için

�
0
= �

00

al¬nd¬¼g¬nda

�
0
X2 + �

0
Y 2 = 1

olup buradan da yar¬çap¬ 1q
j�0j

olan çember denklemi

X2 + Y 2 =
1

� 0

elde edilir.

Teorem 4.5 R41 de düzlemsel olmayan bir spacelike yüzey M2olsun.

M2 �at normal konneksiyonlu bir yüzeydir , M2 nin her noktas¬nda � tanjant

göstergesi bir dikdörtgensel hiperboldür.

·Ispat R41 de düzlemsel olmayan bir spacelike yüzey M2 olsun.

(4:10) daki eşitlikten

{ = 0 , �
0
= �� 00

dür. M2 �at normal konneksiyonlu bir yüzeydir k < 0 ve � tanjant göstergesi

bir hiperboldür.
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�
0
= �� 00 oldu¼gundan � tanjant göstergesinin yar¬ekseni 1q

j�0j
e eşittir. Yani

� bir dikdörtgensel hiperboldür.

Tersine, � bir dikdörtgensel hiperbol olsun. Yani �
0
= �� 00 oldu¼gundan M2

�at normal konneksiyonlu bir yüzeydir.

Uyar¬4.2 Flat normal konneksiyonlu yüzeyler ve minimal yüzeyler normal e¼grili-

¼gin elipsi ile karakterize edilir.

Tan¬m 4.7 M2 � R41 yüzeyini alal¬m. Bir p 2 M2 noktas¬ndaki TpM2 te¼get

uzay¬nda 	 2 [0; 2�] aç¬s¬ile verilen bir çember al¬ns¬n. Böylece T?p (M2) normal

düzlem ile

� = cos	x+ sin	y

do¼grultu vektörünün oluşturdu¼gu do¼grunun direk toplam¬ olan p 2 M2 nok-

tas¬ndaki hiper düzlem ile M2 nin arakesit e¼grisi 
	 ile gösterilsin. Burada x; y

vektörleri Tp(M2) nin ortonormal bir baz¬d¬r. Bu e¼griye M2 nin p noktas¬nda

ve v yönünde normal kesit e¼grisi ad¬verilir. Ayr¬ca 
	 n¬n �	 normal e¼grilik

vektörü T?p (M
2) de yatan bir vektördür. Ayr¬ca 	 aç¬s¬0 dan 2� ye de¼gi̧sti¼ginde

bu vektör T?p M
2 de bir elips oluşturur. Bu elipse M2 nin p noktas¬ndaki e¼grilik

elipsi denir ve

E(p) =
�
� (x; x) : x 2 TpM2; hx; xi = 1

	
ile gösterilir [8] : Burada � (x; x) ifadesi M2 nin ikinci temel formudur. Yani

Tp(M
2) deki bütün birim vektörlerin ikinci temel form alt¬nda incelenmesi ile

normal uzayda elde edilen noktalar¬n geometrik yeri bir elipstir. Bunun bir elips

oldu¼gunu göstermek için

� = cos	X + sin	Y

yard¬m¬yla

� (�; �) =
�!
H + cos 2	

�!
B + sin 2	

�!
C (4.12)

eşitli¼gini sa¼glad¬¼g¬n¬göstermek yeterlidir. Burada
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�!
H =

(� (x; x) + � (y; y))

2
;

�!
B =

(� (x; x)� � (y; y))
2

;

�!
C = � (x; y)

�!
B ;
�!
C normal vektörler ve

�!
H ortalama e¼grilik vektörüdür.

Şimdi bu eşitli¼gi gösterelim:

p noktas¬ndaki TpM2 tanjant uzay¬n bir ortonormal baz¬fx; ygolsun. Herhangi

� = cos	x+ sin	y

için

� (�; �) = H + cos 2	
(� (x; x)� � (y; y))

2
+ sin 2	� (x; y)

dir. Yani

� (�; �) = rvv

= r(cos	x+sin	y) (cos	x+ sin	y)

= r(cos	x) (cos	x+ sin	y) +r(sin	y) (cos	x+ sin	y)

= r(cos	x) (cos	x) +r(cos	x) (sin	y) +r(sin	y) (cos	x)

+r(sin	y) (sin	y)

= (cos	)2r(x) (x) + 2 (cos	 sin	)r(x) (y) + (sin	)
2r(y) (y)

= (cos	)2 � (x; x) + 2 (cos	 sin	)� (x; y) + (sin	)2 � (y; y)

= (cos	)2 � (x; x) + sin 2	� (x; y) + (sin	)2 � (y; y)

=
(cos	)2 � (x; x)

2
+
(cos	)2 � (x; x)

2
+
(sin	)2 � (y; y)

2

+
(sin	)2 � (y; y)

2
+ sin 2	� (x; y)� (cos	)

2 � (y; y)

2

�(cos	)
2 � (y; y)

2
+
(cos	)2 � (y; y)

2
+
(cos	)2 � (y; y)

2

�(sin	)
2 � (x; x)

2
� (sin	)

2 � (x; x)

2
+
(sin	)2 � (x; x)

2

+
(sin	)2 � (x; x)

2

= (cos	)2
�
� (x; x)� � (y; y)

2

�
� (sin	)2

�
� (x; x)� � (y; y)

2

�
+sin 2	� (x; y) + (cos	)2

�
� (x; x)

2

�
� (cos	)2

�
� (y; y)

2

�
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+(sin	)2
�
� (y; y)

2

�
+ (cos	)2

�
� (y; y)

2

�
+(cos	)2

�
� (y; y)

2

�
� (sin	)2

�
� (x; x)

2

�
+(sin	)2

�
� (x; x)

2

�
+ (sin	)2

�
� (x; x)

2

�
=

�
(cos	)2 � (sin	)2

��� (x; x)� � (y; y)
2

�
+ sin 2	� (x; y)

+
�
(cos	)2 + (sin	)2

��� (x; x) + � (y; y)
2

�
= (cos 2	)

�
� (x; x)� � (y; y)

2

�
+ sin 2	� (x; y)

+

�
� (x; x) + � (y; y)

2

�
=

�
� (x; x) + � (y; y)

2

�
+ (cos 2	)

�
� (x; x)� � (y; y)

2

�
+sin 2	� (x; y)

= H + (cos 2	)

�
� (x; x)� � (y; y)

2

�
+ sin 2	� (x; y)

elde edilir.

Bu bize � nin birim çember etraf¬nda bir tur att¬¼g¬nda � (�; �) vektörünün H

merkezli elips etraf¬nda iki tur att¬¼g¬n¬gösterir.

Sonuç olarak E(p) elipsi bir nokta yada bir do¼gruya dejenere olabilir.

Flat normal konneksiyonlu yüzeyin karakterizasyonu normal e¼grili¼gin elipsi

ile verilir.

Teorem 4.7 R41 de düzlemsel olmayan bir spacelike yüzeyM2 ve x; y asli te¼getleri

olsun.

M2 bir �at normal konneksiyonlu yüzeydir , � (x; x) = � (y; y) dir.

·Ispat R41 de düzlemsel olmayan bir spacelike yüzey M2 ve M2 asli parametreler

ile parametrize edilsin.

Yani F =M = 0 d¬r.

{ =
1

2

EN +GL� 2FM
(EG� F 2)

eşitli¼gi gözönüne al¬narak

{ =
1

2

EN +GL

EG
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elde edilir.

x =
zup
E
; y =

zvp
G

ile gösterelim. M = 0 oldu¼gundan����c111c211 c
1
22

c222

���� = 0
ve

c122 = �c
1
11; c222 = �c

2
11

dir. Teorem (4:3) ün ispat¬ndan

�3

G
=
�1

E

oldu¼gundan

�3 =
G

E
�1

= �p�1

elde edilir ve H = 0 oldu¼gundan

1

2

EN +GL

EG
= 0

olup

N

G
+
L

E
= 0

N

G
= �L

E

N = �G
E
L

N = �pL

dir.

M2 bir �at normal konneksiyonlu yüzey olsun. Yani { = 0 d¬r.

{ = 0

1

2

EN +GL

EG
= 0

EN +GL

EG
= 0

N

G
+
L

E
= 0
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N

G
= �L

E

N = �G
E
L

N = �G
E
L ve � = G

E
al¬n¬rak buradan

c122 =
G
E
c111; c222 =

G
E
c211

oldu¼gundan

� (x; x) =
c122
G
n1 �

c222
G
n2 =

c111
E
n1 �

c211
E
n2 = � (y; y)

olup

� (x; x) = � (y; y)

sonucuna var¬labilir.

Tersine,

� (x; x) = � (y; y) olsun. Buradan

c122
G
=

c111
E
;

c222
G
=

c211
E

dir.

c122 = �c
1
11; c222 = �c

2
11

eşitlikleri kullan¬larak

� = G
E
; N = �G

E
L

dir.Geçmi̧steki eşitliten

{ =
1

2

EN +GL

EG

=
1

2

�
N

G
+
L

E

�
=

1

2

�
�G
E

L

G
+
L

E

�
=

1

2

�
�L
E
+
L

E

�
= 0

d¬r. Yani M2 �at normal konneksiyonlu yüzeydir.
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Teorem 4.8 R41 de düzlemsel olmayan bir spacelike yüzey M2 olsun.

M2 bir �at normal konneksiyonlu yüzeydir , 8 p 2 M2 için normal e¼grili¼gin

elipsi ortalama e¼grilik vektör alan¬ile lineer ba¼g¬ms¬z do¼gru parças¬d¬r.

·Ispat. M2 bir �at normal konneksiyonlu yüzey olsun.

Lemma (4:7) den

� (x; x)� � (y; y) = 0

d¬r. Herhangi

� = cos	x+ sin	y

için

� (�; �) = H + sin 2	� (x; y)

dir. Buradan � birim te¼get çemberinde birkez gitti¼ginde, � (�; �) vektörü H

merkezli � (x; y) ile lineer ba¼g¬ml¬do¼gru parças¬nda iki kez gider. H = � (x; x)

ile � (x; y) lineer ba¼g¬ml¬olma kabulü

� (x; x) = � (y; y)

oldu¼gundan L =M = N = 0 olmas¬M2 nin düzlemsel olmamas¬ile çeli̧sir.

Tersine,

R41 de düzlemsel olmayanM2 yüzeyi olsun öyleki her p 2M2 için normal e¼grili-¼gin

elipsi bir do¼gru parças¬d¬r ve ortalama e¼grilik vektör alan¬ile lineer ba¼g¬ms¬zd¬r.

Genelli¼gi bozmaks¬z¬nM2 yi asli parametreler ile parametrize edelim. Dolay¬s¬yla

c122 = �c
1
11; c222 = �c

2
11

dir. Buradan

� (x; x)� � (y; y) = (1� �) (c111n1 + c211n2) ;

� (x; y) = c112n1 + c
2
12n2

(4.13)

Normal e¼grili¼gin elipsi bir do¼gru parças¬oldu¼gundan (4:11) düşünülerek aşa¼g¬daki

durumlar incelenecektir:

a) � (x; x)� � (y; y) ile � (x; y) lineer ba¼g¬ml¬d¬r.

(4:12) den

c112 = (1� p) c111; c212 = (1� p) c211
c112 = e�c111; c212 = e�c211
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eşitlikleri ve

�1 =
��� c111
c211

c112
c212

��� ; �2 =
��� c111
c211

c122
c222

��� ; �3 =
��� c112
c212

c122
c222

��� ;
L (u; v) = 2�1

W
; M (u; v) = �2

W
; N (u; v) = 2�3

W
:

den

L =
2�1

W

=
2

W

����c111c211 c
1
12

c212

����
=

2

W

����c111c211 e�c
1
11e�c211
����

=
2e�
W

�
c111c

2
11 � c111c211

�
) L = 0.

M = 0 oldu¼gundan �2 = 0 d¬r. Yani�
c111c

2
22 � c122c211

�
= 0 (4.14)

d¬r. Ayr¬ca

N =
2�3

W

=
2

W

����c112c212 c
1
22

c222

����
=

2

W

����e� c111e�c211 c
1
22

c222

����
=

2e�
W

�
c111c

2
22 � c122c211

�
olup (4:14) daki eşitlikten N = 0 d¬r. Sonuç olarak

L =M = N = 0

d¬r. Bu ise bir çeli̧skidir.

b) � (x; y) = 0 olma durumu gözönüne al¬ns¬n.

� (x; y) = c112n1 + c
2
12n2

oldu¼gundan

c112n1 + c
2
12n2 = 0
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olup

c112 = c
2
12 = 0

d¬r. Buradan

L =
2�1

W

=
2

W

����c111c211 c
1
12

c212

����
=

2

W

����c111c211 00
����

) L = 0 .

ve M = 0 oldu¼gu aç¬kt¬r. Ayr¬ca

N =
2�3

W

=
2

W

����c112c212 c
1
22

c222

����
=

2

W

����00 c122c222
����

olup N = 0 d¬r. Sonuç olarak

L =M = N = 0

d¬r. Bu ise bir çeli̧skidir.

c) � (x; x)� � (y; y) = 0 olma durumu gözönüne alal¬m. Yani

� (x; x) = � (y; y)

dir. Lemma (4:7) den

� (x; x) = � (y; y)

oldu¼gundan M2 �at normal konneksiyonlu yüzeydir.
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5.SPACEL·IKE YÜZEYLERDE ORTALAMA E¼GR·IL·IK VEKTÖR

ALANI SPACEL·IKE OLAN VEKTÖRLER

Bu bölümde spacelike yüzeylerin ortalama e¼grilik vektör alanlar¬n¬n her-

hangi bir noktas¬nda s¬f¬rdan farkl¬olan vektörleri incelenecektir.

M2 yüzeyi asli e¼grilikler ile parametrize edilen spacelike yüzey ve birim vektör

alanlar¬ x = zup
E
; y = zvp

G
olsun.

M = 0 oldu¼gundan � (x; x) ve � (y; y) normal vektör alanlar¬lineer ba¼g¬ml¬d¬r.

Bundan dolay¬geometrik olarak n normal çat¬alan¬bulunur öyleki � (x; x) ve

� (y; y) normal vektör alanlar¬n ile lineer ba¼g¬ml¬d¬r.

Buna göre aşa¼g¬daki formüller verilebilir;

� (x; x) = v1n;

� (y; y) = v2n:

Burada v1; v2 invaryant fonksiyonlard¬r.

Ortalama e¼grilik vektör alan¬aşa¼g¬daki gibi ifade edilir:

H =
v1 + v2
2

n:

Tan¬m 5.1 M2 yüzeyi minimal olmayan noktalardan oluş̧sun yani M2 nin her

noktas¬nda H 6= 0 d¬r.

Ortalama e¼grilik vektör alan¬için aşa¼g¬daki durumlar söz konusudur:

i. H spaceliked¬r yani hH;Hi > 0 ,

ii. H timeliked¬r yani hH;Hi < 0;

iii. H lightliked¬r yani hH;Hi = 0 d¬r.

x; y asli tanjant vektör alanlar¬ve b = Hp
hH;Hi

ile tan¬ml¬b birim normal

vektör alan¬olsun.

hb; bi = 1 ve b birim normal vektör alan¬� (x; x) ve � (y; y) ile lineer ba¼g¬ml¬d¬r.

hl; li = �1 l birim normal vektör alan¬öyleki R41 de fx; y; b; lg pozitif yönlü

ortonormal çat¬alan¬d¬r.

M2 nin her bir p noktas¬nda geometrik olarak fx; y; b; lg ortonormal çat¬alan¬
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belirlenebilir.

fx; y; b; lg çat¬alan¬ndan

� (x; x) = v1b;

� (x; y) = �b� �l; (5.1)

� (y; y) = v2b

formülleri yaz¬labilir. Burada v1; v2; �; � invaryant fonksiyonlard¬r ve

v1 = h� (x; x) ; bi; v2 = h� (y; y) ; bi;

� = h� (x; y) ; bi; � = h� (x; x) ; li

şeklinde gösterilir.

M2 nin K gauss e¼grili¼gi ve k ve { invaryantlar¬v1; v2; �; � fonksiyonlar¬ile aşa¼g¬-

daki gibi ifade edilir.

k = �4 v1:v2�2; { = (v1 � v2)�; K = v1:v2 � �2 + �2: (5.2)

{2 � k > 0 oldu¼gundan ve (5:2) eşitli¼ginden � 6= 0 d¬r.

M2 nin normal ortalama e¼grilik vektör alan¬

H =
1

2
(� (x; x) + � (y; y))

eşitli¼ginden yararlanarak

H =
v1 + v2
2

b

bulunur. (5:2) eşitli¼ginden H ortalama e¼grilik vektör alan¬n uzunlu¼gu

kHk =
p
{2 � k
2 j�j

d¬r. Bu eşitlik görülebilir;

kHk =
v1 + v2
2

hb; bi

=
v1 + v2
2

ve

{ = (v1 � v2)�; k = �4 v1:v2�2

59



eşitliklerinden yararlanarak

{2 � k =
�
((v1 � v2)�)

2 �
�
�4 v1:v2�2

��
=

��
(v1)

2 � 2v1v2 + (v1)2
�
�2 + (4 v1:v2)�

2
�

=
�
(v1)

2 + 2v1v2 + (v1)
2��2

= ((v1 + v2)�)
2

olup

p
{2 � k =

q
((v1 + v2)�)

2

p
{2 � k = j(v1 + v2)�jp
{2 � k
j�j = j(v1 + v2)j

p
{2 � k
2 j�j =

j(v1 + v2)j
2

=
j(v1 + v2)j

2

= kHk

elde edilir.

Buradan da görülürki j�j ifadesi k; { invaryantlar¬ve H ortalama e¼grilik vektör

alan¬ile ifade edilir.

Şimdi � invaryant¬n¬n geometrik anlam¬verilecektir.

Tan¬m 5.2 m�boyutlu fM riemann manifoldunun n�boyutlu M altmanifoldu

ve M nin normal vektör alan¬� olsun.

�x, m � n boyutta M nin ortogonal birim normal vektör alan¬na kaŗs¬l¬k gelir

öyle ki

� = k�k �1

dir. a (�) normal vektör alan¬

a (�) =
k�k
n

m�nX
k=2

ftr (A1Ak)g �k

şeklinde tan¬mlan¬r. Bu eşitli¼ge � nun a (�) allied vektör alan¬denir [1] :

Burada
n
�1 =

�
k�k ; �2; �m

o
M nin normal uzay¬n¬n ortonormal baz¬d¬r ve
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Ai = A�i ; (i = 1; 2; :::;m) olup �i şekil operatörüdür. a (�),M nin iyi tan¬m-

lanm¬̧s normal vektör alan¬d¬r ve M de süreklidir.

Tan¬m 5.3 H ortalama e¼grilik vektör alan¬n¬n a (H) allied vektör alan¬H için

ortonormal olan normal vektör alan¬için iyi tan¬ml¬d¬r. Buna fM deM nin allied

ortalama vektör alan¬denir [1].

Tan¬m 5.4 H ortalama e¼grilik vektör alan¬olmak üzere e¼ger a (H) = 0 ise M

ye Chen altmanifoldu denir.

Örnek 5.1Minimal altmanifoldlar, pseudo-umbilik altmanifoldlar¬ve hiperyüzeyler

Chen altmanifoldlar¬d¬r.

Tan¬m 5.5Minimal altmanifoldlar, pseudo-umbilik altmanifoldlar¬ve hiperyüzeylere

trivial chen altmanifoldlar¬denir.

Şimdi R41 de spacelike ortalama vektör alanl¬M2 yüzeyini alal¬m.

(5:1) deki eşitliklere allied ortalama vektör alan¬tan¬m¬n¬uygulan¬rsa

a (H) =
v1 + v2
2

��l

=

p
{2 � k
2

�l

eşitli¼gi elde edilir.Buradan dolay¬

M2 minimal olmayan bir yüzey öyleki a (H) = 0 , � = 0 d¬r.

Bu � invaryant¬n¬n geometrik anlam¬n¬verir.

Sonuç 5.1 M2 non-trivial Chen yüzeyidir , � = 0 d¬r.

Geometrik olarak fx; y; b; lg çat¬alan¬ndan ortonormal çat¬alan¬ile belir-

lenen aşa¼g¬daki M2 nin Frenet tipi türev formüllerini aşa¼g¬daki şekilde verilebilir.

r0

xx = 
1y + v1b; r0

xb = �v1x� �y � �1l;

r0

xy = �
1x+ �b� �l; r0

yb = ��x� v2y � �2l;

r0

yx = �
2y + �b� �l; r0

xl = ��y � �1b;

r0

yy = 
2x+ v2b; r0

yl = ��x� �2b:

(5.3)
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Burada

1 = �y

�
ln
p
E
�
; 
2 = �X

�
ln
p
G
�
;

�1 = hr
0

xb; li; �2 = hr
0

yb; li

eşitlikleridir.

R4 ün standart konneksiyona göre e¼grilik tensörü özdeş olarak s¬f¬r oldu¼gun-

dan

R
0
(x; y; x) = 0; R

0
(x; y; y) = 0; R

0
(x; y; b) = 0

ve (5:3) eşitlikleri de gözönüne al¬narak aşa¼g¬daki eşitlikler elde edilir.

v1v2 � �2 + �2 = x (
2) + y (
1)�
�
(
1)

2 + (
2)
2� ;

2�
2 + v1�2 � ��1 = x (�) ;

2�
1 � ��2 + v2�1 = y (�) ; (5.4)

2�
2 � ��1 � (v1 � v2) 
1 = x (�)� y (v1) ;

2�
1 � ��2 + (v1 � v2) 
2 = �x (v2) + y (�) ;


1�1 � 
2�2 + (v1 � v2)� = �x (�2) + y (�1) ;

Gerçekten

R
0
(x; y; x) = 0

0 = r0

xr
0

yx�r
0

yr
0

xx�r
0

[x;y]x

= r0

xr
0

yx�r
0

yr
0

xx�r
0

(rxy�ryx)x

= r0

x (�
2y + �b� �l)�r
0

y (
1y + v1b)

�r0

(�
1x+�b��l�(�
2y+�b��l))x

= r0

x (�
2y + �b� �l)�r
0

y (
1y + v1b)

�r0

(�
1x+�b��l+(+
2y��b+�l))x

= r0

x (�
2y + �b� �l)�r
0

y (
1y + v1b)�r
0

(�
1x+
2y)x

= �r0

x
2y +r
0

x�b�r
0

x�l �r
0

y
1y �r
0

yv1b+r
0


1x
x�r0


2y
x

= �x [
2] y � 
2r
0

xy + x [�] b+ �r
0

xb� x [�] l � �r
0

xl � y [
1] y

�
1r
0

yy � y [v1] b� v1r
0

yb+ 
1r
0

xx� 
2r
0

yx

= �x [
2] y + x [�] b� x [�] l � y [
1] y � y [v1] b

�
2 (�
1x+ �b� �l) + � (�v1x� �y � �1l)
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�� (��y � �1b)� 
1 (
2x+ v2b)� v1 (��x� v2y � �2l)

+
1 (
1y + v1b)� 
2 (�
2y + �b� �l)

= �x [
2] y + x [�] b� x [�] l � y [
1] y � y [v1] b+ 
2
1x� 
2�b

+
2�l � �v1x� �2y � ��1l + �2y + ��1b� 
1
2x� 
1v2b

+v1�x+ v1v2y + v1�2l + 

2
1y + 
1v1b+ 


2
2y � 
2�b+ 
2�l

= �x [
2] y + x [�] b� x [�] l � y [
1] y � y [v1] b� 
2�b+ 
2�l

��2y � ��1l + �2y + ��1b� 
1v2b+ v1v2y + v1�2l

+
21y + 
1v1b+ 

2
2y � 
2�b+ 
2�l

=
�
�x [
2] y � y [
1] y � �2y + �2y + v1v2y + 
21y + 
22y

�
+(x [�] b� y [v1] b� 
2�b+ ��1b� 
1v2b+ 
1v1b� 
2�b)

+ (�x [�] l + 
2�l � ��1l + v1�2l + 
2�l)

=
�
�x [
2]� y [
1]� �2 + �2 + v1v2 + 
21 + 
22

�
y

+(x [�]� y [v1]� 
2�+ ��1 � 
1v2 + 
1v1 � 
2�) b

+(�x [�] + 
2�� ��1 + v1�2 + 
2�) l

buradan

0 =
�
�x [
2]� y [
1]� �2 + �2 + v1v2 + 
21 + 
22

�
;

0 = (x [�]� y [v1]� 
2�+ ��1 � 
1v2 + 
1v1 � 
2�) ;

0 = (�x [�] + 
2�� ��1 + v1�2 + 
2�)

d¬r. Düzenlenirse

v1v2 � �2 + �2 = x [
2] + y [
1]�
�

21 + 


2
2

�
;

2�
2 � ��1 � (v1 � v2) 
1 = x [�]� y [v1] ;

2
2�+ v1�2 � ��1 = x [�]

eşitlikleri elde edilir. Benzer şekilde

R
0
(x; y; y) = 0

için

x [
2] + y [
1]�
�

21 + 


2
2

�
= v2v1 � �2 + �2;
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y [�]� x [v2] = 2
1�� ��2 + (v1 � v2) 
2;

y [�] = 2
1�+ v2�1 � ��2

ve

R
0
(x; y; b) = 0

için

x (�)� y (v1) = 2�
2 � ��1 � (v1 � v2) 
1;

�x (v2) + y (�) = 2�
1 � ��2 + (v1 � v2) 
2;

�x (�2) + y (�1) = 
1�1 � 
2�2 + (v1 � v2)�

eşitlikleri elde edilir.

x = zup
E
; y = zvp

G

oldu¼gunu gözönüne al¬narak (5:4) eşitlikleri aşa¼g¬daki gibi yeniden yaz¬labilir;

v1v2 � �2 + �2 =
1p
E
(
2)u +

1p
G
(
1)v �

�
(
1)

2 + (
2)
2� ;

2�
2 + v1�2 � ��1 =
1p
E
(�)u ;

2�
1 � ��2 + v2�1 =
1p
G
(�)v ;

2�
2 � ��1 � (v1 � v2) 
1 =
1p
E
(�)u �

1p
G
(v1)v ;

2�
1 � ��2 + (v1 � v2) 
2 = � 1p
E
(v2)u +

1p
G
(�)v ;


1�1 � 
2�2 + (v1 � v2)� = � 1p
E
(�2)u +

1p
G
(�1)v :

(�)u (�)v 6= 0 oldu¼gundan

(2�
2 + v1�2 � ��1) : (2�
1 � ��2 + v2�1) 6= 0

d¬r. Bu yüzden e¼ger (�)u (�)v 6= 0 ise

p
E =

(�)u
2�
2+v1�2���1

;
p
G =

(�)v
2�
1���2+v2�1

dir.

R41 de spacelike yüzeylerin temel teoremi verilecektir. R41 de spacelike

yüzeylerin herhangi bir noktas¬nda ortalama e¼grilik vektör alan¬ s¬f¬r olmayan
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spacelike vektörleri içeren aşa¼g¬daki teorem verilecektir.

Öncelikle bu teoremin ispat¬nda yararlanaca¼g¬m¬z teoremlerin ifadesi verilsin.

Teorem 5.1 Lineer homojen denklem sistemi

X
0
= A (t)X

şeklinde ifade edilir. E¼ger fx1; x2; :::; xng vektör fonksiyonlar¬

X
0
= A (t)X

homojen sisteminin çözümleriyse, bu durumda bunlar¬n lineer kombinasyonu;

X = c1x1 + c2x2 + :::+ cnxn

ifadeside verilen sistemin bir çözümüdür (Lineer homojen sistemler teorisi) :

Teorem 5.2 Birinci mertebeden n-adet denklemden oluşan lineer homojen

X
0
= A (t)X

sisteminin

t1 < t < t2

aral¬¼g¬nda daima n- adet lineer ba¼g¬ms¬z fx1; x2; :::; xng çözümleri vard¬r.

(Katsay¬lar matrisi A n¬n elemanlar¬n¬n bu aral¬kta sürekli fonksiyonlar oldu¼gu

kabul edilmi̧stir.)

Bu aral¬kta homojen sistemin genel çözümü

X = c1x1 + c2x2 + :::+ cnxn

olarak ifade edilir. Buradaki c1; c2; :::; cn key� sabitlerdir.

(Lineer homojen sistemlerin genel çözümü teorisi)

R3 de bir e¼gri verildi¼gi zaman fT;N;Bg bu e¼grinin Frenet vektörleri olmak

üzere 26664
T
0

N
0

B
0

37775 =
26664

0 { 0

�{ 0 �

0 �� 0

37775
26664
T

N

B

37775
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bir e¼grinin Frenet çat¬s¬olarak bilinir.

Tersine { ve � diferensiyellenebilir fonksiyonlar¬ verildi¼gi zaman Frenet

formülleri böyle olan e¼griler bulunabilir. Bu da gösterir ki { ve � e¼griler için

belirleyici invaryantlard¬r.

T¬pk¬yukar¬da oldu¼gu gibiR41 de bir spacelike yüzey verildi¼ginde bu yüzeyin

üzerindeki çat¬alanlar¬n¬n yüzey boyunca türevleri al¬narak 8 tane diferensiyel-

lenebilir �kij fonksiyonlar¬bulunabilir.

Tersine 8 tane �kij diferensiyellenebilir fonksiyonlar¬verildi¼gi zaman bu

fonksiyonlar¬kullanarak bir yüzey bulunabilir mi?

Aşa¼g¬daki spacelike yüzeylerin temel teoremi bu duruma aç¬kl¬k getirmek için

verilecektir.

Şimdi bahsedilen teorem verilebilir:

Teorem 5.1 v1; v2; �; �1; �2; 
1; 
2; � fonksiyonlar¬D � R2 aç¬k alt kümesinde

tan¬ml¬ve aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glas¬nlar

(�)u
2�
2+v1�2���1

> 0;

(�)v
2�
1���2+v2�1

> 0;

�
1
p
E
p
G =

�p
E
�
v
;

�
2
p
E
p
G =

�p
G
�
u
;

v1v2 � �2 + �2 = 1p
E
(
2)u +

1p
G
(
1)v �

�
(
1)

2 + (
2)
2� ;

2�
2 � ��1 � (v1 � v2) 
1 = 1p
E
(�)u � 1p

G
(v1)v ;

2�
1 � ��2 + (v1 � v2) 
2 = � 1p
E
(v2)u +

1p
G
(�)v ;


1�1 � 
2�2 + (v1 � v2)� = � 1p
E
(�2)u +

1p
G
(�1)v :

(5.5)

Burada
p
E =

(�)u
2�
2+v1�2���1

;
p
G =

(�)v
2�
1���2+v2�1

.

d¬r.

p0 2 R41 noktas¬nda bir ortonormal çat¬fx0; y0; b0; l0g olsun.

O zaman bir D0 � D aç¬¼g¬ve bir tek

M2 = fz (u; v) : (u; v) 2 D0g

spacelike yüzeyi vard¬r öylekiM2 herhangi bir noktadaki ortalama e¼grilik vektörü

s¬f¬r olmayan spacelike vektördür.
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Üstelik M2 yüzeyi p0 noktas¬ndan geçer. v1; v2; �; �1; �2; 
1; 
2; � fonksiyonlar¬

M2 nin geometrik fonksiyonlar¬d¬r ve fx0; y0; b0; l0g kümesi M2 nin p0 noktas¬n-

daki geometrik çat¬s¬d¬r.

·Ispat Aşa¼g¬da kismi diferensiyel denklemler için R41 de bilinmeyen

x = x (u; v) ; y = y (u; v) ; b = b (u; v) ; l = l (u; v)

vektör de¼gerli fonksiyonlar¬n¬gözönüne al¬ns¬n.

xu =
p
E
1y +

p
Ev1b; xv = �

p
G
2y +

p
G�b�

p
G�l;

yu = �
p
E
1x+

p
E�b�

p
E�l; yv =

p
G
2x+

p
Gv2b;

bu = �
p
Ev1x�

p
E�y �

p
E�1l; bv = �

p
G�x�

p
Gv2y �

p
G�2l;

lu = �
p
E�y �

p
E�1b; lv = �

p
G�x�

p
G�2b:

(5.6)

Gerçekten,

r0

xx = r0
Zu
kZuk

x

=
1

kZuk
r0

Zux

=
1

kZuk
xu

kZukr
0

xx = xu

ve benzer şekilde

p
Er0

xx = xu;
p
Er0

xy = yu;
p
Er0

xb = bu;
p
Er0

xl = lu;
p
Gr0

yx = xv;
p
Gr0

yy = yv;
p
Gr0

yb = bv;
p
Gr0

yl = lv;

eşitlikleri elde edilebilir.

Z =

0BBB@
x

y
b
l

1CCCA ;

A =
p
E

0BBBB@
0

�
1
�v1
0


1
0
��
��

v1
�
0
��1

0

��
��1
0

1CCCCA ;
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B =
p
G

0BBBB@
0


2
��
��

�
2
0
�v2
0

�

v2
0
��2

��
0
��2
0

1CCCCA
ile gösterilsin. Sistem (5:6) dan

Zu = AZ;

Zv = BZ
(5.7)

yaz¬labilir. (5:6) n¬n integrallenebilme koşulu

Zuv = Zvu (5.8)

dur. Daha aç¬kças¬yüzey boyunca Z n¬n belirlenebilmesi için

xuv = xvu;

yuv = yvu;

buv = bvu;

luv = lvu;

olmas¬gerekir ki buradan fx; y; b; lg dörtlüsü ve dolay¬s¬yla Z bulunabilsin.

A = [aij] ; B = [bij] olmak üzere (5:8) eşitli¼gi

@aki
@v

� @b
k
i

@u
+

4X
j=1

�
aji b

k
j � b

j
ia
k
j

�
= 0 i; k = 1; 2; 3; 4 (5.9)

eşitli¼gine denktir. Burada aji ve b
j
i A ve B matrislerinin eleman¬d¬r.

(5:5) deki eşitlik kullan¬larak (5:9) daki eşitliklerin yerine koyarak sa¼glat¬labilinir.

(5:9) eşitli¼gini açt¬¼g¬m¬z zaman 16 ayr¬eşitlik elde ederiz.

Gerçekten;

1) i = 1; k = 1 için

@a11
@v

� @b
1
1

@u
+
�
a11b

1
1 � b11a11

�
+
�
a21b

1
2 � b21a12

�
+
�
a31b

1
3 � b31a13

�
+
�
a41b

1
4 � b41a14

�
= 0

buradan�p
E
1

p
G
2 �

p
G
2

p
E
1

�
+
�
�
p
Ev1

p
G�+

p
G�
p
Ev1

�
= 0
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2) i = 1; k = 2 için

@a21
@v

� @b
2
1

@u
+
�
a11b

2
1 � b11a21

�
+
�
a21b

2
2 � b21a22

�
+
�
a31b

2
3 � b31a23

�
+
�
a41b

2
4 � b41a24

�
= 0

buradan �p
E
1

�
v
+
�p
G
2

�
u
�
p
Ev1

p
Gv2 +

p
G�
p
E��

p
G�
p
E� = 0�p

E
1

�
v
+
�p
G
2

�
u
+
p
E
p
G
�
�v1v2 + �2 � �2

�
= 0�p

E
�
v

1 + (
1)v

p
E +

�p
G
�
u

2 + (
2)u

p
G+

p
E
p
G
�
�v1v2 + �2 � �2

�
= 0

�
21
p
E
p
G� 
22

p
E
p
G+ (
1)v

p
E + (
2)u

p
G+

p
E
p
G
�
�v1v2 + �2 � �2

�
= 0

p
E
p
G
�
�
�

21 + 


2
2

�
� v1v2 + �2 � �2

�
+ (
1)v

p
E + (
2)u

p
G = 0�

�
�

21 + 


2
2

�
� v1v2 + �2 � �2

�
+

1p
G
(
1)v +

1p
E
(
2)u = 0

oda gerektirir ki

v1v2 � �2 + �2 =
1p
E
(
2)u +

1p
G
(
1)v �

�
(
1)

2 + (
2)
2�

3) i = 1; k = 3 için

2�
2 � ��1 � (v1 � v2) 
1 =
1p
E
(�)u �

1p
G
(v1)v

elde edilir.

4) i = 1; k = 4 için " 0 " elde edilir.

5) i = 2; k = 1 için

v1v2 � �2 + �2 =
1p
E
(
2)u +

1p
G
(
1)v �

�
(
1)

2 + (
2)
2�

elde edilir.

6) i = 2; k = 2 için " 0 " elde edilir.

7) i = 2; k = 3 için

2�
1 � ��2 + (v1 � v2) 
2 = �
1p
E
(v2)u +

1p
G
(�)v

elde edilir.

8) i = 2; k = 4 için " 0 " elde edilir.

9) i = 3; k = 1 için

2�
2 � ��1 � (v1 � v2) 
1 =
1p
E
(�)u �

1p
G
(v1)v
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elde edilir.

10) i = 3; k = 2 için

2�
1 � ��2 + (v1 � v2) 
2 = �
1p
E
(v2)u +

1p
G
(�)v

elde edilir.

11) i = 3; k = 3 için " 0 " elde edilir.

12) i = 3; k = 4 için


1�1 � 
2�2 + (v1 � v2)� = �
1p
E
(�2)u +

1p
G
(�1)v

elde edilir.

13) i = 4; k = 1 için " 0 " elde edilir.

14) i = 4; k = 2 için " 0 " elde edilir.

15) i = 4; k = 3 için


1�1 � 
2�2 + (v1 � v2)� = �
1p
E
(�2)u +

1p
G
(�1)v

elde edilir.

16) i = 4; k = 4 için " 0 " elde edilir.

Sonuç olarak (5:5) deki eşitlik kullan¬larak (5:9) daki eşitl¬kleri elde edilebilir.

Buradan D1 � D ve (u; v) 2 D1 için bir tek

x = x (u; v) ; y = y (u; v) ; b = b (u; v) ; l = l (u; v)

fonksiyonlar¬vard¬r ki (5:6) sistemini ve

x0 = x (u0; v0) ; y0 = y (u0; v0) ; b0 = b (u0; v0) ; l0 = l (u0; v0)

koşullar¬n¬sa¼glar.

Şimdi herbir (u; v) 2 D1 için x = x (u; v) ; y = y (u; v) ; b = b (u; v) ; l = l (u; v)

ninR41 de ortonormal çat¬oldu¼gunu gösterilecektir. Aşa¼g¬daki fonksiyonlar gözönüne

al¬ns¬n.
'1 = hx; xi � 1; '5 = hx; yi; '8 = hy; bi;

'2 = hy; yi � 1; '6 = hx; bi; '9 = hy; li;

'3 = hb; bi � 1; '7 = hx; li; '10 = hb; li:

'4 = hl; li+ 1;
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x (u; v) ; y (u; v) ; b (u; v) ; l (u; v) (5:6) y¬sa¼glad¬¼g¬ndan aşa¼g¬daki sistem elde

edilir:
@�i
@u
= �ji'j;

@�i
@v
= �ji'j;

9=; ( i = 1; :::; 10:) (5.10)

burada (u; v) 2 D1 için (i; j = 1; :::; 10) �ji �
j
i ler (u; v) nin fonksiyonlar¬d¬r.

(5:10) sistemi 'i (u; v) (i = 1; :::; 10) (u; v) 2 D1 fonksiyonlar¬için kismi diferen-

siyel denklemler için bir lineer denklem sistemidir öyleki

'i (u0; v0) = 0 (i = 1; :::; 10)

d¬r. Hat¬rlatmadan yola ç¬karak lineer homojen sistemlerinin genel teorisinin

çözümünden

X
0
= A (t)X

homojen sistemi verilsin. Bu sistemlerin

t1 < t < t2

aral¬¼g¬nda daima n-adet lineer ba¼g¬ms¬z x1; x2; :::; xn çözümleri vard¬r.

Şimdi A (t) matrisi yerine

A = �ji (u; v0)

matrisini alal¬m. Burada �ji fonksiyonlar¬n¬n sürekli oldu¼gunu biliyoruz.

X
0
= A (t)X

sisteminin çözümleri ele al¬n¬rsa yukar¬daki teoremden

X1 (u; v0) ; X2 (u; v0) ; :::; X10 (u; v0)

gibi lineer ba¼g¬ms¬z çözümleri vard¬r. Bu sistemin genel çözümü

X (u; v0) = c1x1 (u; v0) + c2x2 (u; v0) + :::+ c10x10 (u; v0)

şeklinde lineer kombinasyon olarak yaz¬labilir.

Şimdi 'i lerin tan¬m¬ndan 'i lerinde böyle bir sistemin çözümü oldu¼gu söylenebilir.
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Buna göre

X
0
(u; v0) =

26666666666664

'1 (u; v0)

'2 (u; v0)

:

:

:

'10 (u; v0)

37777777777775
de bir çözüm olup

X1 (u; v0) ; X2 (u; v0) ; :::; X10 (u; v0)

lineer ba¼g¬ms¬z çözümlerinin bir lineer birleşimi olarak yaz¬l¬r. Yani

X
0
(u; v0) =

26666666666664

'1 (u; v0)

'2 (u; v0)

:

:

:

'10 (u; v0)

37777777777775
= c1x1 (u; v0) + c2x2 (u; v0) + :::+ c10x10 (u; v0)

d¬r. 'i lerin tan¬m¬ndan ve

x0 = x (u0; v0) ; y0 = y (u0; v0) ; b0 = b (u0; v0) ; l0 = l (u0; v0)

başlang¬ç koşulundan dolay¬

'1 (u; v0) = '2 (u; v0) = ::: = '10 (u; v0) = 0

yaz¬l¬r. Buna göre

X
0
(u; v0) = 0

d¬r. Buradan

c1x1 (u; v0) + c2x2 (u; v0) + :::+ c10x10 (u; v0) = 0

elde edilir. fx1; x2; :::; x10g lineer ba¼g¬ms¬z(teoremden) oldu¼gundan

c1 = c2 = ::: = c10 = 0
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olmak zorundad¬r. Buna göre

X
0
(u; v0) = c1x1 (u; v0) + c2x2 (u; v0) + :::+ c10x10 (u; v0) = 0

) X
0
(u; v0) =

26666666666664

'1 (u; v0)

'2 (u; v0)

:

:

:

'10 (u; v0)

37777777777775
= 0

) 'i (u; v0) = 0; u 2 I � R; i = (1; 2; ::; 10)

elde edilir. Benzer şekilde J � R olmak üzere 8 v 2 J için

'i (u0; v) = 0

oldu¼gu gösterilebilir. Böylece 8 (u; v) 2 (I � J) için

'i (u; v) = 0; (i = 1; 2; :::; 10)

d¬r. Buradan

'1 (u; v) = 0; '5 (u; v) = 0; '8 (u; v) = 0;

'2 (u; v) = 0; '6 (u; v) = 0; '9 (u; v) = 0;

'3 (u; v) = 0; '7 (u; v) = 0; '10 (u; v) = 0

'4 (u; v) = 0;

oldu¼gundan

hx; xi = 1; hx; yi = 0; hy; bi = 0;

hy; yi = 1; hx; bi = 0; hy; li = 0;

hb; bi = 1; hx; li = 0; hb; li = 0;

hl; li = �1;

d¬r. Buradan fx; y; b; lg bir ortonormal bir bazd¬r. Bundan dolay¬herbir (u; v) 2

D1 için

'i (u; v) = 0; (i = 1; :::; 10)
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d¬r. Sonuç olarak herbir (u; v) 2 D1 için R41 ün ortonormal çat¬s¬x (u; v) ; y (u; v) ;

b (u; v) ; l (u; v) vektör de¼gerli fonksiyonlar¬d¬r.

zu =
p
Ex;

zv =
p
Gy

(5.11)

d¬r. Şimdi z (u; v) vektör de¼gerli fonksiyonu için (5:11) daki kismi diferensiyel

denklemi düşünelim. (5:5) ve (5:6) kullan¬larak sistem (5:11) in integrallenebilme

koşulu

Zuv = Zvu

elde edilerek yerine getirildi. Dolay¬s¬yla

z (u0; v0) = p0

kaŗs¬layan ve (u; v) 2 D0 için tan¬ml¬bir tek vektör de¼gerli fonksiyonu z = z (u; v)

ve bir D0 � D1 altcümlesi vard¬r. Sonuç olarak

M2 = fz = z (u; v) ; (u; v) 2 D0g

yüzeyi teoremin ispat¬n¬kaŗs¬lar.
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6.SPACELIKE YÜZEYLERDE ORTALAMA E¼GR·IL·IK VEKTÖR

ALANI TIMELIKE OLAN VEKTÖRLER

Bu bölümde spacelike yüzeylerin ortalama e¼grilik vektör alanlar¬n¬n her-

hangi bir noktas¬nda s¬f¬rdan farkl¬olan timelike vektörleri incelenecektir. Yani

H 6= 0; hH;Hi < 0 d¬r.

x; y asli tanjant vektör alan¬ve l = � Hp
�hH;Hi

ile tan¬ml¬l birim normal vektör

alan¬olsun.

hl; li = �1 ve l birim normal vektör alan¬ � (x; x) ve � (y; y) ile lineer ba¼g¬m-

l¬d¬r.

b birim normal vektör alan¬(hb; bi = 1) öyleki R41 ün pozitif yönlü ortonormal çat¬

alan¬fx; y; b; lg dörtlüsüdür.

Böylece geometrik olarak her p 2M2 noktas¬ndafx; y; b; lg ortonormal çat¬ alan¬n¬

belirlenebilir.

fx; y; b; lg ortonormal çat¬alan¬na göre aşa¼g¬daki formüller verilebilir:

� (x; x) = �v1l;

� (x; y) = �b� �l;

� (y; y) = �v2l:

Burada v1; v2; �; � invaryant fonksiyonlard¬r ve

v1 = h� (x; x) ; li; v2 = h� (y; y) ; li;

� = h� (x; y) ; li; � = h� (x; y) ; bi

şeklinde ifade edilir.

M2 nin K gauss e¼grili¼gi ve k ve { invaryantlar¬ v1; v2; �; � fonksiyonlar¬ ile

aşa¼g¬daki gibi ifade edilir.

k = �4v1:v2�2; { = (v1 � v2)�; K = �v1:v2 + �2 � �2: (6.1)

{2 � k > 0 oldu¼gundan (6:1) eşitli¼ginden � 6= 0 d¬r.

M2 nin normal ortalama e¼grilik vektör alan¬

H = �v1 + v2
2

l
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ile verilebilir.

Allied ortalama vektör alan¬

a (H) =
v1 + v2
2

��b:

Bir önceki bölümden bilinmektedir ki

M2 non-trival Chen yüzeyidir , � = 0 d¬r.

Geometrik olarak fx; y; b; lg çat¬alan¬ndan ortonormal çat¬alan¬ ile be-

lirlenen aşa¼g¬daki M2 nin frenet tipi türev formülleri verilebilinir:

r0

xx = 
1y � v1l; r0

xb = ��y � �1l;

r0

xy = �
1x+ �b� �l; r0

yb = ��x� �2l;

r0

yx = �
2y + �b� �l; r0

xl = �v1x� �y � �1b;

r0

yy = 
2x� v2l; r0

yl = ��x� v2y � �2b:

(6.2)

Burada


1 = �y
�
ln
p
E
�
; 
2 = �x

�
ln
p
G
�
;

�1 = hr
0

xb; li; �2 = hr
0

yb; li

eşitlikleridir.

R4 ün standart konneksiyona göre e¼grilik tensörü özdeş olarak s¬f¬r oldu¼gun-

dan

R
0
(x; y; x) = 0;

R
0
(x; y; y) = 0;

R
0
(x; y; b) = 0

ve (6:2) den aşa¼g¬daki integrallenebilme koşullar¬n¬elde edilir.

�v1v2 + �2 � �2 = x (
2) + y (
1)�
�
(
1)

2 + (
2)
2� ;

2�
2 + v1�2 � ��1 = x (�) ;

2�
1 � ��2 + v2�1 = y (�) ;

2�
2 � ��1 � (v1 � v2) 
1 = x (�)� y (v1) ;

2�
1 � ��2 + (v1 � v2) 
2 = �x (v2) + y (�) ;


1�1 � 
2�2 + (v1 � v2)� = �x (�2) + y (�1)
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Tekrardan, (�)u (�)v 6= 0 oldu¼gundan

(2�
2 + v1�2 � ��1) : (2�
1 � ��2 + v2�1) 6= 0

d¬r. Bu yüzden e¼ger (�)u (�)v 6= 0 ise

p
E =

(�)u
2�
2+v1�2���1

;
p
G =

(�)v
2�
1���2+v2�1

dir.

Bir önceki bölümde oldu¼gu gibi benzer şekilde R41 de spacelike yüzeylerde

timelike ortalama e¼grilik vektör alan¬olan teoremin ifadesi verilecektir. ·Ispat¬

benzer yolla yap¬labilir.

Teorem 6.1 v1; v2; �; �1; �2; 
1; 
2; � diferensiyellenebilir fonksiyonlar¬D � R2

aç¬k alt kümesinde tan¬ml¬ve aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glas¬nlar

(�)u
2�
2+v1�2���1

> 0;

(�)v
2�
1���2+v2�1

> 0;

�
1
p
E
p
G =

�p
E
�
v
;

�
2
p
E
p
G =

�p
G
�
u
;

�v1v2 + �2 � �2 = 1p
E
(
2)u +

1p
G
(
1)v �

�
(
1)

2 + (
2)
2� ;

2�
2 � ��1 � (v1 � v2) 
1 = 1p
E
(�)u � 1p

G
(v1)v ;

2�
1 � ��2 + (v1 � v2) 
2 = � 1p
E
(v2)u +

1p
G
(�)v ;


1�1 � 
2�2 � (v1 � v2)� = � 1p
E
(�2)u +

1p
G
(�1)v :

Burada
p
E =

(�)u
2�
2+v1�2���1

;
p
G =

(�)v
2�
1���2+v2�1

p0 2 R41 noktas¬nda bir ortanormal çat¬fx0; y0; b0; l0g olsun. O zaman bir D0 � D

aç¬¼g¬ve bir tek

M2 = f(z (u; v) : (u; v) 2 D0)g

spacelike yüzeyi vard¬r öyleki M2 herhangi bir noktadaki ortalama e¼grilik vektör

alan¬s¬f¬r olmayan timelike vektördür.

Üstelik M2 yüzeyi p0 noktas¬ndan geçer. v1; v2; �; �1; �2; 
1; 
2; � fonksiyonlar¬

M2 nin geometrik fonksiyonlar¬d¬r ve fx0; y0; b0; l0g kümesi M2 nin p0 noktas¬n-

daki geometrik çat¬s¬d¬r.
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7. ÖRNEKLER

Bu bölümde yukar¬da elde edilen çal¬̧sma R41 deki spacelike yüzeyler için

uygulanacakt¬r.

R4 de verilen aşa¼g¬daki yüzey gözönüne al¬ns¬n.

M = z (u; v) = (f (u) cos�v; f (u) sin�v; g (u) cos �v; g (u) sin �v) (7.1)

burada u 2 J � R; v 2 [0; 2�) ; f (u) ve g (u) diferensiyellenebilir fonksiyonlard¬r.

�2f 2 + �2g2 > 0;
�
f
0
�2
+
�
g
0
�2
> 0

şartalar¬şa¼glans¬n ve �; � pozitif sabitlerdir.

R41 de (7:1) e benzeyen spacelike yüzeylerini gözönüne alal¬m.

Örnek 7.1

M1 = z (u; v) = (f (u) cos�v; f (u) sin�v; g (u) cosh �v; g (u) sinh �v)

ile parametrize edilen M1 yüzeyini alal¬m. Burada u 2 J � R; v 2 [0; 2�) ;

f (u) ve g (u) diferensiyellenebilir fonksiyonlard¬r.

�2f 2 � �2g2 > 0;
�
f
0
�2
+
�
g
0
�2
> 0

şartlar¬sa¼glans¬n ve �; � pozitif sabitlerdir.

M1 in tanjant uzay¬

zu =
�
f
0
(u) cos�v; f

0
(u) sin�v; g

0
(u) cosh �v; g

0
(u) sinh �v

�
zv = (��f (u) sin�v; �f (u) cos�v; �g (u) sinh �v; �g (u) cosh �v)

vektör alanlar¬taraf¬ndan verilsin.

M1 in birinci temel form katsay¬lar¬

E =
�
f
0
(u)
�2
+
�
g
0
(u)
�2
; F = 0; G = �2f 2 (u)� �2g2 (u) :

M1; R41 de bir spacelike yüzeydir.

M1 in aşa¼g¬daki normal çat¬alan¬n¬seçelim.

n1 =
1q

(f 0)2 + (g0)2

�
g
0
cos�v; g

0
sin�v; � f 0 cosh �v; � f 0 sinh �v

�
;
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n2 =
1p

�2f 2 � �2g2
(��g sin�v; �g cos�v; �f sinh �v; �f cosh �v) :

Burada

hn1; n1i = 1; hn2; n2i = �1

dir.

z (u; v) nin ikinci dereceden kismi türevini hesaplayarak M1 in ckij fonksiyonu ve

L; M; N ikinci temel formun katsay¬lar¬n¬elde edilebilir. Buradan

L =
2��

�
gf

0 � fg0
� �
g
0
f
00 � f 0g00

��
(f 0)2 + (g0)2

� �
�2f 2 � �2g2

� ;
M = 0;

N =
2��

�
gf

0 � fg0
� �
�2fg

0
+ �2gf

0��
(f 0)2 + (g0)2

� �
�2f 2 � �2g2

� .

Sonuçta M1 in K ve k; { invaryantlar¬aşa¼g¬daki gibi ifade edilir.

k =
4��

�
gf

0 � fg0
�2 �
g
0
f
00 � f 0g00

� �
�2fg

0
+ �2gf

0��
(f 0)2 + (g0)2

�3 �
�2f 2 � �2g2

�3 ;

{ =
��
�
gf

0 � fg0
��

(f 0)2 + (g0)2
�2 �

�2f 2 � �2g2
�2

:

h�
�2f 2 � �2g2

� �
g
0
f
00 � f 0g00

�
+
��
f
0�2
+
�
g
0�2� �

�2fg
0
+ �2gf

0�i�
(f 0)2 + (g0)2

�2 �
�2f 2 � �2g2

�2 ;

K =
�
�
�2f 2 � �2g2

� �
�2fg

0
+ �2gf

0� �
g
0
f
00 � f 0g00

��
(f 0)2 + (g0)2

�2 �
�2f 2 � �2g2

�2 :

+
�2�2

��
f
0�2
+
�
g
0�2� �

gf
0 � fg0

�2�
(f 0)2 + (g0)2

�2 �
�2f 2 � �2g2

�2
H ortalama e¼grilik vektör alan¬ n1 ile lineer ba¼g¬ml¬d¬r. M1 spacelike

yüzeyinin ortalama e¼grilik vektör alan¬n¬n herhangi bir noktas¬nda spacelike vek-

törü s¬f¬rdan farkl¬d¬r.

Dikkat edilirse M1 (u; v) asli parametreleri ile parametrize edilir.

x =
zuq

(f 0 (u))2 + (g0 (u))2
; y =

zvq
�2f 2 (u)� �2g2 (u)
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ile belirtilir.

M1 in frenet tipi türev formüllerinden geometrik invaryant fonksiyonlar¬ elde

edilebilir.


1 = 0; 
2 =
��2ff 0 � �2gg0q

(f 0)2 + (g0)2
�
�2f 2 � �2g2

� ;
v1 =

�
g
0
f
00 � f 0g00

��
(f 0)2 + (g0)2

� 3
2

; v2 =
��2fg0 + �2gf 0q

(f 0)2 + (g0)2
�
�2f 2 � �2g2

� ;
� = 0; � =

��
�
gf

0 � fg0
�q

(f 0)2 + (g0)2
�
�2f 2 � �2g2

� ;
�1 = 0; �2 =

��
�
gg

0
+ ff

0�q
(f 0)2 + (g0)2

�
�2f 2 � �2g2

� :
� invaryant¬s¬f¬r oldu¼gundan M1 yüzeyi bir Chen yüzeyidir.

M1 yüzeyinin daha özel hali ve Chen yüzeyinin bir alt s¬n¬f¬

f (u) = cosu; g (u) = sinu; � = � = 1

şeklinde al¬n¬rsa spacelike yüzeyde yatan De sitter uzay¬elde edilir.

S31 =
�
x 2 R41 : hx; xi = 1

	
ile invaryant

k = �4
cosh2 2u

; { = 0; K = cos2 2u+1
cos2 2u

elde edilir.

Sonuç 7.1 Bu örnek �at normal konneksiyonlu spacelike yüzey ve spacelike orta-

lama e¼grilik vektör alan¬için yap¬ld¬.

Örnek 7.2

M2 = z (u; v) = (f (u) cos�v; f (u) sin�v; g (u) sinh �v; g (u) cosh �v)

ile parametrize edilen M2 yüzeyini alal¬m. Burada U 2 J � R; v 2 [0; 2�) ; f (u)

ve g (u) diferensiyellenebilir fonksiyonlard¬r.

�2f 2 + �2g2 > 0;
�
f
0�2 � �g0�2 > 0
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şartalar¬sa¼glans¬n ve �; � pozitif sabitlerdir.

M2 nin tanjant uzay¬

zu =
�
f
0
(u) cos�v; f

0
(u) sin�v; g

0
(u) cosh �v; g

0
(u) sinh �v

�
;

zv = (��f (u) sin�v; �f (u) cos�v; �g (u) sinh �v; �g (u) cosh �v)

vektör alanlar¬taraf¬ndan verilsin.

M2 in birinci temel form katsay¬lar¬

E =
�
f
0
(u)
�2
�
�
g
0
(u)
�2
; F = 0; G = �2f 2 (u) + �2g2 (u)

M2; R41 de bir spacelike yüzeydir.

M2 nin normal çat¬alan¬n¬aşa¼g¬daki gibi verilsin.

n1 =
1p

�2f2+�2g2
(�g sin�v; � �g cos�v; �f cosh �v; �f sinh �v) ;

n2 =
1q

(f 0)
2�(g0)

2

�
g
0
cos�v; g

0
sin�v; f

0
sinh �v; f

0
cosh �v

�
:

Burada

hn1; n1i = 1; hn2; n2i = �1

dir. z (u; v) nin ikinci dereceden kismi türevini hesaplayarak M2 nin ckij fonksi-

yonu ve L; M; N ikinci temel formun katsay¬lar¬n¬elde edilebilir.

L =
2��

�
gf

0 � fg0
� �
g
0
f
00 � f 0g00

��
(f 0)2 � (g0)2

� �
�2f 2 + �2g2

� ;
M = 0;

N =
2��

�
gf

0 � fg0
� �
�2fg

0
+ �2gf

0��
(f 0)2 � (g0)2

� �
�2f 2 + �2g2

� :

·Ikinci temel formun katsay¬lar¬L;M;N hesaplan¬larak f (u) ve g (u) fonksi-

yonlar¬ve onlar¬n aşa¼g¬daki türev formülleri ile ifade edilen M2 nin K ve k;{

invaryantlar¬n¬elde edilir.

k =
4�2�2

�
gf

0 � fg0
�2 �
g
0
f
00 � f 0g00

� �
�2fg

0
+ �2gf

0��
(f 0)2 � (g0)2

�3 �
�2f 2 + �2g2

�3 ;

{ =
��
�
gf

0 � fg0
��

(f 0)2 � (g0)2
�2 �

�2f 2 + �2g2
�2 h��2f 2 + �2g2� �g0f 00 � f 0g00�

+

��
f
0
�2
�
�
g
0
�2��

�2fg
0
+ �2gf

0
��
;
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K =

�
�2f 2 + �2g2

� �
�2fg

0
+ �2gf

0� �
g
0
f
00 � f 0g00

��
(f 0)2 � (g0)2

�2 �
�2f 2 + �2g2

�2
�
�2�2

��
f
0�2 � �g0�2� �gf 0 � fg0�2�

(f 0)2 � (g0)2
�2 �

�2f 2 + �2g2
�2 :

H ortalama e¼grilik vektör alan¬n2 ile lineer ba¼g¬ml¬d¬r. Bundan dolay¬

M2 timelike ortalama vektör alanl¬spacelike yüzeydir.

M2 (u; v) asli parametreleri ile parametrize edilmi̧stir.

M2 nin frenet tipi türev formüllerinden geometrik invaryant fonksiyonlar¬


1 = 0; 
2 =
��2ff 0 + �2gg0q

(f 0)2 � (g0)2
�
�2f 2 + �2g2

� ;
v1 =

�
g
0
f
00 � f 0g00

��
(f 0)2 � (g0)2

� 3
2

; v2 =
��2fg0 + �2gf 0q

(f 0)2 � (g0)2
�
�2f 2 + �2g2

� ;
� = 0; � =

��
�
fg

0 � gf 0
�q

(f 0)2 � (g0)2
�
�2f 2 + �2g2

� ;
�1 = 0; �2 =

��
�
gg

0 � ff 0
�q

(f 0)2 � (g0)2
�
�2f 2 + �2g2

� :
� invaryant¬s¬f¬r oldu¼gundan M2 Chen yüzeyidir.

f (u) = sinhu; g (u) = coshu; � = � = 1

özel durumu için spacelike yüzeyde yatan birim hiperbolik küre

H3
1 =

�
x 2 R41 : hx; xi = �1

	
ile invaryant

k = �4
cosh2 2u

; { = 0; K = � cosh2 2u+1
cosh2 2u

elde edilir.

Sonuç 7.2 Bu örnek �at normal konneksiyonlu spacelike yüzey ve timelike orta-

lama e¼grilik vektör alanl¬spacelike yüzeyler için yap¬ld¬.
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8. TARTIŞMA VE SONUÇ

Ganchev ve Miloushave (2010) taraf¬ndan elde edilen karakterizasyonlar

detayl¬bir şekilde incelenmi̧sitir. Üçüncü bölümde Weingarten tipli dönüşümün

invaryantlar¬incelenmi̧s ve bunlar¬n yüzeyin s¬n¬�and¬r¬lmas¬nda nas¬l bir rol oy-

nad¬¼g¬ gösterilmi̧stir. Ortalama e¼grilik vektörünün timelike veya spacelike ol-

mas¬na göre yüzey için varl¬k ve teklik teoremi verilmi̧stir.

Ayr¬ca,Weingarten tipli dönüşümün yard¬m¬yla asli e¼grilikler ve asli e¼grilik do¼grul-

tular¬verilmi̧stir. ·Ileri çal¬̧smalar için, burada bulunan sonuçlar R42 deki yüzeyler

için de yeni sonuçlar araşt¬r¬labilir.
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