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Bu tez ilk boliimii giris olmak iizere yedi temel béliimden olusmaktadir. Ikinci
boliimde bazi temel tanim ve kavramlar verilmistir. Ugiincii boliimde olgiilebilir
fonksiyonun dagilim fonksiyonlarinin ve artmayan yeniden diizenlenmelerinin
tanimlar1 ve bazi1 Ozellikleri ile bir Olgiilebilir fonksiyonun medyani ile ilgili
ozellikler verilmistir. Dordiincii béliimde BMO uzayi ile ilgili 6nemli 6zellikler ifade
edilmistir. Besinci boliimde ise John-Stromberg maksimal fonksiyonu ve onun lokal
versiyonu tanimlanmis ve bazi ozellikleri incelenmistir. Altinct bolimde agirlikli
John-Stromberg maksimal fonksiyonu ve onun lokal versiyonu tanimlanmis ve
fonksiyonun agirlikli yeniden diizenlenmesi ile bu fonksiyonun agirlikli John-
Stromberg maksimal fonksiyonunun agirlikli yeniden diizenlenmesi arasindaki
bagmtilar ifade edilmistir. Son bolimde ise agirlikli John-Stromberg maksimal
fonksiyonu, Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu ve Calderon-Zygmund singiiler

integral operatorii tizerine agirlikli norm kestirimleri incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Dagilim fonksiyonu, artmayan yeniden diizenlenme, medyan,
Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu, Calderon-Zygmund

singiiler integral operatorii, BMO uzayi.
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This thesis consists of seven chapters including the introduction part. Some basic
definitions and tools are given in the second chapter. The definition and some
properties of distribution functions and non-increasing rearrangements of a
measurable function, as well as the definition and main properties of median values
of any measurable function are presented in the third chapter. BMO space is
introduced and some main properties of functions from this space are expressed in
the fourth chapter. John-Stromberg maximal function and its local version are
defined and some properties of this function are investigated in the fifth chapter.
Weighted version of John-Stromberg maximal function and its local version are
introduced and relation between weighted non-increasing rearrangements of a
function and weighted non-increasing rearrangements of its weighted John-
Stromberg maximal function are studied in the sixth chapter. In the last chapter,
weighted norm inequalities related to the weighted John-Stromberg maximal
functions, Hardy-Littlewood maximal functions and Calderén-Zygmund singular

intergaral operators are expressed and proved.

Key Words: Distribution function, non-increasing rearrangement, median, mean
oscillation, local maximal function, weight, Hardy-Littlewood

maximal function, Calderon-Zygmund singular intergaral operator.
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SIMGELER DiZiNi

n boyutlu Oklid uzay1
Ol¢ii uzay
fnin dagilim fonksiyonu

f’nin artmayan yeniden diizenlenmesi
Hardy-Littlewood maksimal operatorii
Fefferman-Stein maksimal fonksiyonu
John-Stromberg maksimal fonksiyonu
Lebesgue uzay1

Sinirl orta salinimli fonksiyonlar kiimesi
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1. GIRIS

Maksimal operatorler, harmonik ve reel analizin en onemli operatorlerinden biridir ve
singiiler integraller teorisinde, potansiyel teoride, diferensiyellenebilme teorisinde ve di-

ferensiyel denklemler teorisinde genis Olciide kullanilmaktadirlar ([1], [2], [3], [4], [5],
(61, [7D).

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu f € LIIOC(R”) olmak iizere

1
Mf(): = sup— f FO)ldy (xeRY)
anlQl @)

seklinde tanimlanir. Burada supremum x i igeren yan ayritlar1 eksenlere paralel tim Q

kiipleri tizerinden alinmaktadir. M : f — M f operatoriine maksimal operator denir.
Bilindigi gibi M, giiclii (p, p) ve zayif (1, 1) esitsizliklerini saglar, yani 1 < p < oo oldugunda
IMfllp < cllfllp,
p = 1 oldugunda ise,
txeR":Mf(x)>t}|<c » |f(x)ldx
esitsizlikleri f den bagimsiz sabitlerle saglanir.

Hardy-Littlewood maksimal operatorii integrallenebilir degildir. Bunun yerine B,R" de
herhangi bir yuvar olmak iizere f € L'(B) ve supp f C B oldugunda fB M f(x)dx < oo olmasi

i¢in gerek ve yeter sart f € L(1 +log™ L)(B) olmasidir, yani

Llf(x)l(l +log" |f(x))dx < oo

dur.



Kesin maksimal fonksiyon herhangi bir f € LIIOC(R”) icin

M f(x) = fH(x) = =sup i

0sx 19l

f |f<y>—fQ|dy~supmf— f FO)—cldy (xeR")
0 ROl Jo

seklinde ilk defa [8] de tanimlanmigtir. Burada fp, f fonksiyonunun Q iizerinden orta-
lama degeridir. M* : f — M*f operatoriine Fefferman-Stein kesin maksimal operatorii
denir. M* f(x) < 2M f(x) oldugundan Fefferman-Stein kesin maksimal fonksiyonu, Hardy-
Littlewood maksimal fonksiyonunun sagladigi bir¢ok 6zelligi saglar. Ornegin, 1 < p < co
icin M*, giiclii (p, p) ve zayif (1,1) esitsizliklerini saglar. Fefferman-Stein kesin maksi-
mal fonksiyonu Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunundan farkli olarak fonksiyonun

salinimini 6lgmeyi saglar.

Sinirli orta salinimli fonksiyonlar kiimesi, BMO(R") uzay1, 1961 yilinda F. John ve L. Ni-
renberg tarafindan [9] da tammmlanmustir ve fonksiyon uzaylari ve singiiler integraller teorisi

basta olmak iizere modern harmonik analizin gelisiminde 6nemli rol oynamaktadir:

f € BMO(R") & M*f € Lo(R"Y).

Fonksiyonun salinimini ”6l¢mek™ i¢in bir¢cok yol mevcuttur. Bu yliksek lisans tezinde
ise Olgiilebilir bir f fonksiyonunun salinimini incelemek i¢in John [10] ve Stromberg
[11] tarafindan tanimlanmig Mg,a Jf maksimal fonksiyonunun ve onun lokal versiyonu olan
Mg,a;Q f maksimal fonksiyonunun detayl1 olarak arastirilmasi planlanmaktadir (Burada €,
R™ nin herhangi bir 6dlciilebilir alt kiimesidir). John-Stromberg maksimal fonksiyonunun
Fefferman-Stein kesin maksimal fonksiyondan iistiin 6zelligi yalniz lokal integrallenebilir

fonksiyonlar icin degil tiim 6l¢iilebilir fonksiyonlar i¢in tanimli olmasidir.

f, R" lizerinde kompleks degerli, Lebesgue ol¢iilebilir bir fonksiyon olsun. 0 < @ < 1/2

olmak iizere Mg,a f(x) ve Mg’a;g f(x) asagidaki gibi tanimlidir:

Miof (0 = supinf((f ~e)xo)'(@lQ)  (ve R, (L.1)



M} .0f(x) = sup inf((f =) (@@ (xeRY). (1.2)

xeQcQ
Burada c tiim kompleks sayilari, Q ise R" de yan ayritlar1 koordinat eksenlerine paralel
olan x i iceren tiim kiipleri tarar. f* fonksiyonu f fonksiyonunun soldan siirekli artmayan

yeniden diizenlenmesi olup,
@ =inf{dA>0: |{xeR": |f(x)|>A}| <t} (@>0)

esitligi ile tanimlanabilr. Bir¢ok durumda c ler iizerinden infimum almaya gerek kalmaz,
clinkii optimal degerler (medyan degerler) kullanilabilir. Belirtelim ki, reel degerli bir f

fonksiyonunun Q kiipii lizerinden medyan degeri m¢(Q),

xeQ: f(0) > my(Q))| < 'Q'

lfixe Q: f(x) <mp(Q)} < @

esitsizliklerini saglar ve tek olmak zorunda degildir. Kompleks degerli f = f; +if> icin,

mg(Q) =mp (Q)+imp (Q) olsun.

R" {izerinde lokal integrallenebilen, negatif olmayan bir w fonksiyonuna agirlik fonksi-
yonu denir. Mg o ve Mg 20 fonksiyonlarinin agirlikli analoglar agagidaki gibi tanimla-

nabilir: her x € R” i¢in

Mg g f(0) —SQUPlnf((f o) (aw(@) (0<a<l),

M} o0 (X) 1= sup 1nf((f o)iaw(Q) (O<a<l)
x€QCQCE
olsun. Burada f;; fonksiyonu f fonksiyonunun wdx 6l¢iisiine gore soldan siirekli artmayan

yeniden diizenlenmesi olup asagidaki esitlik yardimiyla tanimlanabilir ve tektir:

fo@®=1inf{A>0: w{xeR": |f(x)| > 2}) < 1}.



1.1. Tezin Amaci

Fonksiyonun salinimini ”6l¢gmek”™ i¢in bir¢ok yol mevcuttur. Bu yiiksek lisans tezinin
amaci Olctilebilir bir f fonksiyonun saliniminmi incelemek icin John [10] ve Stromberg
[11] tarafindan tanimlanmis Mg’a f maksimal fonksiyonunun ve onun lokal versiyonu
olan Mg,a/;Q f maksimal fonksiyonunun agirlikli analoglarinin 6zelliklerini detayli olarak
arastirmak, bu operatoriin M Hardy-Littlewood ve T Calder6n-Zygmund singiiler integ-
ral operatorii iizerinde nasil davrandigini 6grenmek ve agirlikli John-Nirenberg uzayim

incelemektir.

1.2. Kaynak Ozetleri

Oncelikle [12], [13] ve [14] kaynaklarindan olg¢iilebilir bir fonksiyonun dagilim fonksi-
yonu ve artmayan yeniden diizenlenmesinin tanim ve Ozellikleri 6grenilmistir. Genel
olarak [15], [16] ve [17] den yararlanarak Ol¢iilebilir bir fonksiyonun medyan ve orta
salinimi1 incelenmistir. [10], [11] ve [1] numarali kaynaklardan yerel maksimal fonksi-
yonlarla alakali baz1 esitsizlikler arastirilmistir. [18] ve [19] numarali kaynaklardan ise
agirlikli lokal maksimal fonksiyonun bazi 6zellikleri arastirilmis, bu operatoriin M Hardy-
Littlewood ve T Calderén-Zygmund singiiler integral operatorii lizerinde nasil davrandi-

gina bakilmig ve agirlikli John-Nirenberg uzay1 incelenmistir.



2. MATERYAL VE YONTEM

Bu tezde ¢, ana parametrelerden bagimsiz, her bir satirda degisebilen pozitif bir sabit
olarak kabul edilecektir. Herhangi bir A, B ifadeleri icin, A < ¢B olacak sekilde pozitif bir
c sabiti varsa bu durumda A < B yazilir. Eger A < B ve B < A aym1 anda saglanirsa A ~ B

yazilacak, A ve B birbirine denktir denilecektir.

Tez icerisinde kullanilacak kiiplerin yan ayritlarinin, koordinat eksenlerine paralel oldugu
kabul edilecektir. Bir 4 > 0 ve Q kiipii i¢cin AQ, merkezi Q nun merkezi ile ayn1 ve yan
ayrit uzunlugu, Q nun yan ayrit uzunlugunun A kati olan bir kiip belirtir. p € [1,00) i¢in, p

nin eslenigi p’ = p/(p—1) dir.

Simdi tezdeki konu biitiinliigiiniin saglanmasi acisindan kullanilacak uzaylarin tanimla-

rin1 ve bazi 6zelliklerini verelim:

(R, Z, u) total o--sonlu Olcii uzayini gostersin. M(R, 1), R iizerindeki genellestirilmis skaler-
degerli (reel veya kompleks) u-ol¢iilebilir fonksiyonlar sinifi ve Mio(R, ) de M(R, ) niin

1 hemen hemen her yerde sonlu elemanlarinin sinifi olsun.
p € (0,00] igin, M(R, u) lizerindeki || - ||,z , fonksiyoneli

I/p
(hlrordu) ", p<o
||f||p,R,p =

I
8

ess Sup eg [/ ()], p

ile tanimlanir. Bu durumda Lebesgue uzay1

Ly(R,p) :={f € MR, ) : | fllprpu < 00}

ile verilir ve bu haliyle || - ||, g ;;» bir kuasi-norm tanimlar.



Herbir E € 2 i¢in y g, E kiimesinin karakteristik fonksiyonunu tanimlar. Herhangi bir £ € X

kiimesi ve herbir f € L;(E,u) fonksiyonu i¢in fg ile f nin E lizerinden ortalama degerini

gosterelim, yani fg = (1/u(E) fE f(x)du(x).

R" {izerinde lokal integrallenebilen, negatif olmayan bir w fonksiyonuna agirlik fonksi-
yonu denir. Herhangi bir agirlik fonksiyonu yardimiyla w(E) = wa(x) dx Olciisiinii ele

alalim. w(x) = 1 oldugunda, w(E) = |E| Lebesgue ol¢iisiidiir. w(R") = +oo olarak alinacaktir.

A, R" nin 6l¢iilebilir bir alt kiimesi olsun. A iizerinde w = 1 oldugunda kolaylik acisindan
Ly(A,w) ve ||-||pa,w yerine sirasiyla L,(A) ve ||-]| 5,4 yazilacaktir. R" nin herbir K kompakt
alt kiimesi icin fK | f(x)[Pw(x)dx < oo ise, bu durumda f lokal integrallenebilirdir denir ve

fe L}!?,EV(R") ile yazilir.

Tamm 2.1. p €[1,00) olsun. Bu durumda

Lpo(R") = {f € MR : [1fll, wn = sup 177 F*(0) < oo}

O<t<oco

olarak verilen L, -(R") fonksiyon sinifina Lorentz uzay1 denir ([14, s. 216]).



3. DAGILIM FONKSIYONU VE ARTMAYAN YENIDEN DUZENLENMELER

3.1. Artmayan Bir Fonksiyonun Tersi

Teorem 3.1 (Artmayan Bir Fonksiyonun Tersi). / C R soldan sinirli bir aralik, v : I - R

artmayan bir fonksiyon, J C R, u(/) y1 iceren en kii¢iik aralik ve v: J — R,

v(y):=inf{zel: u(z)<y}, yelJ

seklinde taniml1 bir fonksiyon olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler dogrudur:

(i) v artmayan ve soldan siireklidir;

(1) v fonksiyonunun bir yo € J\{sup; u#} noktasinda sicrama yapmasi i¢in gerek ve yeter

sart x| < xp olmak iizere bir (x1,x2) C I araligindaki her x i¢in u(x) = yp olmasidir;

(ii1) 7 iizerinde x < v(u(x)) esitsizligi saglanir ve esitsizligin kesin olmasi icin gerek ve

yeter sart z > x olmak iizere bir [x,z] C I aralig1 lizerinde u nun sabit olmasidir;

(iv) Herhangi bir xo € I° i¢in y; < y, olmak iizere bir (y1,y,) € J araligi iizerinde v(y) =
Xo olmast icin gerek ve yeter sart u nun xo noktasinda sigrama yapmast ve (yi,y2) C

(u4(xp),u_(xp)) olmasidir.

Ozel olarak, eger u fonksiyonu kesin azalan ise, bu durumda v fonksiyonu « nun soldan

surekli tersidir ve sireklidir.

Ispat. (i) y1 < y» olmak iizere y;, y» € J ise, bu durumda

{zel:u@) <y} Cl{zel: u@) <y}



dir ve

v(y1) =inf{z € I: u(z) <y1} > inf{z € I: u(z) <y2} = v(y2),

saglanir. O halde v artmayan bir fonksiyondur.

v nin soldan siirekli oldugunu gostermek i¢in, yg > inf J = inf; u olacak sekilde bir yg € J
noktasini alalim. v(yp) 1n tanimindan, z > v(yo) olacak sekildeki her z € I icin u(z) < yo
saglanir. & > 0 olmak lizere zg € I N (v(yp),v(yo) + €] noktasimi alalim. Bu durumda her
Y € (u(z0), y0) igin

v(y):=inf{z € I : u(z) <y} <zo <v(yo) +e,

saglanir. Yani v fonksiyonu yg noktasinda soldan siireklidir.

(1) yo < supJ = sup;u olmak iizere bir yy € J noktasinda v, (yp) < v(yp) olsun. v(yp) 1n
tanimindan ve u artmayan oldugundan, her z < v(yg) i¢in u(z) > yo saglanir. Diger yandan,
eger v4(yg) < x < v(yp) ise, v azalan oldugundan, her y > yq i¢in v(y) < x tir ve dolayisiyla
her y > yg i¢in u(x) < y dir. O halde u(x) < yo saglanir. Boylece her z € (v4(yp),v(yo)) i¢in

u(z) = yo dir.

Tersine, x; < x» olmak iizere, bir (x1,xp) C I aralig1 ilizerinde u(x) = yo olsun ve yg <
supJ = sup; u saglansin. Bu durumda v(yp) 1n tanimindan, v(yp) > x dir. Diger taraftan,
eger y € (yo,supJ) ise, her x € (x1,x7) icin, u(x) = yp <y saglanir ve boylece v(y) nin
tanimindan v(y) < x tir. x — x;— i¢in limit alinirsa, her y € (yo,supJ) icin v(y) < x1 elde

edilir. Ozel olarak v, (yo) < x; dir. O halde

v+(yo) < x1 < x2 < v(yo)

dogrudur.

(ii1) v(y) nin taniminda y = u(x) alinirsa, v(u(x)) > x elde edilir.

Eger v(u(x)) > x, x € I ise, bu durumda u(z) > u(x) olacak sekilde bir z € I, z > x vardir,



fakat u fonksiyonu artmayan oldugundan, [x,z] lizerinde u = u(x) tir. Tersine, bir [x,z] C

araligi iizerinde u = const. ise, v(u(x)) > z > x saglanir.

(iv) y1 < y2 olmak iizere bir (y;,y;) C J aralig1 lizerinde v = xg € 1Y olsun. Eger z € 1,
Z < xg ise, her y € (y1,y2) i¢in v(y) nin tanimindan u(z) > y dir. y — y>— i¢in limit alinirsa,
u(z) > y> elde edilir, boylece u_(xg) > y, saglanir. Diger yandan, eger z € I, z > x ise, v(y)
nin tantmindan, her y € (y1,y2) icin u(z) <y dir. y — y1+ i¢in limit alinirsa, u(z) < y; elde

edilir, boylece u.(xg) < y; saglanir.

Tersine, y € (u4+(xp),u—(xp)) olsun. Eger z > xg ise, u(z) <y dir, ve boylece v(y) < xg
saglanir. Diger taraftan u ve v artmayan oldugundan ve (ii1) den, x < xp olacak sekilde her
x € I igin,

x < v(u(x)) < v(u-(x9)) < v(y) < xo

saglanir. x — xop— icin limit alinirsa, her y € (u4(xg), u—(xo)) icin v(y) = xq elde edilir.

Son olarak, u kesin artan olsun. Bu durumda (i) ve (ii) den v fonksiyonu siireklidir. (iii)
den, her x € I icin v(u(x)) = x saglanir ki bu v fonksiyonunun u fonksiyonunun sol tersi

oldugunu kanitlar. Boylece ispat tamamlanr. O

3.2. Dagilim Fonksiyonlari

Bu alt boliimde agirlikli olarak [14, Boliim 2, Kisim 1] den yararlanilacaktir.

(R, ) total o-sonlu 6l¢ii uzayini gostersin. M(R,u), R lizerindeki genellestirilmis skaler-
degerli (reel veya kompleks) u-ol¢iilebilir fonksiyonlar sinifi ve Mio(R, ) de M(R, u) niin

1 hemen hemen her yerde sonlu elemanlarinin sinifi olsun.



Tanmm 3.1. f, f,, e M(R,u),n=1,2,... olsun. Her & > 0 i¢in

n>ny = pxeR:|fulx)-f>e))<e

saglanacak sekilde bir ng € N sayis1 varsa, {f,}, dizisi f e 0Ol¢iisel yakinsaktir denir.

Not 3.1. Yukaridaki tanim asagidaki ifadeye denktir:

her £ > 0 i¢in li_)m uxeR: |fu(x)— f(x)|>¢e})=0.

Vektor uzayi islemleri 9ig(R,u) lizerinde iyi tanimhdir ve bu vektoér uzayinda topoloji
sonlu dl¢iilii kiimeler lizerinde Ol¢iisel yakinsaklik yardimiyla verildiginde 9ty (R, 1) metrik-
lesebilen topoloji vektdr uzay olur: {S,}> ., (R,p) nin ;2 S, = R 6zelligini saglayan

sonlu olciilii ayrik alt kiimeleri dizisi olsun. Herbir f, g € 9p(R, 1) icin

SR If -l
d(f,g) = 9
V-8 Z; uSn Js, T+17-g1 ¥

metrigini tanimlayalim. Bu durumda (Mg, d) bir tam metrik uzaydir ve (My,d) de f, —
f olmast i¢in gerek ve yeter kosul her bir sonlu ol¢iilii kiime iizerinde f,, — f Olciisel

yakinsak olmasidir.

Tanmm 3.2. f € Mp(R, 1) olmak iizere

ur) =pxeR: |f(0)|> 1),  (120) 3.1

olarak tanimlanan u ¢ fonksiyonuna f nin dagilim fonksiyonu denir.

Dikkat edilmelidir ki s yalnizca f fonksiyonunun mutlak degeri |f| e baghdir ve s, +00

degerini alabilir.
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Tanim 3.3. f € Mp(R,u) ve g € Mp(S,v) olmak iizere, eger f ve g ayn1 dagilim fonksi-
yonuna sahipse, yani, her 4 > 0 i¢in u (1) = v¢(A) saglaniyorsa, f ve g ye es Olgiilebilirdir

denir.

f ve g es oOlciilebilir fonksiyonlar olsalar da

px: f(x) 2 ) =p(x:g(x) 2 A} (120). (3.2)

esitligi genellikle dogru degildir.

Ornegin, f(x) = (2/n)arctanx ve g(x) = 1 fonksiyonlar1 es 6lciilebilir olmalarina ragmen

{x: f(x)>1}|=0 ve [{x: g(x) > 1}] = oo dur.

Onerme 3.1. £, 8 fu € Mo(R,u), n=1,2,... ve a, sifirdan farkli bir skaler olsun. Bu
durumda uy dagihim fonksiyonu [0,c0) iizerinde negatif olmayan, artmayan ve sagdan

stireklidir. Ayrica,

lgl <Ifl p—hhy = pe <puy; (3.3)
Haf () = pp(A/lal), (1= 0); (3.4
Hy+g(A1 +A2) Sup(A1) + pe(A2), (A1, 42 2 0); (3.5)
|/ < liminf|f,| u—h.h.y. = pr < liminfug ; (3.6)
n—oo n—oo
saglanir. Ozel olarak,
[ful TIflu—hhy. = pug, Ty (3.7)

dir.
Ispat. py in negatif olmayan ve artmayan oldugu agiktir. Sagdan siirekliligi gostermek

icin

EQ)={x:1f0>4,  (1=20)
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olsun ve Ap > 0 alalim. A azaldik¢a E(A) kiimeleri artar ve

E(o) = | J EW = DE(/10+ %)

>0 n=1

saglanir. Dolayisiyla, monoton yakinsaklik teoreminden,

1 1
s (ao + ﬁ) - u(E (/l() + Z)) 1 (E(0) = py(Ao)

elde edilir. O halde y s sagdan siireklidir.
(3.3) ve (3.4) ozellikleri Tanim 3.2 nin direkt sonuglaridir.

Xl f()+gl > A+ S{x: [f(0)l > AU {x: [g(x)] > A2}
oldugundan (3.5) saglanir. (3.6) y1 gostermek icin, 4 >0 ve
E={x:|f(x)|> 4], E, ={x:|fa(x)| >4}, n=1,2,...)
olsun. £ C J;_ Mp>m En oldugu aciktir. O halde, her m = 1,2,... igin
u[g En) < inf u(En) < Sup inf (E,) = liminf 4u(E,,)

dogrudur. Fakat ",.,, En, m ye gore artandir, ve monoton yakinsaklik teoremini uygula-

yarak

Mu(E) < u{@ ﬂ En] = ’gg{gou(ﬂ En] < liminfu(E,)

m=1n>m n>m

elde edilir. O halde (3.6) dogrudur.
Simdi |f,| T |f] p-h.hy. = py, Ty oldugunu gosterelim. Oncelikle, bir onceki iddiadan,

< limy_,eouy, dir. Diger yandan, |f,| < |f] p-h.h.y. oldugundan, uys < s tir. Sonug

olarak, lim, ,coptf, < s saglanir. O halde, lim,, oy, = iy tir. O
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Ornek 3.1. f negatif olmayan bir basit fonksiyon olmak iizere, f in u r dagilim fonksi-
yonunu hesaplamak faydali olacaktir. E; kiimeleri R nin sonlu p-0l¢iilii, ikili ayrik alt

kiimeleri ve ay > ap > --- > a,, > 0 olmak {izere

n

£ = axe,(x) (3.8)

J=1

fonksiyonunu ele alalim. Eger A > a; ise, u (1) = 0 oldugu agiktir. Fakat, eZer a; < A <ay
ise, bu durumda f(x), E; lizerinde A dan kesin biiyiiktiir ve bu yiizden u (1) = u(Er) dir.
Benzer sekilde, eger a3 < A < ay ise, bu durumda f(x), Ey U E; lizerinde A dan kesin

biiyiiktiir ve ps(A) = u(E1 U Ep) = p1(Eq) + u(E>) dir. Genel olarak,

j
mi= Y wE), (=12, (3.9)
=1
ve a,41 := 0 olmak iizere
n
ur) =Y Myt ap@,  (120) (3.10)
=1

dir.

3.3. Artmayan Yeniden Diizenlenmeler

Bu alt boliimde genel olarak [12], [13] ve [14] ten yararlanilacaktir.

Bu alt boliim boyunca (R, X, u) keyfi bir 6lcii uzayi olarak alinacaktir.

Tanim 3.4. u(A) > 0 ve £ nin B C A olacak sekildeki her B elemaninin 6lgiisii ya O ya da

u(A) ise, A € X kiimesine u 0l¢iisiiniin bir atomudur denir.

A1 ve A, iki atom olmak iizere, A| ve A; birbirinden farkliysa, yani, d(A1,A2) > 0 ise (diger
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bir deyisle, A; ve A, denk degilse), o halde u(A; NA,) =0 dir. Gergekten, d(A1,Ar) =
U(AL A Ar) = u(A1\A2) + u(A2\A1) > 0 oldugundan u(A1\Az) > 0 veya u(Az\Ay) > 0 dir.
Genelligi bozmadan p(A1\A3) > 0 oldugunu kabul edelim. A; kiimesi atom ve Aj\A> C A
oldugu i¢in u(A1) = u(A1\A») dir. Boylece u(A; NAz) = u(A1) —u(A1\Az) = 0 dir.

Dolayisiyla ikili denk olmayan en fazla sayilabilir sayida A, atom kiimeleri vardir. Eger
7 (7%\ Ui An) = ( oluyorsa, u Ol¢iisiine tamamen atomiktir denir. Eger hi¢ atom yoksa, u

ye atomsuzdur denir.

Ornek 3.2. Lebesgue olciisii m, [a,b] araliginm 6lgiilebilir her A kiimesi iizerinde atom-
suzdur. Ayrica, keyfi a € [0,m(A)] sayis1 i¢cin m(B) = a olacak sekilde bir B C A kiimesi

vardir.

Ispat. Lebesgue olgiisiiniin sayilabilir toplamsalligindan, F(x) = m(A N [a, x)) fonksiyonu

siireklidir. Ortalama deger teoreminin uygulanmasiyla ispat tamamlanir. O

Teorem 3.2 (Sierpinski Teoremi). u atomsuz bir 6l¢ii olsun. Bu durumda, her @ € [0, u(R)]

icin u(A) = a olacak sekilde bir A € X kiimesi vardir.

Tanmm 3.5. f € NMo(R, u) olsun.

esssup g | f(x)], t=0,
0= (.11
inf{A: ur(d) <t} t>0.

olarak [0, o) iizerinde tanimlanan f* fonksiyonuna f nin artmayan yeniden diizenlenmesi

denir.

Burada inf () = co oldugu kabul edilmistir. Bdylece, her A > 0 igin p (1) >t ise, f*(f) = oo
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dur. Ayrica, eger (R, u) sonlu dl¢iilii bir uzay ise, bu durumda p ¢ dagilim fonksiyonu u(R)
ile sinirhidir ve dolayisiyla her ¢ > p(R) igin f*(¢#) = 0 dir. Bu durumda, f* fonksiyonuna

[0, u(R)) lizerinde taniml1 denilebilir.

Tanimdan goriildiigii gibi, f* fonksiyonu (0, co) lizerinde f fonksiyonunun dagilim fonksi-
yonu uy in genellestirilmig tersidir. Ayrica dikkat edilmelidir ki, uy in siirekli ve azalan

olmas1 durumunda f*, uygun bir aralik lizerinde p 7 in tersidir.

Ornek 3.3. (a) Simdi, (3.8) de verilen f basit fonksiyonunun artmayan yeniden diizen-
lenmesini hesaplayalim. 7> m3 ise (3.11) den, f*(#) = 0 dir. Ayrica, m3 >t > my ise,

f*(t)=az ve my >t >my ise, [*(t) = ap dir. Bu sekilde devam edilerek

n

FO=D ajm my®,  E=0), (3.12)

J=1

elde edilir. Belirtelim ki burada mg = 0 alinmistir.

{: 7>l = ZmJX[aj+1,a,~)(/1) =up(d) (120,
j=1

oldugu kolayca goriilebilir. Sonug olarak (3.8) ile verilen her f basit fonksiyonu i¢in f ve

[ es olciilebilirdir.

Geometrik olarak, aslinda f* artmayan diizenlenmesini elde etmek icin, f fonksiyonunun
grafigindeki dikey bloklar1 artmayan bir sirada yeniden diizenlemekteyiz; f* 1n sicrama

noktalarindaki degerleri soldan siireklilik yardimiyla elde edilmektedir.

(b) Bazen fonksiyonu dikey bloklar yerine yatay bloklara ayirmak daha kullanish olmak-

tadir. Bu sayede (3.8) de verilen f basit fonksiyonu asagidaki gibi de gosterilebilir:

£ =" by (x). (3.13)
k=1
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Burada by lar pozitif sabitler ve Fj kiimeleri sonlu olciiliidiir ayrica F; C Fp, C--- C Fy,

olacak sekilde artan bir dizi olustururlar. (3.8) ile karsilastirma yapilirsa,
k
bi = ax — a1, FkZUEj, (k=1,2,...,n).
j=1

Bu durumda

n
= Z bix (0.u(F)1- (3.14)
=1

Onerme 3.2. fr 8, ve fn, (n=1,2,...), Mo(R, ) lizerinde tamimh fonksiyonlar ve a keyfi
bir skaler olsun. f* 1n artmayan yeniden diizenlenmesi negatif olmayan, artmayan ve

[0, 00) lizerinde soldan siirekli bir fonksiyondur. Ayrica,

(1) f* n 19 < u(R) noktasinda sicrama yapmasi icin gerek ve yeter sart A1 < A olmak iizere

bir (41, A>) araligindaki her A i¢in ps(A) = o olmasidir;

(i1) Her A > 0 i¢in A < f*(ur(A)) esitsizligi saglamr ve esitsizligin kesin olmasi igin gerek

ve yeter sart z > A olmak lizere bir [4,z] C I arahig: lizerinde u in sabit olmasidir;

(iii) #; < tp olmak tiizere bir (#1, ;) araligi tizerindeki her 7 ve bir 19 > 0 i¢in f*(¢) = Ao olmast

icin gerek ve yeter sart uy in Ao noktasinda sigrama yapmasi ve (t1,%) C (u(do), u(Ap—))

olmasidir;
(iv)
ur(fF (1) <t, (f* (1) < 00); (3.15)
(v)
lgl <Iflu-ae = g" < f"; (3.16)
(vi)
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(af)* =lalf*; (3.17)

(vii)

(fe)'(ti+n) < fft)g (),  (1,12>0); (3.18)

(vii)

(f+) (n+n) < fft)+g (), (1, 12>0); (3.19)

(ix) Eger {f,,}, dizisi bir f fonksiyonuna 0lciisel yakinsak ise, bu durumda f*(¢) nin biitiin

stireklilik noktalarinda f,; () — f*(¢) dir;

(x) Eger |f;| < g ve f, — f p-h.h.y. ise, bu durumda her ¢ > 0 i¢in (f — f,)*(#) — 0 dir;

Ozel olarak,
[fal TIflu—hbhy. = £ T f%
(x1)
/1 <liminf |fyl i~ hhy. = f* <liminf £ (3.20)
(xi1)
f ve f* es olgiilebilirdir; (3.21)
(xiii)
(£ = (P, (0<p<). (3.22)

Ispat. f* 1n negatif olmayan, artmayan ve soldan siirekli olmas1 ayrica (i), (ii) ve (iii)
oOzelliklerinin saglanmasi, Teorem 3.1 den ve u (1) dagilim fonksiyonunun artmayanligin-
dan elde edilir. (v) ve (vi), 3.1 ve artmayan yeniden diizenlenme tanimindan direk elde

edilir.

(iv)t>0ve A= f*(t) < +oco olsun. (3.11) den, ur(4,) < t olacak sekilde A, | A dizisi vardir.
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Boylece uy in sagdan siirekliliginden

Hp(F O) = (D) = lim () <.

elde edilir. Diger yandan,

pr(f7(0) = u(fx = |f ()] > esssup|f(x0)}) =0

xeR

dir. Buise (3.15) i ispatlar.
(vii) &€ > 0 yeterince kii¢iik olmak iizere, f*(t; — &) = a ve g*(tp — &) = b alalim.

{x:[f (g > ab} C{x:[f(x)|>alU{x:[g(x)| > b}

oldugundan

/,tfg(ab) S,uf(a)+,ug(b) <H+h-2e<ti+t

esitsizligi dogrudur. Boylece
(fe)'(n+1)<ab=f*(11-£)g (12 -¢€)
saglanir. Yeniden diizenlenmenin soldan siirekliliginden ispat tamamlanr.
(viii) Dikkat edelim ki her f € Mp(R) icin
(e (1) = O (1> 0)
esitligi dogrudur.
Gergekten,

N @®) =inf{1>0: p(fx: /P> 2) <)

=inf{d>1: u({x: /> ) <1}
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=inf{1>1: u({x: [f(O)] > InA}) < 1)

_ einf{ln/lzlz (x| Fo)>In A<t}

_ einf{ﬁZO:,u({x: f@I><t} _ of 0

dir.

O halde, (vii) kullanilarak,

€(f+g)*([] +h) — (€|f+g|)*(t1 + tZ)
< (elfl elgl)*(tl + l-2)

< (M) (1)

— ol (1) & (12)

elde edilir, boylece (viii) saglanir.

(ix) {fu}n dizisi f fonksiyonuna Olciisel yakinsak olsun. O halde her € > 0 ve 6 > 0 i¢in

n>ny = pxeR:|fulx)-f(X)]>e}) <6

olacak sekilde bir ng(g, ) vardir. Boylece

n>ng = (fu=f©)<e

dur. (viii) den, her > 0 ve n € N i¢in,

fr@+6) < fy0)+(f = f) (6)

veE

@ < fft=6)+(f - f)"(6)

yani,

[T a+0)=(f = f) (0 < fy () < [t =)+ (f = f)"(0)
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esitsizligi saglanir. Elde edilen son iki esitsizlik kullanilarak, her £ > 0, 6 > 0 ve yeterince
biiyiik 7 i¢in
ffa+0)—e<f,()<f(t-6+e¢

esitsizligi elde edilir. Eger f*(¢) fonksiyonu ¢ de siirekli ise, bu esitsizlik
lim f,,(0) = f*(0)
oldugunu gosterir.

(x) |ful < g ve R iizerinde f;, — f p-h.h.y. olsun. Her & > 0 i¢in
R={xeR:|g)|<e/2tU{xeR: |g(x)|>e/2}=EIVE,

dir. Boylelikle

esssuplg(x)|<e/2 ve u(Ey)<oo

xeE
saglanir.

esssup|f(x) = fu(x)| < 2esssuplg(x)| < &/2

xeE, xeE
oldugu aciktir. u(E>) < co oldugundan, R iizerinde hemen hemen her yerde f,(x) — f(x)

olmas1 E, lizerinde f, in f e Ol¢iisel yakinsak oldugunu gosterir, yani,

n>nyg = plxeEr: [fu(x)-fx)]|>e)) <e

olacak sekilde bir ng = no(e) € N vardir.

Sonug olarak,

n>ny = pxeR:|fu(x)-f(I>eph)<e

saglanir, yani, R de (f, — f), 0 a dl¢iisel yakinsaktir. (ix) dan her ¢ > 0 i¢in (f — f;,)*(£) = 0
dir.

(xi) F, = inf >, | fiu| ve h = liminf,, o [fu| = sup,,»| F, alalm. F, T h oldugundan, (x) dan,
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n — oo i¢in F, T h* dir. Hipotezden |f| < h saglanir, boylece f* < h* =sup, F, dir. m>n
icin F,, < |f;| oldugundan, m > n olmak iizere F, < f, dir; o halde F, <inf,>, f,, dir.
Bu 6zelliklerin hep birlikte ele alinmasiyla, f* < h* < sup, inf},>, f,, = liminf,_, f, elde

edilir.

(xii) My tizerinde tammli keyfi bir f fonksiyonu i¢in, f, T|f| olacak sekilde f,,, (n=1,2,...)
negatif olmayan basit fonksiyonlar dizisi bulunabilir. Aciktir ki (kars. Ornek 3.3 (a)) herbir

n i¢in, f, ve f,; fonksiyonlar: es dlciilebilirdir, yani,
upD=me),  (1=0) (3.23)

saglanir. Fakat f, T [f] ve f, T f ((3.20) den) oldugundan, (3.6), (3.23) teki her dagilim

fonksiyonuna uygulanirsa,
() = mps= (), (1>0) (3.24)
elde edilir. O halde (3.21) de iddia edildigi gibi f ve f* es ol¢iilebilirdir.
(xiii) Son olarak, (3.24) ten
() = (A7) =mp (AP) = mipop (1), (12 0)

esitligi dogrudur. (3.11) kullanilarak artmayan yeniden diizenlenmelere gecilirse, (3.22)

elde edilir. O

Sonug 3.1. f € No(R,u) olsun. Eger f*(¢), ur(A) nin bir siireklilik noktasiise pr(f*(r)) =t
ve eger f*(t), pr(A) nm bir siireksizlik noktasi ise u¢(f*(#)) < t dir. Benzer sekilde, eger
pr(A), f*(¢) nin bir siireklilik noktas1 ise, f*“(ur(1)) = A ve eger us(4), f*(t) nin bir
siireksizlik noktasi ise f*(u (1)) > A dir.
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Teorem 3.3. Artmayan yeniden diizenlenme tektir.

Ispat. Kabul edelim ki fi ve f; aym f fonksiyonunun iki farkli yeniden diizenlenmesi
olsunlar. f7(19) > f{(to) olsun. f3(t0) —& > f{(f) olacak sekilde bir &€ > 0 alahm. f}
n soldan siirekliliginden f{'(7) < f5(fo) — € olacak sekilde bir [t1,79] araligi vardir. Bu

durumda

{2 £5() > f5(10)— &}l = 10,

veE

z: f{@®)> f5(to)—¢€ll <t1 <19

esitsizlikleri dogrudur. Boylece f ve f; es Olgiilebilir degildir ve bu f}" ve f; m f ile eg

Olciilebilir olmasiyla celisir. O

Not 3.2. f* 1n artmayan yeniden diizenlenmesi asagidaki sekilde de ifade edilebilir:
f(t) = supessinf|f(x)|, 1€ (0,00), (3.25)
|E|=t xeE

(bkz., 6rnegin, [20, p. 33] ve [21]).

Asagidaki onermede L”-normlarinin, dagilim fonksiyonu ve artmayan yeniden diizenlenme

yardimiyla alternatif bir tanimi verilmisgtir.

Onerme 3.3. f € My(R, ) olsun. Eger 0 < p < oo ise, bu durumda

f P du=p f gy (da = f v (3.26)
R 0 0

dir.

Ispat. (3.6), (3.20), ve monoton yakinsaklik teoreminden, keyfi negatif olmayan basit
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f fonksiyonu i¢in (3.26) nin saglandigin1 gostermek yeterlidir. f fonksiyonu (3.8) for-
munda yazildiginda, bu fonksiyonun artmayan yeniden diizenlenmesi /™ in (3.12) oldugu

gosterilmisti. Fakat, bu durumda (3.9) dan acgiktir ki

[ an- a#(E,) S (g1, m1) = [ oran

j=1

dir. Benzer sekilde (3.8) ve (3.10) gosterilimleri ve uy dagilim fonksiyonu kullanilarak,

00 n aj
pfo al’—‘ﬂf(/l)da:pzmjf Ada
‘_ aj—

j-1

—Z(a _aj+l)m/ Za ﬂ(E,)—flflpd,u,

elde edilir. Burada iiciincii esitlik (3.9) ve kismi toplam formiiliinden elde edilir. O

Lemma 3.1. g, (R, ) lizerinde negatif olmayan bir basit fonksiyon ve E, R nin u-6lgiilebilir

keyfi bir alt kiimesi olsun. Bu durumda

u(E)
fgd,usf g (s)ds (3.27)
E 0

esitsizligi dogrudur.

Ispat. g fonksiyonunu (3.13) formunda yazalim. Boylece Fy C Fo C--- C F, ve b; > 0,
(j=1,2,...,n) olmak iizere

g(x) = > bxr,(x)

J=1

dir. Artmayan yeniden diizenlenme i¢in (3.14) kullanilirsa,
n n n H(E)
f gdu= Y bu(ENF) < Y bj-min{u(E),u(F) = > b; fo XOuF)($)ds
j=1 j=1 j=1

1u(E)
= f g*(s)ds
0
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elde edilir. O

Teorem 3.4 (G.H. Hardy ve J.E. Littlewood). f ve g, Mg = Mo(R,u) lizerinde tanimh

fonksiyonlar olmak iizere

fRIfgld,quO [ (9)g"(s)ds (3.28)

esitsizligi saglanir.

Ispat. f* ve g* fonksiyonlar1, f ve g fonksiyonlarinin yalmzca mutlak degerlerine bagh
olduklar i¢in, (3.28) esitsizligini yalnizca negatif olmayan f ve g fonksiyonlar i¢in gos-
termek yeterlidir. O halde, (3.20) ve monoton yakinsaklik teoreminden, f ve g yi basit
fonksiyonlar olarak ele almak da genelligi bozmaz. Bu durumda, Ey1 C E, C --- C E,,, ve

aj>0,(j=12,...,m) (bkz. (3.13)) olmak iizere

£ = axe,(x)

Jj=1

yazilabilir. Oyleyse (kars. (3.14))

m

(0= Za]X(O,,u(Ej)](t)

J=1

dogrudur. Boylece, Lemma 3.1 den,

n m u(E )
f|f8|dﬂ=zajf gd,uSZajf g (s)ds
=1 VEi =1 0

ZfZaJX(o,y(E,)](S)g*(S)dS
0“5
=f0f*(S)g*(S)dS

saglanir ve ispat tamamlanir. O
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g, pozitif ¢ ol¢iilii bir £ kiimesinin karakteristik fonksiyonu oldugunda, (3.28) Hardy-

Littlewood esitsizligi

1 1 [
—flfld,uﬁ—ff*(s)ds, (f € Mo(R, ) (3.29)
u(E) JE t Jo

esitsizligine indirgenir. Dolayisiyla, ¢ Olciilii herhangi bir kiime iizerinden |f| fonksi-
yonunun ortalama degeri, karsilik gelen f* fonksiyonunun (0, #) tizerindeki ortalama degeri
ile kontrol edilir. Dikkat edelim ki sagdaki ortalama f fonksiyonun [0,c0) un tiim ¢
Olciilii alt kiimeleri {izerinden alinmig ortalamalar arasinda maksimaldir (bu kanit f* 1n
artmayan olmasindan direk alinir ya da (3.29) esitsizliginin (R, ) = ([0,00),m) ve f = f*
olarak alinmig 6zel halidir). Bu yiizden, (3.29) un sag tarafindaki fonksiyona da maksimal

fonksiyon denir.

Tanim 3.6. f € Nip(R, 1) olsun. Bu durumda

t
@ = %f f(s)ds, (>0 (3.30)
0

ile tamiml1 f** fonksiyonuna f* in maksimal fonksiyonu denir.

f — f** maksimal operatoriiniin bazi temel 6zellikleri asagida listelenmistir.

Onerme 3.4. [14, Bolim 2, Onerme 3.2] f,g, ve fu, m=1,2,...), Mo(R,u) lizerinde
taniml1 fonksiyonlar ve a bir skaler olsun. Bu durumda, f** negatif olmayan ve artmayan

bir fonksiyondur, ayrica (0, o) {izerinde siireklidir. Asagidaki 6zellikler saglanir:

=0 © f=0u-ae; (3.31)
VAR A (3.32)
gl <Iflu—ae =g" < f™ (3.33)
(af)™ =lal f™; (3.34)
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Sl T p—ae= 7T (3.35)

Ispat. f* artmayan oldugundan, (3.30) gosterir ki, f**(¢) fonksiyonunun 7 nin herhangi bir
degeri i¢in sonlu olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f**(¢) nin her ¢ > 0 i¢in sonlu olmasidir.
Diger bir deyisle, f** fonksiyonu ya her yerde sonludur, ya da her yerde sonsuzdur. Her

iki durumda da negatif olmayandir (eger +co degeri dahil edilirse) ve siireklidir.

(3.31), (3.33), (3.34), ve (3.35) ozellikleri f* icin Onerme 3.2 de verilmis 6zelliklerin direk

sonuglaridir. (3.32), f* 1n artmayan olmasindan kolayca elde edilir. Boylece,

1 g 1 4
o=+ f F($)ds > f (0~ f ds = £*(0)
0 t Jo

dir. Son olarak, f* artmayan oldugundan 0 <t < s ise, f*(v) < f* (%V) saglanir. O halde,

1 S 1 S 1 !
£4(8) = ~ f Foydv< t f () av=+ f Fadu = F*0
s Jo s Jo k) t 0

dir ve boylece f** artmayandir. O

Onerme 3.5. [14, Bsliim 2, Teorem 2.7 ve Onerme 3.3 ] (R, p) total o-sonlu atomsuz bir

Olcu uzayi ve ¢, u niin herhangi bir pozitif degeri olsun. f € Mo(R, 1) olmak iizere,

1
o= ;SUP{fEIfIdMIM(E)ﬂ} (3.36)

dir.

Not 3.3. Dikkat edilmelidir ki (3.36), f — f** maksimal operatorii icin belli bir alt-
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toplamsallik 6zelligini vermektedir. ¢, u niin bir degeri ve (R, ) rezonant olmak iizere

(f+ O < fTO+g7 (1) (3.37)

esitsizligi saglanir.

3.4. Medyanlar ve Bir Fonksiyonun Ortalama Salinimi
Bu alt boliimde genel olarak [15], [16] ve [17] den yararlanilacaktir.

Bu alt béliim boyunca (R, 2, u) keyfi bir 6l¢ii uzaymi; E, R nin, 0 < u(E) < oo kosulunu
saglayan oOl¢iilebilir bir alt kiimesini, ve f tanim kiimesi E yi i¢eren reel degerli dl¢iilebilir
bir fonksiyonu gosterecektir. H, R nin bir alt kiimesi olmak iizere, f~!(H) gosterimi

{x € E: f(x) € H} kiimesini ifade edecektir.
E iizerinde f fonksiyonunun ortalama salinimi
O(f,E) :=inf ! flf |d (3.38)
LE) :=inf — -c .
cer w(E) ) H
seklinde tanimlhidir.

O(f, E) fonksiyonlarindan oldukga sik kullanilan iki fonksiyon i¢in de birer gdsterim ver-
mek uygun olacaktir. E lizerinde integrallenebilen her f fonksiyonu icin A(f, E) asagidaki

gibi tamimlidir:

1
A(f,E) = —— - feldu. 3.39
(F-Eri= = [ 1 =il (339)
Ayrica, D(f,E)
1
DBy [[ 1= lduaduc) (3.40)
M(E)* JJExE

biciminde alinacaktir. ("A” ve ”D” sirasiyla, “ortalama” ve “iki katl integral” ifadelerinin

kisaltmalaridir).
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Lemma 3.2. E iizerinde f in en azindan bir medyan1 vardir, yani,
1 1
px € E: fix) <m)) < Zu(E) and  p({xe E: f(x)>m}) < 5u(E) (3.41)

saglanacak sekilde bir m sayis1 vardir.

Ispat.

1
A= {a/eR: uxe E: f(x)>a}) > E'U(E)}’

1
B::{a/eR: u(lx€E: f(x)<al)> 5y(E)}

kiimelerini tammmlayalim. Her iki kiime de genisleyen dizi teoremi geregince bos degildir.
A kiimesi sol bitim noktas1 —co olan bir araliktir. B kiimesi sag bitim noktast +oco olan bir
araliktir. AN B = 0 oldugu acgiktir. Bu durumda M := R\A\B kiimesi u¢ noktalar1 supA ve
inf B olan, bostan farkli sinirh bir araliktir (tek nokta kiimesi de olabilir). Her m € M icin

(3.41) saglanir. O

Lemma 3.3. E iizerinde f in ortalama salinimi, f in E iizerindeki her m medyani i¢in
asagidaki esitligi saglar:
1
0U.5)= = [ If-mida (342)
ME) JE

Ispat. m, E iizerinde tamml1 f fonksiyonunun herhangi bir medyani olsun. O halde

1
pxeE: fx) <m) < Su(E) < pix € E: f(x) = m)). (3.43)

esitsizligi saglanir. Aciktir ki

1

—_ —m|d O(f,E
#(E)va mldu < O(f. E)

oldugunu gostermek yeterlidir.
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Asagidaki hesaplamay1 ¢ < m olacak sekildeki her ¢ sayisi icin yapabiliriz. Ucgiincii ve
dordiincii satirdan besinci ve altinci satira geciste (3.43) esitsizliginden ve m — ¢ > 0 ol-

masindan yararlanilmistir.

flf—mldu=f <m—f>du+f (f = mydp
E FH(~00,m)) F~H([m,+o0))

:f (c—f)du+f (f =) du
F1(=00,m)) F1([m,+o0))

+(m—u(f N (—oo,m))) + (c — m)u(f~ (Im, +00)))

sf (c—f)du+f (f =) du
F1(=00,m)) F~([m,+00))

+(m—u(f~ 1 ([m, +00))) + (c —m)u(f~ (Im, +00)))

:f (c—f)du+f (f - )du
F1((—oc0,m)) FN([m,+00))

sf Ic—fldu+f If—CIa’M=f|f—CId,u-
F~1((=oc0,m)) F([m,+00)) E

¢ > m olmast durumunda ise yukaridaki hesaplamalar — f fonksiyonu icin yapilabilir. —m,

E iizerinde — f fonksiyonunun bir medyani ve —¢ < —m oldugundan

fE|—f+m|dust|—f+c|du

saglanir.

Bu iki durum birlikte ele alinirsa, her ¢ € R icin

fElf—mIdﬂSfElf—cldﬂ

oldugu goriiliir. ¢ € R lizerinden infimum alinmasiyla

f|f—m|dusinff|f—c|du=0<f,E)
E ceER E

elde edilir. O
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Lemma 3.4. E kiimesi iizerinde f fonksiyonunun medyani m olmak iizere, her m icin
|fe—ml < O(f,E) (3.44)

esitsizligi saglanir.

Ispat.

1 1
—m=—— —m)dy = — —m)d,
ﬁ’"mmﬁw"”“mmﬁqmw
1
< — —ml|du = O(f,E
<M(E)fE|f mldp = O(f,E)

dogrudur ve benzer sekilde m — fg < O(f, E) dir. Bu iki ifade birlikte ele alinarak (3.44)

elde edilir. O

Lemma 3.5. E iizerinde integrallenebilen her f fonksiyonu i¢in
O(f,E) <A(f,E) < D(f,E) <20(f,E) (3.45)

esitsizlikleri saglanir.

Ispat. m, f nin E iizerinde bir medyani olsun. Bu durumda Lemma 3.3 ten,

(E]hu>mwm<(mfvw~mww

gluE) f (f(x) = f(y) du(y)| du(x)

ITLM%ﬂM@@@@
EXE

<
~ W(E)?

elde edilir, boylece (3.45) teki ilk iki esitsizlik elde edilmis olur. Geri kalan esitsizlikler
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i¢cin

1
- d d
E ffE M@= Ol du(x)duty)
1 1
<

(B f fE . If(x)—nfLIdu(X)d,u(y)+N(E)2 f fE XElm— FOdu(x)du(y)

2
= — — d,
ﬂ(E)va mldu

dogrudur ki bu da (3.45) in ispatin1 tamamlar. O

Lemma 3.6. m| ve my, E iizerinde f fonksiyonunun m; < my sartin1 saglayan iki medyani
olsun. Bu durumda

u{xe E:my < f(x) <my})=0 (3.46)

dir.

Ispat. f‘l((—oo,ml]) ﬂf‘l([m2,+oo)) =0ve

1 1
ﬂ(f‘l((—oo,ml]))ziu(E) ve ﬂ(f‘l([mz,+oo)))2§#(E),

oldugundan

1 1
u(f‘l«—oo,ml])):y(E) ve ,u(f_l([mz,+oo)))=5u(E)

saglanir. O halde

N my,ma)) = E\(f~ (=00, m1 1)U £~ ([ma, +00))),

ve boylece u(f~1 ((my,my))) = 0 dur. O

Simdi, R, R" olsun ve Z, R nin tiim Lebesgue ol¢iilebilir alt kiimelerini icersin, ayrica ,

n-boyutlu Lebesgue 6l¢iisii olsun.
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Lemma 3.7. Q, R” de bir kiip olsun. f fonksiyonunun Q iizerindeki her m medyani, her

ceRicin
IQI)

m—cl < <<f—c>XQ>*(7 (3.47)

esitsizligini saglar.
Ispat. m, f in Q iizerinde bir medyam olsun. Bu durumda

1
xeQ: f(x)>mj|< S0l <[{xe Q: f(x) 2 m|

dogrudur. Sierpinski Teoremi’nden, |E’| = |Q|/2 ve f(x) > m, x € E’ olacak sekilde E’ c Q

vardir.
¢ < m kosulunu saglayan her c sayisi1 i¢in

fzme f(x)—c>2m—-c o |f(x)—c|>|m— |

dir. O halde
101\ .
(f=oxe)'|—= )= sup essinf|f(x)—c|
2/ EcoiEi=lQ2 YeE
> essinf|f(x) —c| > |m—c|
xeE’
elde edilir.

Aksine, ¢ > m ise,
f<me fx)—c<m-co|f(x)—c|=|m—|
saglanir. m, f in Q iizerinde medyani oldugundan

1
e Q: f(x) <mj| < S]QI<l{xe Q: f(x) <mll,
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esitsizligi dogrudur ve Sierpinski Teoremi’nden, |[E”'| = |Q|/2 ve f(x) < m, x € E” olacak

sekilde E” c Q vardur.

Boylece

(F oo (D)= essinflf—cl = b=

elde edilir ve bu iki durumun birlikte ele alinmasiyla (3.47) esitsizligi her ¢ € R i¢in

saglanir.

O

Lemma 3.8. O, R" de bir kiip ve 0 < s < 1/2 olsun. Bu durumda f in Q iizerindeki her m

medyan1 i¢in

((f =m)x0)" (1D < 2inf((f =)o) (SIOD

esitsizligi saglanir.

Ispat. E, Q nun |E| = s|Q| 6zelligine sahip bir alt kiimesi olsun.
essinf|f(x) —m| < essinf|f(x)—c|+|m—c]|
xeE xeE
oldugu agiktir. (3.25) ten,

ess iEnf |f(x) = cl < ((f =) (s10D.

elde edilir. 0 < s < 1/2 oldugundan, Lemma 3.7 kullanilarak,

m-d < (- ooy () < (F o) (510D

oldugu goriiliir. Bu iki esitsizlik birlestirilirse,
essinf|f(x) ~ml < 2((f =)o) (10D

dur. (3.25) in tekrar kullanilmasiyla, (3.48) saglanir.
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Herhangi bir ¢ sabiti i¢in f = ¢ fonksiyonunun medyan degerleri kiimesinin bir noktadan
olustugu kolayca goriilebilir. Ote yandan [0, 1] iizerinde tanimli f = y{1 2,1y fonksiyonunun
medyan degerleri kiimesi [0, 1] dir. Bu nedenle maksimal ve minimal medyan kavramlar

verilebilir ve bu degerler tektir.

Tanim 3.7. Q c R” bir kiip ve f € Mip(Q) olmak iizere,

m(0) = supla e R iy 0: 1) <all < %IQI} (3.49)

ve

mPn(Q) = inf{a €R: [{yeQ: fo)>all < %IQI} (3.50)

degerlerine, sirastyla f in Q kiipii iizerinde maksimal ve minimal medyan1 denir.
Aciktir ki,

Q) =infla R lye Q: f0)<all> 50}

veE

Kolayca gosterilebilir ki,

1
yeQ: f() <mP* Q) < 519l (3.51)
Diger taraftan,

max 1
Bui={ye0: [0 2m™ @+, nen

kiimeleri i¢in

1
1Byl < §|Q|, neN
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ve

yeQ: f()>mi*(Q)} c liminf B,

oldugundan

1
ye Q: f)>mp™ (O < liminf|B,| < 510l

dogrudur. Boylece

1
yeQ: f()>mP* Q) < 519l (3.52)

(3.51) ve (3.52) esitsizlikleri m?aX(Q) niin da bir medyan oldugunu belirtir. Maksimal

medyan asagidaki esitsizlikleri saglar:

1
yeQ: f() <mP* Q) > 5191, (3.53)
1
yeQ: f()2mP*™ Q) > 519l (3.54)
Gercekten,
ye Q: fO) <mP¥(ON=101-l{ye Q: f(y)>m* (O}
1 1
2 101-5101= 510,
ve

yeQ: f0)2mI™ Q) =101~ lye Q: f(3) <mI™ Q)
1 1
>101- 5101 = 510

Not 3.4. Bundan sonra medyan kavrami ele alinirken, maksimal medyan anlagilacak ve

kisaca my(Q) ile gosterilecektir.
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Maksimal medyanin temel 6zellikleri asagidaki 6nermede verilmistir:

Onerme 3.6. O c R” bir kiip ve f, g € Mo(Q) olsun. Asagidaki 6zellikler saglanur:

1. Hemen hemen her yerde f < g ise,

my(Q) < mg(Q). (3.55)

2. c¢ bir sabit olmak iizere,

mp(Q)—c = my_(Q). (3.56)

3. m_n(Q) <mp(Q) < myp(Q) esitsizligi dogrudur.

mr(Q) < 0 olmasi durumunda

lm(Q)| < mp(Q) (3.57)

saglanir.

Ayrica keyfi f fonksiyonu i¢in

Im¢(Q)| < myp(Q) (3.58)

dir.

4. f >0 lokal integrallenebilir bir fonksiyon olmak iizere,

ms(Q) <2 fo. (3.59)

Ispat. 1. Sifir olgiilii kiimeler goz ardi edildiginde

yeQ: g <mp(Q))clyeQ: f(y) <mp(Q)}.
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Dolayisiyla
1
HyeQ: gy) <mr(OY <HyeQ: f(y) <mp(Q)}| < EIQI,
ve mp(Q) < mg(Q) dir.

eQ: fO)<mp(Q}={reQ: f(y)—c<mp(Q)—c},

oldugundan

1
HyeQ: fO) <mp(@i=Hy€Q: f)—c<mp(Q)—cll< |0l

saglanir ve

mg(Q)—c<mg_(Q)

esitsizligi dogrudur. Ayrica

eQ: fO)—c<my(Dy={yeQ: f(y) <ms_(Q)+c},
oldugundan
1
yeQ: fO)—c<mp(QH=MHyeQ: fO) <my—(Q)+cll < S0l

saglanir ve boylece

my-(Q)+c <mp(Q)
dur.

. =If1 < f<If] ve (3.55) ten,
m_;|(Q) < mp(Q) < myp(Q).

Sonug olarak, m¢(Q) > 0 i¢in [m¢(Q)| = m¢(Q) < myy(Q) dir.
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Eger my(Q) < 0 ise, bu durumda

eQ: lfOl<-mpQ)}=1{yeQ: me(Q) <-[f(WI}
clye@: mp(Q) < f}

ve boylece

1
yeQ: IfDI<-myQY <lyeQ: my(Q) < fil < 70|

dir. Sonug olarak,

Im(Q) = —ms(Q) < mys(Q)
elde edilir. Ayrica, (3.55) ten, |m(Q)| < m(Q) olur.

4. m¢(Q) # 0 oldugunu kabul edebiliriz, aksi taktirde sonug agikardir. O halde
1
lyeQ: f(») 2mp(Q} > EIQI
saglanir. Chebyshev esitsizligi kullanilirsa,

1 1
Jloi<lyeo: mf(Q)Sf(y)}Ismef(y)dy

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

Her bir reel degerli f € Mp(R") i¢in Lebesgue Diferensiyelleme Teoremine gore
lim fQ f(x)h.ht. xeR"

xeQ,0—

oldugunu biliyoruz. Benzer 6zellik medyanlar i¢in de dogrudur.
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Teorem 3.5. [17] f € Mp(R") olmak iizere, hemen hemen tiim x € R" i¢in

xeé{rgrl_)xm Q)= f() (3.60)

esitligi saglanir.

Ozel olarak, (3.60), f in her x siireklilik noktasinda dogrudur.

Ispat. 1 <keNve jeZigin
j—1 J j—1
Ek,j = {XE R": 7 < f(x) < ?}, ag,j = 7, sk(x) = Zak,jXEk,j(x)
JEZ
olsun. f € Mp(R") oldugundan

A:={xeR": |f(x)| < oo} ve|B|=0.

olmak tizere, R" = AU B dir. Ayrica,

Dikkat edelim ki, x € A ise, 0 < f(x) — sg(x) < 27% dir ve boylece
5k(0) < f(x) < si(®) +27F = my (Q) <mp(Q) < my (Q)+27 her Q.

E.:n
Apj= {XEE](,J‘Z élrél % = 1}
x€Q,0—x

olsun.

Lebesgue Diferensiyelleme Teoremi’nden

Epj=Ar;jUF;, |[Fi l=0dr.
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Aciktir ki,

R”:AUB:[HUEM]UB: ﬂU(Ak,quk,j)]uB

k>1 jez k>1 jeZ

- ﬂ[uAk,j]U{Upk,j]]UB

k>1\ jeZ JEZ

- ﬂUAk,j]U(ﬂUFk,j]uB.

k>1 jeZ k>1 jezZ

D::ﬂUAk,j, F::ﬂUFk,juB

k>1 jez k>1 jezZ

olmak iizere, |F| =0 ve R” = DU F dir.

x €D ve >0 olsun. O halde x € Ay ; olacak sekilde Jk > 1 : 27kl < o ve dj € Z vardr.

Boylece
Ak, N0l 1
x€Q,0—x |Q|

dir. Limit tantmindan, Qg2 xYQ C Qp: O3> x

|A,;NOl 1
e — > —
|0l
Gosterelim ki,
mg, (Q) = ax,;

dir. Gergekten, bir yandan, y € Ay ; i¢in s¢(y) = ax,; oldugundan,

yeQ: siy) <arfl =y €A ;N0  si(y) <ay )l
+llye AiNQ: si(y) < a i)l
= llye AjNQ: si(y) < ag )

¢ 1 1
ﬂAmm@:@hmmm@<@—§@h§@L

saglanir. Boylece ay,j < my, (Q) elde edilir.
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Diger yandan, keyfi y > 0 sayisi i¢in
Ap;iNQciyeQ: sk(y) <ag;+v}
yazilabilir. Boylece
llye @ si(y) <akj+yH=|A;N Ol > %IQI
dur. Dolayisiyla, ay j +7vy > mg, (Q) saglanir. y keyfi oldugundan

ak,j > msk(Q)-

Son olarak,
mg, (Q) = ag,j.
Dikkat edilmelidir ki
mg, (Q) = a,j = sk(x), X € Ay, j.
O halde

Img(Q) = f(0)| < |mp(Q) — my (O)| + |my, (Q) = f(x)]

< 27K (f(0)—mg Q) <2727 F =2 < ¢

dir. Gostermis olduk ki, Vx € D ve Ve > 0 icin Qg 3 x dyle ki; VO C Qp: O > x

Imp(Q)— f(¥)| <e,

yani

im mp(0)= f

dir.

x, f fonksiyonunun bir siireklilik noktasi olsun. & > 0 icin, en azindan bir 6 > 0 vardir

oyle ki; y € B(x,0) i¢in |f(y) — f(x)| < € dur. Dolayisiyla VQ C B(x,9): Q 3 x i¢in —¢ <
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f(y) — f(x) < & saglanir, ve

—&=m_¢(Q) <my_y(Q) = my(s) — f(x) <mg(Q) = &.

elde edilir.
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4. BMO UZAYI

BMO(R") uzay1, 1961 yilinda F. John ve L. Nirenberg tarafindan [9] da tanimlanmistir
ve fonksiyon uzaylar1 ve singiiler integraller teorisi basta olmak {izere modern harmonik

analizin gelisiminde onemli rol oynamaktadir.

Tanim 4.1. Her f € LIIOC(R”) ve x € R" i¢in

M f(x) = fﬁx>—supijjﬂvoo fguy~smnnfij@> dldy

seklinde tanimlanan fonksiyona, Fefferman-Stein kesin maksimal fonksiyonu denir.

Buradan

f€BMO & M¥felLy

oldugu agiktr.
Q, R de bir kiip olsun.

M =
of(x) Zucg 0

Q’>x

j‘UUNdVXQu) @.1)

veE

m”ﬁ@@’

Q’>x

j\f.@lxdm

fonksiyonlar1 sirasiyla Q ya gore lokal maksimal fonksiyon ve Q ya gore lokal kesin mak-
simal fonksiyon olarak adlandirilir. Burada supremum Q nun x noktasini iceren tim Q’

alt kiipleri lizerinden alinmaktadir.
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Teorem 4.1. ([14,s. 379]) f € LIIOC(R”), Q c R" olsun. Bu durumda

10l d
G-sowal 0 <e [ uproT, (o<

esitsizligi dogrudur.

BMO uzay ile ilgili en onemli sonug, F. John ve L. Nirenberg tarafindan elde edilen

asagidaki teoremdir ([9], [14] s. 381, [3] s. 164).

Teorem 4.2. ([14, John-Nirenberg lemmasi]) Her f € BMO(R"), QO c R” kiipleri ve her
t>0igin
. + J 610
[(f = folxol (1) < clIfll« log 2 (4.2)
olacak sekilde f ve Q dan bagimsiz bir ¢ sabiti vardir. Buna denk olarak her f e BMO(R"),

tiim Q kiipleri ve her ¢ > 0 i¢in

{x e Q:1f(x)—fol > 1l S6|Q|6><P{-ﬁ} (4.3)

saglanacak sekilde f ve Q dan bagimsiz bir ¢ sabiti vardir.

Lemma 4.1. ([3, s. 166]) f € BMO(R") olsun. Bu durumda 0 < A < ¢/||f]|. 0zelligini

saglayan her A sayisi i¢in

1
sup— | exp{d|f(x)— fol}dx < oo
o 10l Jo

dogrudur.

Burada c, (4.3) esitsizliginde ortaya ¢ikan sabit ile aynidir.
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Lemma 4.2. ([9] ve [22]) p € (0, 00) i¢cin BMO,(R") = BMO(R"). Burada

1 1/p
I fllao, e = sup(— f ) —fgl”dy)
o \I101Jo

dir.
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5. LOKAL MAKSIMAL FONKSIYONLAR

Bu boliimde [10], [11] ve [1] den yararlanilacaktir.

Fonksiyonun salinimini “6l¢mek” icin bircok yol mevcuttur. Bu boliimde f fonksiyonun
salimimini ”6l¢gmek” i¢in John [10] ve Stromberg [11] tarafindan tanimlanmig Mg’a f mak-
simal fonksiyonunun detayli olarak incelenmesini planlamaktayiz. Bu maksimal fonk-
siyonun diger metotlardan iistiin 6zelligi yalmz lokal integrallenebilir fonksiyonlar i¢in

degil tiim ol¢iilebilir fonksiyonlar i¢in tanimli olmasidir.

f, R" {izerinde kompleks degerli, Lebesgue ol¢iilebilir bir fonksiyon olsun. 0 < @ < 1/2

olmak iizere Mg,a f(x) asagidaki gibi tanimlidir:

M5 /() = supinfinf(22 0 iy € 0: 1) =l > Al < @lQl)
= supinf(f ~c)o)"(@lQ. (5.1)

Burada c tiim kompleks sayilari, Q ise R" de yan ayritlar1 koordinat eksenlerine paralel
olan x 1 iceren tiim kiipleri tarar. Dikkate alalim ki bir¢ok durumda c ler {izerinden in-
fimum almaya gerek kalmaz, ciinkii optimal degerler (medyan degerler) kullanilabilir.

Hatirlatalim ki, reel degerli bir f fonksiyonunun Q kiipii iizerinden medyan degeri m¢(Q),

l{ixe Q: f(x)>me(O} < = |

0
2’
19l
2

fxe Q: f(x) <mp(Q)}] <

esitsizliklerini saglar ve tek olmak zorunda degildir.

Kompleks degerli f = fi +if; icin, mg(Q) = m, (Q) +imy,(Q) olsun.
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Lemma 5.1. Keyfi x € Q icin,

€ Q: 1f5) ~mp(Q)] > 2V2ME,  f(x)}] < Q)

esitsizligi saglanir.

Ispat. Mg »J (%) tanimindan

inf((f - o) (@lQl) < Mg, f(x).  VxeQ

yazilabilir. Dolayisiyla

inf((f =)o) (@lQ) < )icggMgﬂf (x)

saglanir. Lemma 3.8 dan

(f = m(@)ro) (210D < 2nf((f ~ Wxo)"(@IQD < 2 inf M, f(x)

elde edilir. Sonug olarak asagidaki esitsizlik saglanir:

inf{d>0:[{ye Q: [f(0)—ms(Q)> | <a|Ql} < 2)iCIEI£M§,af(X)-

Boylece
b€ 0 1) ~my(Q) > 2 V2 inf My, f()| < Q.

esitsizligi dogrudur.

(5.2)

Lemma 5.2. 0 < @ < 1/4 olsun. Eger Qg C Q1, |Q1] < 2|Qg| olacak sekilde iki kiip ise, bu

durumda

im(Q1) —mp(Qo)l < 20xiEan0 M3, f(%)

esitsizligi saglanir.
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Ispat. Aksini kabul edelim, yani,
lm(Q1) —mg(Qo)l > 20 inf Mgaf(x)
.XEQ() ’

olsun. Bu durumda {y € Qy : |f(y) —m(Qo)| < 10inf g, Mgﬂf(x)} ve{ye Qo: |f(y)—
mp(Q1)| < 10inf ¢q, Mgaf(x)} kiimeleri ayriktir. Gergekten, y € Qo, |f(y) —ms(Qo)| <

10inf ¢, Mg oJ () esitsizligini saglasin. O halde

Lf ) —mp(Q| = mp(Q1) —mp(Qo)l = f () —ms(Qo)l
>20 inf M} f(x)—10 inf M} f(x)
x€Qo ’ x€Qo ’

— ; #
= 10)(1€an0 Mo’af(x) (5.4)
dogrudur.

Lemma 5.1 den

iy € O1: [f () —mp(Q)] > 10xi€nQ’fO Mg, f(0)]

<ly€Q1:1f(y)—mp(Qv)l > 10xi€an] M}, f(0}] < 2l Qi
veE

ity € Qo : [f () —mp(Qo)l < IOXiEHQfO M}, f(0)} = (1-a)|Ql

elde edilir. (5.4) iin kullanilmasiyla

(1= Qol < Iy € Qo : Lf)=m(Qul < 10 inf M, f(x)
<IyeQr: 1f)=my(QVI> 10 inf MG, f(x)

< a|Q1] < 2a|Q

saglanir ki bu bir celigkidir. O
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Tanimdan, Mg’a f(x) in x in bir alttan yarisiirekli fonksiyon oldugu ve

M{ ,(f +8)(x) < 2My 1 () + M, 58(%)
esitsizliginin saglandig: goriilebilir.

Mg,a f(x) in diger 6zellikleri, R" izerinde kompleks degerli, Lebesgue olciilebilir f fonksi-

yonlart i¢in O < @ < 1/2 olmak lizere

Moo f(x) := SQUP(fXQ)*(CY|Q|) (5.5)

ile tamml1 My, f maksimal fonksiyonu yardimiyla elde edilebilir. M, f fonksiyonu da

alttan yari-siireklidir,

Moo (f +8)(x) < 2(Mo a2 f(X) + Mo,a/28(x)) (5.6)
y eR":1fODI> Y <y eR": Moo f(y) > A (5.7
alfy e R": Moo f(y) > A} < S"[{y e R™ : | f(») > A} (5.8)
esitsizlikleri saglanir.
(5.7) esitsizligi
eR": Moo f(y) > A ={y e R" : M(x|f>0() > a} (5.9)

esitliginin direk sonucudur. Burada, M, Hardy-Littlewood maksimal operatoriidiir. Gergek-

ten, | f| < M f yardimiyla,

eR": xisa() > al c{y eR" : My () > a}

oldugu agiktir. Bu durumda

y €R": x(=() > &} < {y €R" : My 50 (0) > @}l (5.10)
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saglanir. Ayrica

eR" xypa®) >al={yeR": [fMI>4}  ae(0,1] (5.11)
esitligi dogrudur.
(5.10), (5.11) ve (5.9) un birlikte ele alinmasiyla, (5.7) elde edilir.
(5.9) un ispat1 i¢in

YER": Moof()>12 & yeR": SQUP(fXQ)*(CY|Q|) > A
3y

& 3A03y: (fxe)'(@Qh>Aa

& d03y:[{xeQ:|f(X)]|> > alQl

1
& J03y: — dx>a
1Ol Jixe0:1f0)> )

1
& d0>3y: @L/\/{lef(x)l>/l}(x)dx> a

S M fs)0) > a

oldugunu belirtelim.
M : L' — L simirli oldugundan, yani,

ally €B": 17 0) > all 5" [ o)y
esitsizligi saglandigindan, (5.9) un kullanilmasiyla,

allyeR": Moo f(y) > Al =ally e R" : M(x|750)() > all
<5" f X\f>a() dy
Rl’l

=5"{y eR": |f (I > A}l

elde edilir. Boylece (5.8) saglanir.
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Q, R" de agik kiime olmak iizere, supremum altindaki kiipleri Q nin alt kiiplerine kisitlaya-
rak, Mgﬂ ve My, maksimal fonksiyonlarinin lokallestirilmis versiyonlar1 olan Mg,a;ﬂ ve

My 4.0 asagidaki gibi tammlanabilir:

M i ()= sup inf(f ~)xo)"(alQ)

veE

Moa:0f(x) := sup (fxo) (alQ).
xeQcQ

“Temel esitsizlik™ ispatinda, Whitney- tipi ayrimin asagidaki versiyonu kullanilacaktir.

Lemma 5.3. Q¢ c R” bir kiip ve O, Q a gore acik olsun (yani x e Qicinxe U ve UNQpy C

O olacak sekilde R” de bir U agik kiimesi olsun) ve O C Qg olsun. Bu durumda

0= O Ok
k=1

10iNQ;|=0 eger i#j,i,j>1,

diam Qy < dist(Qx, Qo NO°) < 4diam Oy, k>1.
ozelliklerini saglayan bir {Qy};” | kiipler dizisi vardir.

Lemmanin ispat1 [1, p. 167] de yanizca basit degisiklikler yapilarak elde edilebilir. Qy

kiipleri m = m(k), k > 1 tamsayis1 i¢in diam Qy = 27" diam Qy olacak sekilde secilebilir.

Simdi file Mg,a; 0o J nin ’0l¢ii” leri arasindaki bagintiy1 ifade eden “temel esitsizligi” ispat

edebiliriz.

Teorem 5.1. Qp, R" de bir kiip ve f € 9(Qp) olsun. Bu durumda her 0 < a < % , her
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0<pB<1vehert>0icin

‘{y € Qo: fy)—ms(Qo)l>1t, Mg’onf(y) < f_(t)}'

(€ 00+ 1) =ms(Qol > (1=pr. Moo f ) < 55 )

< Ll
< ac(n) 0

saglanacak sekilde bir c(n) > 0 sabiti vardir.

Ispat. Genelligi bozmaksizin m (Qo) = 0 alalim.

U = {y € Qo: MY, f0) < f—f)}
ve
- ::{y € Qo : IO > (1=B)t, MY .0, f) < %}
U {y € Qo: Mo 1/4.0,f0) > (1 —ﬁ)f}
olsun.

01, Qo da, U; c O olacak sekilde agik bir kiime olsun. Bu durumda

Bt

U {ye 00: Ml g, /)< T Uy € 00t Mo jai0,£) > (1 =B

cU1VO01 CcOq
elde edilir.

O da U c O saglanacak sekilde bagka bir agik kiime olsun. || = infp~qs|O| oldugundan

U c O c O; oldugunu varsayabiliriz.

Oncelikle O € Qp olacak sekilde bir O kiimesi bulabilecegimizi farzedelim ve {0k}
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Lemma 5.3 te verilen ayrim olsun. Bu ayrimin yapis1 geregi asagidaki ifade dogrudur:
0, cQo: Q,NO°#0, Q,cO, diamQ; <10n'*diamQy, k>1.  (5.12)

Xk € O, NO° ve cx =myg(Q)), k > 1 olsun.

fx) = fxo+ f(x)xor

= f(x)XUka +f(X))(OC

= > (F0) = cxo 0+ ) o, (0 + Fx)xor
k=1 k=1

oldugu aciktir. Ayrica

eQo:lfMI>t={y€QonO:If(I>1tufye QoNO° :|If()] > 1}

= Jye auno: 1fp)I>1ulye QN O° : ()l > 1)

k=1

dir. O° C U° oldugundan, her y € Qg N O° icin | f(y)| < (1 —B)t esitsizligi dogrudur. Fakat

bu esitsizlik | f(y)| > ¢ olmasiyla ¢elisir. Dolayisiyla

yeQonO“:IfI>1}=0

dir.
ek lfMI>nciye O If(y)—al>ptiUly € Okt el > (1 =)},
oldugundan
yeQo:IfWI>1={ Jlye Oc:lf() —al>ptyU| Jy € O :lel > (1 =Bt}
k=1 k=1

saglanir. Sonug olarak,

{y €Qo:lfOMI>1, Mg,a;Qof(y) = 118_(;}
ﬁf}

(e lrm-al>pe Ml f0) < T

k=1
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{yEQk ekl > (1 =p)t, MgaQof(y)_llg(t)}

C
Gk

I
—_

C

{y € Ok :1f(y) —ckl > pt, Mg,a;Qof()’) < '18_6}

C 2

k=

—

U

@k

{veou:lal>1-pyf

k=

—_

elde edilir ve boylece

(e 00: 0> 10,100 < 2

{yer ) -l > Bt, Mé*agof@)—fo}‘
k=1

.S {veouital>a-prl|= NN

k=1 k=1 k=1

esitsizligi saglanir.
Ikinci toplamdaki her By, sifirdir. Gergekten,
(01 < (fro (D) < ror@ioh  (0<a’<3),
esitsizligi goz oniine alinirsa,
Imr (O < Myo.0,fy) VyeQcCO;

bulunur. Boylece

Im¢(Q)| < inf My o0, f)
yeQ

dir. Q; C Oy ve x; € Q; NO° oldugundan

ekl = lm(Q < Mo 1 a:0, f(xx) < (1 =)t

elde edilir. O halde |By| =0, k € N dir ve Z,‘:’Zl |B| = 0 saglanir.
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Birinci toplami ele alalim. Keyfi x € O i¢in

1
Ve O If ) —cil > Bt M o, ) < %}'

e T T8 T[]e

>
k=1

IA

/ 4 t
Y€ Q) )= m( Q1> Bt M0, f) < 5

¥ € 01 ) = my (@I > 10M] .0, 1)}

IA

{
{y € 0 1f ) —cul > Bt, M . ) < %}'
{
{

>~
Il
—

dir. Her Q kiipii ve keyfi x € Q icin
[y € Q: 1F () =mp(Q) > 10ME .o F)) < Q)
esitsizligi saglanir.
O halde
D Ac<a Y 10 <a(10n'?)" 3" |04 = a(10n'2Y'10)
k=1 k=1 k=1
yazilabilir.
|'U| = inf 9~ |0| oldugundan,
4 Bt 1/2\n
{y€ 00 F O > 1, M 4.0, < S| < ai0n 214
dur. Boylece

'{y €Qo:lfMl>1, Mg,a;Qof(y) < %}‘

{re00: > 1P M g, FO) < t}‘

< a(l I/Zn{ Bt
<a(10n'/7) 10

+ ‘{y € Qo : Mo,1/4.0,/() > (1 _’B)t}‘}

dogrudur.
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‘{y € Qo: Mo1/4.0, /() > —B)t}'
<4.-5"f{ye O :If> 1 -

=4-5"01N{y€ Qo : If>1-p)t}|

oldugunu hatirlatalim.

Bunlarin birlikte ele alinmasiyla

’{y €Qo:lf(>1, Mg,a;Qof(y) < %}’

< a(ton'™|

{ye 00 LFOI > (1Bt M,/ ) < f(t)}‘
#4500 (v € 0o 1£0)] > (1 - By

saglanir.

[ UL Ny € Qo |f(I > (1 =Bt}
= OlirDI:fu1 01Ny € Qo= 1f I > 1 -B)l

olduguna dikkat edilirse,

e 00: o>t MY 0,50 < K21

<a(10a'2Y{|{ve 0o: 101> (1B, Mﬁagof@—ﬁt}‘

+4.5"

{re0o:1r01>1-pr, MgaQof@)_lIBO}'}

= a/(10n1/2)n(1 +4-5") {)’ €Qo:lfMl>1-p, Mgﬂ Qof@) - lf(t)}’

= ac(n)

{y€ 00 1FOI > (1=t Mf 0,/ ) < %}

elde edilir. Bu ise O C Qg olacak sekilde bir O nun bulunabilecegi halde ispati tamamlar.
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Fakat O C Qg olacak sekilde bir O nun bulunamamasi agagidaki iki durumda miimkiindiir:

i

{ye 0o lFOI > (1Bt ME 0, ) < 5

veya
{v€ 0o Mo, 10, £0)> (1 -pr)

kiimelerinden birinin esasen Qg olmasi durumunda, yani,

e 00: o> (1-pn. 0,100 < 55 = 104

veya

'{y € Qo : Mo,1/4:0,f(») > (1 —ﬁ)t}‘ =1Qol.

Her iki durumda

207"Qol < l{y € O1 : If I > (1 =Pt}

dir. Gergekten, (5.7) ve (5.8) esitsizliklerinden,

\{y € 00: 10> (1=t MY .0 f) < i

Qo

‘{y € Qo : Mo,1/4.0, () > (1 —ﬁ)t}‘
< ‘{y € Qo : Mo1/4:0,f(y) > (1 —,B)t}|

<4.5"

{ve:irmi>a-prl

<20"

{y €Qo:lfm>A —,B)t}’
elde edilir.

my(Qo) = 0 oldugundan, (5.13) kullanilarak

(e 0015l > 1M g, 700 < 55

< alQol < @20"|{y € Oy : [f I > (1 =B}
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esitsizligi saglanir.

10
:Olnf Hy €O :1fI > (1-p)t}

‘{y €Qo:lfMl>1-pP, Mg,a';QOf(Y) < ﬂ}'

oldugundan

e 00: o> 1 MY 0,50 < K2

{y €Qo:|fMI>1-px, Mg,a;Qof(y) = f_(t)}|

< ac(n)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Asagidaki sonu¢ John [10] ve Stromberg [11] tarafindan verilmistir.

Sonug 5.1. Jap =ap(n) Va: 0 <a <ap dcj=cjla,n), j=1,2

cillflle < [|Mf o f]l S c2llfll - (F € MRB™)).

Ispat. tf*(t) <tf** @) <||fll; oldugundan

2 OI(f =) (@) < II(f - ol = fQIf(y)—CIdy

dir. O halde

ainf((f - o)xo) (@l0) < int - f 1£O) —cldy.

yazilabilir. Boylece

Mg, f(x) = asupinf((f - c)xo)” (a|Q|)<SUme|Q|f|f(y) cldy = Ifll

03x €

saglanir.
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Diger taraftan, bir Q kiipii ve yeterinde biiyiik NV sayis1 i¢in,

N
I(N) ::fo HyeQ:1f(y)—mp(Q)l > t}|dt
2001M5 , flloo
=fo Hye Q: |f()—me(Q)| > t}|dt

N
+ f2 e Q: 1f) —my(Q)| > fldi

0IME  llo
N

<20|M}) , flloo| Q) +f y € Q: 1f()—ms(Q) > r}ldt

201M} , flko

saglanir. Son integrali hesaplamak icin, 8 = 1/2 ve a < ag(n) = 1/(4c(n)) olmak iizere

Teorem 5.1 kullanilirsa, 20||Mg o ||Oo <t < N oldugundan

iy € Q: 1fo)—mp(Q)l > 1)l
<|lye 0: If»)-mp(Q >, |M} . 1|, <1/20}|
<lfye Q: If() - mp(Q) > t. M§ , f(3) < 1/20}]
<cmelly € Q: If0) - mp(Q) > 1/2, |M§ , f]|, < t/20}

<(1/Dy € Q1 1f () —mp(Q)] > 1/2}]

elde edilir. Dolayisiyla

N
f2 e Q: 1F) —my(Q) > Bldi

OIMY oo

N
3(1/4)10‘ {ye Q: |f(y)—mp(Q) >1/2}|dt
N/2

<(1/2) . y € Q: 1f(y)—ms(Q)| > 1}|dt

< (1/2)I(N)

dir. Boylece

I(N) < 20{[Mg, | |01

saglanir. N sonsuza giderken, biitiin ¢ ler lizerinden infimum ve Q lizerinden supremum
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alinmasiyla

IIfII*_sup@ f ) —mp(Qldy < 40| ME 1]

elde edilir ve ispat tamamlanir. O

Sonug 5.2. 0 < p < oo olsun. Bu durumda Jag = ap(n) Va : 0 < @ < ap dc; = cj(a,n),
j=12
ViEM®Y) 3ereR cillf —eqlly < [Mp o 1|, < callf sl (5.14)
Ispat. (5.14) esitsizliginin sag tarafinin ispatin1 yapmak icin dikkat edelim ki
M f(X) < Moo(f-c)(x)  (x€R")
esitsizligi her ¢ € R icin dogrudur. O halde (5.8) esitsizliginden
alty eR": MY fo) > A <5y e R [f)—cl> A (1>0)

elde edilir. Boylece

gl = [ s em Mt 00> ] ar

5’1 00 5}’1
< —f ly €R" : 1f5) =l > AHdA? = 2|1 =,
o 0 (04

saglanir.
Simdi (5.14) esitsizliginin sol tarafini ispatlayalim.
Eger Mg’a f e LP(R")ise, R" deki Q kiipii i¢in

“ u 1 1/ p # /p
inf b 10 = m 8 0o [ o) = (i [ i o S0P dy)

IQI

IQI f (Mgaf(y))”dy) <1orPImg Al (5.15)
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yazilabilir.

0 <a < 1/4 ve Qg merkezi orjinde olan birim kiip olsun. Lemma 5.2 ve (5.15) kullanilarak

Im(2°Q0) ~mp (21 Qo) <20 inf Mg, f(x) <2012 Qo™ 7| MG £
x€2kQy Y

=20-27"7||Mg fl . keN

elde edilir. Her / € N i¢in,

k+1-1

D g2 00) -y 2o
s=k
k+1—-1

< D Im2 Qo) -ms(2° Qo)
s=k

m (251 Q0) —m (25 Qo) =

k+1-1

<20-[|mg A, D 27
s=k

<20-|[Mg, f], 27" P @ =27y (5.16)

dir. O halde {m f(2k Qo) }ken, R de bir Cauchy dizisidir, dolayisiyla yakinsaktir.

cfi= ]}an}omf(ZkQO)
olsun. / — oo in (5.16) ici limit alinirsa,
Im(2°Q0) eyl < 20(1 =27P)~ 127 P ||agg  f|| =2 A (5.17)
elde edilir.

Yeterince biiyiik her N i¢in

N
fo lty € 2XQ0 : If ) —cyl > t)|de?

N
< fo lty € 2°Q0 : |f () —mp(2XQo)l > t/2}|dt?
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2Ax
+f |{y€2kQ0 : |mf(2kQ())—Cf| >t/20dt? =11 + >
0

oldugu aciktir.

Oncelikle 7; i hesaplayalim.

lty € 25Q0 1 If () —m (25 Qo)l > 1/2}]
<|{y €200 : 1) —mp(2* Qo) > 1/2, M, f(3) < /40|

+[{ye2*Qy : M} () > 1/40}]

olduguna dikkat edilirse, 8 = 1/2 ve a < ag = 1/c(n)4”*! olmak iizere Teorem 5.1 in uygu-

lanmasuyla,

[y €25 Q0 : If () —mp(2* Qo) > 1/2, M}, f(¥) < t/40}]

1
< oy [y €250 1 1£0) =my2° Qo)1 > 1/4, M§ . £(3) < /40

oldugu goriiliir. Sonug olarak

N
I :fo y €25Q0 : 1) —mp(2X Qo) > 1/2}]de”
1

<

T 4r+l1

N
+f |{yesz0; Mg,af(\/)>t/40}|dtp
0

N
[ e 170y -y ur> 14wl 0 < 0]

1 N/4
= f iy €25Q0 : 1f () —mp(2°Qo)l > 1, M§ . f(y) < 1/10}|dr”

4 Jo
N

+f v €2"Q0 : M, f(3) > t/40}| at”
0

1 N

:Zj; iy € 2500 : 1f() —mp(2XQo)l > t/2}] d1”

N

+ f v €2*Qo : M{j, f(3) > t/40}| at”
0

1 N
=gh+ fo (v €2"Q0 : M}, £() > 1/40}| dt?,
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dir ve

3 N
7hs fo (v €200 : M}, f() > t/40}|dr”
s4opf [ye2*00: M f() > t}]dr?
o ,

= 407|511

pato, <40([MG 1l

saglanir.

L < 2AN"12°Qol = ¢ [ Mg 1]

oldugu agiktir. Burada c), = 40(1 - 2-7/P)=1 djr.
Boylece, ¢/, = 407 + ch, olmak iizere
3 N k p / # P
2 Iy e2tQo: 1f;) —esl > nld? <& |ME 1|
4 0 ’ p
elde edilir.
Once N nin sonra k nin sonsuza giderken limiti alinirsa,
[oe) 4 ,
If =crlly= | Ky eR": [fO)—csl > nlde? < ¢, | M ]
0 3 @ p

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Sabit bir p > 0, uygun bir f fonksiyonu ve x € R" i¢in

M, f(x) = [M<|f|P><x>]1/P—sQup G f e v

MEf(x) = [MP(F1P) ()] 1“f’—supmf f lf) - c|de) "
QOax ¢ |Q|

olsun.
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Lemma 5.4. 0 < p < oo ve 0 <a <1 olsun. Her 6lciilebilir f fonksiyonu i¢in
# #
M}, f(x) < cMyf(x)

olacak sekilde bir ¢ = c(p, @) sabiti vardir.

Ispat. x, R™ de bir nokta ve Q, x noktasini iceren bir kiip olsun. |E| = a|Q| 6zelligine sahip

her E C Q i¢in

1 1/p
essmflf(z) cl = (lElf(essinflf(z)—cl)pdy)

< (i f £0) - cl”dy) "

_1/ /p
<a P|Q|f|f<y> c|de) ,

oldugundan
/p
(-ovor@nza (i [ o) -cras)
dir. O halde
M f(x) <™ PMAf(x)
saglanir. O

Lemma 5.5. 0 < p < 0 olsun. f € LP(R") + BMO(R") olmak iizere dyle ci, ¢ sabitleri

vardir ki yeterince kiiciik O < @ < a(n) i¢in
c1MpMj , f(x) < M} f(x) < caMp M}, f(x)

saglanir.

Ispat. xo noktasmi ieren keyfi bir Qg alalim. Sonug 5.2 dan, dag = ag(n) Yo : 0 < a < ag
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dc =c(a,n) Vf € MR")

(i [ wor-mpewas) " (i [ o rowas) < mym s
1Qol Qof(y my(Q)F dy =0l % 0/ dy) <My My, f(x0),

saglanir ki boylece

M;ff(xo) < CMng,af(XO)

dir.

Tersine, yeniden xp noktasini i¢eren bir Qg alalim.
M} o f(X) S M}y 00 f(X) + Ro.0:20,f (%)

oldugu aciktir. Burada

Ro,0:20,f (%) := sup inf((f —c)x )" (alQl) (xeR™)
03x:0N(2Qp)°#0 €

dir.

Keyfi c i¢in

M 420, f () < Moai2,(f = €)(x)

oldugundan, (5.8) den

L (Mg,a;ZQof(x))pdx < 0 (MO,Q;ZQo(f_C)(x))pdx

= j; l{x € Qo : Mo,a20,(f —)(x) > A}|dA”
< ﬁfool{xe 2Q0 : 1f(x) = > A}|dAP

a Jo

5}’1

— |f(x)=clPdx (5.18)
@ J20

elde edilir.

Eger x € Qg ve Q kiipii i¢in Q 3 x ve QN ((2Qp)¢ # 0 ise, bu durumda Qg c (3/2)Q dur.
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Oyleyse, o’ := (2/3)"a olmak iizere her y € Q igin

Roa20,/(x) < sup inf((f = c)x) (lQD)
0:(3/20>0)

< s inf((f-oxemo(of3) Q‘

0:(3/2)050Q) €

< sup 1nf((f o) (@10l
0:000y ¢

< sQuplnf(( f=oxe)" @10 =M}, f)
Sy

saglanir. Boylece

Sup Ro.a:20,f(x) < inf Mg, f() (5.19)

XEQO

dir.

(5.18) ve (5.19) un kullanilmasiyla,

(L [ ot scoras)”
(i |f (S )
(57 s o soras) "+ [ @ aguscoras)”
|Q 0,a;200 |Q | 0,a;200
1 / u
< (IZ—Qol R ax) "+ M f )
elde edilir. Sonuc olarak Lemma 5.4 den

1 1/p
(@fQ (Mg,af(x))p dx) S M;ff(xo) + Mgﬂ,f(xo) < Mﬁf(xo)

bulunur. O halde

My, M}, f(x0) s M* f(x0)

dir ve ispat tamamlanir. O
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6. AGIRLIKLI JOHN-STROMBERG MAKSIMAL FONKSIiYONU

Bu boliimde [18] ve [19] dan yararlanilacaktir.

R" {izerinde lokal integrallenebilen, negatif olmayan bir w fonksiyonuna agirlik fonksi-
yonu denir. Herhangi bir agirlik fonksiyonu yardimiyla w(E) = wa(x) dx Olciisiinii ele

alalim. w(x) = 1 oldugunda, w(E) = |E| Lebesgue ol¢iisiidiir. w(R"") = +o0 olarak alinacaktir.

Bu boliimde, R, R" yi ve Z, R nin Lebesgue Olciilebilir alt kiimelerinin kiimesini gosterecek

tir. du = wdx olarak alinacaktir.

f, R" de ol¢iilebilir bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun wdx ol¢iisiine gore dagilim
fonksiyonu

de(d) =w({x eR" 1 |f(x)| > A}) (0<A< )

esitligi ile tammlanmaktadir. dy(4) < o0, 4 > 0 olsun.

Eger f;;(¢) fonksiyonu (0, +00) iizerinde artmayan ve |f(x)| ile es Ol¢iilebilir ise, yani, her
A>0i¢in
{7 € (0,+00) : fi(1) > A} = dp()

saglaniyorsa, f;(¢) fonksiyonuna f fonksiyonunun wdx dl¢iisiine gore artmayan yeniden
diizenlenmesi denir. Yeniden diizenlenmenin soldan siirekli bir fonksiyon oldugu kabul

edilebilir. Bu durumda f;;(¢) asagidaki esitlik yardimiyla tanimlanabilir ve tektir:
fi(® =1nf{A>0: dp(A) <1}
veya (bkz., 6rnegin, [20, p. 33] ve [21]):

fi@®) = sup ess glf Lf () (0<t<o0)

w(E)=t X€
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dir (w lizerindeki sartlardan dolayi, her ¢ > O icin w(E) = ¢ olacak sekilde bir E kiimesi

vardir).

t
fro=r! f fi@)dr
0

olsun.

Yeniden diizenlenmenin es Ol¢iilebilirliginden asagidaki esitlik saglanir:

P dx = fo POVt (p>0). ©.1)

Rﬂ

Asagidaki esitsizlikler Hardy tarafindan verilmistir :

(fom(foxf(y)dy)px"‘ldx)l/p < %(fom(yf(y))py"‘ldy)l/p, 6.2)

(f N | o) ) <2 | “oromya) . 63

Burada f >0, p > 1, ve r > 0 (bkz., 6rnegin, [1, p. 272]).

Lemma 6.1. f, g fonksiyonlar i¢in

S <cg,(yD+f,20  (0<1<oc0,y>0) (6.4)

esitsizligi saglansin. Ayrica f;;(+o0) = 0 olsun. Bu durumda

WAllpw < cpyligllpw (0 <p <o) (6.5)

esitsizligi dogrudur.
Ispat. (6.4) iin arka arkaya uygulanmasiyla

f*(t) 3 00 . (2k t) ) . (2k t) 1 f2k7t dr
C =C R
R Zkzo EwleY Zkzo SRS dholyy T
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elde edilir.

1 < p < oo olsun. (6.3) ve (6.5) Hardy esitsizliklerinden,

f‘” “ )dT c (2)1/1’ f"" “( )dT
)—|| =—(— T)—
,yl/zgw T p In2 Y t gW T

c (2 1/p C 2 I/p
<=

”f”p,w = “fvt

C
”p < —=
In2 »

saglanir.

Simdi 0 < p < 1 olsun.

(f@®) < (cg,(yD)’ +(£,20)7,
oldugundan

Gor ey @y < [ wors
k=0 v1/2

esitsizligi dogrudur. Fubini Teoremi’nin uygulanmasiyla

00 . c 1/p 0 . dr 1/p
i =( [ wora) " <(:S) ([ [ eorta)
0 n 0 Jyt2
c 1/[7 l/p dr
“(wa) ) ([ [ sora)”
2c 1/1’ I/p
:(,y1r12 f @ ordr)
2¢ \l/p
=(5nz) el
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. O

Bu boliimde f;(f) (w € As) yeniden diizenlenmesinin hesabi Mg ,J maksimal fonksiyonu

yardimiyla yapilmistir.
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Eger her Q kiipii ve her ol¢iilebilir £ C Q i¢in

w(Q)

6.6
[¢ €0

wE) _ (IEI )5

esitsizligi saglanacak sekilde ¢, 6 > 0 sayilar1 varsa, w agirlik fonksiyonu Ao, Muckenhoupt

kosulunu saglar denir. A, un bu tanima denk diger tanimlart i¢in [23] e bakilabilir.

Eger keyfi Q kiipii i¢in
w(20Q) < ew(Q)

saglaniyorsa, w doubling kosulunu saglar (w € D) denir. A sart1 saglaniyorsa, doubling

kosulu saglanir fakat tersi dogru degildir (bkz. [24]).

Lemma 6.2. we D ve 0 < A< 1 olsun.

(1) Qo bir kiip ve E C Qp, w(E) < Aw(Qp) olacak sekilde keyfi dlciilebilir bir kiime ise, E
yi Orten ve

Aw(Q) <w(QiNE) < cydw(Qi) (6.7)

kosulunu saglayan ikili ayrik {Q;} : Q; C Qg kiipleri vardir.

(i) E c R", pozitif w-0l¢iilii keyfi olciilebilir bir kiime olmak ilizere, E yi Orten ve (6.7)

esitsizligini saglayan ikili ayrik {Q;} kiipleri vardir .

Ispat. (i) sikki agirlikli Calderén-Zygmund lemmasindan elde edilir (bkz. [25]):

Eger @ f 0o |lfO)Iw(y)dy < A ise, bu durumda

1

A
= W0

J, romoay <o

ve hemen hemen her x € Qp\ |; Q; i¢in |f(x)| < A olacak sekilde ikili ayrik {Q;} : Q; € Qo
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kiipleri vardir (ispat Calderén-Zygmund lemmasinin [1, p. 17] ispatiyla aymdir). f(y) =

xke(y) alinirsa, (i) elde edilir.

(i) nin ispat1 i¢in, R" yi w(E N Q) < Aw(Qy) 0zelligine sahip, yeterince biiyiik, kesismeyen
Oy kiipleriyle ayirmamiz gerekir. E kiimesi sonlu w-06l¢iisiine sahip oldugundan bunu
yapmamiz miimkiindiir. O halde her bir QO kiipii icin (i) sikkinin uygulanmas: yeterlidir.

Boylelikle ispat tamamlanir. O

Not 6.1. Lemma 6.2 nin formiilasyonunda Q; kiipleri E kiimesini hemen her yerde 6rtmek-
tedir, yani, |E\ U; Q;| = 0 dir. Belirtelim ki [25] de verilen lemmada {Q;} kiipler ailesi
hemen hemen her yerde | f(x)| < A olmas1 durumunda bos olabilir. Fakat bizim ele aldigimiz

durumda A < 1 ve f = yg oldugundan, bu miimkiin degildir.

Lemma 6.3. w € D olsun. Her ol¢iilebilir f fonksiyonu ve her Q kiipii i¢in

(fx@(@w(Q) <2 nf((f = )y (W) + (fx o)y ((1 = HW(QD)) (6.8)

esitsizligi her A € (0, 1) i¢in dogrudur.

Ispat. 1/2 <A< 1ise,
(fx @w@W(Q)) < (fx ), (1 = Dw(Q)),
dogrudur ve sonug agikardir.

0 < A< 1/2 olsun. Her keyfi ¢ i¢in

lcl < )icrelg(lc = fOI+1FD < (e = f1+1Dx ), (w(Q))

< ((f =), (WD) + (fx 0),, (1 = Dw(Q))
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yazilabilir. Dolayisiyla

(fx )y (W(Q)) = ((f = e)xo +cx0),,(AW(Q))
< ((f =) (AW(Q)) +c]
< 2((f = ), (AW(Q) + (fx @), (1 = IW(Q))

saglanir. Sonug olarak
(fXQ(W(Q)) < 2inf ((f = @) (W(Q) +(Fx ) (1 = HW(Q))

elde edilir. O

Simdi Mg of ve Mg o0 fonksiyonlarinin asagidaki agirlikli analoglarmi ele alalim:

M{ (%) - = sup ilellg((f —xo)law(Q) (O<a<l),

03x¢

M} 0f ()= sup_inf ((f o)), (aw(@) (O<a< D).

xeQCQCE

Lemma 6.4. w € A, ise, her @ < 1 i¢in @/, @”” < 1 sayilan vardir, Oyle ki, her x € R” i¢in

M o f(X) S M}, f(0) < My, (%) (6.9)

saglanir.

Ispat. E C Q ve w(E) = aw(Q) olsun. Bu durumda (6.6) dan belli c, 6 > 0 icin

1/
@
|E| 2 —10
C
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dur. O halde

1/6

inf f(0)- £l < (- 600)"(E) < (F - o) (“-10l). £

dogrudur. w(E) = aw(Q) ozelligine sahip biitiin £ C Q kiimeleri iizerinden supremum

alinirsa,
1/8

(f - €00 @m@) < (f o) (“—l0l). ¢

elde edilir. Bu ise, o’ = @'/?/c olmak iizere (6.9) esitsizliginin sag tarafim verir.

E c Q ve |E| = a”|Q| olsun. Bu durumda |Q\E| = (1 —a”")|Q| dur ve dolayisiyla w(Q\E) <

c(1-a")°w(Q) yazilabilir. Boylece
w(E) 2 (1-(1-a")’)w(Q)
ve
inf |£(0) —£1 < ((F = Ex0), (w(E) < (f - Oxo) (1 =(1-a""w(Q), §€R

elde edilir. @ = 1—(1—a”")® alinirsa, o’ = 1 - ((1—a)/c)"/° dir. O halde (6.9) esitsizliginin

sol tarafi @’ = 1 — ((1 —a)/c)'/? ile saglanur. O

Teorem 6.1. w € D olsun. Her olgiilebilir f fonksiyonu ve her Q kiipii i¢in asagidaki

esitsizlikler dogrudur:

(Fx Qo <2MY o Da@D+(fx)u0) (0 <1 <w(Q)/(5ew)), (6.10)

fa® <2(MY D@D+ f2D) (0<1< c0). 6.11)

Burada c,,, (6.7) deki sabittir ve 0 < a < 1/(5¢,,) dir.

Ispat. Keyfi Q c R" kiipii alahm. a < 1/(5¢,,), t <w(Q)/(5¢,,) ve E C Q, w(E) = t. olacak
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sekilde keyfi ol¢iilebilir bir kiime olsun. Lemma 6.2 (i) den E yi Orten,

1 1
S w(Qi) <w(QiNE) < -w(Qi) (6.12)
Cw 5

ozelligine sahip, ikili ayrik {Q;} : Q; C Q kiipleri vardir.

O halde
Zw(Qi) > SZW(Qi NE)=5w(E) = 5t (6.13)

dir. {Q;} kiipler ailesinden
E*:={x€Q: M}, .of(0)> (M, .0 2D}

kiimesi tarafindan kapsanan {Q'} kiipleri secelim ve {Q’} = {Q;}\{Q}"} olsun. Diger bir

deyisle, Q! i¢cin asagidaki esitsizlik saglanir:

inf ((f = g (@w(Q)) < (Mg 4 :0.)3,(20)-

Bu bagint1 ve Lemma 6.3 ten

. (W(Q))
(f)(Ql’.):v( 5

)<21nf((f X)) (WS( )+(fXQ’ (( )W(Q ))
<21nf((f W )w(aw(Q)) + (fx o), ((1__)W(Q ))

—wiep) (6.14)

w

<2(M] .0 D20+ Grgi((1 -

dogrudur. Ayrica, w(E™) < 2t ve Q; kiipleri ikili ayrik oldugundan, (6.13) {in de géz Oniine

alinmasiyla,
Sw@) =Y W)= > W@ = Y w(Q)~w(E) 2 51-2=31

elde edilir.
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Boylece

i (frg)u((1- 50 @D) < Fruei (1 - 5 rewi))
< (fxon((1- %)w(uiQ;))

< (fron((1- 5 ) < Gronen (6.15)

saglanir. (6.12), (6.14) ve (6.15) in kullanilmasiyla,

inf |fCol <inf inf_ |f(x0)] < inf(fx g, (W(Qi N E))
X€ i xeENQ; [ !

<inf(fxo)i ) £ 20 10 D20 + (020

w

elde edilir. Bu esitsizlikte w(E) = ¢ 6zelligine sahip E C Q kiimeleri {izerinden supremum
alinirsa, (6.10) elde edilir. (6.11) esitsizligi, Lemma 6.2 (i1) kullanilarak, veya (6.10) da

QO — R"icin limit alinarak benzer sekilde ispatlanir. O

(6.10) ve (6.11) esitsizlikleri "iyi A esitsizlikleri” nden (bkz. Teorem 5.1) artmayan diizen-

lenme kestirimlerine ge¢isi ifade etmektedir.

Lemma 6.4 ve (6.11) esitsizliginden asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 6.1. w € A, olsun. Her dlg¢iilebilir f fonksiyonu icin
Fa@ <2(M} 720+ f(2)  (0<1<00, 0<a<ay(w) (6.16)
esitsizligi saglanir.

(6.16) esitsizligi ve Lemma 6.1 uygulanarak agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 6.2. w € A, olsun. Bu durumda f;;;(+00) = 0 kosulunu saglayan her f fonksiyonu
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i¢cin

Al < cp,W”Mgﬂf”pw (0<t<oo, 0<a<ayw) (6.17)

esitsizligi saglanir.

Agirliksiz durumda bu sonuglar [26] da verilmistir.
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7. AGIRLIKLI NORM ESITSIZLIKLERI

Bu bolumde, (6.16) temel esitsizliginin ve

Il < cal| MG fll,  O<as1/2), (7.1)

ile verilen John-Stromberg esitsizliginin (Sonug 5.1) bazi bilinen sonuglar icin daha kisa

ispatlar verilmesine imkan verdigi gosterilecektir.

Bunun icin 6ncelikle Mga operatoriiniin, M Hardy-Littlewood ve T Calderén-Zygmund

singiiler integral operatorii lizerinde nasil davrandigina bakalim.

Teorem 7.1. f € Llloc(R”) olsun. Eger hemen hemen her yerde M f(x) < oo ise, her x € R"
icin

M§ (MA@ < raf* ) O<as1) (72)

saglanir.

Ispat. Q kiipiinii alalim. x € Q ve Q’, x noktasi iceren keyfi bir kiip olsun. Q' ¢ 30

olmasit durumunda

1 1
e =1 | 11=1g7 | 1f=Fro+ia

1
<L f f = frolvso +1flso
0l Jor
< M((f - ka0)(0)+ nf MF(E) (73)

saglanir.
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Q' ¢ 30 olsun. Bu durumda Q c 3Q’ diir ve

flo <1f = fiolo +1fle = 3" f3 = frol+Ifhe
Q/

1
30|
<3"inf @)+ Inf Mf()

elde edilir.

(7.3) iin uygulanmasiyla her x € Q icin

Mf(x) < M((F = frola) @)+ 3" inf 74() + inf Mf(&)

saglanir. M operatoriiniin zayif (1,1) oldugu kullanilirsa, (7.4) ten

inf(Mf =)o) (@) < (Mf - mef(‘f))XQ) (alQ)

< (M((f - f30x30)) (@1Q) +3" inff#@)

o f 170 frgldy+3" nf £

(7.4)

dogrudur. x noktasini iceren tiim Q kiipleri lizerinden supremum alinarak (7.2) elde edilir

ve ispat tamamlanir.

O

Belirtelim ki (7.2) esitsizligi lokal olarak daha zayif durumda [26] da ispatsiz olarak

verilmisgtir.

Sonug 7.1. (i) f € BMO(R") ve hemen hemen her yerde M f(x) < oo ise, M f € BMO(R")

dir ve

1M flls < callf1l«

saglanir.
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(i) w € A ise, her f € Llloc(R”) icin
(M) < enw(FO5 Q20 +(Mf)20) (> 0)

saglanir.

(iil) w € A ise, (M f);,(+00) = 0 Ozelligine sahip her f fonksiyonu i¢in
IM fllpaw < npll fFllpw (0 < p < oo)

saglanir.

Ispat. (i) (7.1) ve (7.2) kullanilarak,

IMfll. < eal| M ,(MP), < callFFlleo = call £l

elde edilir. Bu sonug [27] de ispatlanmustir.
(i1) (6.16) ve (7.2) kullanilarak

(Mf)5(0) < 2(M} (M f));,20) + (M f);,(21)

< Cna(fN5QD+(Mf)5(20)

elde edilir. Bu sonug [28] de ispatlanmustir.
(ii1) (6.17) veya (7.2) kullanilarak

1M fllpaw < €po|MG oM P, < Cnponll s

elde edilir. Bu sonug [8] de verilen agirlikli Fefferman-Stein teoremidir.
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k(x) ¢cekirdegi agsagidaki standart kosullart saglasin:

k(x)| < —, f k(x)dx=0 (0<R; <Ry < o),
|x[ Ry <|x|<R>

(7.7)
clyl®

| |n+0/

|k(x) = k(x =yl <

(¥l <1x1/2, @ > 0).
feLlP(R") (1 <p<oo)icin

T =p [ K=oy

T* f(x) = sup

>0

f| ey
x—y|>e

olsun.

Asagidaki teorem [26] da ispatlanmistir. Bagka bir ispat icin [18] e bakilabilir.

Teorem 7.2. 1 < p <ocove 0 <a <1 olsun. Bu durumda ¢ = ¢, o, > 0 sabiti vardir yle ki

M2 (T )0 < craMf (), (78)

M (T () < cpaMf(x) (7.9)

esitsizlikleri her f € LP(R") ve x € R" i¢in dogrudur.

Ispat. Ispati yapmak igin fonksiyonu iki kisma ayiralim. xg, Q kiipiiniin merkezi olsun.

fi=fx30, f2=f xrn\30) fonksiyonlarini alalim. Holder esitsizliginden

, Y
I = [ oty <ol ( [ o) <o

oldugu goriiliir. 7" operatorii zayif (1,1) oldugundan ([1, s. 30]),

(T (alQ) < — IQI Ifl(y)ldy— IQlf [fOldy <’ lﬂfo(X)
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elde edilir. O halde

M (Tf)(x) < Mf(x) (xeR") (7.10)

esitsizligi saglanir.
Diger yandan, ¢ekirdek iizerindeki (7.7) kosulunu kullanarak, her x’, x”” € Q icin

T fo(x") =T fo(x")] < C;ifelng(x) (7.11)

oldugunu goérmek kolaydir. Gergekten,

x', x"” € QveyeR"\(30Q) olsun. Bu durumda 2|x’ — x”’| < |x’ — y| dir, ve (7.7) den

o ma
k(¥ —y) —k(x” —y)| < X [

x/ _ y|n+a'
elde edilir. 2[x" —y| > |xp — y| oldugundan

clx’ - xula

k(x" =) = k(x"" = y)| £ ——
y y |xQ_y|n+a

saglanir. Boylece

T (") =T fo(x")] =

f FOIG = y)dy— f SO = y)dy
R"\(30) RIN30)
< f O =)= k(" =)l dy

RMBQ)

lf )l J
r1\30) [XQ = Y1

m=0%2"

+130)\2(30) X0 = Y1

S C|xl _x//|a

dir. y € 2"1(30)\2"(3Q), m=0,1,2... igin, |xg -yl = [2™1(3Q)|'/" oldugu kolayca

goriilebilir. Boylece

(o]

ITH0) =T Hr()] < el = x| )

m=0

1
d
|2m+1(3Q)|(n+a')/n L’““(S’Q) LfOldy
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1

< . fM /) _ M@
<cinf SO IxX" = x| n;—l2m”(3Q)la/”

o 1

~ /I a/n - .

~cinf MW - x"[10] ,;) S < € inf Mf(x)
saglanir.
(7.11) den, her x” € Q i¢in

|7 £(x) = inf T fo(3)| < c inf M f(x)
yeQ xeQ

esitsizligi saglanir.

E, Q nun, |E| = a|Q| dzelligine sahip herhangi bir dl¢iilebilir alt kiimesi olsun.

inf [T f(x') - inf T ()| < cinf M f(x)
x'€E Yy€Q x€Q

oldugundan

(Tf2- yigg T (o) (@O <c 3325 M f(x)

esitsizligi saglanir. Bu durumda

inf (T f2 = €)ro)"(@Q)) < c inf Mf(x)

tir ve sonug olarak

M} (T f)(x) ScMf(x) (x€R") (7.12)

elde edilir.
(7.11) ve (7.12) birlikte ele alinarak,

M} (T )(x) < M}y 5 (T fi)(x) +Mjy 5 (T f2)(x) < cMf(x) (x€R")

oldugu goriiliir.
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(7.9) esitsizligi benzer sekilde ispatlanir. O

Sonuc¢ 7.2. (i) f € LPRM)NLYRY) ise, Tf, T*f e BMO(R") dir. Ayrica,

IT £l < cnll flloos
1T fll+ < call fllo

saglanir.
(i) w € A ise, her f € LP(R") (1 < p < 00) igin

(T () < cnwM ), 20 + (T f),,20) (> 0),

(T" (1) < cnw(Mf),,20) + (T ),(20) (£ > 0);
saglanir.
(iii) w € A ise, (T f);,(+00) = 0 dzelligine sahip her f fonksiyonu i¢in
1T fllpw < cnpwllMfllpw (0 < p<oco) (7.13)

saglanir.

Ispat. (i) f € LP(R")NLOR") olsun. M : L°(R") — L*(R") smirh oldugundan, (7.1),

(7.8) ve (7.9) esitsizlikleri yardimiyla

IT fll < cal| My o (TP, < calM flleo < all fllsos

IT* flls < eal|M o (TP < callM flleo < call flloo

oldugu goriiliir. Belirtelim ki (1) ifadesi [29] da Stein tarafindan verilmistir.
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(i1)) w € A olsun. (6.16), (7.8) ve (7.9) esitsizliklerinin birlikte kullanilmasiyla, her # > 0

icin

(T f(6) < 2(Mp o (T ))20) + (T )3,21) < €npo(Mf),,20) + (T £);,20),

(T ) (8) < 2MGy (T* ) 20) + (T* 3,28) < €npo(Mf),20) + (T* ,,20).

saglanir. (ii) ifadesi [30] da elde edilmistir. Daha acik ifade etmek gerekirse [30] da Bagby

ve Kurtz, her y € (0, 1) i¢in

(T" @) < cONM [, (yD) + (T f),,20) - (> 0),

olacak sekilde bir c(y) sabitinin varligin1 gostermislerdir. Dolayisiyla [30] da kullanilan

metotta (M f);,(2¢) alinamaz.

(ili) w € A olsun ve f, (T7f);, (+00) = 0 sartin1 saglasin. ao(w), Theorem 6.2 deki gibi
tanimlanmis olmak iizere O < @ < @g(w) olsun. Bu durumda (6.17) ve (7.9) esitsizliklerinin

birlikte ele alinmasiyla

1T Fllpaw < cpan MG o (TP, < CnpasllMFllpa (0 < p < 00)

elde edilir. Belirtelim ki (7.13) esitsizligi [23] de ispatlanmugtr. |

Not 7.1. Cordoba ve Fefferman, [31] de

(TH*(x) <cpMpf(x) (1< p<oo) (7.14)

esitsizliginin dogru oldugunu gostermiglerdir. Bu esitsizlik biraz gelistirilebilir. Bunun
icin p = 1 durumunda Lemma 5.5 kullanilirsa, her f € LP(R") + BMO(R") icin 0 < @ < a(n)

yeterince kiiciik olmak iizere,

MM} f(x) < fH(x) < oMM f(x) (7.15)
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esitsizligini saglayan ci, ¢; sabitleri vardir. (7.8) ve (7.15) esitsizliklerinden
(T £)*(x) < MM (T f)(x) < cMM f ()
yazilabilir. Bu esitsizlik (7.14) ten daha kesindir. Gergekten [32] de gosterildigi gibi,
MM, f(x) <cMpf(x) (p>1)

ve boylece

MMf(x) < MM,f(x)<cMpf(x) (p>1)

dir.

Simdi (6.10) esitsizliginin bazi sonuglarini verelim.

1
w Il d
fo. W0) fo(y)W(y) y

olmak tlizere

1
”f”*,w = sup

— foum dvy < oo
w55 | O Foulrdy <

ozelligine sahip f fonksiyonlarinin uzayii BMO(w) ile gosterelim.

John-Nirenberg lemmasinin (Lemma 4.2) agirlikli analogunu vererek baslayalim. Bu lem-

manin doubling kosulunu saglayan her bir 6l¢ii i¢in de dogru oldugu [25] te belirtilmistir.

Teorem 7.3 (John-Nirenberg). w € D olsun. Bu durumda her f € BMO(w) fonksiyonu ve

her Q kiipii i¢in

2
((f = fowx@)(® < cllfllw log* @ (0 <1< 00),
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esitsizligi saglanir, veya buna denk olarak,

A
w({x € Q: 1f(x) = foul > ) < 2w(Q) exp( Al

dogrudur. Burada ¢, yalmzca w fonksiyonuna baghdir.

Ispat. (6.10) esitsizliginden

((F = FouM @0 < 2Mf 500, nCO+ (F = fowne @ (0<1

yazilabilir.

o||ME , ofll <l O<a <),

esitsizligi goz Oniine alinirsa,

||Mg,l/(56W),w;Qf||oo < SCW”f”*,w,

elde edilir. Sonug olarak

(MY 1 seymolo® < 5eull flls (> 0)

dir. Dolayisiyla 0 <t < w(Q)/(5¢,,) olmak lizere

((f = fox @)@ < 10cu Il + ((f = fowdx @)(20)

saglanir. Fakat r > w(Q)/(5¢,,) icin

5S¢y

w(Q

(F = fomo)(d < fQ FO) = fouww3)dy < Seullfllen

dir. O halde (7.16) esitsizlgi her ¢ > 0 icin saglanir.
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Simdi w(Q)/2K! <t <w(Q)/2F olsun. (7.16) min k defa uygulanmasiyla

2
(f = Fom o)) < 10cullf Tk + 1) < + 20Q)

elde edilir ve ispat tamamlanir. O

Not 7.2. Benzer sekilde (6.10) esitsizliginden John and Stromberg teoreminin agirlikli

analogu elde edilir: Her Q kiipii i¢in 6yle bir ag,,, sabiti vardir ki

2
(f —aguo)y® < c||Mj . f|l. log* @ (0<t<o0,0<a<1/(5c))

saglanir. O halde

f FO) = fomlw(y)dy < 2—— f 1F3) = agalw()dy

w(Q) w(Q)
_dMEen e @ 2w
<o ) e B gl
dur. Boylece
1AW~ (| M5 4 f | (7.17)

yazilabilir. @ < 1/2 i¢in || f]|« = ||M§af||Oo oldugundan (bkz., Sonug 5.1), (7.17) esitsizligi
ve Lemma 6.4 Muckenhoupt ve Wheeden tarafindan [25] te verilen sonucu belirtir, yani

W € Ao ise, BMO(w) = BMO dir.

Bennett, DeVore ve Sharpley, [27] te asagidaki esitsizligi ispatlamiglardir: Her f € Lll"c(R”)

fonksiyonu ve her Q c R” kiipii i¢in,

(f x0) (O =(fx)" @) < c(f' @) (0<1<]0l/6) (7.18)

saglanir.
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Bu sonug, 6zel durumda, Fefferman ve Stein teoremini verir (bkz. [8]):

IMAfIl, ~ 1L, (1< p<oo).

Daha sonra Bagby ve Kurtz [28] de asagidaki agirlikli esitsizligi elde etmislerdir: w € A

ise, her f € LIIOC(R”) fonksiyonu icin,

i@ <c(fMHEEO+fr20  (>0) (7.19)

saglanir. [28] de ve onu izleyen makale [30] da Mf ve f* in, Tf ve Mf in artmayan
diizenlenmelerini birbirlerine baglayan kestirimler elde edilmistir. Bu kestirimler bilinen

’1yi A esitsizlikleri” nin (bkz. [8,23]) artmayan diizenlenme terimlerindeki analoglaridir.

Simdi gosterelim ki (6.10) esitsizliginden Bennett, DeVore ve Sharpley tarafindan verilen

(7.18) esitsizligini elde etmek miimkiindiir. Gergekten, (6.10) esitsizligi integre edilerek,

1 [ 1 [ 1 [
. f (froly(dr <2~ f (M0 2T)dT + = f (fro)h@ndr
0 r Jo r Jo

1 2t 2t

=25 | Mo i@dre o | (Gromdr

elde edilir, yani, 0 <t <w(Q)/(5¢y), 0 <a < 1/(5¢y,) olmak lizere

1 2t
(f-xohy (- 2, (f -x (D dr <2M} . (20)

saglanir. O halde

sksk * sk 1 2t %
(X O~ X002 X 05 | xo)mdr
<4M 20 (7.20)
dir. w = 1 olsun. Bu durumda Hardy-Littlewood-Hertz esitsizliginden (bkz. [22])

cif (O S MP@) <crf (@) (0<t<o0)
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saglanir. Bu esitsizligin sol tarafi, (7.15) ve (7.20) kullanilarak (7.18) elde edilir.
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8. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada oOncelikle olgiilebilir fonksiyonun dagilim fonksiyonlarinin ve
artmayan yeniden diizenlenmelerinin tamimlar1 ve bir Olgilebilir fonksiyonun
medyan: ile ilgili 6zellikler verildi. BMO uzayi ile ilgili onemli 6zellikler ifade
edildi. Daha sonra John-Stromberg maksimal fonksiyonu ve onun lokal versiyonu
tanimlanip bazi 6zellikleri incelendi. Agirlikli John-Stromberg maksimal fonksiyonu
ve onun lokal versiyonu tanimlandi ve fonksiyonun agirlikli yeniden diizenlenmesi
ile bu fonksiyonun agirlikli John-Stromberg maksimal fonksiyonunun agirlikli
yeniden diizenlenmesi arasindaki bagintilar ifade edildi. Son olarak agirlikli John-
Stromberg maksimal fonksiyonunun, Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu ve
Calderon-Zygmund singiiler integral operatorii tizerine agirlikli norm esitsizlikleri

incelendi.
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