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OZET

SZASZ-MIRAKJAN- KANTOROVICH OPERATORLERININ
GENELLESTIRILMESI

LIMAM, MOHAMEDLEMINE
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlsu
Matematik Anabilim Dali, Yiksek Lisans Tezi
Danigsman: Prof. Dr. Ali ARAL
Temmuz 2015, 78 sayfa

Bu tez dort boliimden olusturulmustur. Birinci bdliimiinde ¢alismaya temel olan konu
ile ilgili yapilanlar hakkinda bilgi verildi. Ikinci béliimde tezde kullanilacak tanimlar
ve teoremlar agiklandi. Ugiincii bolimde Szasz-Mirakjan-Kantorovith operatorleri
genellestirilerek elde edilen operatorlerin 6zellikleri ve yakinsaklik hizi farkl birkag
uzayda incelendi. Son bdliimde ise sonsuz araliklarda yakinsaklik hizi incelenip bazi

operator igin uygulanmasi verilmistir.

Anahtar kelimeler: Pozitif lineer operatorler, yakinsaklik hizi, agirlikli uzaylar,

stireklilik modulu.



ABSTRACT

GENERALIZATION OF SZASZ-MIRAKJAN-KANTOROVICH OPERATORS

LIMAM, MOHAMEDLEMINE
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Master of Science Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Ali ARAL
July 2015, 78 pages

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, brief background
information on fundamental concepts and previous similar studies on the subject are
presented. The second chapter is composed of important fundamental definitions and
theorems that were employed. Next, a sequence of positive linear operators which
generalizes the Szasz-Mirakjan-Kantorovith operators is introduced in the third
chapter. Furthermore, estimates of the rate of convergence by means of suitable
moduli of smoothness are provided. Finally, in the fourth chapter, an estimation of
the rate of approximation by positive linear operators of functions that have a finite

limit at infinity is obtained.

Key Words: Szasz-Mirakjan-Kantorovith operators, positive approximation process,

weited spaces, modulus of smoothness.
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C ([0, +00))
1F () llega,e

SIMGELER DiZiNi

[0,+00) iizerinde siirekli reel degerli fonksiyonlarin uzay1

C [a, b] uzaymda norm

C ([0, +00)) uzaymdaki limiti mevcut olan fonksiyonlarin altuzay:
C ([0, +00)) uzaymdaki fonksiyonlarin altuzay:

f fonksiyonunun siireklilik modiilii.

agirlik fonksiyonu

w,, yardimiyla tanimlanan agirhik uzay:

agirliklli norm

E,, uzayindaki agirlikli limiti mevcut olan fonksiyonlarin altuzay:
E,, uzaymdaki agirlikli limiti sifir olan fonksiyonlarin altuzayi
Bernstien operatorleri

Szasz operatorleri

Kantorovich operatorleri

reel degerli agirlikli fonksiyonlar uzay:

B, (R) uzaymdaki siirekli fonksiyonlarin kiimesi

fn fonksiyon dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakinsak

Borel olgiilbilir fonksiyonalrin uzay1

integrallenebilir fonksiyonlarin uzayi

L? uzayimdaki norm

genellestirilmis Szasz-Kantorovich operatorleri

vii



1. GIRiS

Yaklagimlar teorisinin temeli 1885 yilinda K. Weierstrass tarafindan ispat-
lanan bir teoreme dayanir. Bu teoreme "[a,b] kapali arahginda tanimlanan her
siirekli fonksiyona diizgiin yakinsayan bir polinomlarin dizisi karsilik gelir". Weies-
trass’in bu teoremi cok karmasik oldugundan bir ¢ok matematikci bu ispati daha
basit ve anlasilir kilmak i¢in ugragmistir. Bu teoremin en basit ve etkili ispatini1912
yilinda S.N. Bernstein vermistir. Giiniimiizde kendi adi ile anilan Bernsttein poli-
nomlarini tanimlamg ve [0, 1] aralig1 iizerinde tanimh siirekli fonksiyonlara bu poli-
nomlarla diizgiin yakinsakligin saglandigini gostermistir. Bu operator dizileri li-
neer ve pozitif smifina ait oldugundan, bu konu matematikciler tarafindan cok
onemli bir aragtirma alani olmugtur ve bu tipten calismalar giiniimiizde de popi-
laritesini korumaktadir. 1950’li yillara gelindiginde ise lineer pozitif operatorler
ile fonksiyona yaklagimlar teorisi P.P. Korovkin’in ispatladigi teoremle ivime kazan-
migtir. Kolay ve uygulanabilir kriterleri igeren ve lineer pozitif operatorlerle siirekli
fonksiyona diizgiin yaklagimin sartlarini veren bu teoreme gore A,, dizisinin siirekli
fonksiyona diizgiin yakinsamasi igin yakinsakligim {1, ¢, ¢?} fonksiyonlar1 igin saglan-
mas1 yeterlidir, denilmigtir. Bu teorem matematikciler tarafindan bir ¢ok acidan
genislestirilmistir. Bu genigletmelerden bir teorisi de siirekli fonksiyonlar iizerindeki
yakinsamanin integrallenebilen fonksiyonlar uzayma taginmasina imkan veren bir
genellesmedir . Bu yontem Bernstein-Kantorovich operatoriiniin tanimlanmas ile
miimkiin olmustur. Bizim bu tezde inceleyecegimiz Szasz-Kantorovich operatorleri
ise stirekli fonksiyonlar uzay1 yerine integrallenebilen fonksiyonlar uzay: iizerinde
caligmaya imkan verdigi gibi ayni zaman da sinirsiz araliklar iizerinde ¢aligma imkani
elde edebilecegimiz bir genellestirmedir. Ilk olarak bu operatérlerin momentleri hesa-
planarak ve uygun siireklilik modiilleri ile yakinsaklik hizlar1 verilecektir. Ayrica

integrallenebilen fonksiyonlar icin diizgiin yakinsakligin sartlar1 arastirilacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde 6ncelikle lineer porzitif operatorler tanitilacak ve sagladigi temel
ozellikler incelenecektir. Ayrica daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi

tanimlar verilecek ve lineer operatorlerin 6nemine deginilecektir.
2.1. Lineer Pozitif Operator Disizi

Bilindigi gibi fonksiyonu fonksiyona doniistiiren bagintilara “Operator® denir.
Lineer operator:

X ve Y fonksiyon uzaylar: olmak iizere;
A: XY

seklindeki operatorii goz oniine alalim. Eger her f, g € X ve her «, 8 € R i¢in

Alaf + Bg) = aA(f) + BA(g)

kosulu saglaniyor ise o taktirde A operatoriine lineer operator denir.

Operatoriin pozitifligi:

Eger bir A operatorii pozitif degerli fonksiyonu yine pozitif degerli fonksiyona
doniistiiriiyor ise, yani;

f bir fonksiyon ve A bir operator olmak iizere
f>0iken A(f;z)>0

oluyorsa A operatoriine pozitif operator denir.

Hem linner hem de pozitif olan operatorlere lineer pozitif operatorler denir.

2.1.1. Lineer Pozitif Operatérlerin Ozellikleri

Onerme 2.1 Lineer pozitif operatirler monoton artandur. Yani;

f<g=L(f)<Lg)

egitsizlig saglanar.



Ispat. Kabul edelim ki f < ¢ olsun. Bu durumda ¢ — f > 0 olacagindan

ve L operatorii pozitif oldugundan;
L(g—f)=0 (2.1)
yazabiliriz. Diger taraftan L operatorii lineer oldugundan
L(g—f)=1L(g)—L(f)

olup bunun (2.1) de kullanmasiyla ispat tamamlanir.

Onerme 2.2 L bir lineer pozitif operatir ise o taktirde
IL ()] < L(If])
egitsizlig saglanar.
Ispat. Her hangi bir f fonksiyonu icin
—[f1<f<If] (2.2)

dir. L operatorii lineer oldugundan Lemma??’den dolay1r monoton artandir.

O halde (2.2)’den;
L(=1f) < L(f) < L(|f]) (2:3)

yazabiliriz. L lineer oldugundan;

L(=[f) ==L(sD)

dir. Bu son esitligin, (2.3)’de kullanilmasiyla
—L(If]) < L(f) < L(f])
elde edilir ki bu da ispati1 tamamlar. m
Tanmim 2.1 X ve Y ki fonksiyon uzay ve
A, X =Y

olmak tizere A, (f;x) e bir operator dizisi denir ve (A,,) ile gosterilir.

3



Tanim 2.2 Kapal: bir [a, b] aralige tzerinde tanvmly ve siirekli tiim reel degerli fonksiy-
onlardan olusan kiimeye C [a, b] fonksi-

yon uzayr denir. Bu uzaydaki norm

1 @)l = mas | (2)]

seklinde tanimlanar.

Gergekten;

1. Her f,g € Cla,b] i¢in f + g € Cla,b]

2.Her f,geCla,b]igin f+g=g+ f

3. Her f,g,h € Cla,b]icin (f+g)+h=f+(g+h)

4. Her f € Cla,b] i¢in en az bir @ vardir ki f+0 =60+ f = f
5. Her f € Cla,b] igin en az bir f’ vardir ki f+ f'= f'+ f =46
6. Her f € Cla,b] ve A € Ricin Af € Ca, b]

7. Her f € Cla,b] ve \,u € Rigin (M) f = A (pf)

8. Her f € Cla,b] i¢in 1f = f

9. Her f € Cla,b] ve \,p € Rigin (A + ) f = \f + pf

10.Her f,g € Cla,b] ve A€ Rigin A(f +g) = Af + Ag
11. Her f € Cla,b] igin || f]| >0

12. Her f € Cla,b] i¢in ||f|| =0< f=0

13. Her f € Cla,b] ve X € R igin||Af]| = [A| || f]l

14. Her f, g € Ca, 0] igin | f + gl| < [[f[[+]l4]l

saglandigindan C [a, b|Lineer Normlu uzaydir.

Tanim 2.3 Bir (f,) fonksiyonlar dizisi f fonksiyonuna C [a,b] normunda dizgin

yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart, her x € [a,b] i¢in

Tim ([ ()~ f (@) eguyy = 0
yada daha a¢ik olarak:

lim maks | f, (z) — f (x)] =0

n—ooa<x<b

esitliginin saglanmasidar.



2.1.2. Lineer Pozitif Operatorlerin Onemi

Alman Matematik¢i Weierstrasse 1895 yilinda sonlu aralikta siirekli olan her fonksi
yona bu aralikta yakinsayan bir polinom dizisinin varligini ispatlamigtir. 1912 yilinda

ise Rus Matematikci S.N. Bernstein bu dizinin , « € [0, 1] igin:

B, (fix) = Z (5 (7)o (2.4)

seklinde oldugunu ispatlamigtir,(Lorentz 1953).
1953 yilinda P.P. Korovkin siirekli fonksiyonlarin sonlu aralikta lineer pozitif
operatorlerin yardimiyla yaklagtirilmasina iliskin asagidaki teoremi vermistir. Teo-

rem bu konudaki galigmalara biiyiik katki saglamigtir, (Korovkin 1960).

Teorem 2.1 P.P.Korovkin Teoremi(1953). f € C|a,b] ve tim reel eksende
F (@) < M (2.5
olsun. Eger L, (f;x) lineer pozitif operator dizisi her x € [a,b] igin:
1. L,(L;z) =1
2. L,(t;x) =«
3. L, (t%x) = 22

kogullarim sagliyorsa bu durumda [a,b] de L, (f;x) = f (x) dir.
Ispat. Kabul edelim ki f € C [a, b] olsun. Siirekli fonksiyonlarin tanimindan dolay1

her porzitif € sayisina kargilik 6yle bir § bulabiliriz ki:
|t —x| <6

oldugunda;
[f ()= fla) <e

kalir. |t — x| >  oldugunda ise (2.5) den ve ii¢gen esitsizliginden dolay::

[f @) = f @) < [f O+ |f (2)] < 2M; (2.6)
5



yazabiliriz. Diger taraftan eger

|t — x| > 6 ise 2 = <l > 1
)
olacagindan
2
(t 525(3) o1
saglanir. (2.6) ve (2.7)den
£ )2
70— £ ()] < 2v < 200,20

yazabiliriz. O halde

t—x] < digin [f(t) = f(x)| <e
(t—x)°

t—x| > 0 igin |f(t)—f(x)|<2MfT

elde ederiz. Dolayisiyla her ¢ € R ve her x € [a, b] igin:

(t —a)*
52

[f () = f(2)] <e+2M;

dir. Eger teoremdeki kogullar1 saglayan (L,) operator dizisinin

lim |[Ly, (f (&) ;2) = f (@)l g = O

n—oo

(2.7)

egitligini sagladigin1 gosterirsek ispat tamamlanir. Simdi bunu gosterelim. Lineer-

likten

L (f (8)5) = f(@)] = [Ln (f () 52) = f (2) + Ln (f (2) 5 22) —

Ly (f () ;)]

= |Ln(f(t),x)+Ln(f(x),x)—Ln(f(x),x)—f(xﬂ

= L ((f (1) = f (@) 52) + f (2) (Ln (1;

dir. Burada ti¢gen esitsizliginin kullanmasiyla

z) —1)]

Lo (f () 52) = f (@)] < Lo ((f () = f (@) 2)| + | (@) [(Ln (1;.2) = 1)

yazilabilir. Diger taraftan Lineer pozitif operatorler monoton artan ve

(f (&) = f(z) <|f @) = f(2)]
6



oldugundan
Lo ((f (t) = £ (2));2)| < |Ln (If () = f (2)];2)]
olur. Operator pozitif ve
[f ()= f(z)] >0
oldugundan

L (f () 52) = f (@)] < Lo (If (8) = f (2)5.2) + | f (2)[ | (Ln (1;.2) = 1)

oldugunu gostermis olduk. Buradan

L (f @) 52) = f (@)] < Lo (| (8) = ()] ;2) + My [(Ln (1;2) = 1)

yazilabilir. (L,) monoton artan oldugundan (2.8)’iin kullamlmasiyla;

2M
L (f ©30) = £ @) < L (4 25 (0= 0 0) + 20 (Lo (5 = D) (29)
bulunur. Diger taraftan
2M 2M
L, (5 + _52f (t — x)2 ; x) = L,(s;z)+ L, (_(52f (t — x)2 ; x)

2M
= el,(L;z)+ 52an (t2 — 2t + mQ;x)

= ¢el,(L;z)+ Zg\gf (L, (t*;2) — 2 — 2 + 22°

—2zL, (t;x) + 2°L, (1;2) — 2]

= el,(L;z)+ 22\2@ (L, (t*;2) — 2?)

+2z (x — Ly (t;2)) 2* (L, (1;2) — 1)]

yazabiliriz. Son buldugumuz ifadenin (2.9)’de kullanilmasiyla
2My 2 2
Ln (f (#)32) = f (@) < eLa(L2) + =5 [(La (t32) — 27) + 22 (2 — Ly (7))

w? (Ly (L) — 1)} + My |(Ly (L) — 1) (2.10)
elde edilir. 1, 2 ve 3 kogullarinin (2.10)da kullanilmasiyla

L (f () 52) = f(2)] < e

bulunur. O halde
lim maks|L, (f (t);z) — f(z)| =0

n—ooa<x<b

dir. Bu da ispati tamamlar m



2.2. Siireklilik Modiilii

Tanim 2.4 Kabul edelim ki f, [a,b] arahginda tanimly sirekli bir fonksiyon olsun.
Keyfi 0 > 0 i¢in
w(f;0) = sup [f(t) = f(2)]

lz—t|<é
t,x€[a,b]

seklinde tamimlanan fonksiyona f nin streklilik modilii denir. Ve her 6 > 0 i¢in

w (f;9) negatif olmayan bir fonksiyondur.
Onerme 2.3 w (f;6) fonksiyonu monoton artandr.

Ispat. 0 < 0; < 05 olsun. Bu durumda |z —y| < &, kosulunu saglayan (z,7)
say1 ¢iftlerinin kiimesi |z — y| < §; kogulunu saglayan say1 ¢iftlerinin kiimesinden
daha kapsamhdir. Kiimelerdeki supremum kavrami gozoniine alinarak siireklilik

modiiliiniin tanimindan dolay1
w(f;01) <w(f;02)

yazilabilir. =
Onerme 2.4 f, [a,b] aralginda tanimly stirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda

limw (f;0) = 0
dar.
Ispat. f fonksiyonu siirekli oldugundan Ve > 0 icin bir n > 0 vardir 6yle ki

|t — x| < noldugunda |f (t) — f (z)| < e dur.

Siireklilik modiiliinde § < 1 alindiginda w (f;0) < € dir. Yani

limuw (f:5) = 0
olur. m
Onerme 2.5 Her m € N i¢in

w (f;md) < mw (f;0)

dir.



ispat.
w(f;0) = sup [f(t) = f(2)]

jo—t]<6
t,x€la,b]

ifadesinde ¢t = = + mh secilirse

w(f;md) < il\lg |f (x +mh) — f(z)]
tTE[le]

= sup Z (x +kh) — f(x+ (k—1)h)]
= [

elde edilir. Burada

w (f;md) < E sup |[f (z +kh) — f(x+ (k—1)h)
= |h<s
t,x€la,b]

olur. Yukaridaki toplamin i¢indeki ifade siireklilik modiilii olmasi ile toplananlarin
sayist m tane oldugundan

w (f;md) < mw (f;9)

esitsizligi elde edilir. m
Onerme 2.6 \ > 0 reel sayist icin

w(f;A0) < (A+ 1D w(f;0)
dir.

Ispat. m, A nmin tam kism olsun. O taktirde m < A\ < m + 1 olur. w siireklilik

modiiliiniin monotonluk &zelligi ve Lemma (2.6.3)den

w(f;A0) Sw (f;(m+1)6) < (m+1w(f;d) < (A+1)w(f;d)
olur. Dolayisiyla
w (f;A6) < (A+1)w(f;0)

olarak elde edilir. m
Onerme 2.7 6, sifira yakinsayan bir dizi olmak tizere

w (f;0n) = kyon

esitsizlige saglanacak sekilde f7 e bagl bir ky sabiti vardor.
9



Ispat. Siireklilik modiiliinde § = 1 alinarak
1
w(f$1>:w(f;6—5n>
olarak yazilabilir. Lemma?? den
1 1

1+6,\ .,
< () wse

olur. 9,, nin yakinsak bir dizi olmasindan dolay1 §,, + 1 < k seklinde bir k sabiti
vardir. O taktirde

w(fi1) = 3w f60)

n

olur. ky = % secildiginde

seklinde istenen sonug elde edilir. =

Onerme 2.8 f, [a,b] araliinda tansmle sinarl bir fonksiyon ise her z,t € [a,b] icin

1f (&) = f (@) <w(f; ]t — )

dar.

Ispat. Siireklilik modiiliiniin tanimi ve Lemma?? dan

w (f; |t;x|5>

< (1+'t+;‘"”'>w<f;6>

[f (&) = f (@)

IA

sonucu elde edilir. m
Onerme 2.9 f fonksiyonu, la,b] aralginan tim noktalarnda tirevi swnarl ise
w(f;0) <cd

olacak sekilde ¢ > 0 sabitt vardar.
10



Ispat. f fonksiyonu, [a, b] araligimin tiim noktalarinda tiirevi sirh ise |f/ (z)| < M

olur. Ortalama Deger Teoreminden

[/ () = f (=)

= 1O

olacak gekilde bir £ € [a, b] noktas: vardir. f’(§) = ¢ olarak alinirsa
w(f;0)<clt—z| <co

elde edilir. =

2.3. Szasz Operatorleri

Tanim 2.5 z € [0,00) ve f € C([0,+00)) olsun. Szazs operatorleri

S, (f12) = gf (5) (na)” @11)

n

seklinde taniml olan lineer pozitif operatorlerdir.

Teorem 2.2 Szasz operatirleri A € RT olmak tizere [0, A] kapals araliginda stirekli
ve tiim pozitif yary eksende de sinarly olan fonksiyonuna bu aralikta dizgiin yakinsar.
Yani f € C[0, A] ise;

Sn(fiz) = f(z),  wel0,A]

dir.

Ispat. Ispati Korovkin teoremini kullanarak yapacagiz. Bunun icin 6ncelikle
Sy (f;x)in lineer ve pozitif bir operator oldugunu gosterelim.

Lineerlik: Va,b € R ve f,g € C|0, A] igin,

Suar @ +g@)e) = e [ar (£) v (£)] )

k=0
S B (n2)* o, (kY (na)*
= ") af (E) AR SL (E) 7
k=0 k=0
o0 k 00 k
_ ae—”;f (%) (nlf!) +be—”xkz:g (%) (n,?
=0 =0



oldugundan (.S,,) lineer bir opetatordiir.

Pozitiflik: £ =0,,1,2,..n € Nve z € C|0, 4] igin,

k
n
e’”‘”yazk >0

oldugundan

f>0 ise S,(f(t);z)>0

dir. Korovkin teoremi geregince;
S, (1;2) = 1
i)S, (tzx) =«
iii) S, (t%;2) = 2?
oldugunu gosterirsek S, (f; ) = f (z) oldugu ispatlanmig olur. Simdi bunlar

gosterelim.

yani

Sy (1;2) = (2.12)

yani

Sp(t;z) = x (2.13)
12



=0 k=0
o Z k_anwk o f: Enk—lxk—l
B n? k! n (k—1)!
=1 k=1
_mi k—1 N 1\ et
B — n n) (k—1)!
R i k—1nk-lgk-1g 1 nk-lgh-1y
B ~ n (k-1 n (k—1)!
R Z k—1nklzgh1g Z 1 nklgh=1y
~ n (k—1)! ~n (k—1)!
. i nk=2gh=2,2 1 nk-lgh-1y k—k+2
= e
—~  (k—2) —n (k—1) kE—k+1
_ e [ g2 ot T -~ nfa
B k! n k!
k=2 k=0
. 2 _—nx _nx T —NnTr _nx
= r’e + —e e
n
yani
S (t2x) =22+ = 2.14
(% 2) =2+~ (2.14)
olup

Sn (£52) =2*, (n— o0)

elde ederiz. Dolaysiyla (i), (i) ve (iii) sartlar1 saglandigundan Korovkin teoremi

geregince Vf € C'[0, A i¢in [0, A] arahiginda:
Su(fix) = f(x),  (n—o00)

bulunur. =

2.4. Agirhikh Uzaylar

Tamim 2.6 ¢ (x) reel eksende siirekli monoton artan bir fonksiyon olmak tizere

seklinde p fonksiyonu tamimlansin.

13



|f ()] < Myp(x) My >0

esitsizligini saglayan reel degiskenli ve reel degerli fonksiyonlarin kiimesi B, (R) ile
bu uzaydaki siirekli fonksiyonlarin kiimesi ise C, (R) ile gosterelim.

Yani
B, (R) ={f:|f(z)| < My.p(x)}

C,(R)={feB,(R): f strekli}

seklinde ifade edilmektedir. B, (R) uzayinda, toplama ve skalerle ¢carpma iglemleri
asagidaki gibi tanimlansin.

+: B, (R) — B, (R)
(fi9) = f+g

Bu durumda Vz € R igin
((f+9) (@) = [f(z)+g ()|

|f ()] + |g (x)]
< Myp(x)+ Myp (x)

IN

olur ve bu esitsizlikte (2.4.2)den dolay:

[(f +9) ()] = (My + M) p ()

elde edilir. Buna gore her f,g € B, (R) i¢in f + g € B, (R)dir.

F' her hangi bir cisim olmak iizere

F x B,(R) — B, (R)
(. f) = af

Vo € Figin (o, f) (x) = a.f (z) seklinde tammlansin. f € B, (R) ise (af) (z) = af
dir. (2.4.2) ve (af) (z) = af < a.Ms.p(x) = Msp(x) oldugundan Vf € B, (R) icin
a € F olmak iizere(af) € B, (R) dir.

B, (R) yukarida tanimlanan toplam ve skalerle carpma islemlerine gore bir

lineer uzaydir. Bu uzayda norm

@
7, =2

14



seklinde tanimlanir. Bu norm ile B, (R) ve C, (R) lineer normlu uzaylardir. Burada
p fonksiyonuna agirlik fonksiyonu, B, (R) ve C,(R) uzaylarmma ise agirhk uzaylar

denir. C, (R) uzaymda
ot
kogulunu saglayan fonksiyonlarin kiimesi ij (R) ile gosterilir. Cﬁ (R) ve C,(R),

:kf<OO

B, (R)nin alt uzayidir.

2.5. Ston-Weierstrass Teoremi

Teorem 2.3 (Lokal komppakt uzaylar)X lokal kompakt Hausdorff uzay ve A, Cy (X, R)
nin bir alt uzayr olsun. O taktirde A, Co (X,R) uzaymnda yogun ancak ve ancak

Vo € X idgin en az bir f € A vardwr dyle ki f (x) # 0 dir.

Teorem 2.4 L,Co (X,R)’mun bir Alt uzayr olsun. Eger ¥f,g € L i¢in maks{f,g}

ve min{f, g} € L oluyorsa L alt uzayina latis denir.
Teorem 2.5 X lokal kompakt Hausdorff uzay ve L,
Va,y € X veVa,b € R igin bir f € L vardwr dyleki f (x) =a ve f(y) =0

sartina saglayan C (X, R) uzayinda bir latis olsun. O taktirde L, C (X, R) de yogun-

dur.
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3. SZASZ-KANTOROVICH OPERATORLERININ
GENELLESTIRILMESI

3.1. Giris
1940 yillarinda G.M.Mirakjan [18], J.Favard [15], ve O.Szasz[22], ayr1 bir sekilde

(Sn),>1lineer pozitif operatorler dizisini incelemislerdir. Giintimiizde bu dizi Szasz-

Mirakjan operatorleri olarak bilinmekte ve

5,00 @)=Y e (2) wztaz0

esitligi ile tanmmlanmaktadir. Burada f fonksiyonunun f : [0, +00) — R tamimh ve

sag taraftaki seri yakinsak olacak sekilde secilmesi gereklidir.

[ f:]0,400) = RveVM >0veaecR ign
€10, +e0)) = { |f (@) < Mexp(az)  (z>0)

uzay1 istenilen gartlar1 saglar. Daha sonra sinirsiz araliklar iizerinde lokal integral-
lenebilir fonksiyon uzaylarinda bir yaklagim iglemi vermek ile ilgili Butzer’in in-

celedigi S,, operatorlerinin bir integral versiyonu, V n > 0, f € £ ([0,4+00)) ve z > 0

icin
Ko (D) =Yool [ pyan

esitligi ile verilir. Burada L ([0, +00)) Borel 6lgiilebilir ve lokal integrallenebilir
fonksiyonlar uzayidir. Ve f : [0,4+00) — R dyleki f ’in antitiirevi F' (x) := f f(t)dt
(x >0), €([0,+00)) uzayma aittir. [23] de Szasz-Mirakjan-Kantorovich (;)peratbr—
leri olarak tamimlanan K, operatorleri, Kantorovich’in, Bernstein operatorleri igin
yaptigl integral degiskligi ile benzer sekilde elde edilmektedir.

Sonraki yillarda Szasz-Mirakjan-Kantorovich operatorleri ve onlarin genellestir
meleri {izerinde bazi matematikciler bir ¢ok ¢alisma yapmigtir. Bu konu ile ilgili
caligmalar [24], [13] ve [14] de bulunabilir.

f € L([0,+00)) veVn > 1i¢in 0 < a,, < b, < 1sartimsaglayan (a,),,>; , (0n),>1

iki reel sayilar dizisi olmak iizere

Co (f) () = —— f:em‘ﬂ / FOydt  (n>1,2>0)
" b, —a, k! - =
k=0 k+an




egitligi ile verilen pozitif lineer operatorlerin dizisini gozoniine alalim.

Vn > 1igin a, = 0 ve b, = 1 ise C,, operatorleri, Szasz-Mirakjan-Kantorovich
operatorlerine doniismektedir. C), operatorlerini incelerken dikkat edilmeli ki: bu op-
eratorleri kullanarak, siirekli veya integrallenebilen fonksiyonlar, [0, 4+00) araliginin
esit uzunlukta olmayan altaraliklarinda f’nin ortalama degerleri bilinmesi duru-
munda elde edilebilir.

(C’n)n21 dizisinin yaklagim teoremlerini farklh stirekli ve agirlikl siirekli fonksiyon
uzaylarinda ve ayni1 zamanda Lebesgue integrallenebilen fonksiyon uzaylarinda in-
celeyecegiz. Ve uygun siireklilik modiilleri kullanarak bu dizinin yaklagim hiz1 i¢in

baz1 tahminler verecegiz.

3.2. C, Operatérlerinin Temel Ozellikleri

Bu boliimde operatériimiiziin temel 6zelliklerini verecegiz. Bu tez boyunca, [0, +00)
tizerinde siirekli reel degerli fonksiyonlarin uzay1 C ([0, +00)) ile gosterilecek, C ([0, +00))
uzayindaki sinirh fonksiyonlarin altuzayi G, ([0, +00)) ile gosterilecektir. Cy ([0, +00)),
.||, normu ile bir Banach latistir. Siirekli ve sonsuzda limiti olan fonksiyonlarin
uzay1 C, ([0, 4+00)) ile gosterilecek. Agktir ki C, ([0, 4+00)), Cp ([0, 4+00))’in bir Ba-
nach altlatisidir. Daha fazla Cy ([0, +00)) uzayi, siirekli reel degerli ve [0, 400) ar-
aliginda sonsuzda sifira yakinsayan fonksiyonlardan olusan C, ([0, +0c0)) ’in bir al-
tuzayidir. Ustelik Ym > 1 i¢in ve wy, (z) := (1 +2™)"" (z > 0) olmak iizere
Bn = {1 €C(0.450) | supu, (0)1f ()] € R}

seklinde tanimlanan FE,, uzayi

171l = supt (@) £ )] (F € Bn)

agirlikli normu ile bir Banach latistir. Ayrica

B = {f € By | lim wy, (v) f (v) € ]R}
ve
By = {1 € By | Jim w, (@) f () = 0}

ile tanmimlanan uzaylar F,,’in birer Banach altlatisidir.
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Notasyon 3.1 Stone-Weierstrass teoreminden Cq ([0, +00)) uzays, her EX, (m > 1)

uzayinda yogqundur.

Aligildigr gibi (1 < p < o0) olmak iizere [0, +00) araliginda Borel dlgiilebilir

plan ve [/f]|, := +foo| G dt)p < 400 sartini saglayan fonksiyonlar uzayim
LP [0, +00) ile, [0, +og) araliginda hemen hemen her yerde simirh fonksiyonlar uza-
yin1 L™ ([0, +00)) ile gosterecegiz. Her M > 0, « € R ve f : [0,+00) — R oyleki
|f ()] < Mexp (o) (2 = 0) i¢in

s@=> e (5 ez @

seklinde tanimlanan Szasz-Mirakjan operatorlerini gozoniine alalm. [0, 00) iiz-

erinde lokal olarak integrallenebilen fonksiyonlar i¢cin Butzer tarafindan bir inte-

gral versiyonu verilmigtir. Bu versiyon, Borel 6lgiilebilir fonksiyonlar uzayinda ve

f:]0,+00) — R oyleki F' (z) := ff (t)dt (x>0), €([0,400)) uzaymna ait olma
0

sart1 ile agagidaki sekilde verilir

K, (f) (z) ::nZe”x%/f(t)dt (n>1,2>0)

>
Il
o

S|=

dir. Dikkat edilmeli ki £ ([0, 400)), €([0,4+00)) NC ([0, +00)) ( dolaysiyla E,,
(m > 1)) igerir, aym 6zellik L? ([0, +00)) (1 < p < 00) igin gegerlidir. (/,), -, oper-
atorleri £ ([0, +00)) uzaymdaki fonksiyonlara yaklagmak i¢in [£, 2£1] (n > 1,k > 1)
araliklarinda ortalama degerleri bilindiginde anlamlidir. Bu tezde kompakt araliklar
i¢in, [%, %} (n > 1,k > 1) araliklarinin daha kiigiik olabilecek altaraliklar iizerinde
tamimli fonksiyonlarin ortalama degerlerini bilindiginde agagidaki genellestirmeyi
verebiliriz.

Daha acik bir gekilde Vn > 1 i¢in 0 < a, < b, < 1 sartini saglayan
(@n)ps1 s (bn),>, iki reel sayilar dizisi olsun, ve f € £ ([0, +0c)) olmak iizere

k+bn

n

Cu () (@) = - - — ];em (”Z!) / FOdt  (n>Lz>0) (32

n

seklinde tanimlansin. C), operatorleri, f fonksiyonunun [k*%, %] araliklarinda or-

k+an Ek+b,

n 7’ n

talama degerleri bilindigi durumda tanimhdir. Ayrica [ ], [0, 400) araligim

18



taramamaktadir. Tabiki Vn > 1 i¢in a, = 0 ve b, = 1 oldugunda C,, operatorleri
K,, operatorleri ile denktir. Verilen f € £ ([0, +00)) i¢in F' (z) := [ f () dt (z > 0)’i
0

gozoniine alarak C,, operatorleri asagidaki sekilde de yazilabilir

) = el [ () p (R )]

k=0
n
= S () (@) (33)
burada ¢,
bn n
5, (F) () = F (x + g) ~F (a: + %) (z > 0) (3.4)
egitligi ile verilir. C), operatorleri de agagidaki ifade ile verilebilir
@ = [fdu, 21520 (35)
0
oyleki
o n —nx . (n$)k
lun,a: T bn _ (Ine Z k" /"LTL,]C
k=0
her fi,, 1., [k%, %} araliginda karakteristik fonksiyondur. Bundan sonra Ym > 0

i¢in e, sembolii e, (z) = 2™ (x > 0) ifadesiyle tanimlanacak ve verilen x > 0 igin
W, (y) .=y —x (y>0) seklinde belirlenecektir.
Yukaridaki belirlenen fonksiyonlar icin Szasz-Mirakjan operatorlerinin davra

nigini inceleyelim. Vn > 1 ve m > 0 igin
S (em) = Z A i’ e (3.6)
j=0
esitligi gegerlidir. ve a,, ; ler pozitif olmak {izere agagidaki sartlar: saglar:
(1) j=0,..micgina;; =1vej>1igina;o=0;
(i) j=1,..migina;; =1;
iG=1).

(iii) j=1,..micin a;;_, = 25,

(iv) ] = 1, ..m—2 i(;in Q42541 — 2 CLj+1,j+ Aji—1 = 1.
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Vm > 1igin S, (e,,) sabit kisma sahip olmayan ve m dereceli bir polinomdur.

Ornegin:

S, (1) = 1, Sy (e1) = ex ve

2
Sn (62) = Z agyjnjﬂej = a2,0n0_260 + a271n1_2€1 + a272n2_262
7=0
1
= e9+ 561 (37)
Va > 0 igin
Sp (V) (x) = Sp((t—2x);2) =8, (t;z) — xS, (1;2)
= x—x2=0

ve S, operatorlerin lineerliginden

Sp (¥2) (z) = S, ((t— z)? ;x) =S, (* — 2tx + 2°; 1)
= S, (%;2) — 225, (t; x) + 2°S, (1;2)

T
= 224+ 5 -2+ 2?
n

I
SRS
—
ot
x

Simdi A > 0 olmak iizere
fr(z) = (x >0) (3.9)

fonksiyonunu gozoniine alirsak

W\ Kk
oo k > |nxre n

S @) = ey e*’“=e“2—< z )
k=0 ) k=0 )

PN
—nr _nre n
€ .€

= exp (nx (e’% - 1)) (3.10)

ifadesini elde ederiz.
feL(0,+x)), z>1ven>1ign

1

fo(2) = / £ ([ + (bn — @)y + an)] /n) dy (3.11)
20



olmak fizere

Cn(f) = Kn(fa) (3.12)

esitligi saglanir. Gergekten

k+1

K, (fa)(z) = nZe‘“””(”;) / fo (8) dt

3|

- i el / /f ([t + ((bn — an) y +an)] /n) dy | dt

k=

yazilabilir. h = w olarak secilsin. O halde y = 7”;;_%? olup
t
y = 0ise h= +an7
n
t+b,
y = liseh= + ve dy = " an.
n b, — an,

dir. Buradan

Ko () (@) =0y et /+ / _andh dt

elde edilir. Fubini teoremini uygularsak

Ku(f) @) = 3 ) / Fia [

b, — an, k! n n
k=0 k+an
bbn
- " we (@) f t)dt = C.
- =S [ rwd = @)
k=0 k+an
bulunur.
Onerme 3.1 Hern>1vem >0 1Cin
m m—k k
1 m+ 1 . ;
Onlen) = G s () Bt S
k=0 p=0 §=0
1
= ep+ —Fh, (3.13)
n

burada ay, ; (3.6)’da belirlenen katsayilar ve F,,_1, m —1 dereceli pozitif bir polinom-

dur. Ym > 0 i¢in e, < C, (en,) esitsizligi dogrudur.
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Derecesi m sayisindan kiigiik olan polinomlar uzay: P, gosterilirse Vn, m > 1
icin

C, (Pn) C Py

kapsamasi dogrudur. Vm > 1, n > 1 ve x > 0 icin

W () C (em) () = 1w (%) e () + 100 (2) %le

< wy (x) ey () + — (3.14)

yazilabilir burada
m—1 m—1 m k
dy = MAXWr, () {ZO A, ;27 + % <k) ZO ak,jxj} (3.15)
= = j=

ve Wy, () := (1+2™)"" (z > 0) dir. Dolayisiyla ¥m > 0 icin

lim ||C, (en) —enll,, = limsupw,, (z)|Cy (en) — em]
n—s—o0 n—0 x>0
) dpm,
< limsup—

n—o0 >0 N

=0 (3.16)

Son olarak Vm > 1, n > 1 ve x > 0 igin

h=0
m m .
- > (1) carren)

h=0

esitligini kullanirsak (3.13) esitliginden
m " /m\ (—1)" gt " b1 L bk b ,
Cn (\I’gg)zz <h> EIE Z . Wap pZak,jnJej (3.17)
h=0 k=0 p=0 7=0
esitligini elde ederiz. Ozel olarak
C, (1) =1,



yine (3.13)’i kullamirsak

Culer) = ﬁi( >1§f RS agnie;

k=0 p=0 j=0
= 2 1(3) @ b0+ () (0 + aranen)
= o 0 Gn 1 al ,0 T a11Meq
1
i (an + by + 2n€7)
a, + by,
_ 3.18
€1 + m ( )
ayni sekilde
b, + a, + 1 a? + ayb, + b?
C(e2) = ey + ep + — “1 (3.19)

n 3n?

esitligi gosterilebilir. Ve V x > 0 igin (3.17) ifadesinden

1 1 1 h 1 h h—|—1 h—k k
h—k—
Cn(\III) = Z(h) h+1 nh Z( ) b’zr)lan pza ne]

h=0 k=0 p= Jj=

- (3) —— G) o Kﬁ) (an + bn) + @ (ar0 + M}

1
- _x+%(an+bn+2nx)

an + by,
2n

Aymi gekilde agaigidaki esitlik elde edilebilir

an + by,

r a2+ apb, + 02
; + :
2n

Cp (92) (z) = =

w p—
Cn () n 3n?

(3.20)

Onerme 3.2 )\ > 0 ve f (1) = e fonksiyonunu gézoniine alalvm. Bu takdirde

Gl =3 ey (CF ) S 2y, @2

esitligi dogrudur. ve ¥V n >1 ve A > 0 i¢in

Cn (fx) <80 (fr) £S1(f)- (3.22)

egitsizlikleri saglanar.
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Ispat. (3.21) ifadesini ispatlamak icin fy fonksiyonu ve C,, operatorlerinin ifadelerini

gozoniine alalim.

k+bn
[e’e) k n
Colf) (@) = —2 S el [ gy
A by — iy k!
- k+an
%) k ! k+bn

n = (nx)
(b — an) Z; Kl

n _dan Abp,

" 3 e (T ) S0

esitligi elde edilir. Simdi (3.22)’deki ilk esitsizligi ispatlayalim.

n _dap _Abn n Aan [ Xap _Abp
) e n — e n < —_—e n e n — e n

A (b, — ay, A (by — an)

)

iyi bilinen 1 —e™* <z (x > 0) esitsizligini kullanirsak

o e ) <

dolayisiyla

n <_)\an _M> <1
A (b — ap) \ ¢ =

olup (3.21)’den istenilen sonug elde edilir. Ote taraftan (S, (f ))n>1 dizisi konveks

fonksiyonlar icin azalan oldugundan ikinci esitsizlik de dogrudur. =

3.3. C, Operatériiniin Yaklasim Ozellikleri

Simdi siirekli ve integrallenebilen fonksiyon uzaylarinda (Cn)n21 dizisinin bazi yak-

lagim ozelliklerini verecegiz.

Teorem 3.1 C, (n > 1) operatorleri i¢in n > 1 ve m > 1 olmak tizere asagidaki

ozellikler gecerlidir.
(a) Cy,Cp([0,400)) uzay iizerinde lineer pozitif ve siirekli bir operatordiir ayrica

||Cn ||Cb([0,+oo)) =1

esitligi saglanir.
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(b) Cn (Co ([0, 400))) € Co ([0, +00));
(¢) Cy, E,, uzay iizerinde lineer pozitif ve siirekli operatordiir ayrica
1Cnllg,, <14 dm/n
esitsizligi saglanir. 6zel olarak
Slill) 1Cullp, <1+ dnm; (3.23)
esitsizligi dogrudur.

(d) C,(ES) C EL.

Ispat. (a) icin C,, operatoriiniin lineer pozitif ve siirekli oldugu agiktir. C), (1) = 1

ve lineer pozitif operatorlerin 6zelliklerinden f € C, ([0, +00)) olmak iizere

1Cn (Dly < Cu ([ £1l,) = 11, Co (1) = [1.F 1l

buradan

e,

ICnlleyqotoey = SUP™= " =
C([0,+00)) 20 £l

dir. (b) ifadesini ispatlamak i¢in f € Co (|0, +00)) ve € > 0 olsun. Bu takdirde
r1 > 0 vardir dyleki Vo > [z1] i¢in |f (z)| < §. 22 > 21 oldugunda VY > x5 igin

(na)" e=ne < £
S 2 e D)

esitsizliginin dogru oldugunu styleyebiliriz. Burada h = 0,....,n[z1] ve [z1], 2’in

tamdegeridir. Vo > x5 igin

@l < S e B [ pa
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olur. Yukaridaki esitsizliklerden ve |f (¢)| < || ||, oldugundan

nlz1]

n € b, — a,
@l < ot () I Y

k=0
n by — ) €~ a(na)f
+bn —ap, ( n ) 2 Z ‘ k!

k:n[x1]+1
- — (& = E&.
-2 2 — k!

elde edilir. (c) i¢in (3.14) esitsizliginden Vf € E,, icin

wm () |Cn (f) ()|

IN

Wi () Co (1) () = wpn () Cp (win () [ (1 + €m)) (2)
Wi () [|f 11 Cn (1 + ) ()
[ f 1L, [ (2) Cr (1) (2) + win (2) Cr () ()]

11 (1+ %)

1Callg,, <1+ dn/n

IN

IN

buradan

esitsizligi dogrudur.(d) ozelligini ispatlamak icin (fy),., ailesiyle dogurulan D al-
tuzay: gozoniine alahm. Stone-Weierstrass theoremi geregince D altuzayi, Cy ([0, +00))
'da(dolayisiyla E° ’de ) yogundur. f € EY olsun. Bu taktirde ( fan)ns1 € D dizisi

vardir oyle ki
lim f\, = f
buradan

Co(f) = Cu (lim £1,) € Co ([0,+00)) C E,

olur. Boylece ispat tamamlanir. m

Uyar:1 3.1 C,, (1) =1 oldugundan Teorm 3.1 den gérilir ki ¥Yn > 1 igin
Cy (Cy ([0, +00))) C Ci ([0, 4+00))

dur.

Ve (3.13)’den

r—00 r—00

lim w,, (2) C, (e,) () = lim < A = ) €R



yani C,, (e,,) € EX dir Buradan C), (1 +¢,,) = 14+ C, (e,,) € Ef, olur.Simdi f € EF,
keyfi bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

lim wy, (z) f(z) =L eR

T—00

Boylece
lim wy, () [f () = L(1+2™)] =0

olup dolayisiyla
g=f—-L(1+2™) €E°

dir. Teorem3.1’1 tekrar kullamirsak (d)’den C), (g) € E?, olur. O halde

lim w,, (z) Cy, (¢) = limw,, (x) C,, (f(t) = L(1+t");2) =0

T—00 r—00

lim wy, (z) C,, (f (t);2) = L lim wy, (z) C,, (1 + €,,)

r—00 T—00

olup C, (1 +e,,) € Ef, oldugundan

lim wy, () C, (f (t);2) = L+ K

r—00

yazilabilir. Bu da C,, (E},) C E?, ifadesinin dogru oldugunu gosterir.
Simdi onemli bir sonug verelim. A > 0,n > 1ve 0 < a, <b, <1 olsun. O

halde

n dan Abp A
0<1——<_T—_T><—. 3.24
- A(by — ay) c ‘ - n (3:24)
dir. Gergekten, 1 —e* <z, 1—e*> 2 — % (x > 0) esitsizliklerini kullanarak
n Aan Abn,
< 1- —( ~Aen 77)
0 < N =) e e
n Aan Abn—an)
— 1- T <1 e )
X — an) " ‘
n dan [ bp—a (b — ay)?
- A (b, — an)e ( n 2n? )
an b, — an, A
= 1WA ¢ Si(an—l—bn)g—.
n 2n n

esitzisligini elde ederiz. Simdi sinirh ve siirekli fonksiyonlar icin agagidaki teoremleri

verelim.
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Teorem 3.2 f € C, ([0,+0)) olsun. O halde [0,+00) tizerinde diizgiin olarak

lim G, (f) = f

n—-+o0o

dir. Ayrica f € Cy ([0, +00)) ise [0,4+00) kompakt altkimeleri igin

lim C,(f)=f

n—-+00

yakinsamast dizgiindiir.

Ispat. (f)),., ailesinin dogurdugu D altuzayi, Co ([0, +00)) uzaymda yogun ve
(Cn), ., dizisi Co ([0, +00)) uzaymda alttan ve tistten smirh oldugundan teoremin
ilk klgmlnl f € Co([0,400)) icin gostermek yeterlidir. Simdi Vo > 0 ve n > 1 igin
(3.21) ve (3.24) kullamldiginda

Cu (£ (@) = fr(@)] = ]ﬁ (7 =) S (f) — hr(@)

olup S, (f\) = exp (n:v (e’% — 1)) < 1 oldugundan

Gt @) - 5@l = (1= 5 mas (7 =) ) 415, (5 - il

n — On
A

< o 150 (fx) = fallso -

esitsizligini elde ederiz. [3,b6ltim5.3.9] den Szasz-Mirakjan operatérleri dizisi (Sy,),,-,
'nin Cy ([0, +00)) uzayinda yakinsaktir. Buradan f € Cy ([0, +00)) keyfi bir fonksiyon
alindiginda, D altuzayinda bu fonksiyona yakimsayan ( fy, >n21 fonksiyon dizisi vardir.

Bu durumda

Coa (N @) = f@)] = | (1im fy,) (@) = Tim fy, (2)
= lim [C, (fy,) () = fr, (2)[ =0

olur. Boylece istenilen sonug elde edilir. Teoremin son kismini ispatlamak icin dikkat
edilmeli ki (3.18) ve (3.19)’den [0, +00) araligin kompakt altkiimeleri tizerinde Vh €
{1, €1, €2} icin diizgiin olarak lim C,, (h) = h dir. {1,e1,e2} C E5 oldugundan ve

n—-+00

[2.teorem 3.5] den sonug elde edilir. =
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Simdi E?, EX, ve E,, agirlikh fonksiyon uzaylarn iizerinde C,, operatorlerinin

yaklagim ozelliklerini verelim.

Teorem 3.3 m > 1 olsun. [ € E} (6zellikle f € E?,) ise [0, +00) uzaynda diizgiin

olarak
tim w,y (G () — f) =0 (3.25)
yani ||.||,, normuna gore
nl_{r_{loocn (f)="r

f € E,, ise [0, +00) uzayiman kompakt altkiimeleri tzerinde dizgiin olarak

lim wy, (C,, (f)—f) =0 (3.26)

n—-+4o0o

dir.

Ispat. :(f),., fonksiyon ailesini yeniden gozoniine alahm. Buradan |.||, normuna
gore ve dolayisiyla ||.||,, normuna gore nETan (fr) = foa dir. (Cp),~, dizisi, Ej,
uzay1 tizerinde alttan ve tistten simrh oldugundan ve (fy),., fonksiyon ailesinin
dogurdugu D lineer uzay1, E°, uzayinda yogun oldugundan (3.25) ifadesi Vf € EY
icin dogrudur. Gergekten

Wi |Cr (f) () = f(z)] = wpn|Ch <nh_>1{.lof)‘"> (z) — Tim 3, ()
= limwy, [C, (fr,) (2) = fr, (@) =0

olur. Diger taraftan f € E, ise f = g — ay, (1 + €,,,) olmak tizere

Q= lim w, (z) f(x) € R

g=f—an(l+ey,) € E’

ve (3.16) den
lim [|C, (em) — emll,, =0

n—m:eRo

dir.Bu nedenle (3.25) ifadesi f i¢in gegerlidir. Bir énceki sonug ve E,, C E?
igermesi, (3.26) ifadesini verir. Ciinkii J, [0,400) uzaymin bir kompakt altkiimesi
ise Ve J icin

Wm+1 (1‘)

W () |G (f) (2) = [ (@) = w (2) e (7) |Cn (f) (2) = f (2)]

MAIC (f) = fllnga
29
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W ()

seklinde yazabiliriz. Burada M := SUp Ty dir. m
zeJ "
Son olarak bazi 6zel durumlarda C,, operatorleri LP ([0, +00)), ., uzaylari

icin de bir yaklagim operatorii oldugunu gosterelim.

Teorem 3.4 (C.,),~,, (3.2)’de verilen operatérler dizisi ve 1 < p < oo olsun. Bu

durumda

Cy, (LP ([0, 400))) C LP ([0, +00))

olur ve Yn > 1 i¢in

HCn”Lp,Lp < (bn — an)_P .

egitsizligi saglanwr. M > 0 ve Vn > 1 i¢in bnian < M olacak sekilde bir M mevcut
ise Vf e LP([0,+00)) i¢in
LP([0,400)) uzayinda lim C,, (f) = f

n—-+4o0o

dir.

Ispat. n > 1 ve f € L”([0,+00)) olsun. Jensen’s esitsizligi Vo > 0 iki kere

kullamlirsa
k+bp p
Cp@r < el [
k=0 " T eban
k+bp

IA
[]¢
ml
S
8
=| 3
=
[yl
3
|3
Q
3
\:
=
—~
=
=
Q.
~

olup z’e gore integral alip

k!
—nx k _
/e xdx—nk+1(k20),




esitsizligini kullanmirsak

k+bn
n

+00 +o0
> k
Jlewera < |2 [ rora| g [orte
0 k=0 ktan 0
ktbn
1 & n [ »
- | [ rera
k=0 ko
k+bn
- x| [ era] s
N nbn_an _bn_an p’
k=0 k+an

elde edilir. Buradan

Cy, (LP (0, 400))) C LP ([0, +00))

dir. M > 0 ve

bnian < M olacak sekilde bir M sayisi oldugunu kabul ede-
lim. (Cp),», dizisi L? ([0, +00)) uzaymnda alttan ve tistten smirhdir. [3, dnerme
4.2.5,(2)] ve [1, sonug 8.9] den { fy|A > 0} altkiimesi L” ([0, +00))'de Korovkin kiime-
sidir. (Gergekten 0 < A\; < Ay < A3 sartiyla herhangi bir {f\,, fx,, [, } altkiimesi
LP (]0, +00)) uzaymda bir Korovkin altkiimesidir). O zaman son iddiay1 ispatlamak
icin, VA > 0 igin L ([0,4+00)) uzaymda C,, (f\) — fr oldugunu gostermek yeter-
lidir. Teorem 3.2 geregince biliyoruz ki [0, +00) uzay1 iizerinde mutlak olarak ve
dolayisiyla noktasal C,, (fn) — fadir. Diger taraftan (3.10) ve (3.22)’den elde ederiz
ki

0 < |Co (S < ISt (AP € LT ([0, +00)) .

buradan

L? ([0, 4+00)) uzaymda lim C, (f) = f

n—-4o0o

dir. m

3.4. Yakinsaklik Hiz: icin Ust Smirlar

Burada uygun stireklilik modiileri yardimiyla (Cy, (f)),>, dizisinin f fonksiyonuna
yakinsaklik hizi igin bazi iist sinirlar verilecektir. Bu yakinsaklik hizimi ii¢ farkh

durumda inceleyecegiz.
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3.4.1. Noktasal ve Diizgiin Yakinsaklik Hizi

Birince ve ikinci martebeden w (f, §) ve ws (f, 0) ahsilmg siireklilik modiillerini kul-
lanarak noktasal ve diizgiin yakinsaklik hiz1 igin bazi iist sinirlar verecegiz. [19]
de verilen bazi sonuglar1 kullanarak noktasal yakinsaklik hizini i¢in {ist sinirlar be-

lirleyecegiz.
Teorem 3.5 f € C,([0,+00)), n>1 vex >0 olsun. Bu halde

an + by, 1
Cn@-f@l < % (r )

1 az + ayb, + 02 1
+ {1 + 3 <x—|— n ﬂ Wa (f; ﬁ) (3.27)

Ispat. (3.5)’i gozoniine alarak [17,teorem?2.2.1]’1 kullanirsak ve (3.20)’den V§ > 0

icin
Co (f) () = f ()] < |Cn (1) (z) = 1]|f (2)] + % Cn () () w (f,0)
+on W@ + 50 () @] w10
olur.
O, (1) =1,Cp (,) (z) = a";b" ve O, (12) (z) = %+ O ¥ é’;b; O
oldugundan
Gl ) = @) < 522 (0 4 1 o (24 St B 1

olup & = n2 oldugunda (3.27)’i elde ederiz. m
(Cn (f)) >y dizisinin Cp ([0, +00)) uzaymda yakinsaklik hizi igin baska tist
siirlar verilebilir. Gergekten (3.3)’den Vf € C, ([0, +00)) ,ve 2 > 0 i¢in

Colf) @) = F @ = | Sa (5 (F)) (1)~ £ (@)
< g 1Su(on () (@) = ou (F) (@)
i maon (F) @) = £ ()

olur. Burada 4, (F) (z) := F (z+2)—F (z + %) (z > 0) ve F, f’in antitiirevidir.
Ayrica Szasz-Mirakjan operatorleri igin elde edilen iist sinirlar benzer sekilde

asagidaki lemmay1 kullanarak (C, (f)),~, dizisinin noktasal yakinsaklik hizi igin

n>1
baz1 sayisal {ist sinurlar elde edebiliriz.
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Lemma 3.1 0 < a, <b, <1 (n>1), f € C([0,+)) ve F(x) = ff(t)dt
0

(x > 0) olsun. Bu halde Vx >0 ven > 1 i¢in

<w (f, b = a”) . (3.28)

bn_an

ve Vo > 0 i¢in

w (o, (F),0) < b";a”w <f,5+bn;an) (3.29)

egitsizlikleri dogrudur.

Ispat. 2 > 0 ven > 1 olsun. F fonksiyonu icin [x + o w + bﬁ} araliginda Lagrange
teoremini uygularsak

F(x—l—%”)—F(a:—F%”) _n

bn _ o Gn p —
T+ —r— b, — ay,

on (F) () = f (Coie)

olacak sekilde ¢, , € [x + 4+ %"} sayisi vardir. x+ < ¢, < x+% oldugundan
|Cn’z — a:’ < I’"_T“" olup

n

an@vu>—f@>=Lf@mg—fuMSuwﬁM¢x—ﬂ>Sw(ﬁb”;%)

b, — a,
dir. Simdi o > 0ve x,y > 0 6yle ki |z — y| < § olsun. Yine de Lagrange teoreminden

00 (F) (2) — 00 (F) (9)] = 229 £ (o) — £ ()| < 22O

n

w (f> ‘Cn,:}: - nn,y|) ’

n
burada 7, ,, [y + ey + %"} araliginda uygun bir say1 ve (,,, yukaridaki gibidir.
T4 < (py §x+%” vey+ <, Sy—I—% oldugundan

b, — a,
e =l < b+ 2 g

n — Qn

olup boylece ispat tamamlanir. m
Teorem 3.6 f € C,([0,400)), n>1 vex >0 olsun. Bu halde

K%Uﬂw—fmﬂgﬁ+vaw(ﬁiii%1%) (3.30)

n

ve f fonksiyonu [0,400) uzayinda tirevienebilir ve f' € Cy ([0, +00)) ise

|G () () = [ ()] <

Si&

(1+Vz)w (f’, W) 1Moo b~ (3.31)

n

dir.
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Ispat. biliyoruz ki V6 > 0 icin

Cn () () = f(2)] =

IN

V5 o (B0 v (12
1+ \/E)w<f,5+bn_an)—|—w<f,b"_a">
n n n
< <2+ ﬁ)w(f,éjtb"_a").

n n

esitsizligini elde ederiz. § = n~2 oldugnda (3.30) elde edilir. (3.31)%i gostermek

IN

INA
A/ —~ +
—_

+
(S e e N e Y

icin f fonksiyonu [0, c0) uzayinda tiirevlenebilir ve f* € G, ([0, 400)) oldugunu kabul

edelim. Lagrange teoreminden

bn — t) — b —
w(n2®) =y TOSTOL o capyr 2
n |t—z|< bn=an |t — x| £>0 n
b, — a,
< 17

dir. [3, Teoremb5.2.4]’den V6 > 0 igin

S0 () (@) — £ ()] < \/% (1+§ﬁ) w(f.8).

esitsizligini elde ederiz. f fonksiyonu gibi o, (F') fonksiyonu tiirevlenebilir ve sinirlh

siirekli bir tiireve sahiptir. AyricaVx > 0 ve n > 1 icin
(B (@)= (o 2) —p (a4 )
o r)=fla+—|—flz+—).
n n
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olur. Simdi z, y > 0 6yleki |z — y| < J olsun. Lemma4.2’in ispatinda oldugu gibi f

fonksiyonu i¢in Lagrange teoremini uygularsak

e ) S R O
+f@+f%ﬂ

bn_an‘

n f/ (Cn,x) - f/ (nn,y)|
%_%%(ﬂ5+m_%).
n n

an bn

egitligini saglayan ¢, , € [m + 4 x+ 7} Ve 1,y [y + oy + %”] sayilar1 vardir. Bu
halde

IN

(o () 8) = sup o (FY (5) = () ()] < 22 (104 )

esitsizsigi ellde edilir. Son olarak (3.28)’den

Ca () (@) = F ()] < ———|Su (00 (F)) (x) — 00 (F) (x)

bn — Qp

< = f(1+§ E)“’(%(F)I"S)“”(f’bn_an)

n n

1 bn_ mn / bn_ n
< z<1+—\/E>w<f’76+ a>+||f||oo—a-
n o\ n n n

esitsizligini elde edip § = n~2 oldugnda (3.31)’i gorebiliriz. m

Diizgiin yakinsaklik hiz1 icin iist siirlar vermek iizere oncelikle asagidaki

lemmay1 verelim.

Lemma 3.2 (Cn)n21 dizisini gézoniine alalim. YA > 0,n > 1 ve 0 < x < 1 i¢in

1Ch (fr) (—logz) — | < % (3.32)

esitsizligi dogrudur. Burada fy (x) = ™% dir.

Ispat. 0 < z < 1 oldugunda z = e~* olacak seikilde bir s > 0 sayis1 var oldugunu
soyleyebiliriz. Ayrica [17, lemma3.1] den
_a
) e A

- 2ne
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buradan YA > 0,n > 1 ve 0 < = < 1 igin (3.21), (3.10), (3.24) ve 1 —e @ < z

esitsizligini kullanirsak

G (1) (—log) = 2| = | (7% = 7% ) S0 (1) (—logar) — 2

’/\(bn——an
- ‘A(bnn— an) (5 - )

exp (—nlogw (e’% — 1)) — J})\‘

n _dan _Abn n<17675> A
—> e n — e n T — X

1-— e’% < % ve
)\(bnn @) () = )\(bnn— anf”%”( )
= A(bnn i) - A(bnn_ e
oldugundan
1Ch (fr) (—logz) —a?| < m <eJin - e’%> (ﬂ(l_e_é) — a:)‘)

<
= ¢ 2.2n+n_4n

olup boylece ispat1 tamamlamis oluruz. m

Simdi diizgiin yakinsaklik i¢in benzerlik yontemini kullanacagiz. Yani X
Banach uzay: iizerinde L,, tanimh yaklagim operatorii oldugunda eger Y bir Banach

uzayl ve ® : X — Y bir izometrik izomorfizim ise

L =®o0L,0d! (n>1)
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esitligi ile tanimlanan operator Y uzay: tizerinde bir yaklagim operatoriidiir. Bu

halde (L,),~, ve (Ly,),>, operatorlerine benzer veya izometrik denir. Vu € X i¢in

127 (@ () = @ (uw)lly = [[®oLyo® " (2 (u) - (u),
= @ (Ln (w) =)y = [[Ln (u) —ullx  (3.33)

egitligi saglanir. Bu esitlik yardimiyla X uzayindaki (Ln)n21 dizisinin yakinsaklik

hiz1 problemini daha kolay olabilecek Y uzaymndaki (L},),~, dizisine dontistiiriiriiz.

Bu yontemi uygulamak i¢in @ : C, ([0, 4+00)) — C ([0, 1]) tamumli ve

f(=logt) 0<t<1

@ (f) (1) = lm f(2) _— f € C ([0, +00))

r—+00
seklinde tanimlanan operatorii izometrik izomorfizm oldugunu gosterelim.

f € C. (]0,+00)) olsun

1 (Plleo.y Itzl[é%l‘b(f) @) = Sup]!f(—logt) |

te(0,1

t=0 iken u=400

t=1  iken u=0 Ohlp

u = —logt secersek {

C«([0,400))

1S (leqoy = sup |f(w) [=IIf
u€l[0,+00)
esitligini elde ederiz. Dolayisiyla ® bir izometrik izomorfizmdir. Bu durumda
®1:C([0,1]) — C. (0, +00))
tamumh ve Vg € C ([0, 1]) ve t > 0 igin
© (g) (t) =g ()
olur. Gergekten g € C ([0, 1]) oldugunda
(@o@ ) (9 t)=2(g9(e)) () =g (") =g(t)
dir. §imdi Vg € C ([0, 1]) ve n > 0 igin
Ci(a) =@ (Cu (27 (9))) (331

seklinde tanimlanan operatorii gozoniine alalim.

Ci(1) = @ (Co (271 (1)) = @ (Ca (1)) = (1) = 1
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olur. ¢, =t — x olmak {izere

Cr () () = @(Co (271 (¥,) (1)) = @ (Cu (27" (u—2) (1))
= & (C,(e"—2))(t)=C,(fi — ) (—logt)
CF (. (1) = { Cy (f1 — x1) (—logt) 0<t<l1 (3.35)
0 t=0
Co(v2) (1) = @ (Cu (27 (¥7) (1)) = @ (Cu (7" (u = 2)" (1))
= & (C’n (e — m)2> (t)
= & (C, (e —2ze " +2%)) (1)
= G (f2—2¢f1 +2°) (= logt)
Ci (2) (1) = { O Cn (fa = 22fi +21) (= logt)  0<t f—l . (3.36)

ifadelerini elde ederiz. Burada z € [0,1] ve f (z) = e, A = 1,2 dir.

Teorem 3.7 Vn > 1 ve f € C, ([0, +00)) igin

1 7 1
Cnf_f <—’LU( ,—)—l-—IU( fa_)
1Cn () = fllo N (f) NG 2| ©(f) NG
egitsizlige saglanar.
Ispat. ||C, (f) = fll. = IC: (@ (f)) — @ (f)]|., esitligini kullanarak
1C:(@(f)) — P ()|, hesaplamaya gecebiliriz. Bu halde [19, Teorem 2.2.1)’den
Vn>1, feC([0,400)),0 <z <1ved>0igin

@) @) - (@] < 160 @)~ 1119 (f) ()
2103 () ()] w (®(£),0)

+<c;;<1>< D)+ G (42) o >>w2<<1><f>,6>

esitsiligini elde ederiz. Simdi (3.35) ve (3.32)’den

G @) =[G (i~ o) (~loga)
= |G () (~log) = 2C, (1) (~ log 2)
= G0 () (~loga) — ] < =
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olup (3.36)’den
Co(02) (5) = Cu(fo—20fi+27) (—loga)
= C,(f2) (=logz) — 220, (f1) (—logx) + 2* + 2* — 2?
= Oy (fo) (~loga) —2* = 22 (C (f1) (—logz) — )

buradan
./ 9 9 5.2 5.1
Cr(02) (@) < |Cu(fo) (—loga) — 2| +22|Cy (f1) (— 10g$)—$’<z 233%
5 5 5
< L2 _ =
- 2n+2 n

1o
olur. § = n~2secilirse ispat tamamlanmis olur. =

3.4.2. Agirlikh Diizgiin Yakinsaklik Hizi

Burada

lim w,, (C, (f) = f) =0

n—-+o0o

ifadesindeki yakinsaklik hizi i¢in baz iist sinirlar verecegiz. Bunun icin 6ncelikle

Vn > 1 ve Vx > 0 igin [0, +00) araliginda

Un,e = W (

b —an —

Borel 6lgiisiinii gozoniine alahm. Burada her vy, , [ktl B | araliginda karakteristik

fonksiyondur. Agik goriilebilir ki C, ([0, +00)) C L* (4, 4, [0, +00)) dir. Ayrica Vg €

L* (t ., [0, +00)) igin
+o00

wnmwwzjﬁmmeR

olsun. Simdi
Om : B — Gy ([0, +00))
tamimli ve Vf € E,, icin
Om (f) = wmf

seklinde tanimlanan operatorii izometrik izomerfizm oldugunu gosterelim. f € E,,

olsun. Bu halde

1©m (), (0,100)) = sup W, f ()] = sup W (@) |f (@) =1fllg,
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olup buradan ©,, izometrik izomerfizmdir.
0,!:C ([0, +0)) — E,,

tanimh ve Vg € C,, ([0, +00)) icin

olur. Gergekten
9=0,(f) =wnf = f:wr_nlg

buradan Vg € Cy ([0, +00)) igin © ! (¢) = w,'g dir. Son olarak Vn > 1 igin
L;; : Cb ([0, —|—OO)) - Cb ([0, +OO))
taniml ve Vg € C,, ([0, +00)) icin

L (g) = 0,C, (0, (9))

seklinde tanimlanan lineer pozitif operatoriinii gbzoniine alalim. Vn > 1, x > 0 ve
g € Gy ([0,400)) icin

+o0

L (g) () = V;' (9) (x) = / gdvn.s (3.37)

esitligi dogrudur. Ayrica Vx > 0 ve f € E,, i¢in

Wi (2) |G (f) (2) = f(2)] = [Om (C (1)) () = Om (f) (2)]
= Ly, (O (f)) () = Om (f) ()]

olup bu takdirde (3.26)’deki dizinin yakmsaklik hizi yerine (L}, (0., (f)) (2)),,>, (z > 0)

dizisinin yakinsaklik hizini inceleyebiliriz.

Teorem 3.8 Vfec E,,n>1vex >0 i¢in

dm K,, 1
0 @) [C () = F @] < () @)+ <wmf,%)

n

d, x-+kK 1
1+ — m — .
14ty 2 ]wz(wmf,ﬁ) (3.38)

sadece m’e baglh uygun sabit saylar ve d,,

esitsizligi saglaner. Burada K,, ve K, ,
(3.15) deki gibidir.
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Ispat. (3.37) ve [17,teorem2.2.1)’den Vo > 0, f € E,,, n > 1 ve § > 0 icin

L5, (Om () (2) = O (f) (@) < L5, (1) () — 1] O (f) (2)]

210 (,) @) w (O (£),0)

esitsizligi elde ederiz,

L)) = 0,0, (05! (1) = wy (2) Gy (w,)) (2)

(3.14)’den
Ly (1) (z) < — = —=1+—
olup buradan
i,
125 (1) () -1 < 2 (3.39)

esitsizligi elde edilir. Ayrica

Ly ($,) (7) = Oy (0, (¥,)) = wm (2) Cp (wy,',) ()
= wn (2) Cu((1 + em) ;) (2)
= wy (2) (Cu(¥,) (2) + Culem (¢ — 7)) (2))
= Wy (2) (Co (¥,) (2) + Cn (emia) () = 2C () (7))

yazilabilir. (3.13) ve (3.20)’den

an + by,
1 m+1 m -+ 9 m+1—k k
Cn (em—i-l) (.%') = (m + 2) nm+1 Z ( L ) Z bfzanm+1_k_pzak n]$]7
= p=0 7=0
ve

m m—k k

1 1

zC,, (em) (;(;) = (m - 1) — Z (m;_ > bﬁa;n*kfp Z an ndai Tl

k=0 p=0 7=0



esitliklerini elde ederiz. Buradan

ap + b 1 O m 2\ Lt
L* _ . n " bpam+1*k*p
k m
o 1 m—+1
ndpd -
Xzak,]nw (m_'_l)an( k )
0 k=0
m—k k
THEED m+)
p=0 Jj=0
Simdi
m+1 m+1—k k
1 m+ 2 m+1—k—p Jod
W Z < k ) Z bﬁan X Zak,jn xX
k=0 p=0 J=0
m+1 m
1 o 1 m 4+ 2
_ Jod
= mHZam“’jnx +—mZ( )
" =0 (m - 2) n k=0 k
m+1—k k
p=0 j=0
1 & o 1 L (m 42
- m—+1 - .mJ pd B —
= nx —|—nmzam+1,3nx +(m+2)nmz< k )
s k=0
m+1—k k
x> bhartt RNy e
p=0 Jj=0
ve
1 “ (m + 1) iy -
- > D bhan Tty apgnlatt
(m+1)n pare k s =
m m—1
1 1 m+1
= —_mzam]njwﬁ_l m—1 ( )
s (m+1)n k=0 k
m—k k
XD Uhay =ty g gniatt)
p=0 j=0
1 m—1 1
_ m+1 dpdtl
= —nw pm—1 ; Gm, 1L (m+1)nm-1
m—1 m—k k
m+1 m—k—
" k=0 < k ) by, 0, pza g



yazarsak

esitligini elde ederiz. Buradan elde edebiliriz ki Vx > 0 icin

Ky,
o

L (1) ()] < (3.40)

esitsizligini saglayan K,, > 0 sayis1 vardir. Son olarak Vm > 1, n > 1 ve z > 0 igin

Ly, (@Z)i) (:L’)‘ = 0,0, (9;1 (wi) (:L‘)) = W, (CL’) Cn(g/)i (1 + em)) ("E)

= Wy (2) Cp(¥2) (7) + wi (2) Cr(P2en) (2)
=+ K,)

- (3.41)

esitsizligini saglayan K’ > 0 sabit sayis1 var oldugunu gosterelim. Oncelikle

2 2
Volm = €mia — 2T€mi1 + T €,
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esitliginden, (3.6) ve (3.13)’den

1 m+2 m+ 3 m+2—k o
Cn (’l/)iem> (ZZ’) = m Z < & ) Z nazl+2*k*p Z a/k’jnjajj
k=0 j=
2

9 m+1 m+ m+1—k k
. 2 m+1—k—p § " pdt1
(m + 2) nmtl < k ) bt 2 kg™ xj

esitligini elde ederiz.

1 m+2 1

E nlpd = m—+2, . m+2 m4+1 _m-+1
am+2,jn X - ’I’Lm+2 CLm—l—2,m-ﬁ-2n X nm+2 CLTrL—l—Q,n’L—‘,—ln €

Jj=0

nm+2

m

1 § Jed
+W Q42,10 T
=0

1 2 1
= ™24 - (m + )2(m U e Fony () (3.42)

ve

k=0 K p=0 j=0
1 m
~ (m+ 3y (m + 1> 2t (am+1,m+1n Pt ) “’fﬂ'”jxj>
p=0 =0
1 " Im 43\ "R P i o
Tt 3y 2 < k ) bt ) Y a o
k=0 p=0 j=0
1
1 1 m—+3
= - bp 1-p,.m+1 Fm 4
”(m+3)(m+1); nn " Fy () (3.43)



m+1

-2 2

T pymAl Zam“’jnj‘rjﬂ -
7=0 nm+1 G mpan™ 2 "
AL dmALmT 2
2 m—1
— Z am+1]njxj+
=0
— 2I,m+2 _(m
" )ma™ 4 F, (x) (3.44)
S () ey
m+2) nm—H ) bp m+1—k—
—\ &k ntn Tt
2 2 ]Zoak nlx’
T > (mﬂib’” >
m + 2) nmtl a, "’ M -
- 9 mz—:l m+2 m+1—k k =
(m+2 —_ < ) m+1—k—
7 2 A pz; b pzam”]x]ﬂ
1 =2 (m42 ! .
e (N D SUTE R e
2 (3.45)
1 2”‘: 1
— am]n3x3+2 = — Mg
w2 o Gmm" 2 S n™ S
LS s
— xm+2 ]'m(m 1) m+1+F o~
n ms \ T
a (@) (3.46)
ve

oy — E m—k— E /‘
) - 2 2 Pay /4 a;wn] x]+2
7=0
1 m +

1 m—2 m—k
e () Sy
m m wo
) 3 X 2 a” P Z a ,]nj I t2
1 B
11 (m+ !
n(m+1)\m-—1 > bhay a4 Fyy (x)
2 (3.47)



burada Fy,,, Frnyy Fing, Fings Fmg Ve Frg, m dereceli polinomlardir. (3.42), (3.43),
(3.44), (3.45), (3.46) ve (3.47)’1 toplarsak

() mt2) o

m+3\m+1 " m+32(m+1)!
p=0
1
2 m 4+ 2 1—
(M) Y el = 1 o )
p=0
ve )
1 m+ 1
—— Wal ™ = —(a, + b,
m+1(m—1>2"an 3 (@0t n)
p=0
oldugundan

(& (lbi@m) (I) =

esitligini elde edebiliriz. Son olarak (2.20)’den

Ly (¥3) (@) = wn(2) Cu(¥3 (1 +en)) (@)
= Wy, (2) Cp(¥2) (2) + wi, (2) Cr(Vien) (2)
- % (wm (x) (:E + T+ Goba + b”) + wy, (z) (2" + Fy, (a;)))

3n

1
— K’
o+ Ky,),

IN

esitsizligini saglayan K| sayisi vardir. (3.39), (3.40) ve (3.41) ifadelerini g6z6

niine alirsak § = n2 oldugunda istenilen sonucu elde ederiz. m
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Yakinsaklik hizini igin |||, agirlik normuna gore tist sinirlar verebilmek tizere
YV f e £’ icin
®,,: Er — C([0,1])

tammli ve
(wn f) (=logt)  0<t<1,
d,, t) = 3.48
DO ity 0 o (3.49

seklinde verilen operatorii izometrik izomorfizim oldugunu gosterelim. f € EY olsun.

O halde

1@ (Fleqo,y = sup [P (f) (1) = sup |(wnf) (—logt)]
t€[0,1] t€[0,1]

t=0 iken u=400

t=1  iken u=0 Ohlp

u = —logt secersek {

19 (Dllegoy = 502 l(wnf) () = I£1,

egitligini elde ederiz. Dolayisiyla ®,, bir izometrik izomorfizmdir. Bu durumda
d1.C(0,1]) — E,

tamumh ve Vg € C ([0, 1]) ve t > 0 igin

Wi (g9) == P (Cn (2, (9))) - (3.49)
egitsizligi ile tanimlanan pozitif lineer operatoriinii gozoniine alalim.

Teorem 3.9 Vn>1ve f €L} icin

G () = £ < A o (Pl + Hyp (cbm(f),i)

n v

(). o0 )

oyleki d,, (3.15)°de belirlenen sayr ve Hy ., Haym ve Hsy, mosayisina bagl uygun

pozitif saylardir.
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Ispat. (3.33)'i kullanwrsak ||W;* (@, (f)) — @ (f)||..'i hesaplamakla teoremi ispat-
layabiliriz. [17,teorem 2.2.1)denV n > 1, fe€ Ef, 0<xz <1 ved > 0 i¢in

(W (@ () (2) = @ (F)] < (W (1) (2) = 1] [P, ()|+ W (4,) ()]
1

(20 @)+ 552 (2) (@) we (@ (1)),

elde ederiz. (3.49), (3.48) ve Onerme2.1 den

Wy (1) (x) = { (wlmcn (1+en)) (—logz) 0< 517_§01a

(W Cr (L4 €) (fi —21))) (—logz) 0<x <1,
0 z=0

ifadelerini elde ederiz. Gergekten
Wi (1) = @0 (Ca (@, (1)) = P (Cu (wy,' (1))
= w,C, (w,," (t)) (—logz)
olup w,! () =1+ t™ = 1+ €™ oldugundan
Wy (1) = (wmCh (1 4 ep)) (= log )
olur. Diger taraftan

Wi (W,) = @ (Co (@, (1)) = B (Ca (P, (u = 2) (1))

= o (Cn (wy, (1) (¢7" = 7))

= (wnChn (L +em) (fi — 1)) (—logz)
esgitligini elde ederiz. Aym sekilde

(W Cr (1 + e) (f2 — 22f1 + 221))) (—logz) 0<z <1,
0 r=0

W (¥2) (2) = {

ifadesini gosterebiliriz. Burada fy = e ™, A\ = 1,2 dir. Simdi (3.13)’denve 0 < 2 < 1
secildiginde
Co (14 en) = 1+ Ch (em) = 1+em+%Fm1
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oldugundan
1
|wy, (—logx) Cy (1 + ep) (—logz) — 1] = Ewm (—logz) F—q1 (—logx)

burada F,,_1, m — 1 dereceli bir pozitif polinomdur. Dolayisiyla H; ,, sabitsayisi

vardir oyle ki

Hy
W (1) -1, < ==

dir. AyricaV 0 < 2 < 1 igin Cauchy-Shwartz egitsizligini kullanarak (3.36)’den

(W (4,) ()] < wn (= logx) Gy (|(1+ em) (f1 — 2)]) (—log z)
< wy, (—logx) \/Cn (1+ em)z) (—log x)\/Cn ((fr— .’17)2> (—log )
= Wy (—logx) \/Cn (1+ em)2) (—log x)\/C;; (¥2) ().

esitsizligini elde edebiliriz. Teorem 4.5’in ispatinda oldugu gibi (3.13)’den ve

L, := sup w,, (—logx) \/Cn (1+ em)2) (—logz) € R

0<x<L1

oldugundan
H2,m
Vn

esitsizligi saglayan Hy,, > 0 sabit sayis1 vardir. Son olarak V 0 < x <1 igin

(Wo (¢,) ()] <

Wr (92) (x) = wp(—logz)Cpy (14 en) (f2 —22f1 + %)) (— logx)
< wy, (—logx) \/Cn (1+ em)2) (—logx)
><\/Cn ((f2 = 2zf1 + 22)*) (— log z)

< L/ Cs (¥7) ()

esitsizligini elde ederiz. Lemma4.4 den

Cr (Ua) (@) = Cu(fa) (—loga) — a* —4a (Cy (f3) (—logz) — %)

+627 (Cn (f2) (—logz) — 2?) — 42° (C, (f3) (—logz) — )
K

<

esitsizligini saglayan K3 > 0 sayisi vardir. O halde sadece m'e bagh ve

H3,m
NG

Wy (43) (z) <
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esitsizligini saglayan Hs,, > 0 sayis1 vardir. Bu durumda

Hlm ]-H2m

@0 (f) ()] + 3 n w (P, (f),0)
dy 1 Hsp,
(1+ +52f)w2(<1>m(f),5>

esitsizligi dogrudur. § = n~2 secersek istenilen sonucu elde etmis oluruz. m

(Wo (@ () () = @ () (2)] <

3.4.3. LP uzayinda yakinsaklik hizi

Teorem3.4 deki yakinsakhk hizim L ([0, 1]) uzaynda ws (f, ), yardimiyla benzer-

bn—an

lik yontemini kullanarak inceleyecegiz. Bundan sonra < ) dizisinin sinirh
>1

oldugunu kabul edeceyiz. Oncelikle
@, : L7 ([0, +00)) — LP([0,1])
tamumh ve Vf € LP ([0, 400)) i¢in

trf(—logt) 0<t<1
S1(f) (0) t=0

seklinde verilen operator izometrik izomorfizim oldugunu gosterelim. Burada

@, (f) (1) =

S1 (n = 1) Szasz-Mirakjan operatoriidiir. f € L? ([0,4+00)) olsun. Bu halde

1 1

_1 p
12 Doy = [ 120 OF de = [ |75 (1080
0 0
—log t secersek t O lklekin v :OB ,t=e""ve dt = —e “du olup

oo

—e ") du = / |f (w)]? e"e "du

0

0
12 Doy = | e

_ p . p
- / 1 @) du = 120
0

esitligini elde ederiz. Dolayisiyla @, bir izometrik izomorfizmdir. Diger taraftan
@, 27 ((0.1]) — L7 (0. +00))

tanimh ve Yg € LP ([0, 1]) ve t > 0 igin

©1(g) (1) = e vg (7))
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esitligi ile verilir. Gergekten g € LP ([0, 4+00)) oldugunda

%' (t_%g(—logt» = <t_%g(—logt)> (e7)

— e rerg (—loge™) =g (t)

—~
A
S
—
O
A
=
~—
—
o)
~—
N
~
~—
I

dir. Ayrica Vn > 1 igin
By L ([0,1]) — LP([0,1])

tamumh ve Vg € LP ([0, 1]) icin

Py (9) =2, (Cu (2, (9))) (3.50)
lineer pozitif operatoriinii tanimlayalim.

Lemma 3.3 Vn>1, A>0vez € |[0,1] igin

n —e_% — /\2 2 1
0<ax (1 ) A < 2—1”% log — (3.51)
n T

esitsizlikleri saglanir. Ayrica

Np <2 (3.52)

sarty saglandiginda x € [0, 1] olmak tizere

a2 1
g=1x 2 log—
T

fonksiyonu LP ([0, 1]) uzayina aittir.

z?

5 ve e’ —1 < xe” (v > 0) esitsizliklerini kullanirsak

ispat. l—e*>x—

olup z € [0, 1] oldugundan

olur. Buradan

A

_ 2 2 2 2
0< xn<1,e n 1 A A 1 A A 1

: — 1< —zx mlog— < —a 2 log —.
2n T

2
>7)‘ —1< eén log
2n T

esitsizligini elde ederiz. Boylece ispat tamamlanir. m
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(L+£)* .
Lemma 3.4 Vp e [1,+00), v € [0,1], k> 1 ven > 2~ i¢in
”(1_6_}1(%16))_; n(l—e’n%n)—hrk 1 /1 2 1
x - o< —|-+Ek) log—
n \p x
esitsizligi saglanar.

Ispat. Oncelikle dikkat edilmeli ki Vk,n > 1 ve p € [1,400) i¢in 1 —e™ < x

1— e nl3th) < 1 (l+k)

esitsizligini kullanirsak

nAPp
ve
1-— e_ﬁ < i
np
olup
n(l—e_%(%%)) —lgn(l—e_"lp) —l—i-k:
p p
(1)’
esitsizligi elde edilir. Ayrica n > **-— olmak {izere

2
n@_g¢@m>_lzé_%<l+@ >0
p n  nTA\p

(1)’

ve esitsizlikleri dogrudur. Buradan V z € [0,1], k > 1 ve n > 2

icin

l—e®>2— % ve e’ —1 <z (x > 0) esitsizliklerini kullanarak

(VAN
—
o
o
|
/N
3
S
—_
|
aQ
|
3
i1
N—
|
|
+
oyl
|
3
/~
—
Q)
3=
—~
S =
+
B
N—
N—
+
| —
N———

[N
5}
¢S]
| —
VRS
| —
+
B
|
3
VR
S|
VR
= | =
+
E
N————
|
3N|,_.
VR
| —
+
B
N——
[N}
N—
N~

esitsizligini elde edip boylece ispat1 tamamlamis oluruz. m
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1,0\2
Teorem 3.10 p € [0. + o) olsun. Vf € LP ([0. + 00)) ve n > @ i¢in

__2p _2p
1C () = 11, < K (n 2| @, (f)], + w2 ((I)p (f),n 2”+1>p)
esitsizligi saglanar. Burada K, sadece p ye bagl bir sabit sayider.

Ispat. (Py)p>; dizisini gozoniine alalim.

g = (max {182 1) = 11l 8,055 )
ifadesinde v, () := P (¢,) (z) ve B8, (z) := P; (¢3) (z) (0 <z < 1) dir. [18, teo-

reml]’de Swetits ve Wood’in sonucu geregince

lim p,, , =0

n—o0

oldugnu gosterirsek Vf € LP ([0. + 00)) i¢in

ICo (1) = ll, = 1P (B (1) = @y (D), < Ky (12, 18, (1), + 02 (B, (1) ),

esitsizligini gostermis oluruz. P operatorii ile 1, ¢, ve wi noktalarin goriintiileri ile

hesaplayalim. (3.50), (3.7) ve (3.8) ifadelerini kullanirsak

) t75C, (f1) (=logt) 0<t<1
Py (1) (75){ ( ”>
1 t=0
t5C, (flﬂ—:cf;) (—logt) 0<t<1
0 t=0

Py (¥,) (t) =
ifadelerini elde ederiz. Gergekten

Pr(1)(t) = @ (Cu (2,1 (1) =, (Cn (6*5»

ve

By (4,) (1) =



olur. Aym sekilde

trC, (f;Jr2 —2xf;+1+x2f;) (—logt) 0<t<1

Py (vz) (t) =
0 =0

ifadesini elde edebiliriz. Burada (3.9)’daki f = e M, \ =
oldugunda (3.51) ve (3.24)’den

+1 Ve%—i—Q dir. A =

D =

11
p’p

1P (1) —1] =

VAN
o>
3
3
iS]
S
3
A~
Q)
45
|
Cb\
I
~—
/N
)
3
o
&
3
-]
N———
|
S
|
[a—y
\_/

+1— np (6_% — 6_%>
b, — ay,
1 1

1
r 2% log— 4 —
2np? 5 np

esitsizligini elde ederiz. Buradan

. . 1 \? _1 1 1\?
P -1 <2 ;) log T+
2np T np

olup A = zlo oldudugndan (3.52) geregince

. A
12 (1) =1, < —=

n
esitsizligni saglayan A, pozitifsabit sayis1 vardir. Simdi 0 < z < 1 ve n > p~2 olsun.

k =1 oldugunda Lemma 3.4 , (3.35) ve (3.3)’den

on )] = d )(egﬂwe(;ﬂ)w);(“

VAN
—_
3
/
Cbl
S
S
+
—
N—
s
Cbl
—
S |
+
—
N—
1S
~—
8
3
/N
T
o
I




esitsizligini elde ederiz. Buradan

1
|Qn (a;>|P < 92(r—1) —

1 P 1 2P 1 1\?
-+1) +(-+1) log"—+ (-
nP \ \p p T \p

Bp
n

olup dolayisiyla
lom ()], <

esitsizligni saglayan B, pozitif sabit sayis1 vardir. Tekrar £ = 2 oldugunda Lemma3.4

1 2
ve (3.24)’den V = € [0,1] ve n > @ i¢in

B (@) (@) = a7 :
o (Cn (f%H) (—logz) — zC, (f%) (—logx))‘

n e‘(%”)%" —e_<%+2)% x”(
Eres) |

Ch (f%+2) (—logz) — 2°C, (f;) (—logz)

IN

—_
3
S~—
/~
CBI
—~
S
+
N
S—
sE
CBI
—~
=
+
N
S—
SIS
~

1N
+<1— = (_)>< )5 o 1P ) )

1/1 211 \
S — | -4+2)4+=1=-+2 IOg—+_+2|Pn<ww)($)‘a
P n \p r np

esitsizligini elde ederiz. Buradan
2p 2p
% +1 T
1B,lls" < Cpn™ 243

s (%4—2)2
2

__pP
2 1
Py < Mpyn 2+1

olcak gekilde sadece p’e bagh M, sayisim elde ederiz. n — +oo iken p,, — 0

oldugundan ispat tamamlanir. m
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4. SINIRSIZ ARALIKLARDA YAKINSAKLIK HIZI

Bu boliimde sonsuzda limite sahip olan fonksiyonlarin uzayinda tanimlanan
lineer pozitif operatorler dizilerini inceleyecegiz. Ve daha sonra bu dizilerin yakin-
saklik hiz1 elde edebilmeyi saglayan baz iist sinirlar verecegiz. Asagidaki teorem
[7]’de ispatlanmigtir.

Teorem 4.1 A, : C*[0,00) — C*[0,00) pozitif lineer operatirler dizisi, [0,00)

uzayinda mutlak olarak

lim A, (e_kt, IL‘) =ef  £=0,1,2,

n—oo

sartim saglarsa Vf € C*[0,00) i¢in [0,00) uzayinda mutlak olarak

lim A, f (z) = f (x),

n—oo

dir.

Yukaridaki teorem [3]’de daha genel bir gekilde ispatlanmigti. Ve ayni kitapta
Szasz-Mirakjan, Baskakov ve Bernstien-Chlodovsky operatorleri i¢in bu teoremin
uygulamasi vardir. Burada yukaridaki teoremdeki sart1 saglayan operatorler dizisi
icin iist sinirlar verecegiz. ve dah sonra bazi yukaridaki gecen operatorler iizerine

uygulayacagiz. Bunun icin oncelikle agagidaki siireklilik modiiliinii kullanacagiz

w (f,0) = sup f (=) = F ()],

x,t >0

le™® —e7f| < ¢

burada 6 > 0 bir say1 ve f € C* [0, 00) dir. Bu siireklilik modiilii aligilmig siireklilik

modiilii ifadesiyle verilebilir. Gergekten f*, [0, 1] araliginda tanimh ve

. [ f(=Inz), ze(0,1]

thmft, x=0.

seklinde stirekli fonksiyonnu gézoniine alalim. Buradan

w(f*0)=  sup [T (@)= B]=  sup  [f(=Inz)—f(-Ini)|
x,t €10,1] z,t €0,1]
lz—t] <6 |t —t| <§
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u=—Inx vev=—Int secersek r = e ve t = ¢~ " olup

w(f,0) = sup  |f(x) = f ()] = sup |f (u) = f (v)]
z,t € [0,1] u,v >0
|l —t <§ le7 —e™¥| <§
= w*(f,0)

esitligini elde ederiz. Yani
w* (f,(S) :w(f*>5)

dir.
Uyar1 4.1 Vi, x>0 igin et — e™®| < |t — x| egitsizliginden

sup  [f*(z) = f* ()] < sup |f (@) = f ()]
z,t € 0,1] x,t>0

|z —t] < ¢ e —e | <§
olup

w(f,8) < w*(f,0),

egitsizligi her § > 0 i¢in saglanar. Ortalama deger teoremini [0, M| araliginda uygu-
larsak

et —e | =el|t—a| > e M|t — g

Vi, x € [0, M] i¢in saglanwr. Buradan

w (f,0) = sup [f () = f ()] < sup [ () = f ()]
x,t >0 z,t >0
e —e7f| < ¢ eM|t—x] <6
= sup 1f ()= f(t)| =w(f,e") < (14+e)w(f.0)
z,t >0
[t — x| < deM
olup

w* (f,9) < (1+6M) aw (f,9)

egitsizligini elde ederiz.
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4.1. Ana Sonug

Teorem 4.2 A, : C*[0,00) — C*[0,00) pozitif lineer operatirler dizisi,
[Anl =1l = an,
s () el =
[4n (€7, 2) e, = cn,
sartnany saglarsa Vf € C*[0,00) igin
14nf = Fllas < 1l @+ @+ an) 0" (£ v/ + 200 + )
esitsizlige dogrudur. Burada a,, b, ve c, sonsuzda sifra yaklagan dizilerdir.

ispat.

[F ()~ F (v)] < (1 + L ;”)2) w(F.9).

aligilmig siireklili modiiliiniin 6zelligini F' = f*, u =e~' ve v = ™% igin ve f* (e7")

= f(t), w* (f,0) =w(f*,0) esitliklerini kullanirsak

fe) =)< (1 TG A ;f“ ) w(f*,9)

olup buradan
=\ .
76 = f@l < (14w (1)
egitsizligini elde ederiz. Diger taraftan
A, ((e’t — e’m)Q ,:c) = A, (e’zt —2e et 4 e a:)
= A, (e, z) —2e"A, (e, z) + e A, (1, )
272 — e
= [An (e’%, x) — 67296} — 27" [An (e’t, x) — e’w]

+e A, (1,z2) — 1]

IN

a, + 2b, + ¢,

oldugundan

An([f () = f(@)],2) < | Au(L2) +



egitsizligini elde ederiz. Simdi 0 = v/a,, + 2b,, + ¢, secip

[An (f (1)) = ()] = [Au (f (1) = [ (2) + [ (2), ) — ] (2)]
< A (F () = f ), 2)[ +[f (@)] - [An (1, 2) = 1
< f@) A (L x) = 1+ A ([f () = f (2)],2)

esitsizligini kullanirsak teoremdeki esitsizligielde ederiz. m

Uyar1 4.2 L bir pozitif lineer operator olmak iizere L = ﬁL f seklinde tanim-
lanan operator tim sabit fonksiyonlar: koruyan L ’in bir versiyonudur. Bu sonucu

gézéniine alarak yukaridaki teoremde L (1) = 1 oldugundan a,, = 0 olup

14nf = flloo < 2007 (V200 +n)
esitsizligne elde ederiz.
Uyar1 4.3 [0, M| kompakt araliginda ¢aligip [Uyarid.2]’i ve
w* (f,6) < (14 €M) .w(f,0)

egitsizliging kullanirsak

14nf = fllao < Cao (f,3/200 + c2)

tst stnarima aligilmasg stireklilik modiili yardima ile elde edebiliriz.

Burada {1, e, 72"} Korovkin altkiimesini kullandik. Fakat [3]'te tnerildigi

22

gibi her hangi bir Korovkin altkiimesini kullanabiliriz. Ornegin {1, i) m}

Korovkin altkiimesini kullanabiliriz. Bu durumda V§ > 0 ve f € C* [0, 00) igin

w (f,0) = sup |f (z) = f ()],
z,t >0
|~ tal <9
stireklilik modiiliinii tanimlayabiliriz. Bu stireklilik modiilii alisilmig siireklilik mo

diilii yardim ile agagidaki sekilde verilebilir

w? (f,8) =w (f#,6).
29



burada f#, [0,1] arahgimda tamimh ve

f(1 m), z €10,1)
1% (@) = {hmf() x =1

seklinde verilir. Vz,t > 0 igin = < x ve 1_+t < t oldugundan

< |z —t

x
1+ 141

esitsizligini elde ederiz. Buradan

sup  |f(z) = f ()] < sup |f (z) = f (t)]
x,t >0 r,t >0
|t —x| <§ -

v 1l <

olup
w (f,8) <w? (f,9)

esitsizligini elde ederiz. Diger taraftan Vz,t € [0, M| igin

x t | r—t S |z — ¢t
l+z 1+t |Q+2) (140~ 1+ M)?
oldugundan VM > 0 tamsayisi igin
sup [f ()= ()] < sup | f(z) — f (1)
x,t >0 z,t >0
lo—t]
T 1+t| <9 (1+M)% =
= sup |f () = f (1)l
x,t >0

v —t] < (1+M)*$§
= w(f,(1+M)?8) <1+ M)*w(f,0o)

olup
w (f,8) < (14 M)* w(f,0)

esitsizligini elde ederiz.

Teorem 4.3 A, : C*[0,00) — C*[0,00) lineer fonksiyonlary koruyan bir pozitif
lineer operatirler dizisi ve

An t2, 2
ple B2
>0  (1+x)
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sonsuzda sifra yakinsayan bir dizi olsun. Bu halde ¥V f € C* [0, 00) i¢in

[4nf = Fllo < 20% (£,V/0)

egitsizligi saglanar.

ispat.

IF (1) — F (v)] < (1 G ;2”)2> w (F,9),

aligilmig siireklili modiiltiniin ozelligini F = f#, u = 5 ve v = & igin ve

f#(35) = F (), w* (f,0) = w (f#,0) esitliklerini kullanirsak

(55 ()= 5 s

- f@) < [1%(;_ : )

1+t 1+4+=x

(t— )
< <1+m> w# (f,é)

esitsizligini elde ederiz. Diger taraftan

olup

w? (f,0)

A, (t—2)?,2) = A, (*—2xt+ 2% )
= A, (Px) —20A, (1) + o
N ()
= A, (1) - 2

esitliginden
A @)~ T @] < AF 0~ f@)].2) < A, (1 " %) w (£,)

< (1+sup‘A"(t2’ )) 2!)w#(f’5)

>0  (1+4=x

= (1+%)w*00)

esitsizligini elde ederiz. Son olarak § = /d,, secildiginde ispat tamamlanmig olur. m
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4.2. Uygulamalar
Ozel sonuclar elde edebilmek icin asagidaki lemmay: kullanacagiz

Onerme 4.1 V z > 0 icin

x
e e < T n>1
2e
esitsizligi dogrudur. Burada ¥Yn > 1 i¢in o, = 1_;—_“ ve x, > 0 dir.

Ispat. V¢t > 0 ve ¢ > 0 icin t = %, f(t) = te= fonksiyonunun bir maksimum

noktasi oldugu igin

1
magcxe_cz = — (4.1)
> ec

esitligi dogrudur. Vz # 0 i¢in 1 — e™* < x oldugundan Vn > 1 i¢in 0 < o, < 1 dir.
Simdi

U= U+ v
uv < < O<v<u
Inu —Inv 2
geometrik, logaritmik ve aritmetik esitsizligini v = e™* > v = e¢™® > 0 igin
uygularsak
e~ Tn _ o= e~ Tn _ o= e~ Tan + e~
lne—®an —Ilne—*  —za, + 2
olup
_ _ e—JJ'Oén _"_ 6—33
e —e Tt < 5 2 (1—ay)
1—a,

esitsizligini elde ederiz, (4.1)’den

e 7I<1—an 1 +1 1—a?
e T —e — 4+ - =
- 2 eq, € 2ea,

aa’% < x,, oldugunu ispatlamamiz kaliyor ve bu da

n

—1 _ <%> (x > 0)

rpp— <z

T

esitsizligini elde ederiz.

esitsizliginin bir 6zel halidir. Bu egitlik

1—e*\?
1—( ¢ ><1—ew
xXr
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22— (1 —2e7 % + e 2)

—X
5 <l-e

T

x? = (1 —2e "+ 6721) <at—z%e®

et 42T —1—e T <

seklinde yazip direkt hesaplama ile elde edebiliriz. Boylece ispat tamamlanir. m

Sonug 4.1 S, : C*[0,00) — C*[0,00) taniml

Sl 0=y el ().

k=0

seklinde wverilen Szasz-Mirrakjan operatorlerini gézoniine alalim. Bu halde Vf €

C* [0, 00) igin
1
— < 2.w* — >
ve
1
— < 2wt — >
1S0f = £l < 20 (f,m>, n>1,

st synarlarine elde edebiliriz.

Ispat. Biliyoruz ki S, (1, ) = 1 ve buradan a,, = 0 olur. Diger taraftan lemma4.1’de

esitligini kullanirsak

Sh (e‘kt,x> —e < i
2en
esitsizligini elde ederiz. Buradan
A A
b, < —  ve ¢, < — (n>1)
2en en

dir. Simdi Vn > 1 i¢in



oldugundan teoremdeki iist sinirini elde ederiz.
2 2 T
Sp(t,z) =z ve Sn(t ,x) =z° + -
n

oldugundan
ISy (8%, 2) — 22| T 1
leg (1+ 22) 12%(1 + x)2 4n

esitliggini elde ederiz. m

Sonug 4.2 V,, : C*[0,00) — C*[0,00) tanaml ve

-5 () e ()

o 1+ x)
esklinde verilen Baskakov oeratorlerini gozonine alalim. Bu halde ¥Vf € C* [0, 00)
cim
Vad — fllos <20 (£ 5 n>2
n 0o — “- 72\/5 ) - 4

ve

WVaf — fll < 20 <f, %) !

ust symarlarine elde ederiz.

Ispat. V, (1,2) = 1 oldugundan a,, = 0. Diger taraftan

) =30 () (o) et (7)< (et )™

k=0

oldugundan

Vo (e,2) =] = \[1+x<1_e;ﬂ—n_em

—Az

— ¢ e—nln(l—i—w(l—e_%))-l—)\n 1

[-nln(m(l_e—z))m].e’““<”’”(1e’W

IN

esitzisligini elde ederiz. Burada

A
t=—-nln (1—1—3:(1—6’%)) +An > —nx (1—6’%) +Xx > —nrx.—+xr=0
n
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esitsizligini elde etmek igin " —1 < te’ esitsizliigini kullandik. SimdiIn (1 41) > 15

oldugundan V¢ > 0 i¢in

‘Vn (ef)\t,x) - ef)\x‘

—nx (1 — e_%) Az + 22 (1 — 6_%>

.
1+(n+1)x(1—e—%>+@x2 (1—e—%)

IN

esitsizligini elde ederiz. 1 — e~ > % — % ve bir oceki esitsizlikten
2\
sup |Vn (e’)‘t, :1:') — e’)‘m| < A
@20 n(n+1) (1 — e*;)
egitsizligini elde ederiz. Ayni esitligi kullanarak
bn:sup‘Vn (e_t,x)—e_x| < - T Sz (n>1)
2>0 nin+1)(-2%) ~n
esitsiligini elde ederiz. Simdi 1 — e n > % — % + # — %4 esitsizliginden
4 h(n)
cn =sup |V, (e 2) —e 2| < = ,
xzo‘ ( ) | nn+1)(2-%+ 55— 32) n

6t
(t+1)(3t3—3t2+2t—1)

esitsizligini elde ederiz. Burada h(t) = sekline tamimlanan bir

fonksiyondur. Bu halde

6t
(t+1)% (33 — 3t2 4 2t — 1)

W(t) = (-2t +3t —4) <0, t>1

dir. Buradan h (n) < h(2) = 32, (n > 2). Son olarak

157
o L [0
an n CTL_ —
v NG 15 = 2vn

elde ederiz. Ve buradan 'V, (t,z) = zve V,, (t*,z) = 1:2—1-@ esitliklerini kullanarak

Vo (82, 2) — 2”
dy=supnD T Ty
+>0  (1+x) a>0n (1 + )

elde edip boylece ispat1 tamamlamig oluruz. m
Sonug 4.3 C, : C*[0,00) — C*[0,00) tanyml ve

=) () () ()
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selinde tanimlanan Bernsteinn-Choldovsy operatiorlerini gozoniine alalvm.
0<z<B,veC,f(x)=f(x)igin, x > B, i¢inVf € C*[0,00) i¢in

ICof = fl < 2207 (f, %) n>1

ve

1Cof = Fllos < 2% (f, &> L a1
4dn
tdstsinarlary saglansr. Burada 3,
. B . B
lim 3, = co ve lim — =0,
n—oo n—oo N

esitliklering saglayan bir pozitif dizidir.

Ispat. C, (1,z) = 1 esitliginden a, = 0 olur.

n k n—=k n
C, (e, 2) = (n) (ﬁe_’\%) (1 — i) = <e_’\BﬂT/L£ +1-— i) ;
( ) ; k) \B, B B B

oldugundan
1— e\
_ _ —€ " n _
‘C’n(e ”\t,x)—e )‘$| = l—-d— | —e™
B,
ﬁ’ﬂ
nln(lfﬁi(lfefk )) D
= |e " —e
8
_A\Bn
—Apl=e T
B _
< e A eTA

esitsizligni elde ederiz. Lemma3.l’den ve V¢t € (0,1) In(1 —¢) < —t esitsizligini

kullanirsak
AB
Cn —At .Y < n
’ (6 ,J]) € } - 2en
esitsizligni elde ederiz. Buradan
bo< e < Pn
2en en

olup a, + b,+ C,, < ’Z—; esitsizligisaglanir. Son olarak

Cn (t,l’) =& ve Cn (tQ’x) — 1’2 + W
esitliklerinden
2 2 B )
>0 (1 + .I‘Q) z€[0,8,,] n (1 + 5132) 4n (1 n ﬁn) "

iist simirim elde ederiz. =
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Sonug 4.4 L, : C*[0,00) — C*[0,00) tanwml ve

n

Lotro) =3 () @ a-or s (=)

k=0
selinde tanimlanan Bleimann-Butzer-Hahn operatérlering gézoniine alalim. Bu halde

VfeC*0,00) igin

_ wt 2 "
Lo~ fle <20 (£ ). 0zl

st sinary saglanar.

zk
(e+1)"
yerine w* (f,0)’i kullanacagiz. L, (1,z) =1 esitliginden a,, = ||L,1 — 1||_, = 0 dir.

Ispat. Bu teoremi ispatlamak icin Teorem3.1 de e ** yerine i ve w? (f,0)

Lo (%ﬂtm) T +n7)lf1 + )

t\? n2x? nx
Ly 141 U] = 2 5 T 2 2
+ (1+n)" (1+x) (1+n)"(1+x)
esitliklerinden ([5)’e bakabilirsiniz)

t 1
b,=sup|L, | ——,z | — T =
x>0 1—|—t 1—|—l’ n—l—l
ve
t\? r \? nr —x?(2n + 1)
Cp=sup|Ly | | —— ) 2| — = 2 2
>0 1+1¢ 1+2 >0 [ (1 +n)"(1+2x)

esitliklerini elde ederiz. Baz hesaplamalardan sonra ¢, = % gosterip

4
an+2bn+cn§—
n+1

esitsizligini elde ederiz. Boylece ispat tamamlanmig olur. m
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