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Bu tezi okudu¼gumu ve tezin Yüksek Lisans Tezi olarak bütün gereklilikleri yerine
getirdi¼gini onaylar¬m.

Prof. Dr. Ali Aral
Dan¬̧sman

Jüri Üyeleri:
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 SZASZ-MİRAKJAN- KANTOROVİCH OPERATÖRLERİNİN  

GENELLEŞTİRİLMESİ 

 

LİMAM, MOHAMEDLEMİNE 

Kırıkkale Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı, Yüksek Lisans Tezi 

Danışman: Prof. Dr. Ali ARAL 

Temmuz 2015, 78 sayfa 

 

 

Bu tez dört bölümden oluşturulmuştur. Birinci bölümünde çalışmaya temel olan konu 

ile ilgili yapılanlar hakkında bilgi verildi. İkinci bölümde tezde kullanılacak tanımlar 

ve teoremlar açıklandı. Üçüncü bölümde Szasz-Mirakjan-Kantorovith operatörleri 

genelleştirilerek elde edilen operatörlerin özellikleri ve yakınsaklık hızı farklı birkaç 

uzayda incelendi. Son bölümde ise sonsuz aralıklarda yakınsaklık hızı incelenip bazı 

operatör için uygulanması verilmiştir. 

 

 

Anahtar kelimeler: Pozitif lineer operatörler, yakınsaklık hızı, ağırlıklı uzaylar,  

süreklilik modülü. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ii 
 

ABSTRACT 

 

 

 GENERALİZATİON OF SZASZ-MİRAKJAN-KANTOROVİCH OPERATORS 

 

LİMAM, MOHAMEDLEMİNE 

Kırıkkale University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics, Master of Science Thesis 

Supervisor: Prof. Dr. Ali ARAL 

July 2015, 78 pages 

 

 

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, brief background 

information on fundamental concepts and previous similar studies on the subject are 

presented. The second chapter is composed of important fundamental definitions and 

theorems that were employed. Next, a sequence of positive linear operators which 

generalizes the Szasz-Mirakjan-Kantorovith operators is introduced in the third 

chapter. Furthermore, estimates of the rate of convergence by means of suitable 

moduli of smoothness are provided. Finally, in the fourth chapter, an estimation of 

the rate of approximation by positive linear operators of functions that have a finite 

limit at infinity is obtained.   

 

 

Key Words: Szasz-Mirakjan-Kantorovith operators, positive approximation process, 

weited spaces, modulus of smoothness. 
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S·IMGELER D·IZ·IN·I

C ([0;+1)) [0;+1) üzerinde sürekli reel de¼gerli fonksiyonlar¬n uzay¬

kf (x)kC[a;b] C [a; b] uzay¬nda norm

C� ([0;+1)) C ([0;+1)) uzay¬ndaki limiti mevcut olan fonksiyonlar¬n altuzay¬

Cb ([0;+1)) C ([0;+1)) uzay¬ndaki fonksiyonlar¬n altuzay¬

w (f ; �) f fonksiyonunun süreklilik modülü.

wm a¼g¬rl¬k fonksiyonu

Em wm yard¬m¬yla tan¬mlanan a¼g¬rl¬k uzay¬

kfkm a¼g¬rl¬kll¬norm

E�m Em uzay¬ndaki a¼g¬rl¬kl¬limiti mevcut olan fonksiyonlar¬n altuzay¬

E�m Em uzay¬ndaki a¼g¬rl¬kl¬limiti s¬f¬r olan fonksiyonlar¬n altuzay¬

Bn Bernstien operatörleri

Sn Szasz operatörleri

Kn Kantorovich operatörleri

B� (R) reel de¼gerli a¼g¬rl¬kl¬fonksiyonlar uzay¬

C� (R) B� (R) uzay¬ndaki sürekli fonksiyonlar¬n kümesi

fn � f fn fonksiyon dizisi f fonksiyonuna düzgün yak¬nsak

L ([0;+1)) Borel ölçülbilir fonksiyonalr¬n uzay¬

L ([0;+1)) integrallenebilir fonksiyonlar¬n uzay¬

kfkp Lp uzay¬ndaki norm

Cn genelleştirilmi̧s Szasz-Kantorovich operatörleri
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1. G·IR·IŞ

Yaklaş¬mlar teorisinin temeli 1885 y¬l¬nda K. Weierstrass taraf¬ndan ispat-

lanan bir teoreme dayan¬r. Bu teoreme "[a; b] kapal¬ aral¬¼g¬nda tan¬mlanan her

sürekli fonksiyona düzgün yak¬nsayan bir polinomlar¬n dizisi kaŗs¬l¬k gelir". Weies-

trass�¬n bu teoremi çok karmaş¬k oldu¼gundan bir çok matematikçi bu ispat¬daha

basit ve anlaş¬l¬r k¬lmak için u¼graşm¬̧st¬r. Bu teoremin en basit ve etkili ispat¬n¬1912

y¬l¬nda S.N. Bernstein vermi̧stir. Günümüzde kendi ad¬ile an¬lan Bernsttein poli-

nomlar¬n¬tan¬mlam¬̧s ve [0; 1] aral¬¼g¬üzerinde tan¬ml¬sürekli fonksiyonlara bu poli-

nomlarla düzgün yak¬nsakl¬¼g¬n sa¼gland¬¼g¬n¬ göstermi̧stir. Bu operatör dizileri li-

neer ve pozitif s¬n¬f¬na ait oldu¼gundan, bu konu matematikçiler taraf¬ndan çok

önemli bir araşt¬rma alan¬olmuştur ve bu tipten çal¬̧smalar günümüzde de popi-

laritesini korumaktad¬r. 1950�li y¬llara gelindi¼ginde ise lineer pozitif operatörler

ile fonksiyona yaklaş¬mlar teorisi P.P. Korovkin�in ispatlad¬¼g¬teoremle ivme kazan-

m¬̧st¬r. Kolay ve uygulanabilir kriterleri içeren ve lineer pozitif operatörlerle sürekli

fonksiyona düzgün yaklaş¬m¬n şartlar¬n¬veren bu teoreme göre An dizisinin sürekli

fonksiyona düzgün yak¬nsamas¬ için yak¬nsakl¬¼g¬n f1; t; t2g fonksiyonlar¬için sa¼glan-

mas¬yeterlidir, denilmi̧stir. Bu teorem matematikçiler taraf¬ndan bir çok aç¬dan

geni̧sleştirilmi̧stir. Bu geni̧sletmelerden bir teorisi de sürekli fonksiyonlar üzerindeki

yak¬nsaman¬n integrallenebilen fonksiyonlar uzay¬na taş¬nmas¬na imkan veren bir

genelleşmedir . Bu yöntem Bernstein-Kantorovich operatörünün tan¬mlanmas¬ile

mümkün olmuştur. Bizim bu tezde inceleyece¼gimiz Szasz-Kantorovich operatörleri

ise sürekli fonksiyonlar uzay¬ yerine integrallenebilen fonksiyonlar uzay¬ üzerinde

çal¬̧smaya imkan verdi¼gi gibi ayn¬zaman da s¬n¬rs¬z aral¬klar üzerinde çal¬̧sma imkan¬

elde edebilece¼gimiz bir genelleştirmedir. ·Ilk olarak bu operatörlerin momentleri hesa-

planarak ve uygun süreklilik modülleri ile yak¬nsakl¬k h¬zlar¬verilecektir. Ayr¬ca

integrallenebilen fonksiyonlar için düzgün yak¬nsakl¬¼g¬n şartlar¬araşt¬r¬lacakt¬r.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde öncelikle lineer pozitif operatörler tan¬t¬lacak ve sa¼glad¬¼g¬temel

özellikler incelenecektir. Ayr¬ca daha sonraki bölümlerde kullan¬lacak olan baz¬

tan¬mlar verilecek ve lineer operatörlerin önemine de¼ginilecektir.

2.1. Lineer Pozitif Operatör Disizi

Bilindi¼gi gibi fonksiyonu fonksiyona dönüştüren ba¼g¬nt¬lara �Operatör� denir.

Lineer operatör:

X ve Y fonksiyon uzaylar¬olmak üzere;

A : X ! Y

şeklindeki operatörü göz önüne alal¬m. E¼ger her f; g 2 X ve her �; � 2 R için

A (�f + �g) = �A (f) + �A (g)

koşulu sa¼glan¬yor ise o taktirde A operatörüne lineer operatör denir.

Operatörün poziti�i¼gi:

E¼ger bir A operatörü pozitif de¼gerli fonksiyonu yine pozitif de¼gerli fonksiyona

dönüştürüyor ise, yani;

f bir fonksiyon ve A bir operatör olmak üzere

f � 0 iken A (f ;x) � 0

oluyorsa A operatörüne pozitif operatör denir.

Hem linner hem de pozitif olan operatörlere lineer pozitif operatörler denir.

2.1.1. Lineer Pozitif Operatörlerin Özellikleri

Önerme 2.1 Lineer pozitif operatörler monoton artand¬r. Yani;

f � g ) L (f) � L (g)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.
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·Ispat. Kabul edelim ki f � g olsun. Bu durumda g � f � 0 olaca¼g¬ndan

ve L operatörü pozitif oldu¼gundan;

L (g � f) � 0 (2.1)

yazabiliriz. Di¼ger taraftan L operatörü lineer oldu¼gundan

L (g � f) = L (g)� L (f)

olup bunun (2.1) de kullanmas¬yla ispat tamamlan¬r.

Önerme 2.2 L bir lineer pozitif operatör ise o taktirde

jL (f)j � L (jf j)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. Her hangi bir f fonksiyonu için

� jf j � f � jf j (2.2)

dir. L operatörü lineer oldu¼gundan Lemma??�den dolay¬monoton artand¬r.

O halde (2.2)�den;

L (� jf j) � L (f) � L (jf j) (2.3)

yazabiliriz. L lineer oldu¼gundan;

L (� jf j) = �L (jf j)

dir. Bu son eşitli¼gin, (2.3)�de kullan¬lmas¬yla

�L (jf j) � L (f) � L (jf j)

elde edilir ki bu da ispat¬tamamlar.

Tan¬m 2.1 X ve Y iki fonksiyon uzay¬ve

An : X ! Y

olmak üzere An (f ;x)�e bir operatör dizisi denir ve (An) ile gösterilir.
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Tan¬m 2.2 Kapal¬bir [a; b] aral¬¼g¬üzerinde tan¬ml¬ve sürekli tüm reel de¼gerli fonksiy-

onlardan oluşan kümeye C [a; b] fonksi-

yon uzay¬denir. Bu uzaydaki norm

kf (x)kC[a;b] = max
a�x�b

jf (x)j

şeklinde tan¬mlan¬r.

Gerçekten;

1. Her f; g 2 C [a; b] için f + g 2 C [a; b]

2.Her f; g 2 C [a; b] için f + g = g + f

3. Her f; g; h 2 C [a; b] için (f + g) + h = f + (g + h)

4. Her f 2 C [a; b] için en az bir � vard¬r ki f + � = � + f = f

5. Her f 2 C [a; b] için en az bir f 0 vard¬r ki f + f 0 = f 0 + f = �

6. Her f 2 C [a; b] ve � 2 R için �f 2 C [a; b]

7. Her f 2 C [a; b] ve �; � 2 R için (��) f = � (�f)

8. Her f 2 C [a; b] için 1f = f

9. Her f 2 C [a; b] ve �; � 2 R için (�+ �) f = �f + �f

10.Her f; g 2 C [a; b] ve � 2 R için � (f + g) = �f + �g

11. Her f 2 C [a; b] için kfk � 0

12. Her f 2 C [a; b] için kfk = 0, f = 0

13. Her f 2 C [a; b] ve � 2 R içink�fk = j�j kfk

14. Her f; g 2 C [a; b] için kf + gk � kfk+kgk koşullar¬

sa¼gland¬¼g¬ndan C [a; b]Lineer Normlu uzayd¬r.

Tan¬m 2.3 Bir (fn) fonksiyonlar dizisi f fonksiyonuna C [a; b] normunda düzgün

yak¬nsak olmas¬için gerek ve yeter şart, her x 2 [a; b] için

lim
n!1

kfn (x)� f (x)kC[a;b] = 0

yada daha aç¬k olarak:

lim
n!1

maks
a�x�b

jfn (x)� f (x)j = 0

eşitli¼ginin sa¼glanmas¬d¬r.
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2.1.2. Lineer Pozitif Operatörlerin Önemi

Alman Matematikçi Weierstrasse 1895 y¬l¬nda sonlu aral¬kta sürekli olan her fonksi

yona bu aral¬kta yak¬nsayan bir polinom dizisinin varl¬¼g¬n¬ispatlam¬̧st¬r. 1912 y¬l¬nda

ise Rus Matematikçi S.N. Bernstein bu dizinin , x 2 [0; 1] için:

Bn (f ;x) =
nX
k=0

f

�
k

n

��
n

k

�
xk (1� x)n�k (2.4)

şeklinde oldu¼gunu ispatlam¬̧st¬r,(Lorentz 1953).

1953 y¬l¬nda P.P. Korovkin sürekli fonksiyonlar¬n sonlu aral¬kta lineer pozitif

operatörlerin yard¬m¬yla yaklaşt¬r¬lmas¬na ili̧skin aşa¼g¬daki teoremi vermi̧stir. Teo-

rem bu konudaki çal¬̧smalara büyük katk¬sa¼glam¬̧st¬r, (Korovkin 1960).

Teorem 2.1 P.P.Korovkin Teoremi(1953). f 2 C [a; b] ve tüm reel eksende

jf (x)j < Mf (2.5)

olsun. E¼ger Ln (f ;x) lineer pozitif operatör dizisi her x 2 [a; b] için:

1. Ln (1; x)� 1

2. Ln (t;x)� x

3. Ln (t2;x)� x2

koşullar¬n¬sa¼gl¬yorsa bu durumda [a; b] de Ln (f ;x)� f (x) dir.

·Ispat. Kabul edelim ki f 2 C [a; b] olsun. Sürekli fonksiyonlar¬n tan¬m¬ndan dolay¬

her pozitif " say¬s¬na kaŗs¬l¬k öyle bir � bulabiliriz ki:

jt� xj � �

oldu¼gunda;

jf (t)� f (x)j < "

kal¬r. jt� xj > � oldu¼gunda ise (2.5) den ve üçgen eşitsizli¼ginden dolay¬:

jf (t)� f (x)j � jf (t)j+ jf (x)j � 2Mf (2.6)

5



yazabiliriz. Di¼ger taraftan e¼ger

jt� xj > � ise
jt� xj
�

> 1

olaca¼g¬ndan
(t� x)2

�2
> 1 (2.7)

sa¼glan¬r. (2.6) ve (2.7)den

jf (t)� f (x)j � 2Mf � 2Mf
(t� x)2

�2

yazabiliriz. O halde

jt� xj � � için jf (t)� f (x)j < "

jt� xj > � için jf (t)� f (x)j < 2Mf
(t� x)2

�2

elde ederiz. Dolay¬s¬yla her t 2 R ve her x 2 [a; b] için:

jf (t)� f (x)j < "+ 2Mf
(t� x)2

�2
(2.8)

dir. E¼ger teoremdeki koşullar¬sa¼glayan (Ln) operatör dizisinin

lim
n!1

kLn (f (t) ; x)� f (x)kC[a;b] = 0

eşitli¼gini sa¼glad¬¼g¬n¬gösterirsek ispat tamamlan¬r. Şimdi bunu gösterelim. Lineer-

likten

jLn (f (t) ; x)� f (x)j = jLn (f (t) ; x)� f (x) + Ln (f (x) ; x)� Ln (f (x) ; x)j

= jLn (f (t) ; x) + Ln (f (x) ; x)� Ln (f (x) ; x)� f (x)j

= jLn ((f (t)� f (x)) ; x) + f (x) (Ln (1; x)� 1)j

dir. Burada üçgen eşitsizli¼ginin kullanmas¬yla

jLn (f (t) ; x)� f (x)j � jLn ((f (t)� f (x)) ; x)j+ jf (x)j j(Ln (1; x)� 1)j

yaz¬labilir. Di¼ger taraftan Lineer pozitif operatörler monoton artan ve

(f (t)� f (x)) � jf (t)� f (x)j
6



oldu¼gundan

jLn ((f (t)� f (x)) ; x)j � jLn (jf (t)� f (x)j ;x)j

olur. Operatör pozitif ve

jf (t)� f (x)j � 0

oldu¼gundan

jLn (f (t) ; x)� f (x)j � Ln (jf (t)� f (x)j ;x) + jf (x)j j(Ln (1; x)� 1)j

oldu¼gunu göstermi̧s olduk. Buradan

jLn (f (t) ; x)� f (x)j � Ln (jf (t)� f (x)j ;x) +Mf j(Ln (1; x)� 1)j

yaz¬labilir. (Ln) monoton artan oldu¼gundan (2.8)�ün kullan¬lmas¬yla;

jLn (f (t) ; x)� f (x)j � Ln

�
"+

2Mf

�2
(t� x)2 ;x

�
+Mf j(Ln (1; x)� 1)j (2.9)

bulunur. Di¼ger taraftan

Ln

�
"+

2Mf

�2
(t� x)2 ;x

�
= Ln (";x) + Ln

�
2Mf

�2
(t� x)2 ;x

�
= "Ln (1; x) +

2Mf

�2
Ln
�
t2 � 2xt+ x2;x

�
= "Ln (1; x) +

2Mf

�2
�
Ln
�
t2;x

�
� x2 � x2 + 2x2

�2xLn (t;x) + x2Ln (1; x)� x2
�

= "Ln (1; x) +
2Mf

�2
��
Ln
�
t2;x

�
� x2

�
+2x (x� Ln (t;x))x

2 (Ln (1; x)� 1)
�

yazabiliriz. Son buldu¼gumuz ifadenin (2.9)�de kullan¬lmas¬yla

jLn (f (t) ; x)� f (x)j � "Ln (1; x) +
2Mf

�2
��
Ln
�
t2;x

�
� x2

�
+ 2x (x� Ln (t;x))

x2 (Ln (1; x)� 1)
�
+Mf j(Ln (1; x)� 1)j (2.10)

elde edilir. 1, 2 ve 3 koşullar¬n¬n (2.10)da kullan¬lmas¬yla

jLn (f (t) ; x)� f (x)j � "

bulunur. O halde

lim
n!1

maks
a�x�b

jLn (f (t) ; x)� f (x)j = 0

d¬r. Bu da ispat¬tamamlar
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2.2. Süreklilik Modülü

Tan¬m 2.4 Kabul edelim ki f , [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬sürekli bir fonksiyon olsun.

Key� � > 0 için

w (f ; �) = sup
jx�tj��
t;x2[a;b]

jf (t)� f (x)j

şeklinde tan¬mlanan fonksiyona f nin süreklilik modülü denir. Ve her � > 0 için

w (f ; �) negatif olmayan bir fonksiyondur.

Önerme 2.3 w (f ; �) fonksiyonu monoton artand¬r.

·Ispat. 0 < �1 < �2 olsun. Bu durumda jx� yj � �2 koşulunu sa¼glayan (x; y)

say¬çiftlerinin kümesi jx� yj � �1 koşulunu sa¼glayan say¬çiftlerinin kümesinden

daha kapsaml¬d¬r. Kümelerdeki supremum kavram¬ gözönüne al¬narak süreklilik

modülünün tan¬m¬ndan dolay¬

w (f ; �1) � w (f ; �2)

yaz¬labilir.

Önerme 2.4 f , [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬sürekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda

lim
�!0

w (f ; �) = 0

d¬r.

·Ispat. f fonksiyonu sürekli oldu¼gundan 8" > 0 için bir � > 0 vard¬r öyle ki

jt� xj < � oldu¼gunda jf (t)� f (x)j < " d¬r.

Süreklilik modülünde � < � al¬nd¬¼g¬nda w (f ; �) < " d¬r. Yani

lim
�!0

w (f ; �) = 0

olur.

Önerme 2.5 Her m 2 N için

w (f ;m�) � mw (f ; �)

dir.
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·Ispat.

w (f ; �) = sup
jx�tj��
t;x2[a;b]

jf (t)� f (x)j

ifadesinde t = x+mh seçilirse

w (f ;m�) � sup
jhj��
t;x2[a;b]

jf (x+mh)� f (x)j

= sup
jhj��
t;x2[a;b]

�����
mX
k=1

[f (x+ kh)� f (x+ (k � 1)h)]
�����

elde edilir. Burada

w (f ;m�) �
mX
k=1

sup
jhj��
t;x2[a;b]

j[f (x+ kh)� f (x+ (k � 1)h)]j

olur. Yukar¬daki toplam¬n içindeki ifade süreklilik modülü olmas¬ile toplananlar¬n

say¬s¬m tane oldu¼gundan

w (f ;m�) � mw (f ; �)

eşitsizli¼gi elde edilir.

Önerme 2.6 � > 0 reel say¬s¬için

w (f ;��) � (�+ 1)w (f ; �)

dir.

·Ispat. m; � n¬n tam k¬sm¬olsun. O taktirde m � � < m + 1 olur. w süreklilik

modülünün monotonluk özelli¼gi ve Lemma (2.6.3)den

w (f ;��) � w (f ; (m+ 1) �) � (m+ 1)w (f ; �) � (�+ 1)w (f ; �)

olur. Dolay¬s¬yla

w (f ;��) � (�+ 1)w (f ; �)

olarak elde edilir.

Önerme 2.7 �n s¬f¬ra yak¬nsayan bir dizi olmak üzere

w (f ; �n) � kf�n

eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde f�e ba¼gl¬bir kf sabiti vard¬r.
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·Ispat. Süreklilik modülünde � = 1 al¬narak

w (f ; 1) = w

�
f ;
1

�n
�n

�
olarak yaz¬labilir. Lemma?? den

w

�
f ;
1

�n
�n

�
�

�
1

�n
+ 1

�
w (f ; �n)

�
�
1 + �n
�n

�
w (f ; �n)

olur. �n n¬n yak¬nsak bir dizi olmas¬ndan dolay¬�n + 1 � k şeklinde bir k sabiti

vard¬r. O taktirde

w (f ; 1) =
k

�n
w (f ; �n)

olur. kf =
w(f ;1)
k

seçildi¼ginde

w (f ; �n) � kf�n

şeklinde istenen sonuç elde edilir.

Önerme 2.8 f , [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬s¬n¬rl¬bir fonksiyon ise her x; t 2 [a; b] için

jf (t)� f (x)j � w (f ; jt� xj)

d¬r.

·Ispat. Süreklilik modülünün tan¬m¬ve Lemma?? dan

jf (t)� f (x)j � w

�
f ;
jt� xj
�

�

�
�

�
1 +

jt� xj
�

�
w (f ; �)

sonucu elde edilir.

Önerme 2.9 f fonksiyonu, [a; b] aral¬¼g¬n¬n tüm noktalar¬nda türevi s¬n¬rl¬ise

w (f ; �) � c�

olacak şekilde c � 0 sabiti vard¬r.
10



·Ispat. f fonksiyonu, [a; b] aral¬¼g¬n¬n tüm noktalar¬nda türevi s¬n¬rl¬ise jf 0 (x)j �M

olur. Ortalama De¼ger Teoreminden

jf (t)� f (x)j
jt� xj = f 0 (�)

olacak şekilde bir � 2 [a; b] noktas¬vard¬r. f 0 (�) = c olarak al¬n¬rsa

w (f ; �) � c jt� xj � c�

elde edilir.

2.3. Szasz Operatörleri

Tan¬m 2.5 x 2 [0;1) ve f 2 C ([0;+1)) olsun. Szazs operatörleri

Sn (f ;x) = e�nx
1X
k=0

f

�
k

n

�
(nx)k

k!
(2.11)

şeklinde tan¬ml¬olan lineer pozitif operatörlerdir.

Teorem 2.2 Szasz operatörleri A 2 R+ olmak üzere [0; A] kapal¬aral¬¼g¬nda sürekli

ve tüm pozitif yar¬eksende de s¬n¬rl¬olan fonksiyonuna bu aral¬kta düzgün yak¬nsar.

Yani f 2 C [0; A] ise;

Sn (f ;x)� f (x) ; x 2 [0; A]

dir.

·Ispat. ·Ispat¬Korovkin teoremini kullanarak yapaca¼g¬z. Bunun için öncelikle

Sn (f ;x)�in lineer ve pozitif bir operatör oldu¼gunu gösterelim.

Lineerlik: 8a; b 2 R ve f; g 2 C [0; A] için,

Sn ((af (t) + bg (t)) ; x) = e�nx
1X
k=0

�
af

�
k

n

�
+ bg

�
k

n

��
(nx)k

k!

= e�nx
1X
k=0

af

�
k

n

�
(nx)k

k!
+ e�nx

1X
k=0

bg

�
k

n

�
(nx)k

k!

= ae�nx
1X
k=0

f

�
k

n

�
(nx)k

k!
+ be�nx

1X
k=0

g

�
k

n

�
(nx)k

k!

= aSn (f (t) ; x) + bSn (g (t) ; x)

11



oldu¼gundan (Sn) lineer bir opetatördür.

Poziti�ik: k = 0; ; 1; 2; :::n 2 N ve x 2 C [0; A] için,

e�nx
nk

k!
xk � 0

oldu¼gundan

f � 0 ise Sn (f (t) ; x) � 0

d¬r. Korovkin teoremi gere¼gince;

i)Sn (1; x)� 1

ii)Sn (t;x)� x

iii)Sn (t2;x)� x2

oldu¼gunu gösterirsek Sn (f ;x)� f (x) oldu¼gu ispatlanm¬̧s olur. Şimdi bunlar¬

gösterelim.

Sn (1; x) = e�nx
1X
k=0

1
(nx)k

k!
= e�nxenx

yani

Sn (1; x) = 1 (2.12)

Sn (t;x) = e�nx
1X
k=0

k

n

(nx)k

k!
= e�nx

1X
k=0

k

n

nkxk

k!

= e�nx
1X
k=1

k

n

nkxk

k!

= e�nx
1X
k=1

k

n

nk�1xk�1x

(k � 1)! ; (k ! k + 1)

= xe�nx
1X
k=1

nkxk

k!
= xe�nxenx

= x

yani

Sn (t;x)� x (2.13)
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Sn
�
t2;x

�
= e�nx

1X
k=0

k2

n2
(nx)k

k!
= e�nx

1X
k=0

k2

n2
nkxk

k!

= e�nx
1X
k=1

k2

n2
nkxk

k!
= e�nx

1X
k=1

k

n

nk�1xk�1

(k � 1)!

= e�nx
1X
k=1

�
k � 1
n

+
1

n

�
nk�1xk�1x

(k � 1)!

= e�nx

 1X
k=1

k � 1
n

nk�1xk�1x

(k � 1)! +
1X
k=1

1

n

nk�1xk�1x

(k � 1)!

!

= e�nx

 1X
k=2

k � 1
n

nk�1xk�1x

(k � 1)! �
1X
k=1

1

n

nk�1xk�1x

(k � 1)!

!

= e�nx

 1X
k=2

nk�2xk�2x2

(k � 2)! �
1X
k=1

1

n

nk�1xk�1x

(k � 1)!

!
k ! k + 2

k ! k + 1

= e�nx

 
x2

1X
k=2

nkxk

k!
� x

n

1X
k=0

nkxk

k!

!
= x2e�nxenx +

x

n
e�nxenx

= x2 +
x

n

yani

Sn
�
t2;x

�
= x2 +

x

n
(2.14)

olup

Sn
�
t2;x

�
= x2 , (n!1)

elde ederiz. Dolay¬s¬yla (i), (ii) ve (iii) şartlar¬ sa¼gland¬¼g¬¬ndan Korovkin teoremi

gere¼gince 8f 2 C [0; A] için [0; A] aral¬¼g¬nda:

Sn (f ;x)� f (x) ; (n!1)

bulunur.

2.4. A¼g¬rl¬kl¬Uzaylar

Tan¬m 2.6 ' (x) reel eksende sürekli monoton artan bir fonksiyon olmak üzere

� (x) = 1 + [' (x)]2

şeklinde � fonksiyonu tan¬mlans¬n.
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jf (x)j �Mf� (x) Mf > 0

eşitsizli¼gini sa¼glayan reel de¼gi̧skenli ve reel de¼gerli fonksiyonlar¬n kümesi B� (R) ile

bu uzaydaki sürekli fonksiyonlarin kümesi ise C� (R) ile gösterelim.

Yani

B� (R) = ff : jf (x)j �Mf :� (x)g

ve

C� (R) = ff 2 B� (R) : f süreklig

şeklinde ifade edilmektedir. B� (R) uzay¬nda, toplama ve skalerle çarpma i̧slemleri

aşa¼g¬daki gibi tan¬mlans¬n.

+ : B� (R)! B� (R)
(f; g)! f + g:

Bu durumda 8x 2 R için

j(f + g) (x)j = jf (x) + g (x)j

� jf (x)j+ jg (x)j

� Mf� (x) +Mg� (x)

olur ve bu eşitsizlikte (2.4.2)den dolay¬

j(f + g) (x)j = (Mf +Mg) � (x)

elde edilir. Buna göre her f; g 2 B� (R) için f + g 2 B� (R)dir.

F her hangi bir cisim olmak üzere

F �B� (R)! B� (R)
(�; f)! �f

8x 2 F için (�; f) (x) = �:f (x) şeklinde tan¬mlans¬n. f 2 B� (R) ise (�f) (x) = �f

d¬r. (2.4.2) ve (�f) (x) = �f � �:Mf :� (x) =Mf� (x) oldu¼gundan 8f 2 B� (R) için

� 2 F olmak üzere(�f) 2 B� (R) dir.

B� (R) yukar¬da tan¬mlanan toplam ve skalerle çarpma i̧slemlerine göre bir

lineer uzayd¬r. Bu uzayda norm

kfk� = sup
x2R

jf (x)j
� (x)
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şeklinde tan¬mlan¬r. Bu norm ile B� (R) ve C� (R) lineer normlu uzaylard¬r. Burada

� fonksiyonuna a¼g¬rl¬k fonksiyonu, B� (R) ve C� (R) uzaylar¬na ise a¼g¬rl¬k uzaylar

denir. C� (R) uzay¬nda

lim
jxj!1

f (x)

� (x)
= kf <1

koşulunu sa¼glayan fonksiyonlar¬n kümesi Ck� (R) ile gösterilir. Ck� (R) ve C� (R),

B� (R)nin alt uzay¬d¬r.

2.5. Ston-Weierstrass Teoremi

Teorem 2.3 (Lokal komppakt uzaylar)X lokal kompakt Hausdor¤ uzay ve A; C0 (X;R)

nin bir alt uzay¬ olsun. O taktirde A, C0 (X;R) uzay¬nda yo¼gun ancak ve ancak

8x 2 X için en az bir f 2 A vard¬r öyle ki f (x) 6= 0 dir.

Teorem 2.4 L; C0 (X;R)�n¬n bir Alt uzay¬olsun. E¼ger 8f; g 2 L için maks ff; gg

ve min ff; gg 2 L oluyorsa L alt uzay¬na latis denir.

Teorem 2.5 X lokal kompakt Hausdor¤ uzay ve L;

8x; y 2 X ve 8a; b 2 R için bir f 2 L vard¬r öyleki f (x) = a ve f (y) = b

şart¬n¬sa¼glayan C (X;R) uzay¬nda bir latis olsun. O taktirde L; C (X;R)�de yo¼gun-

dur.
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3. SZASZ-KANTOROV·ICH OPERATÖRLER·IN·IN

GENELLEŞT·IR·ILMES·I

3.1. Giri̧s

1940 y¬llar¬nda G.M.Mirakjan [18], J.Favard [15], ve O.Szasz[22], ayr¬bir şekilde

(Sn)n�1lineer pozitif operatörler dizisini incelemi̧slerdir. Günümüzde bu dizi Szasz-

Mirakjan operatörleri olarak bilinmekte ve

Sn (f) (x) :=

1X
k=0

e�nx
(nx)k

k!
f

�
k

n

�
(n � 1; x � 0)

eşitli¼gi ile tan¬mlanmaktad¬r. Burada f fonksiyonunun f : [0;+1) ! R tan¬ml¬ve

sa¼g taraftaki seri yak¬nsak olacak şekilde seçilmesi gereklidir.

C ([0;+1)) :=
�
f j f : [0;+1)! R ve 8M � 0 ve � 2 R için

jf (x)j �M exp (�x) ( x � 0)
uzay¬istenilen şartlar¬sa¼glar. Daha sonra s¬n¬rs¬z aral¬klar üzerinde lokal integral-

lenebilir fonksiyon uzaylar¬nda bir yaklaş¬m i̧slemi vermek ile ilgili Butzer�in in-

celedi¼gi Sn operatörlerinin bir integral versiyonu, 8 n � 0, f 2 L ([0;+1)) ve x � 0

için

Kn (f) (x) := n
1X
k=0

e�nx
(nx)k

k!

k+1
nZ

k
n

f (t) dt

eşitli¼gi ile verilir. Burada L ([0;+1)) Borel ölçülebilir ve lokal integrallenebilir

fonksiyonlar uzay¬d¬r. Ve f : [0;+1)! R öyleki f �in antitürevi F (x) :=
xR
0

f (t) dt

(x � 0), C ([0;+1)) uzay¬na aittir. [23] de Szasz-Mirakjan-Kantorovich operatör-

leri olarak tan¬mlanan Kn operatörleri, Kantorovich�in, Bernstein operatörleri için

yapt¬¼g¬integral de¼gi̧skli¼gi ile benzer şekilde elde edilmektedir.

Sonraki y¬llarda Szasz-Mirakjan-Kantorovich operatörleri ve onlar¬n genelleştir

meleri üzerinde baz¬matematikçiler bir çok çal¬̧sma yapm¬̧st¬r. Bu konu ile ilgili

çal¬̧smalar [24], [13] ve [14] de bulunabilir.

f 2 L ([0;+1)) ve 8n � 1 için 0 � an < bn � 1 şart¬n¬sa¼glayan (an)n�1 ; (bn)n�1
iki reel say¬lar dizisi olmak üzere

Cn (f) (x) :=
n

bn � an

1X
k=0

e�nx
(nx)k

k!

k+bn
nZ

k+an
n

f (t) dt (n � 1; x � 0)

16



eşitli¼gi ile verilen pozitif lineer operatörlerin dizisini gözönüne alal¬m.

8n � 1 için an = 0 ve bn = 1 ise Cn operatörleri, Szasz-Mirakjan-Kantorovich

operatörlerine dönüşmektedir. Cn operatörlerini incelerken dikkat edilmeli ki: bu op-

eratörleri kullanarak, sürekli veya integrallenebilen fonksiyonlar, [0;+1) aral¬¼g¬n¬n

eşit uzunlukta olmayan altaral¬klar¬nda f�nin ortalama de¼gerleri bilinmesi duru-

munda elde edilebilir.

(Cn)n�1 dizisinin yaklaş¬m teoremlerini farkl¬sürekli ve a¼g¬rl¬kl¬sürekli fonksiyon

uzaylar¬nda ve ayn¬zamanda Lebesgue integrallenebilen fonksiyon uzaylar¬nda in-

celeyece¼giz. Ve uygun süreklilik modülleri kullanarak bu dizinin yaklaş¬m h¬z¬için

baz¬tahminler verece¼giz.

3.2. Cn Operatörlerinin Temel Özellikleri

Bu bölümde operatörümüzün temel özelliklerini verece¼giz. Bu tez boyunca, [0;+1)

üzerinde sürekli reel de¼gerli fonksiyonlar¬n uzay¬C ([0;+1)) ile gösterilecek, C ([0;+1))

uzay¬ndaki s¬n¬rl¬fonksiyonlar¬n altuzay¬Cb ([0;+1)) ile gösterilecektir. Cb ([0;+1)),

k:k1 normu ile bir Banach latistir. Sürekli ve sonsuzda limiti olan fonksiyonlar¬n

uzay¬C� ([0;+1)) ile gösterilecek. Aç¬kt¬r ki C� ([0;+1)), Cb ([0;+1))�in bir Ba-

nach altlatisidir. Daha fazla C0 ([0;+1)) uzay¬, sürekli reel de¼gerli ve [0;+1) ar-

al¬¼g¬nda sonsuzda s¬f¬ra yak¬nsayan fonksiyonlardan oluşan C� ([0;+1)) �in bir al-

tuzay¬d¬r.Üstelik 8m � 1 için ve wm (x) := (1 + xm)�1 (x � 0) olmak üzere

Em :=

�
f 2 C ([0;+1)) j sup

x�0
wm (x) jf (x)j 2 R

�
şeklinde tan¬mlanan Em uzay¬

kfkm := sup
x�0

wm (x) jf (x)j (f 2 Em)

a¼g¬rl¬kl¬normu ile bir Banach latistir. Ayr¬ca

E�m :=
n
f 2 Em j lim

x�!1
wm (x) f (x) 2 R

o
ve

E0m :=
n
f 2 E�m j lim

x�!1
wm (x) f (x) = 0

o
,

ile tan¬mlanan uzaylar Em�in birer Banach altlatisidir.
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Notasyon 3.1 Stone-Weierstrass teoreminden C0 ([0;+1)) uzay¬, her E0m (m � 1)

uzay¬nda yo¼gundur.

Al¬̧s¬ld¬¼g¬gibi (1 � p <1) olmak üzere [0;+1) aral¬¼g¬nda Borel ölçülebilir

plan ve kfkp :=
�
+1R
0

jf (t)jp dt
� 1

p

< +1 şart¬n¬ sa¼glayan fonksiyonlar uzay¬n¬

Lp [0;+1) ile, [0;+1) aral¬¼g¬nda hemen hemen her yerde s¬n¬rl¬fonksiyonlar uza-

y¬n¬L1 ([0;+1)) ile gösterece¼giz. Her M � 0, � 2 R ve f : [0;+1) ! R öyleki

jf (x)j �M exp (�x) ( x � 0) için

Sn (f) (x) :=

1X
k=0

e�nx
(nx)k

k!
f

�
k

n

�
(n � 1; x � 0) (3.1)

şeklinde tan¬mlanan Szasz-Mirakjan operatörlerini gözönüne alal¬m. [0;1) üz-

erinde lokal olarak integrallenebilen fonksiyonlar için Butzer taraf¬ndan bir inte-

gral versiyonu verilmi̧stir. Bu versiyon, Borel ölçülebilir fonksiyonlar uzay¬nda ve

f : [0;+1) ! R öyleki F (x) :=
xR
0

f (t) dt (x � 0) ; C ([0;+1)) uzay¬na ait olma

şart¬ile aşa¼g¬daki şekilde verilir

Kn (f) (x) := n
1X
k=0

e�nx
(nx)k

k!

k+1
nZ

k
n

f (t) dt (n � 1; x � 0)

dir. Dikkat edilmeli ki L ([0;+1)) ; C ([0;+1)) \ C ([0;+1)) ( dolay¬s¬yla Em
(m � 1))�i içerir, ayn¬özellik Lp ([0;+1)) (1 � p <1) için geçerlidir. (Kn)n�1 oper-

atörleri L ([0;+1)) uzay¬ndaki fonksiyonlara yaklaşmak için
�
k
n
; k+1
n

�
(n � 1; k � 1)

aral¬klar¬nda ortalama de¼gerleri bilindi¼ginde anlaml¬d¬r. Bu tezde kompakt aral¬klar

için,
�
k
n
; k+1
n

�
(n � 1; k � 1) aral¬klar¬n¬n daha küçük olabilecek altaral¬klar¬üzerinde

tan¬ml¬ fonksiyonlar¬n ortalama de¼gerlerini bilindi¼ginde aşa¼g¬daki genelleştirmeyi

verebiliriz.

Daha aç¬k bir şekilde 8n � 1 için 0 � an < bn � 1 şart¬n¬ sa¼glayan

(an)n�1 ; (bn)n�1 iki reel say¬lar dizisi olsun, ve f 2 L ([0;+1)) olmak üzere

Cn (f) (x) :=
n

bn � an

1X
k=0

e�nx
(nx)k

k!

k+bn
nZ

k+an
n

f (t) dt (n � 1; x � 0) (3.2)

şeklinde tan¬mlans¬n. Cn operatörleri, f fonksiyonunun
�
k+an
n
; k+bn

n

�
aral¬klar¬nda or-

talama de¼gerleri bilindi¼gi durumda tan¬ml¬d¬r. Ayr¬ca
�
k+an
n
; k+bn

n

�
, [0;+1) aral¬¼g¬n¬
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taramamaktad¬r. Tabiki 8n � 1 için an = 0 ve bn = 1 oldu¼gunda Cn operatörleri

Kn operatörleri ile denktir. Verilen f 2 L ([0;+1)) için F (x) :=
xR
0

f (t) dt (x � 0)�i

gözönüne alarak Cn operatörleri aşa¼g¬daki şekilde de yaz¬labilir

Cn (f) (x) =
n

bn � an

1X
k=0

e�nx
(nx)k

k!

�
F

�
k + bn
n

�
� F

�
k + an
n

��
=

n

bn � an
Sn (�n (F )) (x) (3.3)

burada �n

�n (F ) (x) := F

�
x+

bn
n

�
� F

�
x+

an
n

�
(x � 0) (3.4)

eşitli¼gi ile verilir. Cn operatörleri de aşa¼g¬daki ifade ile verilebilir

Cn (f) (x) =

1Z
0

fd�n;x (n � 1; x � 0) (3.5)

öyleki

�n;x :=
n

bn � an
e�nx

1X
k=0

(nx)k

k!
�n;k

her �n;k,
�
k+an
n
; k+bn

n

�
aral¬¼g¬nda karakteristik fonksiyondur. Bundan sonra 8m � 0

için em sembolü em (x) = xm (x � 0) ifadesiyle tan¬mlanacak ve verilen x � 0 için

	x (y) := y � x (y � 0) şeklinde belirlenecektir.

Yukar¬daki belirlenen fonksiyonlar için Szasz-Mirakjan operatörlerinin davra

n¬̧s¬n¬inceleyelim. 8n � 1 ve m � 0 için

Sn (em) =

mX
j=0

am;jn
j�mej (3.6)

eşitli¼gi geçerlidir. ve am;j ler pozitif olmak üzere aşa¼g¬daki şartlar¬sa¼glar:

(i) j = 0; :::m için aj;j = 1 ve j � 1 için aj;0 = 0 ;

(ii) j = 1; :::m için aj;1 = 1 ;

(iii) j = 1; :::m için aj;j�1 =
j(j�1)
2
;

(iv) j = 1; :::m� 2 için aj+2;j+1 � 2 aj+1;j+ aj;j�1 = 1:
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8m � 1 için Sn (em) sabit k¬sma sahip olmayan vem dereceli bir polinomdur.

Örne¼gin:

Sn (1) = 1; Sn (e1) = e1 ve

Sn (e2) =

2X
j=0

a2;jn
j�2ej = a2;0n

0�2e0 + a2;1n
1�2e1 + a2;2n

2�2e2

= e2 +
1

n
e1 (3.7)

8x � 0 için

Sn (	x) (x) = Sn ((t� x) ; x) = Sn (t;x)� xSn (1; x)

= x� x = 0

ve Sn operatörlerin lineerli¼ginden

Sn
�
	2x
�
(x) = Sn

�
(t� x)2 ;x

�
= Sn

�
t2 � 2tx+ x2;x

�
= Sn

�
t2;x

�
� 2xSn (t;x) + x2Sn (1; x)

= x2 +
x

n
� 2x:x+ x2

=
x

n
: (3.8)

Şimdi � > 0 olmak üzere

f� (x) := e��x (x � 0) (3.9)

fonksiyonunu gözönüne al¬rsak

Sn (f�) (x) = e�nx
1X
k=0

(nx)k

k!
e�

�k
n = e�nx

1X
k=0

�
nxe�

�
n

�k
k!

= e�nx:enxe
��
n

= exp
�
nx
�
e�

�
n � 1

��
(3.10)

ifadesini elde ederiz.

f 2 L ([0;+1)) ; x � 1 ve n � 1 için

fn (x) =

1Z
0

f ([x+ ((bn � an) y + an)] =n) dy (3.11)
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olmak üzere

Cn (f) = Kn (fn) (3.12)

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Gerçekten

Kn (fn) (x) = n

1X
k=0

e�nx
(nx)k

k!

k+1
nZ

k
n

fn (t) dt

= n

1X
k=0

e�nx
(nx)k

k!

k+1
nZ

k
n

0@ 1Z
0

f ([t+ ((bn � an) y + an)] =n) dy

1A dt

yaz¬labilir. h = t+(bn�an)y+an
n

olarak seçilsin. O halde y = nh�t�an
bn�an olup

y = 0 ise h =
t+ an
n

,

y = 1 ise h =
t+ bn
n

ve dy =
n

bn � an
dh:

dir. Buradan

Kn (fn) (x) = n
1X
k=0

e�nx
(nx)k

k!

k+1
nZ

k
n

0B@
t+bn
nZ

t+an
n

f (h)
n

bn � an
dh

1CA dt

elde edilir. Fubini teoremini uygularsak

Kn (fn) (x) =
n2

bn � an

1X
k=0

e�nx
(nx)k

k!

k+bn
nZ

k+an
n

f (t) dt

�
k + 1

n
� k

n

�

=
n

bn � an

1X
k=0

e�nx
(nx)k

k!

k+bn
nZ

k+an
n

f (t) dt = Cn (f) (x)

bulunur.

Önerme 3.1 Her n � 1 ve m � 0 için

Cn (em) =
1

(m+ 1)nm

mX
k=0

�
m+ 1

k

�m�kX
p=0

bpna
m�k�p
n

kX
j=0

ak;jn
jej

= em +
1

n
Fm�1; (3.13)

burada ak;j (3.6)�da belirlenen katsay¬lar ve Fm�1; m�1 dereceli pozitif bir polinom-

dur. 8m � 0 için em � Cn (em) eşitsizli¼gi do¼grudur.
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Derecesi m say¬s¬ndan küçük olan polinomlar uzay¬Pm gösterilirse 8n; m � 1

için

Cn (Pm) � Pm

kapsamas¬do¼grudur. 8m � 1, n � 1 ve x � 0 için

wm (x)Cn (em) (x) = wm (x) em (x) + wm (x)
1

n
Fm�1

� wm (x) em (x) +
dm
n

(3.14)

yaz¬labilir burada

dm := max
x�0

wm (x)

(
m�1X
j=0

am;jx
j +

m�1X
k=0

�
m

k

� kX
j=0

ak;jx
j

)
(3.15)

ve wm (x) := (1 + xm)
�1 (x � 0) d¬r. Dolay¬s¬yla 8m � 0 için

lim
n�!1

kCn (em)� emkm = lim
n!1

sup
x�0

wm (x) jCn (em)� emj

� lim
n!1

sup
x�0

dm
n

= 0 (3.16)

Son olarak 8m � 1, n � 1 ve x � 0 için

Cn (	
m
x ) = Cn ((t� x)m) = Cn

 
mX
h=0

�
m

h

�
th (�x)m�h

!

=
mX
h=0

�
m

h

�
(�x)m�hCn

�
th
�

eşitli¼gini kullan¬rsak (3.13) eşitli¼ginden

Cn (	
m
x ) =

mX
h=0

�
m

h

�
(�1)m�h xm�h
(h+ 1)nh

hX
k=0

�
h+ 1

k

� h�kX
p=0

bpna
h�k�p
n

kX
j=0

ak;jn
jej (3.17)

eşitli¼gini elde ederiz. Özel olarak

Cn (1) = 1;
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yine (3.13)�i kullan¬rsak

Cn (e1) =
1

(1 + 1)n1

1X
k=0

�
1 + 1

k

� 1�kX
p=0

bpna
1�k�p
n

kX
j=0

ak;jn
jej

=
1

2n

��
2

0

�
(an + bn) +

�
2

1

�
(a1;0 + a1;1ne1)

�
=

1

2n
(an + bn + 2ne1)

= e1 +
an + bn
2n

(3.18)

ayn¬şekilde

Cn (e2) = e2 +
bn + an + 1

n
e1 +

a2n + anbn + b2n
3n2

1 (3.19)

eşitli¼gi gösterilebilir. Ve 8 x � 0 için (3.17) ifadesinden

Cn (	x) =
1X
h=0

�
1

h

�
(�1)1�h x1�h
(h+ 1)nh

hX
k=0

�
h+ 1

k

� h�kX
p=0

bpna
h�k�p
n

kX
j=0

ak;jn
jej

=

�
1

0

�
�1x
1
+

�
1

1

�
1

2n

��
2

0

�
(an + bn) +

�
2

1

�
(a1;0 + a1;1ne1)

�
= �x+ 1

2n
(an + bn + 2nx)

=
an + bn
2n

Ayn¬şekilde aşa¬¼g¬daki eşitlik elde edilebilir

Cn (	x) =
an + bn
2n

, Cn
�
	2x
�
(x) =

x

n
+
a2n + anbn + b2n

3n2
:

(3.20)

Önerme 3.2 � > 0 ve f� (x) = e��x fonksiyonunu gözönüne alal¬m. Bu takdirde

Cn (f�) =
n

� (bn � an)

�
e�

�an
n � e�

�bn
n

�
Sn (f�) (n � 1) ; (3.21)

eşitli¼gi do¼grudur. ve 8 n � 1 ve � > 0 için

Cn (f�) � Sn (f�) � S1 (f�) : (3.22)

eşitsizlikleri sa¼glan¬r.
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·Ispat. (3.21) ifadesini ispatlamak için f� fonksiyonu ve Cn operatörlerinin ifadelerini

gözönüne alal¬m.

Cn (f�) (x) =
n

bn � an

1X
k=0

e�nx
(nx)k

k!

k+bn
nZ

k+an
n

e��tdt

=
n

bn � an

1X
k=0

e�nx
(nx)k

k!

�
�1
�
e��t

� k+bn
n

k+an
n

=
n

� (bn � an)

1X
k=0

e�nx
(nx)k

k!

�
e�

�an
n � e�

�bn
n

�
e�

�k
n

=
n

� (bn � an)

�
e�

�an
n � e�

�bn
n

�
Sn (f�)

eşitli¼gi elde edilir. Şimdi (3.22)�deki ilk eşitsizli¼gi ispatlayal¬m.

n

� (bn � an)

�
e�

�an
n � e�

�bn
n

�
� n

� (bn � an)
e
�an
n

�
e�

�an
n � e�

�bn
n

�
� n

� (bn � an)

�
1� e�(

�bn
n
��an

n )
�

iyi bilinen 1� e�x � x (x � 0) eşitsizli¼gini kullan¬rsak
n

� (bn � an)

�
1� e�(

�bn
n
��an

n )
�
� 1;

dolay¬s¬yla
n

� (bn � an)

�
e�

�an
n � e�

�bn
n

�
� 1

olup (3.21)�den istenilen sonuç elde edilir. Öte taraftan (Sn (f))n�1 dizisi konveks

fonksiyonlar için azalan oldu¼gundan ikinci eşitsizlik de do¼grudur.

3.3. Cn Operatörünün Yaklaş¬m Özellikleri

Şimdi sürekli ve integrallenebilen fonksiyon uzaylar¬nda (Cn)n�1 dizisinin baz¬yak-

laş¬m özelliklerini verece¼giz.

Teorem 3.1 Cn (n � 1) operatörleri için n � 1 ve m � 1 olmak üzere aşa¼g¬daki

özellikler geçerlidir.

(a) Cn; Cb ([0;+1)) uzay¬üzerinde lineer pozitif ve sürekli bir operatördür ayr¬ca

kCnkCb([0;+1)) = 1

eşitli¼gi sa¼glan¬r.
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(b) Cn (C0 ([0;+1))) � C0 ([0;+1)) ;

(c) Cn; Em uzay¬üzerinde lineer pozitif ve sürekli operatördür ayr¬ca

kCnkEm � 1 + dm=n

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. özel olarak

sup
n�1

kCnkEm � 1 + dm; (3.23)

eşitsizli¼gi do¼grudur.

(d) Cn (E
0
m) � E0m:

·Ispat. (a) için Cn operatörünün lineer pozitif ve sürekli oldu¼gu aç¬kt¬r. Cn (1) = 1

ve lineer pozitif operatörlerin özelliklerinden f 2 Cb ([0;+1)) olmak üzere

kCn (f)kb � Cn (kfkb) = kfkbCn (1) = kfkb

buradan

kCnkCb([0;+1)) = sup
f 6=0

kCn (f)kb
kfkb

= 1

dir. (b) ifadesini ispatlamak için f 2 C0 ([0;+1)) ve " > 0 olsun. Bu takdirde

x1 � 0 vard¬r öyleki 8x � [x1] için jf (x)j � "
2
: x2 > x1 oldu¼gunda 8x � x2 için

(nx)h e�nx

h!
� "

2 kfk1 (n [x1] + 1)

eşitsizli¼ginin do¼gru oldu¼gunu söyleyebiliriz. Burada h = 0; ::::; n [x1] ve [x1], x�in

tamde¼geridir. 8x � x2 için

jCn (f) (x)j �
n

bn � an

n[x1]X
k=0

e�nx
(nx)k

k!

k+bn
nZ

k+an
n

jf (t)j dt

+
n

bn � an

1X
k=n[x1]+1

e�nx
(nx)k

k!

k+bn
nZ

k+an
n

jf (t)j dt
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olur. Yukar¬daki eşitsizliklerden ve jf (t)j � kfk1 oldu¼gundan

jCn (f) (x)j �
n

bn � an

"

2 kfk1 (n [x1] + 1)

�
bn � an
n

�
kfk1

n[x1]X
k=0

+
n

bn � an

�
bn � an
n

�
"

2

1X
k=n[x1]+1

e�nx
(nx)k

k!

� "

2
+
"

2

1X
k=0

e�nx
(nx)k

k!
= ":

elde edilir. (c) için (3.14) eşitsizli¼ginden 8f 2 Em için

wm (x) jCn (f) (x)j � wm (x)Cn (jf j) (x) = wm (x)Cn (wm (x) jf j (1 + em)) (x)

� wm (x) kfkmCn (1 + em) (x)

= kfkm [wm (x)Cn (1) (x) + wm (x)Cn (em) (x)]

� kfkm
�
1 +

dm
n

�
buradan

kCnkEm � 1 + dm=n

eşitsizli¼gi do¼grudur.(d) özelli¼gini ispatlamak için (f�)�>0 ailesiyle do¼gurulan D al-

tuzay¬gözönüne alal¬m. Stone-Weierstrass theoremi gere¼ginceD altuzay¬, C0 ([0;+1))

�da(dolay¬s¬yla E0m�de ) yo¼gundur. f 2 E0m olsun. Bu taktirde (f�n)n�1 2 D dizisi

vard¬r öyle ki

lim
n!1

f�n = f

buradan

Cn (f) = Cn

�
lim
n!1

f�n

�
2 C0 ([0;+1)) � E0m

olur. Böylece ispat tamamlan¬r.

Uyar¬3.1 Cn (1) = 1 oldu¼gundan Teorm 3.1 den görülür ki 8n � 1 için

Cn (C� ([0;+1))) � C� ([0;+1))

dur.

Ve (3.13)�den

lim
x!1

wm (x)Cn (em) (x) = lim
x!1

�
xm

1 + xm
+
1

n

Fm�1
1 + xm

�
2 R
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yani Cn (em) 2 E�m dir Buradan Cn (1 + em) = 1+Cn (em) 2 E�m olur.Şimdi f 2 E�m
key� bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

lim
x!1

wm (x) f (x) = L 2 R

Böylece

lim
x!1

wm (x) [f (x)� L (1 + xm)] = 0

olup dolay¬s¬yla

g = f � L (1 + xm) 2 E0m

dir. Teorem3.1�i tekrar kullan¬rsak (d)�den Cn (g) 2 E0m olur. O halde

lim
x!1

wm (x)Cn (g) = lim
x!1

wm (x)Cn (f (t)� L (1 + tm) ; x) = 0

=)

lim
x!1

wm (x)Cn (f (t) ; x) = L lim
x!1

wm (x)Cn (1 + em)

olup Cn (1 + em) 2 E�m oldu¼gundan

lim
x!1

wm (x)Cn (f (t) ; x) = L �K

yaz¬labilir. Bu da Cn (E�m) � E�m ifadesinin do¼gru oldu¼gunu gösterir.

Şimdi önemli bir sonuç verelim. � > 0; n � 1 ve 0 � an < bn � 1 olsun. O

halde

0 � 1� n

� (bn � an)

�
e�

�an
n � e�

�bn
n

�
� �

n
: (3.24)

dir. Gerçekten, 1� e�x � x; 1� e�x � x� x2

2
(x � 0) eşitsizliklerini kullanarak

0 � 1� n

� (bn � an)

�
e�

�an
n � e�

�bn
n

�
= 1� n

� (bn � an)
e�

�an
n

�
1� e�

�(bn�an)
n

�
� 1� n

� (bn � an)
e�

�an
n

 
�
bn � an
n

� �2
(bn � an)

2

2n2

!

= 1� e�
�an
n + �

bn � an
n

� �

2n
(an + bn) �

�

n
:

eşitzisli¼gini elde ederiz. Şimdi s¬n¬rl¬ve sürekli fonksiyonlar için aşa¼g¬daki teoremleri

verelim.
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Teorem 3.2 f 2 C� ([0;+1)) olsun. O halde [0;+1) üzerinde düzgün olarak

lim
n!+1

Cn (f) = f

dir. Ayr¬ca f 2 Cb ([0;+1)) ise [0;+1) kompakt altkümeleri için

lim
n!+1

Cn (f) = f

yak¬nsamas¬düzgündür.

·Ispat. (f�)�>0 ailesinin do¼gurdu¼gu D altuzay¬, C0 ([0;+1)) uzay¬nda yo¼gun ve

(Cn)
n�1

dizisi C0 ([0;+1)) uzay¬nda alttan ve üstten s¬n¬rl¬ oldu¼gundan teoremin

ilk k¬sm¬n¬f 2 C0 ([0;+1)) için göstermek yeterlidir. Şimdi 8x � 0 ve n � 1 için

(3.21) ve (3.24) kullan¬ld¬¼g¬nda

jCn (f�) (x)� f� (x)j =
���� n

� (bn � an)

�
e�

�an
n � e�

�bn
n

�
Sn (f�)� f� (x)

����
�

���� n

� (bn � an)

�
e�

�an
n � e�

�bn
n

�
� 1
����Sn (f�) (x)

+ jSn (f�) (x)� f� (x)j

olup Sn (f�) = exp
�
nx
�
e�

�
n � 1

��
� 1 oldu¼gundan

jCn (f�) (x)� f� (x)j �
�
1� n

� (bn � an)

�
e�

�an
n � e�

�bn
n

��
+ kSn (f�)� f�k1

� �

n
+ kSn (f�)� f�k1 :

eşitsizli¼gini elde ederiz. [3,bölüm5.3.9] den Szasz-Mirakjan operatörleri dizisi (Sn)n�1

�nin C0 ([0;+1)) uzay¬nda yak¬nsakt¬r. Buradan f 2 C0 ([0;+1)) key�bir fonksiyon

al¬nd¬¼g¬nda, D altuzay¬nda bu fonksiyona yak¬nsayan (f�n)n�1 fonksiyon dizisi vard¬r.

Bu durumda

jCn (f) (x)� f (x)j =
���Cn � lim

n!1
f�n

�
(x)� lim

n!1
f�n (x)

���
= lim

n!1
jCn (f�n) (x)� f�n (x)j = 0

olur. Böylece istenilen sonuç elde edilir. Teoremin son k¬sm¬n¬ispatlamak için dikkat

edilmeli ki (3.18) ve (3.19)�den [0;+1) aral¬¼g¬n kompakt altkümeleri üzerinde 8h 2

f1; e1; e2g için düzgün olarak lim
n!+1

Cn (h) = h dir. f1; e1; e2g � E�2 oldu¼gundan ve

[2.teorem 3.5] den sonuç elde edilir.
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Şimdi E0m; E
�
m ve Em a¼g¬rl¬kl¬fonksiyon uzaylar¬üzerinde Cn operatörlerinin

yaklaş¬m özelliklerini verelim.

Teorem 3.3 m � 1 olsun. f 2 E�m(özellikle f 2 E0m) ise [0;+1) uzay¬nda düzgün

olarak

lim
n!+1

wm (Cn (f)� f) = 0 (3.25)

yani k:km normuna göre

lim
n!+1

Cn (f) = f:

f 2 Em ise [0;+1) uzay¬n¬n kompakt altkümeleri üzerinde düzgün olarak

lim
n!+1

wm (Cn (f)� f) = 0 (3.26)

dir.

·Ispat. :(f�)�>0 fonksiyon ailesini yeniden gözönüne alal¬m. Buradan k:k1 normuna

göre ve dolay¬s¬yla k:km normuna göre lim
n!+1

Cn (f�) = f� dir. (Cn)n�1 dizisi, E
0
m

uzay¬üzerinde alttan ve üstten s¬n¬rl¬oldu¼gundan ve (f�)�>0 fonksiyon ailesinin

do¼gurdu¼gu D lineer uzay¬, E0m uzay¬nda yo¼gun oldu¼gundan (3.25) ifadesi 8f 2 E0m

için do¼grudur. Gerçekten

wm jCn (f) (x)� f (x)j = wm

���Cn � lim
n!1

f�n

�
(x)� lim

n!1
f�n (x)

���
= lim

n!1
wm jCn (f�n) (x)� f�n (x)j = 0

olur. Di¼ger taraftan f 2 E�m ise f = g � �m (1 + em) olmak üzere

�m := lim
x�!1

wm (x) f (x) 2 R

g = f � �m (1 + em) 2 E0m

ve (3.16) den

lim
n�!1

kCn (em)� emkm = 0

dir.Bu nedenle (3.25) ifadesi f için geçerlidir. Bir önceki sonuç ve Em � E0m+1

içermesi, (3.26) ifadesini verir. Çünkü J , [0;+1) uzay¬n¬n bir kompakt altkümesi

ise 8 x 2 J için

wm (x) jCn (f) (x)� f (x)j = wm (x)
wm+1 (x)

wm+1 (x)
jCn (f) (x)� f (x)j

� M kCn (f)� fkm+1
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şeklinde yazabiliriz. Burada M := sup
x2J

wm(x)
wm+1(x)

dir.

Son olarak baz¬özel durumlarda Cn operatörleri Lp ([0;+1))1�p<1uzaylar¬

için de bir yaklaş¬m operatörü oldu¼gunu gösterelim.

Teorem 3.4 (Cn)n�1, (3.2)�de verilen operatörler dizisi ve 1 � p < 1 olsun. Bu

durumda

Cn (L
p ([0;+1))) � Lp ([0;+1))

olur ve 8n � 1 için

kCnkLp;Lp � (bn � an)
� 1
p :

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. M > 0 ve 8n � 1 için 1
bn�an � M olacak şekilde bir M mevcut

ise 8f 2 Lp ([0;+1)) için

Lp ([0;+1)) uzay¬nda lim
n!+1

Cn (f) = f

dir.

·Ispat. n � 1 ve f 2 Lp ([0;+1)) olsun. Jensen�s eşitsizli¼gi 8x � 0 iki kere

kullan¬l¬rsa

jCn (f) (x)jp �
1X
k=0

e�nx
(nx)k

k!

�������
n

bn � an

k+bn
nZ

k+an
n

f (t) dt

�������
p

�
1X
k=0

e�nx
(nx)k

k!

n

bn � an

k+bn
nZ

k+an
n

jf (t)jp dt

olup x�e göre integral al¬p

+1Z
0

e�nxxkdx =
k!

nk+1
(k � 0) ;
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eşitsizli¼gini kullan¬rsak

+1Z
0

jCn (f) (x)jp dx �
1X
k=0

0B@ n

bn � an

k+bn
nZ

k+an
n

jf (t)jp dt

1CA nk

k!

+1Z
0

e�nxxkdx

=
1

n

1X
k=0

0B@ n

bn � an

k+bn
nZ

k+an
n

jf (t)jp dt

1CA

=
1

n

n

bn � an

1X
k=0

0B@
k+bn
nZ

k+an
n

jf (t)jp dt

1CA � 1

bn � an
kfkpp ;

elde edilir. Buradan

Cn (L
p ([0;+1))) � Lp ([0;+1))

dir. M > 0 ve 1
bn�an � M olacak şekilde bir M say¬s¬ oldu¼gunu kabul ede-

lim. (Cn)n�1 dizisi L
p ([0;+1)) uzay¬nda alttan ve üstten s¬n¬rl¬d¬r. [3, önerme

4.2.5,(2)] ve [1, sonuç 8.9] den ff�j� > 0g altkümesi Lp ([0;+1))0de Korovkin küme-

sidir. (Gerçekten 0 < �1 < �2 < �3 şart¬yla herhangi bir ff�1 ; f�2 ; f�3g altkümesi

Lp ([0;+1)) uzay¬nda bir Korovkin altkümesidir). O zaman son iddiay¬ispatlamak

için, 8� � 0 için Lp ([0;+1)) uzay¬nda Cn (f�) ! f� oldu¼gunu göstermek yeter-

lidir. Teorem 3.2 gere¼gince biliyoruz ki [0;+1) uzay¬üzerinde mutlak olarak ve

dolay¬s¬yla noktasal Cn (f�)! f�dir. Di¼ger taraftan (3.10) ve (3.22)�den elde ederiz

ki

0 � jCn (f�)jp � jS1 (f�)jp 2 L1 ([0;+1)) :

buradan

Lp ([0;+1)) uzay¬nda lim
n!+1

Cn (f) = f

dir.

3.4. Yak¬nsakl¬k H¬z¬için Üst S¬n¬rlar

Burada uygun süreklilik modüleri yard¬m¬yla (Cn (f))n�1 dizisinin f fonksiyonuna

yak¬nsakl¬k h¬z¬ için baz¬üst s¬n¬rlar verilecektir. Bu yak¬nsakl¬k h¬z¬n¬üç farkl¬

durumda inceleyece¼giz.
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3.4.1. Noktasal ve Düzgün Yak¬nsakl¬k H¬z¬

Birince ve ikinci martebeden w (f; �) ve w2 (f; �) al¬̧s¬lm¬̧s süreklilik modüllerini kul-

lanarak noktasal ve düzgün yak¬nsakl¬k h¬z¬ için baz¬ üst s¬n¬rlar verece¼giz. [19]

de verilen baz¬sonuçlar¬kullanarak noktasal yak¬nsakl¬k h¬z¬n¬için üst s¬n¬rlar be-

lirleyece¼giz.

Teorem 3.5 f 2 Cb ([0;+1)) ; n � 1 ve x � 0 olsun. Bu halde

jCn (f) (x)� f (x)j � an + bn
2
p
n
w

�
f;

1p
n

�
+

�
1 +

1

2

�
x+

a2n + anbn + b2n
3n

��
w2

�
f;

1p
n

�
(3.27)

·Ispat. (3.5)�i gözönüne alarak [17,teorem2.2.1]�i kullan¬rsak ve (3.20)�den 8� � 0

için

jCn (f) (x)� f (x)j � jCn (1) (x)� 1j jf (x)j+
1

�
jCn (	x) (x)jw (f; �)

+

�
Cn (1) (x) +

1

�2
Cn
�
	2x
�
(x)

�
w2 (f; �)

olur.

Cn (1) = 1; Cn (	x) (x) =
an + bn
2n

ve Cn
�
	2x
�
(x) =

x

n
+
a2n + anbn + b2n

3n2

oldu¼gundan

jCn (f) (x)� f (x)j � 1

�

an + bn
2n

w (f; �) +

�
1 +

1

2�2

�
x

n
+
a2n + anbn + b2n

3n2

��
w2 (f; �)

olup � = n
�1
2 oldu¼gunda (3.27)�i elde ederiz.

(Cn (f))n�1 dizisinin Cb ([0;+1)) uzay¬nda yak¬nsakl¬k h¬z¬ için başka üst

s¬n¬rlar verilebilir. Gerçekten (3.3)�den 8f 2 Cb ([0;+1)) ;ve x � 0 için

jCn (f) (x)� f (x)j =
���� n

bn � an
Sn (�n (F )) (x)� f (x)

����
� n

bn � an
jSn (�n (F )) (x)� �n (F ) (x)j

+

���� n

bn � an
�n (F ) (x)� f (x)

����
olur. Burada �n (F ) (x) := F

�
x+ bn

n

�
�F

�
x+ an

n

�
(x � 0) ve F , f�in antitürevidir.

Ayr¬ca Szasz-Mirakjan operatörleri için elde edilen üst s¬n¬rlar benzer şekilde

aşa¼g¬daki lemmay¬ kullanarak (Cn (f))n�1 dizisinin noktasal yak¬nsakl¬k h¬z¬ için

baz¬say¬sal üst s¬n¬¬rlar elde edebiliriz.

32



Lemma 3.1 0 � an < bn � 1 (n � 1) ; f 2 Cb ([0;+1)) ve F (x) =
xR
0

f (t) dt

(x � 0) olsun. Bu halde 8x � 0 ve n � 1 için���� n

bn � an
�n (F ) (x)� f (x)

���� � w

�
f;
bn � an
n

�
: (3.28)

ve 8� > 0 için

w (�n (F ) ; �) �
bn � an
n

w

�
f; � +

bn � an
n

�
(3.29)

eşitsizlikleri do¼grudur.

·Ispat. x � 0 ve n � 1 olsun. F fonksiyonu için
�
x+ an

n
; x+ bn

n

�
aral¬¼g¬nda Lagrange

teoremini uygularsak

F
�
x+ bn

n

�
� F

�
x+ an

n

�
x+ bn

n
� x� an

n

=
n

bn � an
�n (F ) (x) = f

�
�n;x
�

olacak şekilde �n;x 2
�
x+ an

n
; x+ bn

n

�
say¬s¬vard¬r. x+ an

n
� �n;x � x+ bn

n
oldu¼gundan���n;x � x

�� � bn�an
n

olup���� n

bn � an
�n (F ) (x)� f (x)

���� = ��f ��n;x�� f (x)
�� � w

�
f;
���n;x � x

��� � w

�
f;
bn � an
n

�
dir. Şimdi � > 0 ve x; y � 0 öyle ki jx� yj < � olsun. Yine de Lagrange teoreminden

j�n (F ) (x)� �n (F ) (y)j =
bn � an
n

��f ��n;x�� f
�
�n;y
��� � bn � an

n
w
�
f;
���n;x � �n;y

��� ;
burada �n;y;

�
y + an

n
; y + bn

n

�
aral¬¼g¬nda uygun bir say¬ve �n;x yukar¬daki gibidir.

x+ an
n
� �n;x � x+ bn

n
ve y + an

n
� �n;y � y + bn

n
oldu¼gundan���n;x � �n;y

�� � jx� yj+ bn � an
n

� � +
bn � an
n

olup böylece ispat tamamlan¬r.

Teorem 3.6 f 2 Cb ([0;+1)) ; n � 1 ve x � 0 olsun. Bu halde

jCn (f) (x)� f (x)j �
�
2 +

p
x
�
w

�
f;

p
n+ bn � an

n

�
(3.30)

ve f fonksiyonu [0;+1) uzay¬nda türevlenebilir ve f 0 2 Cb ([0;+1)) ise

jCn (f) (x)� f (x)j �
r
x

n

�
1 +

p
x
�
w

�
f 0;

p
n+ bn � an

n

�
+kf 0k1

bn � an
n

(3.31)

dir.
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·Ispat. biliyoruz ki 8� > 0 için

jSn (f) (x)� f (x)j �
�
1 +

1

�

r
x

n

�
w (f; �)

olup (3.3), (3.28) ve (3.29)�den

jCn (f) (x)� f (x)j =
���� n

bn � an
Sn (�n (F )) (x)� f (x)

����
=

���� n

bn � an
Sn (�n (F )) (x)�

n

bn � an
�n (F ) (x)

+
n

bn � an
�n (F ) (x)� f (x)

����
� n

bn � an
jSn (�n (F )) (x)� �n (F ) (x)j

+

���� n

bn � an
�n (F ) (x)� f (x)

����
�

�
1 +

1

�

r
x

n

�
n

bn � an
w (�n (F ) ; �) + w

�
f;
bn � an
n

�
�

�
1 +

1

�

r
x

n

�
w

�
f; � +

bn � an
n

�
+ w

�
f;
bn � an
n

�
�

�
2 +

1

�

r
x

n

�
w

�
f; � +

bn � an
n

�
:

eşitsizli¼gini elde ederiz. � = n�
1
2 oldu¼gnda (3.30) elde edilir. (3.31)�i göstermek

için f fonksiyonu [0;1) uzay¬nda türevlenebilir ve f 0 2 Cb ([0;+1)) oldu¼gunu kabul

edelim. Lagrange teoreminden

w

�
f;
bn � an
n

�
= sup

jt�xj� bn�an
n

jf (t)� f (x)j
jt� xj : jt� xj � sup

��0
f 0 (�)

bn � an
n

� kf 0k1
bn � an
n

dir. [3, Teorem5.2.4]�den 8� > 0 için

jSn (f) (x)� f (x)j �
r
x

n

�
1 +

1

�

r
x

n

�
w (f 0; �) :

eşitsizli¼gini elde ederiz. f fonksiyonu gibi �n (F ) fonksiyonu türevlenebilir ve s¬n¬rl¬

sürekli bir türeve sahiptir. Ayr¬ca 8 x � 0 ve n � 1 için

�n (F )
0 (x) = f

�
x+

bn
n

�
� f

�
x+

an
n

�
:
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olur. Şimdi x; y � 0 öyleki jx� yj < � olsun. Lemma4.2�in ispat¬nda oldu¼gu gibi f

fonksiyonu için Lagrange teoremini uygularsak

���n (F )0 (x)� �n (F )
0 (y)

�� =

����f �x+ bn
n

�
� f

�
x+

an
n

�
� f

�
y +

bn
n

�
+f
�
y +

an
n

����
=

bn � an
n

��f 0 ��n;x�� f 0
�
�n;y
���

� bn � an
n

w

�
f 0; � +

bn � an
n

�
:

eşitli¼gini sa¼glayan �n;x 2
�
x+ an

n
; x+ bn

n

�
ve �n;y;

�
y + an

n
; y + bn

n

�
say¬lar¬vard¬r. Bu

halde

w
�
�n (F )

0 ; �
�
= sup

jx�yj��

���n (F )0 (x)� �n (F )
0 (y)

�� � bn � an
n

w

�
f 0; � +

bn � an
n

�
eşitsizşi¼gi ellde edilir. Son olarak (3.28)�den

jCn (f) (x)� f (x)j � n

bn � an
jSn (�n (F )) (x)� �n (F ) (x)j

+

���� n

bn � an
�n (F ) (x)� f (x)

����
� n

bn � an

r
x

n

�
1 +

1

�

r
x

n

�
w
�
�n (F )

0 ; �
�
+ w

�
f;
bn � an
n

�
�

r
x

n

�
1 +

1

�

r
x

n

�
w

�
f 0; � +

bn � an
n

�
+ kf 0k1

bn � an
n

:

eşitsizli¼gini elde edip � = n�
1
2 oldu¼gnda (3.31)�i görebiliriz.

Düzgün yak¬nsakl¬k h¬z¬ için üst s¬n¬rlar vermek üzere öncelikle aşa¼g¬daki

lemmay¬verelim.

Lemma 3.2 (Cn)n�1 dizisini gözönüne alal¬m. 8� > 0; n � 1 ve 0 < x � 1 için

��Cn (f�) (� log x)� x�
�� � 5�

4n
(3.32)

eşitsizli¼gi do¼grudur. Burada f� (x) = e��x dir.

·Ispat. 0 < x � 1 oldu¼gunda x = e�s olacak şeikilde bir s > 0 say¬s¬var oldu¼gunu

söyleyebiliriz. Ayr¬ca [17, lemma3.1] den

x
n
�
1�e�

�
n

�
� x� � �

2ne
:
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buradan 8� > 0; n � 1 ve 0 < x � 1 için (3.21), (3.10), (3.24) ve 1 � e�x � x

eşitsizli¼gini kullan¬rsak��Cn (f�) (� log x)� x�
�� =

���� n

� (bn � an)

�
e�

�an
n � e�

�bn
n

�
Sn (f�) (� log x)� x�

����
=

���� n

� (bn � an)

�
e�

�an
n � e�

�bn
n

�
exp

�
�n log x

�
e�

�
n � 1

��
� x�

���
=

���� n

� (bn � an)

�
e�

�an
n � e�

�bn
n

�
x
n
�
1�e�

�
n

�
� x�

����
=

���� n

� (bn � an)

�
e�

�an
n � e�

�bn
n

�
x
n
�
1�e�

�
n

�
� n

� (bn � an)�
e�

�an
n � e�

�bn
n

�
x� +

n

� (bn � an)

�
e�

�an
n � e�

�bn
n

�
x� � x�

����
=

���� n

� (bn � an)

�
e�

�an
n � e�

�bn
n

��
x
n
�
1�e�

�
n

�
� x�

�
+x�

�
n

� (bn � an)

�
e�

�an
n � e�

�bn
n

�
� 1
�����

1� e�
�
n � �

n
ve

n

� (bn � an)

�
e�

�an
n � e�

�bn
n

�
=

n

� (bn � an)
e�

�an
n

�
1� e�

�(bn�an)
n

�
� n

� (bn � an)
e�

�an
n
� (bn � an)

n
= e�

�an
n � 1

oldu¼gundan��Cn (f�) (� log x)� x�
�� � n

� (bn � an)

�
e�

�an
n � e�

�bn
n

��
x
n
�
1�e�

�
n

�
� x�

�
+x�

�
1� n

� (bn � an)

�
e�

�an
n � e�

�bn
n

��
� n

� (bn � an)
e�

�an
n

�
1� e�

�(bn�an)
n

� �

2ne
+
�

n

� e�
�an
n

�

2:2n
+
�

n
� �

4n
+
�

n
� 5�

4n
:

olup böylece ispat¬tamamlam¬̧s oluruz.

Şimdi düzgün yak¬nsakl¬k için benzerlik yöntemini kullanaca¼g¬z. Yani X

Banach uzay¬üzerinde Ln tan¬ml¬yaklaş¬m operatörü oldu¼gunda e¼ger Y bir Banach

uzay¬ve � : X ! Y bir izometrik izomor�zim ise

L�n := � � Ln � ��1 (n � 1)
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eşitli¼gi ile tan¬mlanan operatör Y uzay¬üzerinde bir yaklaş¬m operatörüdür. Bu

halde (Ln)n�1 ve (L
�
n)n�1 operatörlerine benzer veya izometrik denir. 8u 2 X için

kL�n (� (u))� � (u)kY =
� � Ln � ��1 (� (u))� � (u)Y

= k� (Ln (u)� u)kY = kLn (u)� ukX (3.33)

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Bu eşitlik yard¬m¬yla X uzay¬ndaki (Ln)n�1 dizisinin yak¬nsakl¬k

h¬z¬problemini daha kolay olabilecek Y uzay¬ndaki (L�n)n�1 dizisine dönüştürürüz.

Bu yöntemi uygulamak için � : C� ([0;+1))! C ([0; 1]) tan¬ml¬ve

� (f) (t) =

8<: f (� log t) 0 < t � 1

lim
x!+1

f (x) t = 0
f 2 C� ([0;+1))

şeklinde tan¬mlanan operatörü izometrik izomor�zm oldu¼gunu gösterelim.

f 2 C� ([0;+1)) olsun

k� (f)kC([0;1]) = sup
t2[0;1]

j� (f) (t)j = sup
t2[0;1]

jf (� log t) j

u = � log t seçersek
�
t=0 iken u=+1
t=1 iken u=0

olup

k� (f)kC([0;1]) = sup
u2[0;+1)

jf (u) j = kfkC�([0;+1))

eşitli¼gini elde ederiz. Dolay¬s¬yla � bir izometrik izomor�zmdir. Bu durumda

��1 : C ([0; 1])! C� ([0;+1))

tan¬ml¬ve 8g 2 C ([0; 1]) ve t � 0 için

��1 (g) (t) := g
�
e�t
�

olur. Gerçekten g 2 C ([0; 1]) oldu¼gunda�
� � ��1

�
(g) (t) = �

�
g
�
e�t
��
(t) = g

�
e�(� log t)

�
= g (t)

dir. Şimdi 8g 2 C ([0; 1]) ve n � 0 için

C�n (g) := �
�
Cn
�
��1 (g)

��
(3.34)

şeklinde tan¬mlanan operatörü gözönüne alal¬m.

C�n (1) = �
�
Cn
�
��1 (1)

��
= �(Cn (1)) = � (1) = 1
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olur.  x = t� x olmak üzere

C�n ( x) (t) = �
�
Cn
�
��1 ( x) (t)

��
= �

�
Cn
�
��1 (u� x) (t)

��
= �

�
Cn
�
e�t � x

��
(t) = Cn (f1 � x) (� log t)

C�n ( x) (t) =

8<: Cn (f1 � x1) (� log t) 0 < t � 1

0 t = 0
(3.35)

ve

C�n
�
 2x
�
(t) = �

�
Cn
�
��1

�
 2x
�
(t)
��
= �

�
Cn
�
��1 (u� x)2 (t)

��
= �

�
Cn
�
e�t � x

�2�
(t)

= �
�
Cn
�
e�2t � 2xe�t + x2

��
(t)

= Cn
�
f2 � 2xf1 + x2

�
(� log t)

C�n
�
 2x
�
(t) =

8<: Cn (f2 � 2xf1 + x21) (� log t) 0 < t � 1

0 t = 0
(3.36)

ifadelerini elde ederiz. Burada x 2 [0; 1] ve f� (x) = e��x; � = 1; 2 dir.

Teorem 3.7 8n � 1 ve f 2 C� ([0;+1)) için

kCn (f)� fk1 �
5

4
p
n
w

�
� (f) ;

1p
n

�
+
7

2
w2

�
� (f) ;

1p
n

�
eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. kCn (f)� fk1 = kC�n (� (f))� � (f)k1 eşitli¼gini kullanarak

kC�n (� (f))� � (f)k1 hesaplamaya geçebiliriz. Bu halde [19, Teorem 2.2.1]�den

8n � 1; f 2 C� ([0;+1)) ; 0 < x � 1 ve � > 0 için

jC�n (� (f)) (x)� � (f) (x)j � jC�n (1) (x)� 1j j� (f) (x)j

+
1

�
jC�n ( x) (x)jw (� (f) ; �)

+

�
C�n (1) (x) +

1

2�2
C�n
�
 2x
�
(x)

�
w2 (� (f) ; �)

eşitsili¼gini elde ederiz. Şimdi (3.35) ve (3.32)�den

jC�n ( x) (x)j = jCn (f1 � x) (� log x)j

= jCn (f1) (� log x)� xCn (1) (� log x)j

= jCn (f1) (� log x)� xj � 5

4n
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olup (3.36)�den

C�n
�
 2x
�
(x) = Cn

�
f2 � 2xf1 + x2

�
(� log x)

= Cn (f2) (� log x)� 2xCn (f1) (� log x) + x2 + x2 � x2

= Cn (f2) (� log x)� x2 � 2x (Cn (f1) (� log x)� x)

buradan��C�n � 2x� (x)�� �
��Cn (f2) (� log x)� x2

��+ 2x jCn (f1) (� log x)� xj � 5:2

4n
+ 2x

5:1

2n

� 5

2n
+
5

2n
=
5

n

olur. � = n�
1
2 seçilirse ispat tamamlanm¬̧s olur.

3.4.2. A¼g¬rl¬kl¬Düzgün Yak¬nsakl¬k H¬z¬

Burada

lim
n!+1

wm (Cn (f)� f) = 0

ifadesindeki yak¬nsakl¬k h¬z¬ için baz¬üst s¬n¬rlar verece¼giz. Bunun için öncelikle

8n � 1 ve 8x � 0 için [0;+1) aral¬¼g¬nda

vn;x := wm (x)
n

bn � an
e�nx

1X
k=0

(nx)k

k!
vn;k

Borel ölçüsünü gözönüne alal¬m. Burada her vn;k,
�
k+an
n

k+bn
n

�
aral¬¼g¬nda karakteristik

fonksiyondur. Aç¬k görülebilir ki Cb ([0;+1)) � L1
�
�n;x; [0;+1)

�
dir. Ayr¬ca 8g 2

L1
�
�n;x; [0;+1)

�
için

V �
n (g) (x) :=

+1Z
0

gdvn;x 2 R

olsun. Şimdi

�m : Em ! Cb ([0;+1))

tan¬ml¬ve 8f 2 Em için

�m (f) = wmf

şeklinde tan¬mlanan operatörü izometrik izomer�zm oldu¼gunu gösterelim. f 2 Em

olsun. Bu halde

k�m (f)kCb([0;+1)) = sup
x�0

jwmf (x)j = supwm (x)
x�0

jf (x)j = kfkEm
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olup buradan �m izometrik izomer�zmdir.

��1m : Cb ([0;+1))! Em

tan¬ml¬ve 8g 2 Cb ([0;+1)) için

��1m (g) = w�1m g

olur. Gerçekten

g = �m (f) = wmf =) f = w�1m g

buradan 8g 2 Cb ([0;+1)) için ��1m (g) = w�1m g dir. Son olarak 8n � 1 için

L�n : Cb ([0;+1))! Cb ([0;+1))

tan¬ml¬ve 8g 2 Cb ([0;+1)) için

L�n (g) := �mCn
�
��1m (g)

�
şeklinde tan¬mlanan lineer pozitif operatörünü gözönüne alal¬m. 8n � 1; x � 0 ve

g 2 Cb ([0;+1)) için

L�n (g) (x) = V �
n (g) (x) :=

+1Z
0

gdvn;x (3.37)

eşitli¼gi do¼grudur. Ayr¬ca 8x � 0 ve f 2 Em için

wm (x) jCn (f) (x)� f (x)j = j�m (Cn (f)) (x)��m (f) (x)j

= jL�n (�m (f)) (x)��m (f) (x)j

olup bu takdirde (3.26)�deki dizinin yak¬nsakl¬k h¬z¬yerine (L�n (�m (f)) (x))n�1 (x � 0)

dizisinin yak¬nsakl¬k h¬z¬n¬inceleyebiliriz.

Teorem 3.8 8f 2 Em; n � 1 ve x � 0 için

wm (x) jCn (f) (x)� f (x)j � dm
n
wm (x) f (x) +

Kmp
n
w

�
wmf;

1p
n

�
+

�
1 +

dm
n
+
x+ k0m
2

�
w2

�
wmf;

1p
n

�
(3.38)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Burada Km ve K
0
m, sadece m�e ba¼gl¬uygun sabit say¬lar ve dm

(3.15)�deki gibidir.
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·Ispat. (3.37) ve [17,teorem2.2.1]�den 8x � 0; f 2 Em; n � 1 ve � > 0 için

jL�n (�m (f)) (x)��m (f) (x)j � jL�n (1) (x)� 1j j�m (f) (x)j

+
1

�
jL�n ( x) (x)jw (�m (f) ; �)

+

�
L�n (1) (x) +

1

2�2
L�n
�
 2x
�
(x)

�
w2 (�m (f) ; �)

eşitsizli¼gi elde ederiz,

L�n (1) (x) = �mCn
�
��1m (1)

�
= wm (x)Cn

�
w�1m

�
(x)

= wmCn(1 + em) (x) = wm (x) + wm (x)Cn(em) (x)

(3.14)�den

L�n (1) (x) � wm (x) + wm (x) em (x) +
dm
n
=
1 + xm

1 + xm
+
dm
n
= 1 +

dm
n

olup buradan

jL�n (1) (x)� 1j �
dm
n
: (3.39)

eşitsizli¼gi elde edilir. Ayr¬ca

L�n ( x) (x) = �mCn
�
��1m ( x)

�
= wm (x)Cn

�
w�1m  x

�
(x)

= wm (x)Cn((1 + em) x) (x)

= wm (x) (Cn( x) (x) + Cn(em (t� x)) (x))

= wm (x) (Cn ( x) (x) + Cn (em+1) (x)� xCn (em) (x))

yaz¬labilir. (3.13) ve (3.20)�den

Cn (	x) =
an + bn
2n

;

Cn (em+1) (x) =
1

(m+ 2)nm+1

m+1X
k=0

�
m+ 2

k

�m+1�kX
p=0

bpna
m+1�k�p
n

kX
j=0

ak;jn
jxj;

ve

xCn (em) (x) =
1

(m+ 1)nm

mX
k=0

�
m+ 1

k

�m�kX
p=0

bpna
m�k�p
n

kX
j=0

ak;jn
jxj+1
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eşitliklerini elde ederiz. Buradan

L�n ( x) (x) = wm (x)

 
an + bn
2n

+
1

(m+ 2)nm+1

m+1X
k=0

�
m+ 2

k

�m+1�kX
p=0

bpna
m+1�k�p
n

�
kX
j=0

ak;jn
jxj � 1

(m+ 1)nm

mX
k=0

�
m+ 1

k

�
m�kX
p=0

bpna
m�k�p
n

kX
j=0

ak;jn
jxj+1

!

Şimdi

1

(m+ 2)nm+1

m+1X
k=0

�
m+ 2

k

�m+1�kX
p=0

bpna
m+1�k�p
n �

kX
j=0

ak;jn
jxj

=
1

nm+1

m+1X
j=0

am+1;jn
jxj +

1

(m+ 2)nm

mX
k=0

�
m+ 2

k

�

�
m+1�kX
p=0

bpna
m+1�k�p
n

kX
j=0

ak;jn
jxj

= nxm+1 +
1

nm

mX
j=0

am+1;jn
jxj +

1

(m+ 2)nm

mX
k=0

�
m+ 2

k

�

�
m+1�kX
p=0

bpna
m+1�k�p
n

kX
j=0

ak;jn
jxj

ve

� 1

(m+ 1)nm

mX
k=0

�
m+ 1

k

�m�kX
p=0

bpna
m�k�p
n

kX
j=0

ak;jn
jxj+1

= � 1

nm

mX
j=0

am;jn
jxj+1 � 1

(m+ 1)nm�1

m�1X
k=0

�
m+ 1

k

�

�
m�kX
p=0

bpna
m�k�p
n

kX
j=0

ak;jn
jxj+1)

= �nxm+1 � 1

nm�1

m�1X
j=0

am;jn
jxj+1 � 1

(m+ 1)nm�1

�
m�1X
k=0

�
m+ 1

k

�m�kX
p=0

bpna
m�k�p
n

kX
j=0

ak;jn
jxj+1)
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yazarsak

L�n ( x) (x) =
1

n

1

1 + xm

 
an + bn
2n

+
1

nm

mX
j=0

am+1;jn
jxj

+
1

(m+ 2)nm

mX
k=0

�
m+ 2

k

�
�

m+1�kX
p=0

bpna
m+1�k�p
n

kX
j=0

ak;jn
jxj

� 1

nm�1

m�1X
j=0

am;jn
jxj+1 � 1

(m+ 1)nm�1

�
m�1X
k=0

�
m+ 1

k

�m�kX
p=0

bpna
m�k�p
n

kX
j=0

ak;jn
jxj+1)

!

eşitli¼gini elde ederiz. Buradan elde edebiliriz ki 8x � 0 için

jL�n ( x) (x)j �
Km

n
: (3.40)

eşitsizli¼gini sa¼glayan Km � 0 say¬s¬vard¬r. Son olarak 8m � 1; n � 1 ve x � 0 için

��L�n � 2x� (x)�� = �mCn
�
��1m

�
 2x
�
(x)
�
= wm (x)Cn( 

2
x (1 + em)) (x)

= wm (x)Cn( 
2
x) (x) + wm (x)Cn( 

2
xem) (x)

� (x+K 0
m)

n
(3.41)

eşitsizli¼gini sa¼glayan K 0
m � 0 sabit say¬s¬var oldu¼gunu gösterelim. Öncelikle

 2xem = em+2 � 2xem+1 + x2em

43



eşitli¼ginden, (3.6) ve (3.13)�den

Cn
�
 2xem

�
(x) =

1

(m+ 3)nm+2

m+2X
k=0

�
m+ 3

k

�m+2�kX
p=0

bpna
m+2�k�p
n

kX
j=0

ak;jn
jxj

� 2

(m+ 2)nm+1

m+1X
k=0

�
m+ 2

k

�m+1�kX
p=0

bpna
m+1�k�p
n

kX
j=0

ak;jn
jxj+1

+
1

(m+ 1)nm

mX
k=0

�
m+ 1

k

�m�kX
p=0

bpna
m�k�p
n

kX
j=0

ak;jn
jxj+2

=
1

nm+2

m+2X
j=0

am+2;jn
jxj +

1

(m+ 3)nm+2

m+1X
k=0

�
m+ 3

k

�

�
m+2�kX
p=0

bpna
m+2�k�p
n

kX
j=0

ak;jn
jxj � 2

nm+1

�
m+1X
j=0

am+1;jn
jxj+1 � 2

(m+ 2)nm+1

mX
k=0

�
m+ 2

k

�

�
m+1�kX
p=0

bpna
m+1�k�p
n

kX
j=0

ak;jn
jxj+1 +

1

nm

mX
j=0

am;jn
jxj+2

+
1

(m+ 1)nm

m�1X
k=0

�
m+ 1

k

�m�kX
p=0

bpna
m�k�p
n

kX
j=0

ak;jn
jxj+2

eşitli¼gini elde ederiz.

1

nm+2

m+2X
j=0

am+2;jn
jxj =

1

nm+2
am+2;m+2n

m+2xm+2 +
1

nm+2
am+2;m+1n

m+1xm+1

+
1

nm+2

mX
j=0

am+2;jn
jxj

= xm+2 +
1

n

(m+ 2) (m+ 1)

2
xm+1 + Fm1 (x) (3.42)

ve

1

(m+ 3)nm+2

m+1X
k=0

�
m+ 3

k

�m+2�kX
p=0

bpna
m+2�k�p
n �

kX
j=0

ak;jn
jxj

=
1

(m+ 3)nm+2

�
m+ 3

m+ 1

� 1X
p=0

bpna
1�p
n

 
am+1;m+1n

m+1xm+1 +
mX
j=0

ak;jn
jxj

!

+
1

(m+ 3)nm+2

mX
k=0

�
m+ 3

k

�m+2�kX
p=0

bpna
m+2�k�p
n �

kX
j=0

ak;jn
jxj

=
1

n

1

(m+ 3)

�
m+ 3

m+ 1

� 1X
p=0

bpna
1�p
n xm+1 + Fm2 (x) (3.43)
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� 2

nm+1

m+1X
j=0

am+1;jn
jxj+1 =

�2
nm+1

am+1;m+1n
m+1xm+2 � �2

nm+1
am+1;mn

mxm+1

� 2

nm+1

m�1X
j=0

am+1;jn
jxj+1

= �2xm+2 � 1

n
(m+ 1)mxm+1 + Fm3 (x) (3.44)

� 2

(m+ 2)nm+1

mX
k=0

�
m+ 2

k

�m+1�kX
p=0

bpna
m+1�k�p
n

kX
j=0

ak;jn
jxj+1

=
�2

(m+ 2)nm+1

�
m+ 2

m

� 1X
p=0

bpna
1�p
n

 
am;mn

mxm+1 +
m�1X
j=0

ak;jn
jxj+1

!

� 2

(m+ 2)nm+1

m�1X
k=0

�
m+ 2

k

�m+1�kX
p=0

bpna
m+1�k�p
n

kX
j=0

ak;jn
jxj+1

=
1

n

�2
m+ 2

�
m+ 2

m

� 1X
p=0

bpna
1�p
n xm+1 + Fm4 (x) (3.45)

1

nm

mX
j=0

am;jn
jxj+2 =

1

nm
am;mn

mxm+2 +
1

n
am;m�1n

m�1xm+1 +
1

nm

m�2X
j=0

am;jn
jxj+2

= xm+2 +
1

n

m (m� 1)
2

xm+1 + Fm5 (x) (3.46)

ve

1

(m+ 1)nm

m�1X
k=0

�
m+ 1

k

�m�kX
p=0

bpna
m�k�p
n

kX
j=0

ak;jn
jxj+2

=
1

(m+ 1)nm

�
m+ 1

m� 1

� 1X
p=0

bpna
1�p
n

 
am�1;m�1n

m�1xm+1 +
m�2X
j=0

ak;jn
jxj+2

!

+
1

(m+ 1)nm

m�2X
k=0

�
m+ 1

k

�m�kX
p=0

bpna
m�k�p
n

kX
j=0

ak;jn
jxj+2

=
1

n

1

(m+ 1)

�
m+ 1

m� 1

� 1X
p=0

bpna
1�p
n xm+1 + Fm6 (x) (3.47)
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burada Fm1 ; Fm2 ; Fm3 ; Fm4 ; Fm5 ve Fm6, m dereceli polinomlard¬r. (3.42), (3.43),

(3.44), (3.45), (3.46) ve (3.47)�i toplarsak

Cn
�
 2xem

�
(x) =

1

n

 
(
(m+ 1) (m+ 2)

2
+

1

m+ 3

�
m+ 3

m+ 1

� 1X
p=0

bpna
1�p
n �m (m+ 1)

� 2

m+ 2

�
m+ 2

m

� 1X
p=0

bpna
1�p
n +

(m� 1)m
2

+
1

m+ 1

�
m+ 1

m� 1

� 1X
p=0

bpna
1�p
n )xm+1 + Fm (x)

!

elde edilir. Burada Fm (x) ; m dereceli bir polinomdur. Ayr¬ca

(m+ 1) (m+ 2)

2
�m (m+ 1) +

(m� 1)m
2

= 1;

1

m+ 3

�
m+ 3

m+ 1

� 1X
p=0

bpna
1�p
n =

1

m+ 3

(m+ 3)!

2 (m+ 1)!
(an + bn) =

m+ 2

2
(an + bn) ;

2

m+ 2

�
m+ 2

m

� 1X
p=0

bpna
1�p
n = (m+ 1) (an + bn) ;

ve
1

m+ 1

�
m+ 1

m� 1

� 1X
p=0

bpna
1�p
n =

m

2
(an + bn)

oldu¼gundan

Cn
�
 2xem

�
(x) =

1

n
((1 +

m+ 2

2
� (m+ 1) + m

2
) (an + bn)x

m+1 + Fm (x))

=
1

n

�
xm+1 + Fm (x)

�
eşitli¼gini elde edebiliriz. Son olarak (2.20)�den

L�n
�
 2x
�
(x) = wm (x)Cn( 

2
x (1 + em)) (x)

= wm (x)Cn( 
2
x) (x) + wm (x)Cn( 

2
xem) (x)

=
1

n

�
wm (x)

�
x+

a2n + anbn + b2n
3n

�
+ wm (x)

�
xm+1 + Fm (x)

��
� 1

n
(x+K 0

m) ;

eşitsizli¼gini sa¼glayan K 0
m say¬s¬vard¬r. (3.39), (3.40) ve (3.41) ifadelerini gözö

nüne al¬rsak � = n�
1
2 oldu¼gunda istenilen sonucu elde ederiz.
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Yak¬nsakl¬k h¬z¬n¬için k:km a¼g¬rl¬k normuna göre üst s¬n¬rlar verebilmek üzere

8 f 2 E�m için

�m : E
�
m ! C ([0; 1])

tan¬ml¬ve

�m (f) (t) =

8<: (wmf) (� log t) 0 < t � 1;

lim
x!1

(wmf) (x) t = 0
(3.48)

şeklinde verilen operatörü izometrik izomor�zim oldu¼gunu gösterelim. f 2 E�m olsun.

O halde

k�m (f)kC([0;1]) = sup
t2[0;1]

j�m (f) (t)j = sup
t2[0;1]

j(wmf) (� log t)j

u = � log t seçersek
�
t=0 iken u=+1
t=1 iken u=0

olup

k�m (f)kC([0;1]) = sup
u�0

j(wmf) (u) j = kfkm

eşitli¼gini elde ederiz. Dolay¬s¬yla �m bir izometrik izomor�zmdir. Bu durumda

��1 : C ([0; 1])! E�m

tan¬ml¬ve 8g 2 C ([0; 1]) ve t � 0 için

��1m (g) (t) := w�1m (t)g
�
e�t
�

olur. Gerçekten g 2 C ([0; 1]) oldu¼gunda�
�m � ��1m

�
(g) (t) = �m

�
w�1m (t)g

�
e�t
��
(t) = wm(t)w

�1
m (t)g

�
e�(� log t)

�
= g (t)

dir. Şimdi 8 n � 1 için W �
n : C ([0; 1])! C ([0; 1]) ve 8g 2 C ([0; 1]) için

W �
n (g) := �m

�
Cn
�
��1m (g)

��
: (3.49)

eşitsizli¼gi ile tan¬mlanan pozitif lineer operatörünü gözönüne alal¬m.

Teorem 3.9 8 n � 1 ve f 2 E�m için

kCn (f)� fkm � H1;m

n
k�m (f)k1 +H2;mw

�
�m (f) ;

1p
n

�
+

�
1 +

dm +H3:m

p
n

n

�
w2

�
�m (f) ;

1p
n

�
;

öyleki dm (3.15)�de belirlenen say¬ve H1;m; H2;m ve H3;m, m say¬s¬na ba¼gl¬uygun

pozitif say¬lard¬r.
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·Ispat. (3.33)�i kullan¬rsak kW �
n (�m (f))� �m (f)k1�i hesaplamakla teoremi ispat-

layabiliriz. [17,teorem 2.2.1]�den 8 n � 1; f 2 E�m; 0 � x � 1 ve � > 0 için

jW �
n (�m (f)) (x)� �m (f)j � jW �

n (1) (x)� 1j j�m (f)j+
1

�
jW �

n ( x) (x)j

�w (�m (f) ; �)

+

�
W �
n (1) (x) +

1

2�2
W �
n

�
 2x
�
(x)

�
w2 (�m (f) ; �) :

elde ederiz. (3.49), (3.48) ve Önerme2.1 den

W �
n (1) (x) =

8<: (wmCn (1 + em)) (� log x) 0 < x � 1;

1 x = 0

W �
n ( x) (x) =

8<: (wmCn ((1 + em) (f1 � x1))) (� log x) 0 < x � 1;

0 x = 0

ifadelerini elde ederiz. Gerçekten

W �
n (1) = �m

�
Cn
�
��1m (1)

��
= �m

�
Cn
�
w�1m (t)

��
= wmCn

�
w�1m (t)

�
(� log x)

olup w�1m (t) = 1 + tm = 1 + em oldu¼gundan

W �
n (1) = (wmCn (1 + em)) (� log x)

olur. Di¼ger taraftan

W �
n ( x) = �m

�
Cn
�
��1m ( x)

��
= �m

�
Cn
�
��1m (u� x) (t)

��
= �m

�
Cn
�
w�1m (t)

�
e�t � x

���
= (wmCn ((1 + em) (f1 � x1))) (� log x)

eşitli¼gini elde ederiz. Ayn¬şekilde

W �
n

�
 2x
�
(x) =

8<: (wmCn ((1 + em) (f2 � 2xf1 + x21))) (� log x) 0 < x � 1;

0 x = 0

ifadesini gösterebiliriz. Burada f� = e��t; � = 1; 2 dir. Şimdi (3.13)�den ve 0 < x � 1

seçildi¼ginde

Cn (1 + em) = 1 + Cn (em) = 1 + e
m +

1

n
Fm�1
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oldu¼gundan

jwm (� log x)Cn (1 + em) (� log x)� 1j =
1

n
wm (� log x)Fm�1 (� log x)

burada Fm�1; m � 1 dereceli bir pozitif polinomdur. Dolay¬s¬yla H1;m sabitsay¬s¬

vard¬r öyle ki

kW �
n (1)� 1k1 �

H1;m

n

dir. Ayr¬ca 8 0 < x � 1 için Cauchy-Shwartz eşitsizli¼gini kullanarak (3.36)�den

jW �
n ( x) (x)j � wm (� log x)Cn (j(1 + em) (f1 � x)j) (� log x)

� wm (� log x)
q
Cn
�
(1 + em)

2� (� log x)qCn
�
(f1 � x)2

�
(� log x)

= wm (� log x)
q
Cn
�
(1 + em)

2� (� log x)qC�n
�
 2x
�
(x):

eşitsizli¼gini elde edebiliriz. Teorem 4.5�in ispat¬nda oldu¼gu gibi (3.13)�den ve

Lm := sup
0<x�1

wm (� log x)
q
Cn
�
(1 + em)

2� (� log x) 2 R
oldu¼gundan

jW �
n ( x) (x)j �

H2;mp
n

eşitsizli¼gi sa¼glayan H2;m > 0 sabit say¬s¬vard¬r. Son olarak 8 0 < x � 1 için

W �
n

�
 2x
�
(x) = wm (� log x)Cn

�
(1 + em)

�
f2 � 2xf1 + x2

��
(� log x)

� wm (� log x)
q
Cn
�
(1 + em)

2� (� log x)
�
q
Cn
�
(f2 � 2xf1 + x2)2

�
(� log x)

� Lm

q
C�n
�
 4x
�
(x)

eşitsizli¼gini elde ederiz. Lemma4.4 den

C�n
�
 4x
�
(x) = Cn (f4) (� log x)� x4 � 4x

�
Cn (f3) (� log x)� x3

�
+6x2

�
Cn (f2) (� log x)� x2

�
� 4x3 (Cn (f3) (� log x)� x)

� K3

n

eşitsizli¼gini sa¼glayan K3 > 0 say¬s¬vard¬r. O halde sadece m0e ba¼gl¬ve

W �
n

�
 2x
�
(x) � H3;mp

n
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eşitsizli¼gini sa¼glayan H3;m > 0 say¬s¬vard¬r. Bu durumda

jW �
n (�m (f)) (x)� �m (f) (x)j �

H1;m

n
j�m (f) (x)j+

1

�

H2;mp
n
w (�m (f) ; �)

+

�
1 +

dm
n
+
1

�2
H3;mp
n

�
w2 (�m (f) ; �)

eşitsizli¼gi do¼grudur. � = n�
1
2 seçersek istenilen sonucu elde etmi̧s oluruz.

3.4.3. Lp uzay¬nda yak¬nsakl¬k h¬z¬

Teorem3.4 deki yak¬nsakl¬k h¬z¬n¬Lp ([0; 1]) uzay¬nda w2 (f; �)p yard¬m¬yla benzer-

lik yöntemini kullanarak inceleyece¼giz. Bundan sonra
�

1
bn�an

�
n�1

dizisinin s¬n¬rl¬

oldu¼gunu kabul edeceyiz. Öncelikle

�p : L
p ([0;+1))! Lp ([0; 1])

tan¬ml¬ve 8f 2 Lp ([0;+1)) için

�p (f) (t) =

8<: t�
1
pf (� log t) 0 < t � 1

S1 (f) (0) t = 0

şeklinde verilen operatör izometrik izomor�zim oldu¼gunu gösterelim. Burada

S1 (n = 1) Szasz-Mirakjan operatörüdür. f 2 Lp ([0;+1)) olsun. Bu halde

k�p (f)kpLp([0;1]) =
1Z
0

j�p (f) (t)jp dt =
1Z
0

���t� 1
pf (� log t)

���p dt
u = � log t seçersek

�
t=0 iken u=+1
t=1 iken u=0

; t = e�u ve dt = �e�udu olup

k�p (f)kpLp([0;1]) =

0Z
1

���eup f (u)���p ��e�u� du = 1Z
0

jf (u)jp eue�udu

=

1Z
0

jf (u)jp du = kfkpLp([0;1))

eşitli¼gini elde ederiz. Dolay¬s¬yla �p bir izometrik izomor�zmdir. Di¼ger taraftan

��1p Lp ([0; 1])! Lp ([0;+1))

tan¬ml¬ve 8g 2 Lp ([0; 1]) ve t � 0 için

��1p (g) (t) = e�
t
p g
�
e�t
�
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eşitli¼gi ile verilir. Gerçekten g 2 Lp ([0;+1)) oldu¼gunda�
��1p � �p

�
(g) (t) = ��1p

�
t�

1
p g (� log t)

�
= e�

t
p

�
t�

1
p g (� log t)

� �
e�t
�

= e�
t
p e

t
p g
�
� log e�t

�
= g (t)

dir. Ayr¬ca 8n � 1 için

P �n : L
p ([0; 1])! Lp ([0; 1])

tan¬ml¬ve 8g 2 Lp ([0; 1]) için

P �n (g) = �p
�
Cn
�
��1p (g)

��
(3.50)

lineer pozitif operatörünü tan¬mlayal¬m.

Lemma 3.3 8 n � 1; � > 0 ve x 2 [0; 1] için

0 < x
n
�
1�e�

�
n

�
�� � 1 � �2

2n
x�

�2

2 log
1

x
(3.51)

eşitsizlikleri sa¼glan¬r. Ayr¬ca

�2p < 2 (3.52)

şart¬sa¼gland¬¼g¬nda x 2 [0; 1] olmak üzere

g� = x�
�2

2 log
1

x

fonksiyonu Lp ([0; 1]) uzay¬na aittir.

·Ispat. 1� e�x � x� x2

2
ve ex �1 � xex (x � 0) eşitsizliklerini kullan¬rsak

1� e�
�
n � �

n
� �2

2n2

=)

n
�
1� e�

�
n

�
� � � ��

2

2n

olup x 2 [0; 1] oldu¼gundan

x
n
�
1�e�

�
n

�
�� � x�

�2

2n

olur. Buradan

0 � x
n
�
1�e�

�
n

�
�� � 1 � e

�2

2n
log 1

x � 1 � �2

2n
x�

�2

2n log
1

x
� �2

2n
x�

�2

2 log
1

x
:

eşitsizli¼gini elde ederiz. Böylece ispat tamamlan¬r.
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Lemma 3.4 8p 2 [1;+1) ; x 2 [0; 1] ; k � 1 ve n � ( 1p+k)
2

k
için

x
n

 
1�e�

1
n( 1p+k)

!
� 1
p � x

n

�
1�e�

1
np

�
� 1
p
+k
� 1

n

�
1

p
+ k

�2
log

1

x

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. Öncelikle dikkat edilmeli ki 8k; n � 1 ve p 2 [1;+1) için 1 � e�x � x

eşitsizli¼gini kullan¬rsak

1� e�
1
n(

1
p
+k) � 1

n

�
1

p
+ k

�
ve

1� e�
1
np � 1

np

olup

n
�
1� e�

1
n(

1
p
+k)
�
� 1
p
� n

�
1� e�

1
np

�
� 1
p
+ k

eşitsizli¼gi elde edilir. Ayr¬ca n � ( 1p+k)
2

k
olmak üzere

n
�
1� e�

1
n(

1
p
+k)
�
� 1
p
� k

n
� 1

n2

�
1

p
+ k

�2
� 0

n
�
1� e�

1
np

�
� 1
p
+ k � 1

np2
+ k � 0:

ve eşitsizlikleri do¼grudur. Buradan 8 x 2 [0; 1] ; k � 1 ve n � ( 1p+k)
2

k
için

1� e�x � x� x2

2
ve ex �1 � x (x � 0) eşitsizliklerini kullanarak

x
n

 
1�e�

1
n( 1p+k)

!
� 1
p � x

n

�
1�e�

1
np

�
� 1
p
+k

= e
�n
 
1�e�

1
n( 1p+k)� 1

p

!
log 1

x � e
�
�
n

�
1�e�

1
np

�
� 1
p
+k

�
log 1

x

� log
1

x

�
n
�
1� e�

1
np

�
� 1
p
+ k � n

�
1� e�

1
n(

1
p
+k)
�
+
1

p

�
� log

1

x

 
1

p
+ k � n

 
1

n

�
1

p
+ k

�
� 1

n2

�
1

p
+ k

�2!!

=
1

n

�
1

p
+ k

�2
log

1

x

eşitsizli¼gini elde edip böylece ispat¬tamamlam¬̧s oluruz.
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Teorem 3.10 p 2 [0:+1) olsun. 8f 2 Lp ([0:+1)) ve n � ( 1p+2)
2

2
için

kCn (f)� fkp � Kp

�
n�

2p
2p+1 k�p (f)kp + w2

�
�p (f) ; n

� 2p
2p+1

�
p

�
eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Burada Kp, sadece p ye ba¼gl¬bir sabit say¬d¬r.

·Ispat. (P �n)n�1 dizisini gözönüne alal¬m.

�n;p :=

�
max

�
kP �n (1)� 1kp ; k�nkp ; k�nk

2p
2p+1
p

�� 1
2

;

ifadesinde �n (x) := P �n ( x) (x) ve �n (x) := P �n
�
 2x
�
(x) (0 � x � 1) dir. [18, teo-

rem1]�de Swetits ve Wood�in sonucu gere¼gince

lim
n!1

�n;p = 0

oldu¼gnu gösterirsek 8f 2 Lp ([0:+1)) için

kCn (f)� fkp = kP �n (�p (f))� �p (f)kp � Kp

�
�2n;p k�p (f)kp + w2

�
�p (f) ; �n;p

�
p

�
eşitsizli¼gini göstermi̧s oluruz. P �n operatörü ile 1;  x ve  

2
x noktalar¬n görüntüleri ile

hesaplayal¬m. (3.50), (3.7) ve (3.8) ifadelerini kullan¬rsak

P �n (1) (t) =

8<: t�
1
pCn

�
f 1
p

�
(� log t) 0 � t � 1

1 t = 0

P �n ( x) (t) =

8<: t�
1
pCn

�
f 1
p
+1 � xf 1

p

�
(� log t) 0 � t � 1

0 t = 0

ifadelerini elde ederiz. Gerçekten

P �n (1) (t) = �p
�
Cn
�
��1p (1)

��
= �p

�
Cn

�
e�

t
p

��
= t�

1
pCn

�
f 1
p

�
(� log t)

ve

P �n ( x) (t) = �p
�
Cn
�
��1p ( x)

��
= �p

�
Cn
�
��1p (u� x) (t)

��
= �p

�
Cn

�
e�

t
p
�
e�t � x

�
(t)
��

= t�
1
pCn

�
e�(

1
p
+1)t � xe�

t
p

�
(� log t)

= t�
1
pCn

�
f 1
p
+1 � xf 1

p

�
(� log t)
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olur. Ayn¬şekilde

P �n
�
 2x
�
(t) =

8<: t�
1
pCn

�
f 1
p
+2 � 2xf 1

p
+1 + x2f 1

p

�
(� log t) 0 � t � 1

0 t = 0

ifadesini elde edebiliriz. Burada (3.9)�daki f� = e��t; � = 1
p
; 1
p
+1 ve 1

p
+2 dir. � = 1

p

oldu¼gunda (3.51) ve (3.24)�den

jP �n (1)� 1j =
����� np

bn � an

�
e�

an
np � e�

bn
np

�
x
n

�
1�e�

1
np

�
� 1
p � 1

�����
� np

bn � an

�
e�

an
np � e�

bn
np

� 
x
n

�
1�e�

1
np

�
� 1
p � 1

!
+1� np

bn � an

�
e�

an
np � e�

bn
np

�
� 1

2np2
x
� 1
2p2 log

1

x
+
1

np

eşitsizli¼gini elde ederiz. Buradan

jP �n (1)� 1j
p � 2p�1

��
1

2np2

�p
x�

1
2p logp

1

x
+

�
1

np

�p�
olup � = 1

p
oldudu¼gndan (3.52) gere¼gince

kP �n (1)� 1kp �
Ap
n

eşitsizli¼gni sa¼glayan Ap pozitifsabit say¬s¬vard¬r. Şimdi 0 < x � 1 ve n � p�2 olsun.

k = 1 oldu¼gunda Lemma 3.4 , (3.35) ve (3.3)�den

j�n (x)j =

������ n�
1
p
+ 1
�
(bn � an)

�
e�(

1
p
+1)ann � e�(

1
p
+1) bnn

�
x
n

 
1�e�

1
n( 1p+1)

!
� 1
p

� np

bn � an

�
e�

an
np � e�

bn
np

�
x
n

�
1�e�

1
np

�
� 1
p
+1

�����
�

0@1� n�
1
p
+ 1
�
(bn � an)

�
e�(

1
p
+1)ann � e�(

1
p
+1) bnn

�1Ax
n

 
1�e�

1
n( 1p+1)

!
� 1
p

+x
n

 
1�e�

1
n( 1p+1)

!
� 1
p � x

n

�
1�e�

1
np

�
� 1
p
+1

+

�
1� np

bn � an

�
e�

an
np � e�

bn
np

��
x
n

�
1�e�

1
np

�
� 1
p
+1

� 1

n

�
1

p
+ 1

�
+
1

n

�
1

p
+ 1

�2
log

1

x
+
1

np
;
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eşitsizli¼gini elde ederiz. Buradan

j�n (x)jp � 22(p�1)
1

np

 �
1

p
+ 1

�p
+

�
1

p
+ 1

�2p
logp

1

x
+

�
1

p

�p!

olup dolay¬s¬yla

k�n (x)kp �
Bp
n

eşitsizli¼gni sa¼glayanBp pozitif sabit say¬s¬vard¬r. Tekrar k = 2 oldu¼gunda Lemma3.4

ve (3.24)�den 8 x 2 [0; 1] ve n � ( 1p+2)
2

2
için

��P �n � 2x� (x)�� = x�
1
p

���Cn �f 1
p
+2

�
(� log x)� x2Cn

�
f 1
p

�
(� log x)

�2x
�
Cn

�
f 1
p
+1

�
(� log x)� xCn

�
f 1
p

�
(� log x)

����
�

������ n�
1
p
+ 2
�
(bn � an)

�
e�(

1
p
+2)ann � e�(

1
p
+2) bnn

�
x
n

 
1�e�

1
n( 1p+2)

!
� 1
p

� np

bn � an

�
e�

an
np � e�

bn
np

�
x
n

�
1�e�

1
np

�
� 1
p
+2

�����+ 2 jP �n ( x) (x)j
�

0@1� n�
1
p
+ 2
�
(bn � an)

�
e�(

1
p
+2)ann � e�(

1
p
+2) bnn

�1A
x
n

 
1�e�

1
n( 1p+2)

!
� 1
p

+ x
n

 
1�e�

1
n( 1p+2)

!
� 1
p � x

n

�
1�e�

1
np

�
� 1
p
+2

+

�
1� np

bn � an

�
e�

an
np � e�

bn
np

��
x
n

�
1�e�

1
np

�
� 1
p
+2
+ 2 jP �n ( x) (x)j

� 1

n

�
1

p
+ 2

�
+
1

n

�
1

p
+ 2

�2
log

1

x
+
1

np
+ 2 jP �n ( x) (x)j ;

eşitsizli¼gini elde ederiz. Buradan

k�nk
2p

2p+1
p � Cpn

� 2p
2p+1

eşitsizli¼giini sa¼glayan Cp pozitif say¬s¬vard¬r. Son eşitsizlikleri toplarsak 8n �
( 1p+2)

2

2

�n;p �Mpn
� p
2p+1 ;

olcak şekilde sadece p�e ba¼gl¬Mp say¬s¬n¬ elde ederiz. n ! +1 iken �n;p ! 0

oldu¼gundan ispat tamamlan¬r.
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4. SINIRSIZ ARALIKLARDA YAKINSAKLIK HIZI

Bu bölümde sonsuzda limite sahip olan fonksiyonlar¬n uzay¬nda tan¬mlanan

lineer pozitif operatörler dizilerini inceleyece¼giz. Ve daha sonra bu dizilerin yak¬n-

sakl¬k h¬z¬elde edebilmeyi sa¼glayan baz¬üst s¬n¬rlar verece¼giz. Aşag¬daki teorem

[7]�de ispatlanm¬̧st¬r.

Teorem 4.1 An : C
� [0;1) ! C� [0;1) pozitif lineer operatörler dizisi, [0;1)

uzay¬nda mutlak olarak

lim
n!1

An
�
e�kt; x

�
= e�kx; k = 0; 1; 2;

şart¬n¬sa¼glarsa 8f 2 C� [0;1) için [0;1) uzay¬nda mutlak olarak

lim
n!1

Anf (x) = f (x) ;

dir.

Yukar¬daki teorem [3]�de daha genel bir şekilde ispatlanm¬̧st¬. Ve ayn¬kitapta

Szasz-Mirakjan, Baskakov ve Bernstien-Chlodovsky operatörleri için bu teoremin

uygulamas¬vard¬r. Burada yukar¬daki teoremdeki şart¬sa¼glayan operatörler dizisi

için üst s¬n¬rlar verece¼giz. ve dah sonra baz¬yukar¬daki geçen operatörler üzerine

uygulayaca¼g¬z. Bunun için öncelikle aşa¼g¬daki süreklilik modülünü kullanaca¼g¬z

w� (f; �) = sup

x; t � 0

je�x � e�tj � �

jf (x)� f (t)j ;

burada � � 0 bir say¬ve f 2 C� [0;1) dir. Bu süreklilik modülü al¬̧s¬lm¬̧s süreklilik

modülü ifadesiyle verilebilir. Gerçekten f �, [0; 1] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ve

f � (x) =

�
f (� lnx) ; x 2 (0; 1]
lim
t!1

f (t) ; x = 0:

şeklinde sürekli fonksiyonnu gözönüne alal¬m. Buradan

w (f �; �) = sup

x; t 2 [0; 1]

jx� tj � �

jf � (x)� f � (t)j = sup

x; t 2 [0; 1]

jx� tj � �

jf (� lnx)� f (� ln t)j
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u = � lnx ve v = � ln t seçersek x = e�u ve t = e�v olup

w (f �; �) = sup

x; t 2 [0; 1]

jx� tj � �

jf (x)� f (t)j = sup

u; v � 0

je�u � e�vj � �

jf (u)� f (v)j

= w� (f; �)

eşitli¼gini elde ederiz. Yani

w� (f; �) = w (f �; �)

dir.

Uyar¬4.1 8t; x � 0 için je�t � e�xj � jt� xj eşitsizli¼ginden

sup

x; t 2 [0; 1]

jx� tj � �

jf � (x)� f � (t)j � sup

x; t � 0

je�x � e�tj � �

jf (x)� f (t)j

olup

w (f; �) � w� (f; �) ;

eşitsizli¼gi her � � 0 için sa¼glan¬r. Ortalama de¼ger teoremini [0;M ] aral¬¼g¬nda uygu-

larsak ��e�t � e�x
�� = e�� jt� xj � e�M jt� xj

8t; x 2 [0;M ] için sa¼glan¬r. Buradan

w� (f; �) = sup

x; t � 0

je�x � e�tj � �

jf (x)� f (t)j � sup

x; t � 0

e�M jt� xj � �

jf (x)� f (t)j

= sup

x; t � 0

jt� xj � �eM

jf (x)� f (t)j = w
�
f; eM�

�
�
�
1 + eM

�
:w (f; �)

olup

w� (f; �) �
�
1 + eM

�
:w (f; �)

eşitsizli¼gini elde ederiz.
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4.1. Ana Sonuç

Teorem 4.2 An : C
� [0;1)! C� [0;1) pozitif lineer operatörler dizisi,

kAn1� 1k1 = an;An �e�t; x�� e�x

1 = bn;An �e�2t; x�� e�2x

1 = cn;

şartn¬n¬sa¼glarsa 8f 2 C� [0;1) için

kAnf � fk1 � kfk1 an + (2 + an) :w
�
�
f;
p
an + 2bn + cn

�
;

eşitsizli¼gi do¼grudur. Burada an; bn ve cn sonsuzda s¬fra yaklaşan dizilerdir.

·Ispat.

jF (u)� F (v)j �
 
1 +

(u� v)2

�2

!
w (F; �) ;

al¬̧s¬lm¬̧s süreklili modülünün özelli¼gini F = f �, u = e�t ve v = e�x için ve f � (e�t)

= f (t), w� (f; �) = w (f �; �) eşitliklerini kullan¬rsak��f � �e�t�� f �
�
e�x
��� �  1 + (e�t � e�x)

2

�2

!
w (f �; �)

olup buradan

jf (t)� f (x)j �
 
1 +

(e�t � e�x)
2

�2

!
w� (f; �)

eşitsizli¼gini elde ederiz. Di¼ger taraftan

An

��
e�t � e�x

�2
; x
�
= An

�
e�2t � 2e�t:e�x + e�2x; x

�
= An

�
e�2t; x

�
� 2e�xAn

�
e�t; x

�
+ e�2xAn (1; x)

+2e�2x � 2e�2x

=
�
An
�
e�2t; x

�
� e�2x

�
� 2e�x

�
An
�
e�t; x

�
� e�x

�
+e�2x [An (1; x)� 1]

� an + 2bn + cn

oldu¼gundan

An (jf (t)� f (x)j ; x) �

0@An (1; x) + An

�
(e�t � e�x)

2
; x
�

�2

1Aw� (f; �)

�
�
1 + an +

an + 2bn + cn

�2

�
w� (f; �)
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eşitsizli¼gini elde ederiz. Şimdi � =
p
an + 2bn + cn seçip

jAn (f (t) ; x)� f (x)j = jAn (f (t)� f (x) + f (x) ; x)� f (x)j

� jAn (f (t)� f (x) ; x)j+ jf (x)j : jAn (1; x)� 1j

� jf (x)j : jAn (1; x)� 1j+ An (jf (t)� f (x)j ; x)

eşitsizli¼gini kullan¬rsak teoremdeki eşitsizli¼gielde ederiz.

Uyar¬4.2 L bir pozitif lineer operatör olmak üzere �L = 1
L1
Lf şeklinde tan¬m-

lanan operatör tüm sabit fonksiyonlar¬koruyan L �in bir versiyonudur. Bu sonucu

gözönüne alarak yukar¬daki teoremde �L (1) = 1 oldu¼gundan an = 0 olup

kAnf � fk1 � 2:w�
�
f;
p
2bn + cn

�
;

eşitsizli¼gni elde ederiz.

Uyar¬4.3 [0;M ] kompakt aral¬¼g¬nda çal¬̧s¬p [Uyar¬4.2]�i ve

w� (f; �) �
�
1 + eM

�
:w (f; �)

eşitsizli¼gini kullan¬rsak

kAnf � fk1 � C:w
�
f;
p
2bn + cn

�
üst s¬n¬r¬n¬al¬̧s¬lm¬̧s süreklilik modülü yard¬m¬ile elde edebiliriz.

Burada f1; e�x; e�2xg Korovkin altkümesini kulland¬k. Fakat [3]�te önerildi¼gi

gibi her hangi bir Korovkin altkümesini kullanabiliriz. Örne¼gin
n
1; x

1+x
; x2

(1+x)2

o
Korovkin altkümesini kullanabiliriz. Bu durumda 8� � 0 ve f 2 C� [0;1) için

w# (f; �) = sup

x; t � 0�� x
1+x

� t
1+t

�� � �

jf (x)� f (t)j ;

süreklilik modülünü tan¬mlayabiliriz. Bu süreklilik modülü al¬̧s¬lm¬̧s süreklilik mo

dülü yard¬m¬ile aşa¼g¬daki şekilde verilebilir

w# (f; �) = w
�
f#; �

�
:
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burada f#, [0; 1] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ve

f# (x) =

�
f
�

x
1�x
�
; x 2 [0; 1)

lim
t!1

f (t) ; x = 1:

şeklinde verilir. 8x; t � 0 için x
1+x

� x ve t
1+t

� t oldu¼gundan���� x

1 + x
� t

1 + t

���� � jx� tj

eşitsizli¼gini elde ederiz. Buradan

sup

x; t � 0

jt� xj � �

jf (x)� f (t)j � sup

x; t � 0�� x
1+x

� t
1+t

�� � �

jf (x)� f (t)j

olup

w (f; �) � w# (f; �)

eşitsizli¼gini elde ederiz. Di¼ger taraftan 8x; t 2 [0;M ] için���� x

1 + x
� t

1 + t

���� = ���� x� t

(1 + x) (1 + t)

���� � jx� tj
(1 +M)2

oldu¼gundan 8M � 0 tamsay¬s¬için

sup

x; t � 0�� x
1+x

� t
1+t

�� � �

jf (x)� f (t)j � sup

x; t � 0
jx�tj
(1+M)2

� �

jf (x)� f (t)j

= sup

x; t � 0

jx� tj � (1 +M)2 �

jf (x)� f (t)j

= w
�
f; (1 +M)2 �

�
� (1 +M)2 :w (f; �)

olup

w# (f; �) � (1 +M)2 :w (f; �)

eşitsizli¼gini elde ederiz.

Teorem 4.3 An : C
� [0;1) ! C� [0;1) lineer fonksiyonlar¬ koruyan bir pozitif

lineer operatörler dizisi ve

sup
x�0

jAn (t2; x)� x2j
(1 + x)2

= dn;
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sonsuzda s¬fra yak¬nsayan bir dizi olsun. Bu halde 8f 2 C� [0;1) için

kAnf � fk1 � 2:w#
�
f;
p
dn

�
;

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat.

jF (u)� F (v)j �
 
1 +

(u� v)2

�2

!
w (F; �) ;

al¬̧s¬lm¬̧s süreklili modülünün özelli¼gini F = f#, u = t
1+t

ve v = x
1+x

için ve

f#
�

t
1+t

�
= f (t), w# (f; �) = w

�
f#; �

�
eşitliklerini kullan¬rsak

����f#� t

1 + t

�
� f#

�
x

1 + x

����� �
 
1 +

�
t
1+t
� x

1+x

�2
�2

!
w
�
f#; �

�
olup

jf (t)� f (x)j �
"
1 +

1

�2

�
t

1 + t
� x

1 + x

�2#
w# (f; �)

�
 
1 +

(t� x)2

�2 (1 + x)2

!
w# (f; �) :

eşitsizli¼gini elde ederiz. Di¼ger taraftan

An
�
(t� x)2 ; x

�
= An

�
t2 � 2xt+ x2; x

�
= An

�
t2; x

�
� 2xAn (t; x) + x2

= An
�
t2; x

�
� 2x2 + x2

= An
�
t2; x

�
� x2

eşitli¼ginden

jAnf (x)� f (x)j � An (jf (t)� f (x)j ; x) � An

 
1 +

(t� x)2

�2 (1 + x)2

!
w# (f; �)

�
�
1 + sup

x�0

jAn (t2; x)� x2j
(1 + x)2

�
w# (f; �)

=

�
1 +

dn

�2

�
w# (f; �)

eşitsizli¼gini elde ederiz. Son olarak � =
p
dn seçildi¼ginde ispat tamamlanm¬̧s olur.
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4.2. Uygulamalar

Özel sonuçlar elde edebilmek için aşa¼g¬daki lemmay¬kullanaca¼g¬z

Önerme 4.1 8 x > 0 için

e�x�n � e�x <
xn
2e
; n � 1

eşitsizli¼gi do¼grudur. Burada 8n � 1 için �n = 1�e�xn
xn

ve xn > 0 dir.

·Ispat. 8t > 0 ve c > 0 için t = 1
c
, f (t) = te�ct fonksiyonunun bir maksimum

noktas¬oldu¼gu için

max
x>0

xe�cx =
1

ec
(4.1)

eşitli¼gi do¼grudur. 8x 6= 0 için 1� e�x < x oldu¼gundan 8n � 1 için 0 < �n < 1 dir.

Şimdi
p
uv <

u� v

lnu� ln v <
u+ v

2
0 < v < u

geometrik, logaritmik ve aritmetik eşitsizli¼gini u = e�x�n > v = e�x > 0 için

uygularsak
e�x�n � e�x

ln e�x�n � ln e�x =
e�x�n � e�x

�x�n + x
<
e�x�n + e�x

2

olup

e�x�n � e�x <
e�x�n + e�x

2
:x (1� �n)

=
1� �n
2

�
xe�x�n + xe�x

�
eşitsizli¼gini elde ederiz, (4.1)�den

e�x�n � e�x � 1� �n
2

�
1

e�n
+
1

e

�
=
1� �2n
2e�n

eşitsizli¼gini elde ederiz. 1��
2
n

�n
< xn oldu¼gunu ispatlamam¬z kal¬yor ve bu da

1�
�
1�e�x
x

�2
1�e�x
x

< x (x > 0)

eşitsizli¼ginin bir özel halidir. Bu eşitlik

1�
�
1� e�x

x

�2
< 1� e�x
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,
x2 � (1� 2e�x + e�2x)

x2
< 1� e�x

,

x2 �
�
1� 2e�x + e�2x

�
< x2 � x2e�x

,

x2e�x + 2e�x � 1� e�2x < 0

şeklinde yaz¬p direkt hesaplama ile elde edebiliriz. Böylece ispat tamamlan¬r.

Sonuç 4.1 Sn : C
� [0;1)! C� [0;1) tan¬ml¬

Snf (x) = e�nx
1X
k=0

(nx)k

k!
f

�
k

n

�
;

şeklinde verilen Szasz-Mirrakjan operatörlerini gözönüne alal¬m. Bu halde 8f 2

C� [0;1) için

kSnf � fk1 � 2:w�
�
f;

1p
n

�
; n � 1;

ve

kSnf � fk1 � 2:w#
�
f;

1

2
p
n

�
; n � 1;

üst s¬n¬rlar¬n¬elde edebiliriz.

·Ispat. Biliyoruz ki Sn (1; x) = 1 ve buradan an = 0 olur. Di¼ger taraftan lemma4.1�de

Sn

�
e�

�t

; x
�
= e

��x 1�e
��
x

�
n

eşitli¼gini kullan¬rsak ���Sn �e��t ; x�� e�
�x
��� � �

2en
:

eşitsizli¼gini elde ederiz. Buradan

bn �
�

2en
ve cn �

�

en
(n � 1)

dir. Şimdi 8n � 1 için

an + 2bn + cn �
2

2en
+
1

en
� 1

n
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oldu¼gundan teoremdeki üst s¬n¬r¬n¬elde ederiz.

Sn (t; x) = x ve Sn
�
t2; x

�
= x2 +

x

n

oldu¼gundan

dn = sup
x�0

jSn (t2; x)� x2j
(1 + x2)

= sup
x�0

x

(1 + x)2
=
1

4n

eşitli¼g¼gini elde ederiz.

Sonuç 4.2 Vn : C
� [0;1)! C� [0;1) tan¬ml¬ve

Vnf (x) =

1X
k=0

�
n+ k � 1

k

�
xk

(1 + x)n+k
f

�
k

n

�
;

eşklinde verilen Baskakov oeratörlerini gözönüne alal¬m. Bu halde 8f 2 C� [0;1)

için

kVnf � fk1 � 2:w�
�
f;

5

2
p
n

�
; n � 2;

ve

kVnf � fk1 � 2:w#
�
f;

1p
n

�
; n � 1;

üst s¬n¬rlar¬n¬elde ederiz.

·Ispat. Vn (1; x) = 1 oldu¼gundan an = 0. Di¼ger taraftan

Vn
�
e��t; x

�
=

1X
k=0

�
�n
k

��
�xe��

n

�k
(1 + x)�n�k f

�
k

n

�
=
�
�xe��

n + 1 + x
��n

;

oldu¼gundan

��Vn �e��t; x�� e��x
�� =

����h1 + x�1� e�
�
n

�i�n
� e��x

����
= e��x

����e�n ln�1+x�1�e��
n

��
+�n � 1

����
�

h
�n ln

�
1+x

�
1�e�

�
n

��
+�n

i
:e
�n ln

 
1+x

 
1�e�

�
n

!!

eşitzisli¼gini elde ederiz. Burada

t = �n ln
�
1 + x

�
1� e�

�
n

��
+ �n � �nx

�
1� e�

�
n

�
+ �x � �nx:�

n
+ �x = 0
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eşitsizli¼gini elde etmek için et�1 � tet eşitsizlii¼gini kulland¬k. Şimdi ln (1 + t) � t
1+t

oldu¼gundan 8t � 0 için

��Vn �e��t; x�� e��x
�� �

�nx
�
1� e�

�
n

�
+ �x+ �x2

�
1� e�

�
n

�
�
1 + x

�
1� e�

�
n

��n+1
�

�nx
�
1� e�

�
n

�
+ �x+ �x2

�
1� e�

�
n

�
1 + (n+ 1) x

�
1� e�

�
n

�
+ n(n+1)

2
x2
�
1� e�

�
n

�2 :
eşitsizli¼gini elde ederiz. 1� e�

�
n � �

n
� �2

2n2
ve bir öceki eşitsizlikten

sup
x�0

��Vn �e��t; x�� e��x
�� � 2�

n (n+ 1)
�
1� e�

�
n

�
eşitsizli¼gini elde ederiz. Ayn¬eşitli¼gi kullanarak

bn = sup
x�0

��Vn �e�t; x�� e�x
�� � 2

n (n+ 1)
�
1
n
� 1

2n2

� � 2

n
(n � 1)

eşitsili¼gini elde ederiz. Şimdi 1� e�
2
n � 2

n
� 2

n2
+ 4

3n2
� 2

3n4
eşitsizli¼ginden

cn = sup
x�0

��Vn �e�2t; x�� e�2x
�� � 4

n (n+ 1)
�
2
n
� 2

n2
+ 4

3n2
� 2

3n4

� = h (n)

n
;

eşitsizli¼gini elde ederiz. Burada h (t) = 6t4

(t+1)(3t3�3t2+2t�1) şekline tam¬mlanan bir

fonksiyondur. Bu halde

h0 (t) =
6t3

(t+ 1)2 (3t3 � 3t2 + 2t� 1)
�
�2t2 + 3t� 4

�
< 0; t � 1

dir. Buradan h (n) � h (2) = 32
15
; (n � 2). Son olarak

p
an + bn + cn �

1p
n

r
4 +

32

15
� 5

2
p
n

elde ederiz. Ve buradan Vn (t; x) = x ve Vn (t2; x) = x2+x(1+x)
n

eşitliklerini kullanarak

dn = sup
x�0

Vn (t
2; x)� x2

(1 + x)2
= sup

x�0

x

n (1 + x)
= 1

elde edip böylece ispat¬tamamlam¬̧s oluruz.

Sonuç 4.3 Cn : C
� [0;1)! C� [0;1) tan¬ml¬ve

Cnf (x) =

nX
k=0

f

�
k

n
�n

��
n

k

��
x

�n

�k �
1� x

�n

�n�k
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şelinde tan¬mlanan Bernsteinn-Choldovsy operatörlerini gözönüne alal¬m.

0 � x � �n ve Cnf (x) = f (x) için, x � �n için 8f 2 C� [0;1) için

kCnf � fk1 � 2:w�
 
f;

r
�n
n

!
; n � 1;

ve

kCnf � fk1 � 2:w#
 
f;

r
�n
4n

!
; n � 1

üsts¬n¬rlar¬sa¼glan¬r. Burada �n,

lim
n!1

�n =1 ve lim
n!1

�n
n
= 0,

eşitliklerini sa¼glayan bir pozitif dizidir.

·Ispat. Cn (1; x) = 1 eşitli¼ginden an = 0 olur.

Cn
�
e��t; x

�
=

nX
k=0

�
n

k

��
x

�n
e��

�n
n

�k �
1� x

�n

�n�k
=

�
e��

�n
n
x

�n
+ 1� x

�n

�n
;

oldu¼gundan ��Cn �e��t; x�� e��x
�� =

�����
 
1� �x

1� e��
�n
n

��n

!n
� e��x

�����
=

�����en ln
�
1� x

�n

�
1�e��

�n
n

��
� e��x

�����
� e

��x 1�e
���nn
�
�n
n � e��x

eşitsizli¼gni elde ederiz. Lemma3.1�den ve 8t 2 (0; 1) ln (1� t) � �t eşitsizli¼gini

kullan¬rsak ��Cn �e��t; x�� e��x
�� � ��n

2en

eşitsizli¼gni elde ederiz. Buradan

bn �
�n
2en

ve Cn �
�n
en

olup an + bn+ Cn � �n
en
eşitsizli¼gisa¼glan¬r. Son olarak

Cn (t; x) = x ve Cn
�
t2; x

�
= x2 +

x (�n � x)

n

eşitliklerinden

dn = sup
x�0

jCn (t2; x)� x2j
(1 + x2)

= sup
x2[0;�n]

x (�n � x)

n (1 + x2)
=

�2n
4n (1 + �n)

� �n
4n

üst s¬n¬r¬n¬elde ederiz.
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Sonuç 4.4 Ln : C
� [0;1)! C� [0;1) tan¬ml¬ve

Ln (f; x) =

nX
k=0

�
n

k

�
(x)k (1� x)n�k f

�
k

n� k + 1

�
şelinde tan¬mlanan Bleimann-Butzer-Hahn operatörlerini gözönüne alal¬m. Bu halde

8f 2 C� [0;1) için

kLnf � fk1 � 2:w#
�
f;

2p
n+ 1

�
; n � 1;

üst s¬n¬r¬sa¼glan¬r.

·Ispat. Bu teoremi ispatlamak için Teorem3.1 de e�kx yerine xk

(x+1)k
�i ve w# (f; �)

yerine w� (f; �)�i kullanaca¼g¬z. Ln (1; x) = 1 eşitli¼ginden an = kLn1� 1k1 = 0 dir.

Ln

�
t

1 + t
; x

�
=

nx

(1 + n) (1 + x)

Ln

 �
t

1 + t

�2
; x

!
=

n2x2

(1 + n)2 (1 + x)2
+

nx

(1 + n)2 (1 + x)2

eşitliklerinden ([5]�e bakabilirsiniz)

bn = sup
x�0

����Ln� t

1 + t
; x

�
� x

1 + x

���� = 1

n+ 1

ve

cn = sup
x�0

�����Ln
 �

t

1 + t

�2
; x

!
�
�

x

1 + x

�2����� = supx�0

����nx� x2 (2n+ 1)

(1 + n)2 (1 + x)2

����
eşitliklerini elde ederiz. Baz¬hesaplamalardan sonra cn = 2n+1

(n+1)2
gösterip

an + 2bn + cn �
4

n+ 1

eşitsizli¼gini elde ederiz. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.
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