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OZET

4-BOYUTLU YARI-OKLID UZAYINDA KUATERNIYONIK EGRILER VE
UYGULAMALARI

AHMED, Hussein
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlsu
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Yrd. Dog. Dr. Faik BABADAG
HAZIRAN 2015, 65 sayfa

Bu calisma bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde giris, tezin amact ve kaynak

ozetleri hakkinda bilgiler verilmistir.
Ikinci béliimde ilerideki bolumlerde gerekli olacak temel kavramlar verilmistir.

Uciincii boliimde 4-boyutlu yar1-Oklid uzayinda kuaterniyonik egrilerin genel tanimi
yapildiktan sonra kuaterniyonik egriler ig¢in Serret-Frenet formdlleri ve 4-boyutlu
yar1-Oklid uzayinda kuaterniyonik Bertrand egrilerinin bazi karakterizasyonlari

verilmistir.

Dérdinct bolimde 4-boyutlu yari-Oklid uzayinda kuaterniyonik (N, BZ) Bertrand

egrilerinin bazi karakterizasyonlar1 verilmistir.

Besinci béliimde ise 4-boyutlu yar1-Oklid uzayinda bir helisin Bertrand egrisi ve

kuaterniyonik B,-slant helis incelenmistir. Son olarak, 6rnekler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Yari-reel kuaterniyonlar, Serret-Frenet formulleri, Bertrand

egrileri, helisler.



ABSTRACT

QUATERNIONIC CURVES IN THE SEMI-EUCLIDEAN 4-SPACE AND THEIR
APPLICATIONS

AHMED, Hussein
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Master Thesis
Supervisor: Yrd. Dog. Dr. Faik BABADAG
June 2015, 65 pages

This thesis consists of five sections. In the first section, introduction, the aim of the
study and the information about the references are given.

In the second section, fundamental concepts which will be necessary in the next

sections are given.

In the third section, general definitions of the quaternionic curves in the semi-
Euclidean 4-space followed by Serret-Frenet formulas for the quaternionic curves
and some characterizations of the quaternionic Bertrand curves in the semi-Euclidean

4-space are given.

In the fourth section, some characterizations of the quaternionic (N,B,) Bertrand

curves in the semi-Euclidean 4-space are given.

In the fifth section, Bertrand curve of a helix and quaternionic B,-slant helix in the

semi-Euclidean 4-space have been investigated. Lastly, some examples are given.

Key Words: Semi-real quaternions, Serret-Frenet formulas, Bertrand curves, helices.



TESEKKUR

Bana bu calismayr veren ve c¢alismalarimi yonlendiren, arastirmalarimin her
asamasinda bilgi, oneri ve yardimlarini esirgemeyerek akademik ortamda oldugu
kadar beseri iligkilerde de engin fikirleri ile yetisme ve gelismeme katkida bulunan
sayin hocam Yrd. Do¢. Dr. Faik BABADAG’a en derin saygi ve tesekkiirlerimi
sunmay1 bir bor¢ bilirim. Calismalarim siiresince bir¢ok fedakarlik gostererek beni
destekleyen ailem ve ¢ocuklarim Abdirahman, Ashwak’a en derin duygularim ile

tesekkiir ederim.
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1. GIRIS

Kuaterniyonlar, 1843 yilinda irlandali matematik¢i William Rowan Hamilton’un
kompleks sayilart 3-boyutlu uzaya genellestirmek icin yaptigi calismalar sirasinda
bulunmustur. Reel kuaterniyonlar, iki kompleks sayinin kombinasyonundan
olusmustur. Buna goére kompleks sayilar da kuaterniyonlarin bir alt kiimesi olmasi
sonucu, kuaterniyonlarin hem reel sayilar hem de kompleks sayilar1 kapsayan daha
genis bir say1 sistemi oldugunu gostermektedir. Kuaterniyonlar son yillarda her
alanda artan bir hizla kullanilmaktadir. Hamilton’dan beri farkli yazarlar tarafindan

kuaterniyonlar ¢alisilmistir.

Q, yari reel kuaterniyonlarina taban elemanlari e, e,, e3 ve e, = 1 olan 4-boyutlu

uzaydaki bir vektor gozii ile bakilabilir. Q,, deki her eleman
q =ae, +be, +ce;+dey; (e, =1)

biciminde ifade edilebilir, burada a,b,c ve d reel sayilar ve ey, ey, es, e, ise 4-
boyutlu uzaydaki baz vektorler olarak alinabilir. Burada 4-boyutlu yari-Oklid
uzayinin  elemanlari  bir dogal yol ile yari-reel kuaterniyonlar ile
ozdeslestirilmektedir. a, 4-boyutlu yar1-Oklid uzayinda bir birim hizli egri olsun. T,
N, B; ve B, vektorleri sirasiyla a tizerinde Frenet vektorleridir. Burada T, N, B, ve

B, sirasiyla birim teget, normal, birinci binormal ve ikinci binormal vektordiir.

3-boyutlu reel Oklid uzayindaki bir egrinin Serret-Frenet formlleri uzay-
kuaterniyonlar1 yardimiyla K. Bharathi and M. Nagaraj tarafindan yeniden
tiiretilmistir. Bulunan bu formiiller yardimiyla 4-boyutlu reel Oklid uzaymndaki
kuaterniyonik egrilerin Serret-Frenet formiilleri elde edilmistir. Simdiye kadar
yapilmis olan ¢alismalarin ¢ogu elde edilen bu formiiller kullanilarak yayinlanmistir.
A. C. Coken and A. Tuna tarafindan yapilan ¢aligmalarda

ds? = —dx? — dy? + dz* + dw?

metrikli 4-boyutlu yari-Oklid uzaylarindaki kuaterniyonik egriler icin Serret-Frenet

formiilleri, egimli egrileri, harmonik egrilikleri ve bazi karakterizasyonlarinin elde



edilebilecegi gosterilmistir. GOk ve Kahramanin yaptigi ¢alismada 4-boyutlu yari-
Oklid uzayindaki kuaterniyonik B, -slant helis tammlanmistir ve baz

karakterizasyonlar1 verilmistir.

Egrilerin diferansiyel geometrisinde, en dnemli problemlerden biri regiiler bir egrinin
karakterizasyonudur. Bu problemin ¢oziimiinde egrinin birinci egriligi (k) ve
torsiyonu (t) etkili bir rol oynar. Ornegin;

1) k = 0 ise egri bir dogrudur,

i)k #0ver =0 ise egri diizlemseldir,

i) k = sabit > 0ve 1 = 0 ise egri yari¢api 1/K olan bir gemberdir.
Boylece bir egrinin birinci egriligini ve torsiyonunu kullanilarak egrinin bi¢imini ve
uzunlugunu belirleyebiliriz. Teget vektorii sabit bir dogrultu ile sabit ag1 yapan
egrilere genel helis veya sabit egimli egri denir. Helisler ile ilgili klasik bir sonug
1802 yilinda M. A. Lancret tarafindan ifade edilmis ve ilk olarak 1845 yilinda B. de
Saint Venant tarafindan ispatlanmistir. Eger k = sabit > 0 ve 7 = sabit # 0 ise
egriye dairesel helis denir. Diferansiyel geometride dnemli bir yeri olan egri 1850
yilinda J. Bertrand tarafindan bulunan Bertrand egrileridir. Bertrand egrisinin her
noktasindaki normal vektorii Bertrand cifti denilen diger bir egrinin de normal
vektorudir. Yani, {a, B} Bertrand egri ¢ifti olarak alindiginda S egrisinin bir
Bertrand egrisi olma sarti a egrisine bagli olarak ifade edilebilir. Vs €I igin «
egrisinin Bertrand egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart Ax(s) + Bt(s) = 1 olacak
sekilde sifirdan farkli A ve B reel sabitlerinin var olmasidir. Boylece diizlemsel

egriler ve dairesel helisler Bertrand egrileridir.

4-boyutlu yar1-Oklid uzayinda kuaterniyonik egrilerin iizerinde son yillarda
calisilmakta olup bu alanda halen yeni ¢alismalar yapilmaktadir. Bu tez ¢aligmasinda
ise 4-boyutlu yar1-Oklid uzayindaki kuaterniyonik egriler igin Serret-Frenet
vektorleri verilmistir. 4-boyutlu yar1-Oklid uzayinda iki kuaterniyonik egrinin
karsilikli noktalarinda Frenet vektorleri arasindaki bagmntilar kurularak, egrilerin
karakterizasyonu elde edilmistir. Ornek olarak kuaterniyonik Bertrand egri ciftleri

verilebilir.



1.1. Kaynak Ozetleri

Bu tezin hazirlanmasinda 4-boyutlu yar1-Oklid uzayinda yari-reel kuaterniyonlar ve
kuaterniyonik egriler ile ilgili baz1 temel tanimlar ve kavramlar verilmistir. Ayrica,
kuaterniyonik egriler i¢in Serret-Frenet formiilleri verilmistir [1]. [2, 3] de n-boyutlu
reel OKlid uzayindaki Bertrand egrileri icin elde edilen karakterizasyonlardan
yararlanarak, 4-boyutlu yar1-Oklid uzaymnda bir kuaterniyonik Bertrand egrisi
tanimlanmistir ve kuaterniyonik Bertrand egri ciftleri arasindaki uzaklik ve teget
vektorleri arasindaki aginin sabit olmasinin elde edilebileceginden yararlanilmistir.
Daha sonra, 4-boyutlu yar1-Oklid uzaymdaki kuaterniyonik egrilerin Serret-Frenet

formiilleri kullanilarak bir helisin Bertrand egrisinin elde edilebilecegi gosterilmistir.
[4-6] numaral kaynaklarda ise 4-boyutlu reel Oklid uzaymndaki (N,B,) Bertrand
egrileri icin elde edilen karakterizasyonlardan faydalanarak, 4-boyutlu yari-Oklid
uzayinda kuaterniyonik (N, Bz) Bertrand egrisinin bazi karakterizasyonlarinin elde

edilebileceginden yararlamlmigtir. Daha sonra, 4-boyutlu yari-Oklid uzaymndaki
vektorel carpim verilmistir ve reel Oklid uzayindaki kuaterniyonik B,-slant helis icin
elde edilen gerekli ve vyeterli kosullardan faydalanarak, 4-boyutlu yari-Oklid
uzayindaki kuaterniyonik egrilerin bir kuaterniyonik B,-slant helis olmas1 i¢in gerek
ve yeter kosullarin elde edilebilecegi gosterilmistir. Diger kaynaklardan ise konuyla

ilgili gesitli tammlar ve kavramlar verilmistir.

1.2. Tezin Amaci

Bu calismanin temel amaci, 4-boyutlu yar1-Oklid uzayimdaki kuaterniyonik egriler ile
ilgilenilmektedir. Aym1 uzaydaki kuaterniyonik egriler igin Serret-Frenet
formullerinden faydalanarak, 4-boyutlu yari-Oklid uzayinda bir kuaterniyonik
Bertrand egrilerinin karakterizasyonlar1 elde edilmektedir. Bu karakterizasyonlarin
elde edilmesinde egrinin tglincii egriligi (o — e:ereyk) blyik bir rol oynar. Yani

1) o — gepeyk = 0 oldugu goz oniine alinarak, 4-boyutlu yari-Oklid uzayinda

bir kuaterniyonik Bertrand egrisinin karakterizasyonu elde edilmistir.



2) o — gereyk # 0 oldugu goz oniine alinarak, 4-boyutlu yari-Oklid uzayinda

bir kuaterniyonik (N, B,) Bertrand egrisinin karakterizasyonu elde edilmistir.

Daha sonra 4-boyutlu yar1-Oklid uzaymdaki kuaterniyonik egriler icin Serret-Frenet
formilleri kullanilarak bir helisin Bertrand egrisinin elde edilebilecegi
gosterilmektedir. 4-boyutlu yar1-Oklid uzayindaki kuaterniyonik egrilerin bir
kuaterniyonik B,-slant helis olmas1 i¢in gerek ve yeter kosullarin elde edilebilecegi
gosterilmektedir. Son olarakta, 4-boyutlu yari-Oklid uzayindaki kuaterniyonik egriler

ile ilgili 6rnekler verilmektedir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Afin Uzaylar

Tamm 2.1. (Afin Uzay):

A # @ bir cimle ve VV de K cismi lizerinde bir vektor uzay1 olsun. Eger bir
YAXA—>V

dontisimi P,Q € A noktalar1 i¢in (P,Q) — P—Q) € V seklinde tanimlanmis ve
asagidaki iki aksiyomu sagliyor ise A cumlesine V ile birlestirilmis bir “Afin Uzay”

denir.
i)V P,Q,R € A icin PR = PQ + QR dir.
ii)VPeAveVa€eVicin P_Q) = «a olacak sekilde bir tek Q € A noktasi vardir.

P—Q) vektoriinde P noktasina baslangi¢ ve Q noktasina u¢ noktasi denir.

2.2. Oklid Uzaylar

Tamm 2.2. (Oklid Uzay1):
n-boyutlu bir reel i¢ carpim uzay1 V olsun. V ile birlesen bir A afin uzayina n-boyutlu
“Oklid Uzay1” denir ve E™ ile gosterilir.

Tanmim 2.3. E" n-boyutlu Oklid uzayinda bir nokta X olsun. E™ de bir afin koordinat

sistemine gore X noktasinin koordinatlari (x, x5, ..., x,,) olsun.
xi:E" - R

bilesenlerine E™ in “i-yinci Koordinat Fonksiyonu” denir. R™ standart reel afin uzay

olmak Uzere; R™ de bir (,): R™ X R"™ — R i¢ ¢arpim1 V X,Y € R",

X = (x1,%X2, 0, %), Y = (Y1, V2, -, Yn) 1GIN



n

YY) = (V) = ) xy

i=1

bigiminde tanimlayalim. Bu i¢ carpima R™ de “Standart I¢ Carpim” veya “Oklid I¢
Carpim1” denir. Standart i¢ ¢arpimin tanimli oldugu R™ vektor uzayi ile birlesen R™

afin uzayina “n-boyutlu Standart Oklid Uzay1” denir ve E" ile gosterilir.
Tanim 2.4. (Uzaklik):
d:E*" X E*" —- R

X,Y) — dX,Y) = ||X7|

olarak tanimlanan d fonksiyonuna E™ Oklid uzayinda “Uzaklik Fonksiyonu” ve
d(X,Y) reel sayisina da X,Y € E™ noktalar1 arasindaki “Uzaklik” denir.

Teorem 2.1. E™ de uzaklik fonksiyonu bir metriktir.

ispat: VX,Y,Z € E"igin;

(@) dX,Y) =0, dX,Y) =0 X =Y,

(i) d(X,Y) = d(Y, X), (simetri 6zelligi),

(ii)d(X,Z2) <d(X,Y) + d(Y, Z), (iggen esitsizligi),

oldugunu gosterecegiz.

(i) E™ ile birlesen R™ i¢ ¢arpim uzayinda, i¢ ¢arpim pozitif tanimli oldugundan,
Va € R™igin ||a|| = 0 dir. Buna gore,

XY =a ve d(X,Y) = ||XY|| 20 ve [lall =0 = d(X,Y) = |[XY|| = 0 ve XY =0

veyaX =Y

elde edilir. Tersine, X =Y ise;



—_—

XY =0= |XY|| = 0= d(X,Y) = 0.
(i) d(X,Y) = | XY|| = ||[YX]| = d(¥, X).
(iii) i¢ carpim uzaymnda norm’un zelliklerinden,
IXZ|| = |XY + YZ|| < ||XY|| + ||[YZ]| veya d(X,Z) < d(X,Y) + d(Y,2).
Tanmim 2.5. (Oklid Metrigi):

d:E" x E" — R

X,Y) — d(X,Y) = ||X7|

seklinde tanimlanan d fonksiyonuna E™ de “Oklid Metrigi” denir.
Tamm 2.6. (A¢1): V X,Y,Z € E™ icin XYZ acisinin 6l¢iisii

(XY,YZ)
c0sl = ————
Ixvl[[vz]|
den hesaplanan 8 reel sayisidir.

Tamm 2.7. (Oklid Catisi):

Bir n-boyutlu reel i¢ ¢arpim uzay1 V olsun. V ile birlesen E™ Oklid uzayinda siral bir

{Py, Py, ..., P,} nokta (n+ 1) -lisine karsilik gelen {PoyPy, PyP;, ..., PyP,} vektor
sistemi V nin bir ortonormal bazi ise {Py, Py, ..., P,} ¢atisina dik cat1 “Oklid Catis1”

denir.

Ornek 2.1. E* de E,=(0,..,0), E; =(1,0,..,0), ..., E,=(0,0,..,0,1)

noktalar1 bir dik cati olustururlar. Gergekten, (EoE,, EoE,) = §;; dir, dolayisiyla

{EOEl, s EOEn} vektor sistemi R™ vektor uzayi i¢in bir ortonormal bazdir.

Tamm 2.8. (Standart Oklid Catis1):

E" deki {Ey, E4, ..., E,} catisina “Standart Oklid Catis1” denir.



Ornek 2.2. E2 de Py = (aq,a;), P, = (a; + cos @ ,a, + sin @),

P, = (a; —sin @, a, + cos 0) noktalari, Va, ,a,, 0 € R igin bir dik ¢at1 meydana
getirirler. CUnku, (PyB, PoP) = &;; ve dolayistyla {PyP;, PyP,} vektor sistemi R?

vektor uzayi i¢in bir ortonormal bazdir.
Tamm 2.9. (Oklid Koordinat Sistemi):

E™ n-boyutlu Oklid uzayinda bir nokta X ve bu noktanin bilesenleri (xy, x5, ..., X,,)

olsun.
xi: E" — R,

bilesenlerine E™ in i-yinci koordinat fonksiyonu denir. Buna goére (x4, x5, ..., x;,,) reel

sayilar1 n-lisine “Oklid Koordinat Sistemi” denir.
Tanmm 2.10. (C* Smifindan Bir Fonksiyon):

E™ de bir agik alt ciimle U olmak Uzere bir f: U — R fonksiyonunun k yinci
mertebeden biitiin kismi tiirevleri var ve siirekli iseler f fonksiyonuna C* sinifindan

( k-yinc1 smiftan ) diferensiyellenebilirdir denir. Ozel olarak f sadece strekli ise C°
sinifindandir denir. U {istiinde tanimli C* siifindan fonksiyona U Ustiinde bir o-form
ad1 verilir.

C*(U,R) = {f| f:U — R vef fonksiyonu C* sinifindan} ve

C*(U,R) = {f| f € C¥(U,R), k € N}.

2.3. n-Boyutlu Oklid Uzayinda Egriler

Tamm 2.11. (E™ de Egri): n-boyutlu Oklid uzayr E™ ve R nin bir irtibath agik alt
ctmlesi I olmak Uzere;

a:l € R— E"
dontisiimii diferensiyellenebilir ise a(I) ciimlesine “E™ de Bir Egri” denir.

Tanmmm 2.12. I € R bir agik aralik olmak tizere, (I, @) koordinat komsulugu ile

tanimlanan a(I) € E™ egrisi « ile gosterilsin.



a:l — E, ISR

olmak Uzere, I € R araligina “a egrisinin parametre araligi” ve t € I degiskenine de

“a egrisinin parametresi” denir.

Tanim 2.13. (Parametre Degisimi):

E™ de bir M egrisinin (I, ) ve (J, B) gibi iki koordinat komsulugu verilsin.
h=atlopB:]—I

diferensiyellenebilir fonksiyonuna “M nin bir Parametre Degisimi” (daha dogrusu M

nin I daki parametresinin J deki parametre ile degisimi) denir.

o B(s) = al(t)

5
i i
I t J 5
h=alog

Sekil 2.1. Parametre Degisimi
Tanim 2.14. (Bir Egrinin Hiz Vektorii):
E™ de M egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilsin.
al — E"
fonksiyonunun Oklidiyen koordinat fonksiyonlar1 a;, ay, ..., @, olmak (izere,
a = (ag,ay, ..., ay), a(t) EM

ve



a'(t) = a, (—)

da,
, da, da, at|
a(t)_(ﬁt;"-)?t>; a, = aan 'a_[l]
ot

dir. ((a(t),a’(t)) c T[En(t)) tanjant vektorine, M egrisinin t € I parametre
degerine karsilik gelen a(t) noktasinda, (I, @) koordinat komsuluguna goére “Hiz
Vektori” denir. Bu hiz vektorlerin ciimlesi a egrisinin a(t) noktasindaki tanjant

uzayi olarak adlandirilir. Tgn (a(t)) ile gosterilir.

a(t)

— 1 a(l)

Sekil 2.2. Hiz Vektor

Tamim 2.15. (Bir Egrinin Tanjant Uzay1):

M c E™ egrisi verilsin. M egrisinin m € M noktasindaki tanjant uzay1 diye, m € M
noktasinda M nin hiz vektorlerini igine alan Ty, (m) = V() vektor uzayina denir.
m € M secilmis bir nokta olmak tizere, E™ in Ty, (m) ile birlesen alt afin uzayna da,

M egrisinin m € M noktasindaki teget dogrusu denir.

Tamim 2.16. (Skalar Hiz Fonksiyonu Ve Skalar Hiz):

M c E™ egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilsin.
la’ll: 1 — R

t— [la'[[(®) = lla" @l

10



seklinde tanimli ||a’|| fonksiyonuna, M egrisinin (I, @) koordinat komsuluguna gore
“Skalar Hiz Fonksiyonu” ve ||a’(t)|| reel sayisina da M nin (I,a) koordinat

komsuluguna gore a(t) naktasindaki “Skalar Hiz1” denir.

Tamm 2.17. (Birim Hizl1 Egri):

M egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. Eger V s € [ icin,
lla’Oll =1

ise M egrisi (I, @)’ ya gore “Birim Hizli Egridir” denir. Bu durumda, egrinin s € [

parametresine yay-parametresi ad1 verilir.

Tamim 2.18. (Yay Uzunlugu):

M egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. a, b € I olmak Uzere,

t =adant = b ye M egrisinin yay uzunlugu diye, egrinin a(a) ve a(b) noktalar

arasindaki uzunluguna karsilik gelen

b
j l®llde,  tel
a

reel sayisina denir.

Tanim 2.19. (Regiiler Egri):

Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli olan egriye “Regiiler Egri” denir.

Tanmim 2.20. (Serret-Frenet Vektorleri):

E" Oklid uzaymda bir a:] € R — E™ egrisinin birim teget vektorii (tanjant

vektoru),

a'(t) = a, (%) = U,
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ve  E™ deki konneksiyon D olmak Uzere, U; = Dy, U;_; , 1 <i <n bigiminde
tanimli vektor alanlarindan olusan, Y = {U;, Us, ..., U, } sistemi lineer bagimsiz

olsun.

VU., r>n icin, U, € span{y} olmak (lzere, y sistemine Gram-Schmidt
metodunun uygulanmasi ile elde edilen {V;,V,, ..., V,.} ortonormal r-vektor sistemine
E"™ de a egrisinin Serret-Frenet r-ayakli alamm  ve mE€a icin,
{Vvi(m),V,(m),...,V.(m)} sistemine ise m € a noktasindaki “Serret-Frenet r-

ayaklis1” denir. Herbir V;, 1 < i < r, ye “Serret-Frenet Vektorii” ad1 verilir.
Tanim 2.21. (Egrilikler):

M c E™ egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilsin. s € I ya karsilik gelen a(s)

noktasindaki Frenet r-ayaklist {V; (s), V,(s), ..., V-(s)} olsun. Buna gore,
kil >R, 1<i<r,
s — ki(s) = (Vi’(s):Viﬂ(s) )

seklinde tanimli k; fonksiyonuna “M egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu” ve s € [

=19

icin k;(s) reel sayisina da a(s) noktasinda “M nin i-yinci egriligi” denir.

Teorem 2.2. M c E™ egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilsin. s € [ yay-

parametresi olmak Uzere, a(s) noktasinda i-yinci egrilik k;(s) ve Frenet r-ayaklist
{Vl(s)! VZ (s)l ey ‘Z,-(S)} ISE

1) V1'(s) = ky(s)V2(s)

2) Vi'(s) = —ki_1(S)Vi_1(s) + k;(s)Vi1(s), 1<i<r,
3) V() = —kp_1(8)Vr1 (5).

Tamm 2.22. (Bertrand Egri Cifti):

M,N c E" egrileri, sirasiyla, (I, @) ve (I, ) koordinat komsuluklari ile verilsin.

s € I ya karsilik gelen a(s) € M ve S(s) € N noktalarinda M ve N nin

(), Va(s), .. ()} (), V2 (s), .., ()}

12



Frenet r-ayaklilar verildiginde V s € I icin {V,(s),V,"(s)} lineer bagiml ise (M, N)
egri 2-lisine bir “Bertrand Egri Cifti” denir.

Tanim 2.23. (Helis):

M c E™ egrisi (I, ) koordinat komsulugu ile verilsin. Vs € igin a'(s) hiz
vektord, bir U sabit vektori ile sabit ag1 yapiyor ise M ye bir helis ve span{U} ya da

M egilim ¢izgisinin egilim ekseni denir.
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3. 4-BOYUTLU YARI-OKLID UZAYINDA KUATERNIYONIK EGRILER

Tamm 3.1. Bir yari-reel kuaterniyon sirali dort sayinin +1, €, €,, €; gibi dort birime
eslik etmesiyle tanimlanir. Burada, +1 bir reel birim olup diger ii¢ birim ise,

1) éiXéi = —S(é)i); 1<i<3.

2) E3, 4-boyutlu yar-Oklid uzayinda é; X & = —&(é;)&(é;)é, burada, (ijk);
(123) un ¢ift permitasyonudur.

Ozelliklerini saglar. Boylece bir yari-reel kuaterniyon,
q:a§1+b§2+C53+d
seklindedir. Burada,

Sq:d, ‘—/(;:aé)l‘l‘bé)z'i‘Cé%

-

olmak lzere; S;, ¢ nun skalar kism1 ¥,

4 ise vektorel kismidir. Bundan sonra yari-reel

kuaterniyonlarin climlesi

Q, = {q|q= aé; + be, +cé; +d; a,b,c,d € ]R,}
v 51, 52,53 € [E%,h(éi, él) = S(éi),l <i<3

ile gosterilecektir. Burada,
-1, €; time — like
(&) = { A _
1, e; space — like
dir. ki yari-reel kuaterniyonun kuaterniyon ¢arpimi; Vp, ¢ € Q,, icin
p X q=S,S; + Vo, Vi) + S,V + SgV, + VAV,
seklindedir. Burada ¢, ) ve A sirasiyla, E3 Gzerindeki i¢ ve vektorel carpimidir.
Tamim 3.2. Bir g € Q, yari-reel kuaterniyonunun eslenigi
yq =—aé; —bé, —cé; +d

seklindedir.
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Tamim 3.3. Vp, q € Q, yari-reel kuaterniyonlart i¢in

h:Q,xQ, — R

N| =

(p,q) — h(p,q) = 5 [—&,&,4(P X ¥q) — £48,,(q X yD)] (3.1)

seklinde tanimlanan h formu yari-reel kuaterniyon i¢ ¢arpimi adint alir. Bu h formu
anti-simetriklik ve bilineerlik 6zelliklerine sahiptir. Burada X kuaterniyon ¢arpimini

gostermektedir.
Tamim 3.4. Bir g € Q, yari-reel kuaterniyonunun normu
lqll® = 1h(q, @I = |eg(q x y@)| = la* + b* — ¢* — d?| (3.2)
esitligini saglayan ||q|| reel sayisina denir.
Tamm 3.5. Eger q € Q,, yari-reel kuaterniyonu igin
llgll =1
oluyorsa g’ya bir yari-reel birim kuaterniyon denir.
Tamim 3.6. Eger g € Q,, yari-reel kuaterniyonu igin
q+yq=0

oluyorsa q ’ya bir yari-reel uzaysal-kuaterniyonu denir. Eger, q € Q, yari-reel
kuaterniyonu igin ¢ —yq = 0 oluyorsa q bir temporal yari-reel kuaterniyon adini

alir.

Genel olarak, bir g € Q,, yari-reel kuaterniyonu

N =
N =

q=5lq+vql+5lqg—vql

seklinde yazilabilir.
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Tamim 3.7. Eger p, g € Q,, yari-reel kuaterniyonlari i¢in

h(p,q) =0 (3.3)
oluyorsa p ile q’ya h-ortogonaldir denir.

Tamm 3.8. Reel tek degiskenli yar1 kuaterniyon degerli fonksiyonlara yari
kuaterniyonik egri denir. Yani yar1 kuaterniyonik egri ile, I < R bir agik aralik
olmak Uzere, bir

al — Q, c E}

4

s — a(s) =Zai(s)éi ,(1<i<4),e,=1,

a,(s)e, = d(s),

reel tek degiskenli, yari kuaterniyon degerli a doniisiimii altinda I’nmn a(I) resmi

ifade edilmektedir.
Tanmim 3.9. 4-boyutlu yar1-Oklid uzayinda bir birim yar1 kuaterniyonik egri igin

alcR—Q,

4

S—>a(s)=2ai(s)5i ,(1<i<4),e,=1

i=1

seklinde tanimlansin. [ = [0,1] olmak Uzere, Vs € I yay-parametresi icin, «

egrisinin Frenet 4 ayaklisi,

T(s) =a'(s)
B a"(s)
NS =@l

B, (s) = neyer(B2(s)AT(s)AN(s))

T(s)AN(s)Aa" (s)
IT(s)AN(s)Aa" (s)I”

B,(s) = nepeperey (n=+1) (3.4)

ve
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k(s) = eylla”(s)|

IT(s)AN(s)Aa" (s)|
lla” ()|

T(s) = &y

h(a¥(s), Bo(s))

(0 — grerenk)(s) = gpere — (3.5)
e PN IT($)AN(s)Aa" (5)|
seklindedir.
Tanmm 3.10. 4-boyutlu yar1-Oklid uzayindaki herhangi a = (ay, a,, as, a,),
b = (by, by, b3, by) Ve ¢ = (¢4, ¢y, €3, C4) Vektorleriicin a, b ve ¢ vektorlerinin
vektorel ¢arpimi
-6 -6, € ¢,
a
arbAc=—|& % % & (3.6)
b b, Db b

O
o
N
(@]
w
(@]
N

olarak tanimlanir. Burada e4, e,, e3 Ve e, karsilikli ortogonal vektorlerdir ve
eiNe;Ne; = ey, e, NesNey, = e, esNeyNey = —e,, e NejNe;, = —e;
ozelliklerini saglar.

Tamm 3.11. a, 4-boyutlu yar1-Oklid uzayinda bir birim yar1 kuaterniyonik egri
olsun. Vs € I yay-parametresi ve T(s) = a'(s) olmak Uzere; Frenet 4-ayaklisinin a

egrisi boyunca tiirevleri ile egrilikler arasindaki ilgi
d
T(S) = enrk(HN(S)

%N(s) = —¢&.enk(s)T(s) + €,7(s)B1(5)

2 Bi(s) = et (IN(S) + alo — ekl (B (5)

%Bz (s) = —eplo — ecerenk](s)By(s) (3.7)
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bicimindedir, burada k(s), t(s) ve [0 — g.ereyk](s) sirasiyla, @ egrisinin birinci

egrilik, torsiyon ve iiciincii egriligidir.

Frenet formullerinin matrisel ifadesi,

T 0 ek (9) 0 0 T
d|N| |—g&ek(9) 0 &,7(9) 0 N
ds| B, | 0 —£7(9) 0 & [o—e&enx](9) || B,

B, 0 0 —&, [0 —&,E1Ey K'](S) 0 B,
seklindendir, burada x(s)= ¢, %T (s)| ve HN (S)Hz =&, | olur.

3.1 4-Boyutlu Yar1-Oklid Uzayinda Kuaterniyonik Bertrand Egrileri

Bu kesimde, 4-boyutlu yari-Oklid uzayindaki kuaterniyonik egrilerin iigiincii
egriliginin sifir oldugu gozoniine almarak, 4-boyutlu yar1-Oklid uzaymda bir
kuaterniyonik Bertrand egrisi i¢in agagidaki tanim ve teoremler verilecektir.

Tamm 3.12. a ve f 4-boyutlu yari-Oklid uzaymnda kuaterniyonik egriler olsun.
Sirasiyla, s ve s* yay-parametreleri olmak (zere, a(s) ve f(s*) noktalarinda a ve

nin Frenet 4-ayaklis1 sirast ile,
{T(s),N(s), B1(s), B2(s)} ve {T"(s"),N*(s"), By"(s"), B, (s")}

olsun. Eger {N(s), N*(s*)} lineer bagimli ise, a egrisine bir “Kuaterniyonik Bertrand

Egrisi” ve B egrisine de “a nin Kuaterniyonik Bertrand Egri Cifti” denir.

T T*
-~ A
a B
a(s) N, _ N* B(s%)
Bl Blg
'IF'B "BE*

Sekil 3.1. Bertrand Egri Cifti
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Teorem 3.1. @, § 4-boyutlu yar1-Oklid uzayinda kuaterniyonik egriler olsun. s, s*
yay-parametresi olmak lizere, eger {a, B} Bertrand egri ¢ifti ise bu durumda, a(s) ve

B (s*) noktalar1 arasindaki uzaklik sabittir.

Ispat: 8, a ile kuaterniyonik Bertrand egri Gifti olustursun. Bu takdirde

B(s*) = a(s) + A(s)N(s) (3.8)
seklinde yazilabilir. (3.8) esitliginin s ’ye gore tirevi alimip (3.7) esitlikleri
kullanilirsa

dp(s*)ds* d
Z(S* ) 75 —1()+ <E/1(S)>N(S) + A(s)[—cenk($)T(s) + €,7(5)B1(s)]

= (1 — A(s)steNK(s))T(s) + <%A(s)> N(s) + A(s)e,t(s)B,(s)

*

da(s
elde edilir. Burada 'ii ):T*(s*) olsun. Bu durumda

T*(s*) =

;;* [(1 — A(s)eenk(s))T(s) + <%l(s)> N(s) + A(s)e,1(s)B,(s)

yazilabilir. (3.1) esitligine gore h bir i¢ ¢arpim olmak {izere, son ifade N*(s*) ile i¢
carpilirsa

(1 - A(s)eteNK(s))h(T(s),N*(s*))
d
| +<£/1(s)> h(N(s),N (s )) [

d
[ +4(s)ent()h(B1(s), N*(s")

ds
S*

h(T*(s*),N*(s*)) =

N*(s*) = £N(s), h(T(s),N(s)) = 0, h(B1(s),N(s)) = 0 ve [[N()II* = |e| = 1
olduguna gore, di/l(s)=0 olur. Bu ise A min sabit olmasmi gerektirir. (3.8)
S

esitliginden
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d(a(s),B(s) = lIB(s™) — a(s)|l
= ||IAN(s)[ = 2
bulunur. Bu durumda, a(s) ile 8(s*) arasindaki uzaklik sabittir.

Teorem 3.2. a, 4-boyutlu yari-Oklid uzaymnda bir kuaterniyonik Bertrand egrisi
olsun f da @ nin kuaterniyonik Bertrand egri ¢ifti olsun. Bu durumda, a,

egrilerinin teget vektorleri arasindaki aginin dlgiisii sabittir.

Ispat: a, B 4-boyutlu yar1-Oklid uzayinda kuaterniyonik Bertrand egrileri s, s* yay-

parametreleri olsun. Bu durumda T*(s*) ve T(s) arasindaki a¢1 ¢ olmak Uzere;
h(T(s).T"(s"))=&(9) (& (¢) = sabit) (3.9)

dir. (3.9) esitliginin sol tarafinin s’ye gore tiirevi alinirsa

d ery o (AT(s) dT*(s*) ds”
%h(T(s),T (sM) = h(T’T (s )>+h<T(S), Io E)

*

ds
= h(enk(S)N(s), T*(s7)) + h (T(s), sNK*(s*)N*(s*)E)

* * * * ds* * *
= eNK(S)h(N(s),T (s )) + eyk*(s )Eh(T(s),N (s ))
bulunur. N*(s*) = £N(s) ve (3.3) esitligine gore, h(N(s),T*(s*))=0 ve
* * . d * * . .
h(T(s),N*(s*)) =0 dir. Bu ise d—h(T (s). T (s )):0 olmast demektir. Yani
s
T*(s*) ve T(s) vektorleri arasindaki ag1 sabittir.
Teorem 3.3. a, 4-boyutlu yar1-Oklid uzayinda bir kuaterniyonik egri olsun.

k(s) =0, t(s) # 0 ve [0 — .ereyk](s) = 0 olmak (zere, @ nin bir kuaterniyonik

Bertrand egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart
Agreyk(s) + ue,t(s) =1 (3.10)

olacak sekilde sifirdan farkli A ve u reel sayilarinin var olmasidir.
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Ispat: {a, B} kuaterniyonik Bertrand egri ¢ifti olsun. ¢ =1 —I*, ¢(s) =s*
seklinde tanimlansin. (3.8) esitliginin s’ye gore tiirevi alinarak ve (3.7) esitlikleri

kullanilarak

ds
ds*

T*((p(s)) = [(1 — AeteNK(s))T(s) + Aent(s)Bl(s)] (3.11)
elde edilir. B8 egrisinin a egrisi ile Bertrand egri ¢ifti olusturduguna gore
T*(¢(s)) = & () T(s) + & (9) B.(s)

dir. Bu ifade (3.11) ile karsilastirilirsa

ds
ds*

981(¢) = (1 - AgtENK(S)) (3.12)

ds
52 (¢) = /1871’1'(5) @ (313)
oldugu goriilir. (3.12) ve (3.13) taraf tarafa bolinurse

&(9) 1 — Aeg,enk(s)
52(¢) a §(¢) T Ag,t(s)

bulunur. A&(¢)=p alindiginda, Ae;eyk(s) + pe,t(s) =1 elde adilir. Bu ise

istenilen (3.10) kosuludur.

Tersine k(s) # 0 ve t(s) # 0 kosullar1 altinda @ nin (3.10) sartin1 saghdigini
varsayalim. Bu durumda, 1 — Ae.eyk(s) = pe,t(s) dir. Bu ifade (3.11) esitliginde

yerine yazilirsa

T(5") = o [t ()T (s) + A T(5)By (5)]

d
= = [t (UT(s) + 2B,)]

olup buradan
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2
Is" snr(s)> h(UT(s) + AB1(s), uT(s) + AB;(s))

BT (), T*(s%) ) = ( ds

(ds e (s ))2 I u2h(T(s),T(s)) + urh(T(s), B,(s))
ds” " +Auh(B;(s), T(s)) + 22h(By(s), B1(s))

ds ’
= (ds* enr(s)> (A2+u?)

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

ds _ 1

ds* __|5n|‘z'(s)‘\/}tz + 1

elde edilir. Buna gore

T*(S*) m[,u +/”LBl(S)] olur. Eger #’uz: A alinirsa
T(s")=+A[ 4T (s)+AB,(s)] (3.14)

yazilabilir. (3.14) esitliginin s ’ye gore tirevi alinip (3.7) esitlikleri kullanilirsa

dT*(s*) ds* dT(s) dB(s)
ds* ds A u ds +4 ds

eyk*(s*)N* (s)—+A§*

[nenk(sIN(s) — Ae,T(s)N(s)]

=+4

— [kenie(s) = 22 T(S)INGS)

elde edilir. E ==

A oldugundan

enk"(sN*(s") = A*[ueyk(s) — A&t (s)IN(s)

1
et @l enllT(s)]

dir. Boylece N*(s*) ve N(s) lineer bagimli olur.
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Teorem 3.4. @, 4-boyutlu yar1-Oklid uzayinda kuaterniyonik egriler olsun. s, s*
yay-parametresi olmak tizere, eger {a, f} Bertrand egri ¢ifti ise, @ ve f nin Karsilikli

noktalarindaki 7(s) ve 7*(s™) egrilik fonksiyonlarinin ¢arpimi sabittir.
Ispat: (3.8) esitliginde « ve 8 egrilerinin yerleri degistirilirse
a(s) = B(s*) —AN(s)

yazilabilir. Bu esitligin s’ye gore tiirevi alinip (3.7) esitlikleri kullanilirsa

* *

ds i ds
T(s) =T"(s") == — M—eeene ()T (s") + £,77(s) By (s")] =~
ds ds
ds* . . ds”
= (1 + Aeenk (sM))T (s )I_ A, T (sM)B; (s )g

olur. B egrisinin « egrisi ile Bertrand egri ¢ifti olusturduguna gore

T(s) = &(#)T"(s) + &(¢) B (s

dir. Bu ifade son esitlik ile karsilastirilirsa

ds*
&(#) = (L+heeoni” () o (3.15)
& (4) = Aea' () o (3.16)
bulunur. (3.13) ve (3.16) taraf tarafa garpilirsa
2
T(s)T*(s*) = —M = sabit

(Aen)?
olur.

Teorem 3.5. a, B 4-boyutlu yar1-Oklid uzayinda kuaterniyonik egriler ve s, s* yay-

parametresi olsun. Eger {a, f} Bertrand egri ¢ifti ise

,uen(r(s) + T*(s*)) + /LsteN(K(s) + K*(s*)) =0

dir. Burada, x(s) ve 7(s) sirastyla, @ nin birinci egrilik ve torsiyonudur k*(s*) ve

7" (s*) ise sirasiyla, § nin birinci egrilik ve torsiyonudur.
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Ispat: (3.12) ve (3.13) taraf tarafa boliniirse

d
B (1 — Aecenk(s)) d_ss*

£(9) Is = sabit
ASnT(S)ﬁ
bulunur. Yine (3.15) ve (3.16) taraf tarafa boltnurse
(1 + reene™(s™)) Ciiss
§(¢) = - ds*
re,T*(s*) 15
olur ve burada A& (¢) = olsun. Bu takdirde
ue,(s) + Aeseyk(s) =1 (3.17)
UERT(ST) + Agreyk™(s™) = —1 (3.18)

dir. (3.17) ve (3.18) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa

,LLSn(T(S) + T*(s*)) + AetSN(K(s) + K*(s*)) =0

elde edilir. Bu durumda ispat tamamlanmustir.

Ornek3.1. a:l c R — E3}
s —a(s) = (coshs, \2s, sinhs, \/E)

olmak Uzere, a egrisinin a(s) noktasinda, Frenet 4-ayaklisini, (3.4) esitlikleri

yardimiyla bulacagiz.

a'(s) = (sinhs, V2, coshs, O)

la' ()] = i\/sinhzs +2—cosh?2s—-0=1

a"(s) = (coshs, 0, sinhs, 0)

[la” ()] = i\/coshzs +0—sinh2s—0=1

a"(s) = (sinhs, 0, coshs, 0)
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a'V(s) = (coshs, 0, sinhs, 0)

oldugundan

T(s) = (sinhs, V2, coshs,0)
N(s) = (coshs, 0, sinhs, 0)
elde edilir. Burada (3.6) ifadesi uygulanirsa

—€ —€, € €,

" sinhs «2 coshs 0
T(S)AN(S)Aa (S)z_coshs 0 sinhs O
sinhs 0 ~coshs O

= —(0)e; + (0)e, + (0)es + (V2)e,

=—(0,0,0,v2)

olup buradan

IT(s)AN(s)Aa" ()| = tereyV2

elde edilir. (3.4) ifadesine gore

B,(s) = —¢€,6,(0,0,0,1)

olur. Simdi B,(s)AT(s)AN(s) vektor formunu elde edelim.

-6 -& &
0 0 0

A
1
sinhs 2 coshs 0
coshs 0 sinhs O

B,(S)AT (S)AN(s)=—-¢,¢,

= —&,&) ((\/Esinhs)e1 + (e, + (\/Ecoshs)e3 + (0)94)

dir. (3.4) ifadesine gore

By (s) = —eper(V2sinhs, 1,V2coshs, 0)
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elde edilir. Simdi de a egrisinin egriliklerini bulacagiz.

k(s) =-—1
7(s) =2
h((sinhs, 0, coshs, 0),(0,0,0, 1))
(o0 — grepenk)(s) = —¢ =0
tETEN b 2
1 2 . e
dir. 1= ve u=— reel sayilar1 i¢in, a egrisinin
gth 8n

Agrenk(s) + ueyt(s) =1

sartin1 sagladigina gore a egrisi bir kuaterniyonik Bertrand egrisidir. Dolayisiyla

kuaterniyonik Bertrand egri ¢ifti denilen B(s*) egrisi ise (3.8) esitligi kullanilarak
B(s*) = (2coshs,V2s, 2sinhs,V2)
bulunur.

Ornek32. a:IcR— Ej

() =2 s ~s5—)
s — a(s) = sins, coss,—s, —
NN

olmak (zere, a egrisinin a(s) noktasinda, Frenet 4-ayaklisini, (3.4) esitlikleri

yardimiyla bulacagiz.

1
a'(s) = ﬁ(coss, —sins,—,O)
(s) 7

1
lla"(s)|| = i\/Z (coszs + sin?s 5~ O) =1

a"(s) = V2(-sins, —coss, 0,0)

lla” ()]l = i\/Z(sinzs + cos?s —0—0) =2

a”(s) = V2(—coss, sins, 0,0)
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aV(s) = V2(sins, coss, 0,0)

oldugundan

T(s) =2 (coss, —sins,%, 0>

N(s) = (—sins, —coss,0,0)

elde edilir. Burada (3.6) ifadesi uygulanirsa

- -e, e, €
coss  —sins 1 0

T(s)AN(s)Aa"(s)=-2 J2
-sins —-coss 0 O
—C0SS sins 0 O

1
=2 ((O)e1 +(0)e, + (0)e; + <ﬁ> e4>

=- (O, 0, 0,%)

olup buradan

2
IT(s)AN(s)Aa™ ()l = teren

elde edilir. (3.4) ifadesine gore
B,(s) = —¢€,6,(0,0,0,1)

olur. Simdi B,(s)AT(s)AN(s) vektor formunu elde edelim.
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—e -e, € &g
1

B, (S)AT (S)AN (s)=¢£,6,v2

CosSs —Sins 0

0
1
2

—-sins —-coss 0 O

= e,eV2 ((—%coss) e; + (% sins) e, + (—1)es + (0)64)
dir. (3.4) ifadesine gore
B;(s) = ebeT(—coss, sins, =2, 0)
elde edilir. Simdi de a egrisinin egriliklerini, (3.5) esitlikleri yardimiyla bulacagiz.
k(s) =2

(s) =1

) h(a(s), B,(s))
(U - gtETSNK)(S) = EpETEN ”T(S)AN(S)A“’"(S)”

\/fh((sins, coss,0,0),(0,0,0, 1))
= —& > =0

V2

2

&y

dir. 1=-

3 - .
ve u =— reel sayilari i¢in, a egrisinin
&

Agrenk(s) + ueyt(s) =1

sartin1 sagladigina goére a egrisi bir kuaterniyonik Bertrand egrisidir. Dolayisiyla

kuaterniyonik Bertrand egri ¢ifti denilen B(s*) egrisi ise (3.8) esitligi kullanilarak

, 1 1
B(s*) =2 (ZSLnS, 20055,55, ﬁ)

bulunur.
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4. 4-BOYUTLU YARI-OKLID UZAYINDA KUATERNIYONIK (N, B,)
BERTRAND EGRILERI

Bu kesimde, torsiyonu Ve tigiincii egriligi sifira esit olmayan kuaterniyonik egrilerin
4-boyutlu yar1-Oklid uzaymda bir kuaterniyonik Bertrand egrisi olmadif
gosterilecektir. Sonra da 4-boyutlu yari-Oklid uzayindaki kuaterniyonik egrilerin

liciincii egriliginin sifirdan farkli oldugu gdzoniine alinarak, 4-boyutlu yari-Oklid

uzaymnda bir (N, B,) kuaterniyonik Bertrand egrisi tanimlanacak ve elde edilecektir,

Teorem 4.1. Eger [0 — €,epexk](s) # 0 ve 7(s) # 0 ise bu durumda 4-boyutlu
yar1-Oklid uzayindaki kuaterniyonik egriler bir kuaterniyonik Bertrand egrisi
degildir.

Ispat: a, 4-boyutlu yar1-Oklid uzayinda bir kuaterniyonik Bertrand egrisi olsun £ da

a nin kuaterniyonik Bertrand egri ¢ifti olsun. f nin « dan farkli oldugunu

varsayalm. a ve [ mnn  karsiikli  noktalar1  sirasiyla, a(s) ve
B(s*) = ,B(fp(s)) (Burada; @ =1 — I*, ¢(s) = s*) olsun. (3.8) esitliginin s ’ye

gore tiirevi alinarak ve (3.7) esitlikleri kullanilarak

d d
@'(s) % = (1= A()erenk())T(s) + (gﬂ@) N(s) + A(s)en1(s)B1(s)
elde edilir. Burada w =T"(¢(s)) olsun, bu durumda
@' (T (¢(s))

= (1 — )l(s)steNK(s))T(s) + (%l(s)) N(s) + A(s)e,1(s)B;(s) (4.1)

yazilabilir. Bu ifade N*(¢(s)) ile i¢ carpilirsa
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9" (R (T*(9()), N (9(5))) = (1 = Aecenre()) (T(s), N* (0(5)))

d
+ <$/1(s)> h(N(s),N*((s)))

+A()ent(s)h (B1(5), N* (9(5)))
bulunur. N*(@(s)) = £N(s) ve |IN(s)||?> = ley| = 1 oldugundan dolay:

di/”t(s)=0 olur. Bu ise A nin sabit olmasini gerektirir. Yani A = sabit. Bu ifade
S

(4.1) esitliginde yerine yazilirsa
<p’(s)T*(<p(s)) = (1 — /LstsNK(s))T(s) + Ae,t(s)B;(s)

dir. Buradan

T(0(s)) = <1 - AeteNK(s)> T(s) + </'l£n1'(s)> B,(s)

@'(s) @'(s)
dir. Eger
a(s) = 1 — Agenk(s) b(s) = Ae,t(s) 42)
@'(s) @'(s)

alinirsa, bu takdirde

T*(¢(s)) = a(s)T(s) + b(s)B,(s)
yazilabilir. Bu esitligin s’ye gore tiirevi alinarak ve (3.7) esitlikleri kullanilarak

)

@' ()enk™ (@($))N*(9(s)) = ( ——T(s) + (a(s)enk(s) — b(s)e,t(s))N(s)

+ #Bl(s) + b(s)enlo — ererenk](s)By(s)

bulunur. Bu ifade B,"(¢(s)) ile i¢ ¢arpilirsa
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o' (ewk (p())h (N (0(5)), By (0(5)))
B da(s)
~ ds
+ (a()eyi(s) = b(s)&t(s))h (N(s), By (9(5)))

db(s)

+ L (5,05),8, (o))

+ b(s)enlo — ecerenkl(s)h (By(s), By (0(5)))

R (T(s), B2 (9(s)))

elde edilir. N*((p (S)) = +N(s) oldugundan dolay1
b(s)eylo — ererenk](s) =0

olur. [0 — g:erenk](s) # 0 oldugu goz Oniine alinirsa, b(s) = 0 olur; b(s) nin
Ae,t(9)
¢'(s)

olduguna gore, A = 0 olur. Buna gore f3, « ile gakisir bu ise bizim varsayimiz ile bir

degeri (4.2) esitliginde yerine konursa, =0 oldugu gorilir. 7(s) # 0

celigkidir.

Tamm 4.1.  ve B 4-boyutlu yar1-Oklid uzaymnda kuaterniyonik egriler olsun. a(s)

ve B(s*) noktalarinda a ve 8 nin Frenet 4-ayaklilari sirasi ile
{T(s), N(s),B1(s), B2(s)} ve {T"(s™), N*(s"), B,"(s"), By (s}
olsun. Bir ¢ doniistimii
p=1—>1I"

ds*

=0
ds

s — @(s) =57,

seklinde tanimlansin. Eger @ nin a(s) noktasindaki {N(s), B,(s)} dlzlemini, § nin
B(s*) = ,B((p (s)) noktasindaki {N*(s*),B,"(s*)} diizlemini kapsiyorsa, a ’ya
“Kuaterniyonik (N, Bz) Bertrand Egrisi” ve f’ya da “a nin Kuaterniyonik (N, Bz)

Bertrand Egri Cifti” denir.
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Teorem 4.2. a, 4-boyutlu yar1-Oklid uzayinda bir kuaterniyonik egri olsun.

k(s) # 0, t(s) # 0 ve [0 — g.epenk](s) # 0 olmak Uzere, her s € I i¢in, @ nin bir

kuaterniyonik (N, B, ) Bertrand egrisi olmast igin gerek ve yeter sart

Ae,1(s) — ueplo — erereyk](s) # 0 (43 -1)
YIde,t(s) — ueplo — rerenk](s)] + Agreyk(s) = 1 (4.3 —ii)
venk(s) — &1(s) = e, (0 — grepenk)(s) (4.3 — iii)

(enk(s))” = (g,7())" ,

0 4.3 —i
—(en(0 — eeereni)(s))’ (3=

(r? = Decenr(s)t(s) +ve

olacak sekilde sifirdan farkli A, u, y ve § reel sayilarinin var olmasidir.

Ispat: {a, B} kuaterniyonik (N,B,) Bertrand egri cifti olsun. a ve B egrileri

sirasiyla, s ve s* yay-parametreleri ile verilsin. Bu durumda
B(s™) = B(p(s)) = a(s) + M(s)N(s) + u(s)B(s)
dir. Bu esitligin s’ye gore tiirevi alinip (3.7) esitlikleri kullanilirsa

\

l (4.4)

( d
J PO (9()) = (1 = Aereur(s))T(s) + (El(s))N(s)
B(s))

du(s)
S

| +HA(S)ent(s) - u(s)ey (0 - ecerent) (B (5) +

olur. span{N*(go(s)), Bz*(go(s))} = span{N(s), B,(s)} olduguna gére

N*((p(s)) =m(s)N(s) + n(s)B,(s) (4.5)
B, (9(s)) = p(s)N(s) + q(s)B;(s) (4.6)

dir. (4.5), (4.4) ifadesi ile i¢ garpilirsa
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(N (0()), 0’ T (9()))

= m(s)(l — A(s)eteNK(s))h(N(s),T(s))

+m(s )—h(N( ), N(s))

+m(s)[A(s)ent(s) — p(s)ep (0 — ecereni) ()]h(N(s), B1(s))
+ m(s )Mh(N(s) B,(s))

+ n(s)(l - /’L(S)gte,\,;c(s))h(B2 (s), T(s))

+ n(s )—h(Bz(s) N(s))

+n(s)[A(s)enT(s) — u(s)ep (0 — ecerenk)()]h(B,(s), By(s))

+n(s )ﬁh(Bz( ), B (s))

elde edilir. IN(s)I1? = |ey| = 1 ve [|B(s)I*> = |eg,| = 1 oldugundan
()L (s) + () () = 0
m(s) == A(s) +n(s) ~p(s) =
olur. Benzer bir sekilde (4.6), (4.4) ifadesi ile i¢ ¢arpilirsa
B (B2 (0), 0 ST (9(5))) = PO = AS) + () = u(s) = 0
’ ds ds

dir. {N * ((p (s)), B," ((p (S))} lineer bagimli oldugundan

elde edilir. Buna gore di}t(s):o ve di/,z(s):o olur. Bu ise A ve u nun sabit
S S

olmasidir. Bundan dolay1

B(s) = B(p(s)) = a(s) + AN(s) + By (s) (4.7)

olur. %ﬂ(s):o ve %y(s) =0 ifadeleri, (4.4) ifadesinde yerlerine yazilirsa
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(1 — Aecen(s))T(s) } 48)

{(p O (0() = +[Aen1(s) — pep(o — ererenk)(s)]1B1(s)

yazilabilir. (4.8) ifadesinin her iki tarafinin h i¢ carpimi alinirsa

(0'(®)" = [1 = eeen()]? + [Aent(s) — ey (0 — eereyk) (> =0 (4.9)

bulunur. (4.8) esitliginden

i} (11— Aerenk(s) A&, T(s) — uep (0 — ererenk)(s)
T*(o(s)) = < >0 >T(S) + ( o () )Bl(S)

bulunur. Burada

1 — Agenk(s) Ae,t(s) — uep (0 — erereni)(s)

Wm0 POT 76

(4.10)

olsun. Bu durumda

T*(¢(s)) = a(s)T(s) + b(s)B1 ()
yazilabilir. Son esitligin s’ye gore tiirevi alinip (3.7) esitlikleri kullanilirsa

ur (PO ()’ (5) = 22

—T(s) + (a(s)eNK(s) b(s)etr(s))N(s)
db(s)

+ds

Bi(s) + b(s)en(0 — ecerenk)(s)B,(s) (4.11)

elde edilir. N*(¢(s)) = span{N(s), B;(s)} oldugundan dolayu, dia(s):0 ve
S

dib(s)zo dir. Bu ise a ve b nin sabit olmasii gerektirir. Bu ifadeler (4.11)
S

esitliginde yerlerine yazilirsa
enk" (@())N*(9(s)) 9’ () = (aenr(s) — be,t(s))N(s)
+be, (0 — grerenk)(s)By(s) (4.12)

seklinde yazilabilir. (4.10) daki ifadeler taraf tarafa bollinlrse
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1 — Aeeyk(s)

a
b~ Aent(s) — pey(o — ecerenk)(s)

olup buradan
b[1 — Ag,enk(s)] = a[de,t(s) — uey (0 — repenk)(s)] (4.13)

dir. Burada b sifirdan farkli bir sabittir. b = 0 degeri (4.12) esitliginde yerine

yazilirsa
enk* (9(8))N*(@(s)) @' (s) = aeyk(s)N(s)

bulunur. Bu ifadeye gore, N*((p(s)) = +N(s) olur. Bu ise Teorem 4.1 ile bir
celiskidir. Dolayisiyla, b # 0 olmalidir. Oyleyse

Ae,T(s) — uey (o — grerenk)(s) #0
oldugu kolayca gorilir. Boylece (4.3 —i) esitligi elde edilmis oldu. (4.13)

esitliginde % yerine y alinirsa

y[Aent(s) — pep(o — erereni)(s)] = 1 — Aeeeyk(s)

olup buradan

Y[Aent(s) — pep (o — ecereni)(s)] + Aereyk(s) = 1

elde edilir. Boylece (4.3 — ii) esitligi elde edilmis oldu. (4.12) ifadesinin her iki

tarafinin h i¢ ¢arpimi alinirsa

{eni™(9())@" ()} = [aeyk(s) — bet(s)] + [bey(0 — ecereni) ()2 £ 0

olup buradan

(%)2 (ENK(S))Z - Z%StENK(S)T(S)

fenc(0()9' () = b? ) 2
+((27(®)” + (enlo — 2rereni)()7)

elde edilir. %= y olduguna gore
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{en’ (0())@' ) = b? [(vewk(s) — £1(5))" + (en(o — £ereni)())’]
olur. (4.10) ifadesi son esitlikte yerine yazilirsa

(Aent(s) — uey(o — eeereni)())’ [ (vewr(s) — e2(s))’
enic (9())p' ()} =
e } (' (5))° +(en(0 — ereren)(s))’

olur. (4.3 — ii) ifadesi (4.9) esitliginde yerine yazilirsa

(9'()" = [Nent(s) — uey (o — e,erenk) ()22 + 1)

yazilabilir. Bu ifade son esitlikte yerine yazilirsa

1

{gzv’f*((/’(s))(/)'(s)}z = m

(yenx(s) — &1(s))’ ] (a1

+(en(0 — rerenK) (s))2

olur. (4.12) esitliginde sNK*(go(s))go’(s) # 0 oldugu goz Oniine alinirsa

. asyk(s) — bsg(s)) <bsn(a — ELETENK) (s))
N = N B,
(o) < a0 ® ) O e @) )P

yazilabilir. Burada

_aeyk(s) — bez(s)

(s) _ be, (0 — eereyk)(s)
T ek (@) )

) = e 0o

(4.15)

olsun. O halde

N*(¢(s)) = m(s)N(s) + n(s)Bx(s)

dir. Bu esitligin her iki tarafinin s’ye gore tiirevi alinip (3.7) esitlikleri kullanilirsa

(@' () {~eeni (@())T*(9(5)) + &nt* (0 ())B1 " (9(s))} )
dm(s)
= —m(s)eenk(s)T(s) + N(s)
. ds > (4.16)
+[m(s)e,t(s) —n(s)ey(o — erereyk)(s)]B1(s)
dn(s)
\ + ds BZ (S) Y,

olup buradan
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d =0 d =0 4.17
%m(S)— , gn(S)— (4.17)

bulunur. Bu ise, m ve n nin sabit oldugunu gosterir. (4.15) deki ifadeler taraf tarafa

bolindrse

m asyk(s) — be,t(s)

n  be,(o — e,erenk)(s)

m
olur. Burada & = — olsun. Bu durumda
n

aeyk(s) — be1(s) = 6bey (0 — grerenk)(s)

a

ESNK(S) — &7(s) = 6ep(0 — grepenk)(s)

dir. %: y olduguna gore

venk(s) — &1(s) = 8e,(0 — grerenk)(s)
olur. Boylece (4.3 —iii) esitligi elde edilmis oldu. (4.10), (4.15) ve (4.3 — ii)

esitliklerinden

[AeyT(s) — pep(o — EthENK)(S)](YENK(S) - EtT(S))
enic* (0())(¢'())*

. [Aent(s) — pep(o — ereren) ($)1(en(o — ererenk)(s)) (4.18)

v (9())(¢'(s))*

elde edilir. (4.17) deki degerler (4.16) esitliginde yerlerine konularak

@' ()ent (¢())B1"(¢(5)) = —¢' (erenk™ (9())T*(p(s))
—m(s)e,enk(s)T(s)
+[m(s)e,t(s) —n(s)ey(o — ecerenk)(s)1By(s)

olur ve (4.8) ifadeleri burada yerine konularak
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@' (et (9())B1 " (9(5)) = [erenk™ (9 () (1 — Aereyk(s)) — mereyk(s)|T(s)

. Ae,T(s)
2k (WO, (o~ mrone) )
+me, t(s) —ney (o — grerenk)(s)

+ B;(s)(4.19)

elde edilir. Simdi (4.19) esitligide T (s) nin katsayis1 gozoniine alinarak ve (4.18) ve
(4.3 — ii) esitlikleri kullanilarak

gcenk”(9(8))(1 — Aerenk(s)) — megeyk(s)

Ve (ENK*(<p(s))<p’(s))2
—erenk(s)(venk(s) — &1(s))
enic*(9())(¢'())

(Aent(s) — pey (0 — ererenk)(s)) [

bulunur. (4.14) ifadesi burada yerine yazilirsa

A(s)
en*(9())(¢'())°

ecenk”(@(8))(1 — Aeceyi(s)) — megeyk(s) =

elde edilir. Benzer bir sekilde B; (s) nin katsayis1 gozoniine alinarak

{EthK*(fﬂ(S))[AEnT(S) — uep(o — EthENK)(S)]} _ B(s)
+me,T(s) — ney(o — eereyk)(s) e,\,zc*((p(s))(cp’(s))2

elde edilir. Burada

(16,205) = 0 = Deceyk()T(s)
AGs) = — nt(s) MEbZ(U—StSTSNK)(S)) ( (SNK(S)) B (StT(s)) )
ye+1 +ye&;
(Sn(U ftETENK)(S))
1 (Y — Dereyr(s)t(s)
B(s) = y(Aent(s) —Mig(:IStSTSNK)(S)) . ( (ENK(S)) _ (etr(s)) >]
(Sn(g ‘StST‘SNK)(S))

dir. Bulunan bu ifadeler (4.19) esitliginde yerlerine konularak
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@' (8)ent*(9(s))By " (p(s)) = A(S)T(s) + B(s)By(s)]

5 [
enic*(9()) (@' (s))

yazilabilir. SNK*((p(S))((p’(S))Z # 0 oldugu goz oniine almirsa

(enk(s))” = (g,7(s))"

(r? — Deceyr(s)t(s) + e 2
_(5n(0' - gthgNK)(S))
oldugu kolayca goriiliir. Boylece (4.3 — iv) esitligi elde edilmis oldu.

Tersine k(s) #0, ©(s) #0 ve [0 — g.erenyk](s) # 0 kosullar1 altinda a nm
(43—-1i), (43—ii), (43 —iii) ve (4.3 —iv) sartlari1 sagladigim1 varsayalim.
(4.3 — ii) esitligi (4.8) da yerine yazilirsa

@' (T (9(s)) = (Aent(s) — uep(o — eereni) () [YT(s) + By (s)]  (4.20)

elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafinin h i¢ ¢arpimi alinirsa

(9'()" = (ent(s) — uey(o — eereni)(s)) (% + 1)

olup buradan

¢'(s) = §(Aent(s) — pep(0 — erereyk)()y? +1

bulunur. Burada ¢ = +1 dir. Bu ifade (4.20) esitliginde yerine yazilirsa

T(9(s)) = EG2 + 1) 2[YT(s) + By(5)] 4.21)

elde edilir. (4.21) esitliginin s’ye gore tiirevi alinip (3.7) esitlikleri kullanilirsa

dT*((p(s))
ds*

1[ dT(s) dB,
={(?+ D2y d(ss)+ ds(S)l

@' (s)
[ (venk(s) — &1(s))N(s)

=S| L (0 - eeren B (5)

olur. B(s*) egrisinin Frenet formillerine gore

d
ds*

T*(p()) = enk*(@())N*(0(s)) (4.22)
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dir. Bu ifade son esitlikte yerine yazilirsa

(rewr(s) — et(s))N(s)

_1
ENK ((p(s))N ((p(s))(p () =50r"+1) 2 +en (0 — grerenk)(s)By(s)

olur. (4.14) esitliginden

[rewn() — £7(5))” + (600 - eiereni) )
AONZES]

enk*(p(s)) =¢ (4.23)

yazilabilir. (4.22) esitliginden

1 d

V' (0(s)) = enic(p(s)) ds”

T*(¢(s))

e (VENK(S) - EtT(S))N(S) + en(0 — grerenk)(s)By(s)

R O Rl —s

yazilabilir. Eger

yenk(s) — &1(s)

f\/(VENK(S) - EtT(S))Z + (Sn(o' - StSTSNK)(S))Z

m(s) =

n(s) = en(0 — ererenk)(s) (4.24)

f\/(VSNK(S) - EtT(s))z + (Sn(o' - StSTSNK)(S))Z

alinirsa, Bu durumda

N*(¢(s)) = m(s)N(s) + n(s)Bx(s)

olur. Burada m(s) ve n(s) sifirdan farkli sabitlerdir. Son esitligin s’ye gore tirevi

alinip (3.7) esitligi kullanilirsa
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d d d
¢'(8) 7N (9(s)) = m—=N(s) +n—By(s)
= —meenk(s)T(s)
+(ment(s) — neylo — ererenk](s))By(s)
elde edilir. (4.24) esitlikleri burada yerlerine yazilirsa

—ecenk(s) (yen(s) = &7(s))
0 | (rewres) — £7(5)” + (500 - erereni)())’
£nt(5) (venr(s) = &7(s)) = £ty [0 — ererensl(s)

0O (renk(s) - 7))’ + (600 - eeereni) ()’

T(s)

d
@N (p(s)) =

Bi(s) (4.25)

olur. (4.21) ve (4.23) taraf tarafa garpilirsa

1
{ (yewr(s) — &1(s))" }2
+(en(0 — grerenK) (s))2

enic’ (9()T*(p(s)) = o'(s)¥*+1)

[yT(s) + B1(s)]
olup buradan

yeni(s) — &1(s))” + (e(0 — cerenr)(s))’

1
(renk(s) — 2())’ } &
+(£n(a — EtETENK)(S))Z

eni* (@())T*(p(s)) = ( [yT(s) + B1(s)]

' ()(y?* + 1){

yazilabilir. Bu ifade (4.25) ile taraf tarafa toplanirsa

P(s) Q(s)

d
@N*(q)(s)) + steNK*(q)(s))T*(go(s)) = @T(s) + mBl(s) (4.26)

bulunur. Burada

2 2
P(s) =~ <(V2 — DePeyr(s)t(s) + V&( (ewr(s))” = (&r7()) ))

—(en(0 — eceren1)(s))’
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—(en(0 — £r6ren1)(s))’

Q(s) =v ((y2 — De2eyk(s)T(s) + ),gt< (enre(s))” = (&t(s)) ))

RES) = 60/ ()2 + 1) (reuk(s) - (5))’ + (600 - eeereni) )’

dir. B(s*) egrisinin Frenet formillerine gore

=&, 7 (0())B,"(p(s))  (4.27)

dir. (4.27) ifadesi (4.26) da yerine yazilirsa

P(s)

ent” (9())B1"(9(s)) = 7= T(s) + % %Bl( )

Q(s
R(s) R(s

olur. Son ifadenin her iki tarafinin h i¢ ¢arpimi alinirsa
: SN ONINION
(SnT (QD(S))) - (R(S)) + <R(S)

enT"(9(s)) =

G )JPZ@) +Q2(s)

JP2(s) + Q%(s)

T (p(s)) = R( )

bulunur. (4.27) esitliginden

B (0(5)) = ( V() + exenic (0())T (q,(s)))

EnT (<p( ) \d

elde edilir. B(s*) egrisinin Frenet formullerine gore

dBy" ((P(S))

T+ &t (9N (p(s)) (4.28)

enlo — rereyk] (S)Bz*(fp(s))

dir. (4.28) esitliginden
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+ &1 (0())N*(@(s))

enlo — ererenk](s)

dBl*(fp(S))
ds*

enenlo — eerenk](s)yy? + 1
R O Rl a—ys

elde edilir. (4.28) esitliginden

1 dB,"(¢(s))
nlo — ecerenk](s) ds*

B (0(5)) = - + e (9N (p())

olur. Bdylece, span{N*(go(s)), BZ*(<p(s))} = span{N(s), B,(s)} oldugu

gosterilmis oldu.

Teorem 4.3. a, f 4-boyutlu yar1-Oklid uzaymda kuaterniyonik egriler olsun. s , s*

sirastyla yay-parametreleri olmak tizere; eger {@, f} kuaterniyonik (N, B,) Bertrand

egri ¢ifti ise bu durumda, a(s) ve f(s*) noktalar1 arasindaki uzaklik sabittir.
ispat: (4.7) esitliginden
B(s") — a(s) = AN(s) + uB,(s)
yazilabilir. Bu ifadenin her iki tarafinin h i¢ ¢arpimi alinirsa
h(B(s) = a(s), B(s™) — als)) =27 + 412

elde edilir. Buradan

IB(s7) — a(s)ll = £ [A* + p?

bulunur. Bu ise a(s) ve B(s*) noktalari arasindaki uzakligin sabit oldugunu gosterir.

Ornek4.1. a:I c R — E}

1
s — a(s) = —(sinh2s, coshs, cosh2s, sinhs)

V3
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olmak (zere, a egrisinin a(s) noktasinda, Frenet 4-ayaklisini, (3.4) esitlikleri

yardimiyla bulacagiz.

1
a'(s) = —=(2cosh2s, sinhs, 2sinh2s, coshs)

V3

1
la’ ()| = i\/§ (4cosh?2s + sinh?s — 4sinh?2s — cosh?s) = 1

1
a’(s) = ﬁ (4sinh2s, coshs,4cosh2s, sinhs)

1
la" ()| = i\/|§ (16sinh22s + cosh?s — 16cosh?2s — sinh?s)| = V5

1
a”(s) = ﬁ (8cosh2s, sinhs, 8sinh2s, coshs)

. 1
av(s) = ﬁ (16sinh2s, coshs,16cosh2s, sinhs)

oldugundan

1
T(s) = ﬁ (2cosh2s, sinhs, 2sinh2s, coshs)

1
N(s) = \/% (4sinh2s, coshs,4cosh2s, sinhs)

1
B,(s) = —eper —(cosh2s, 2sinhs, sinh2s, 2coshs)

V3

(sinh2s,4coshs, cosh2s,4sinhs)

1
B, (s) = &8 NiEs

elde edilir. Simdi a egrisinin egriliklerini, (3.5) esitlikleri yardimiyla bulacagiz.

k(s) = eyV5
(s) = Et%
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(0 — grereyk)(s) = & ﬁ

J5 1

: —7 . .
dir. 1=—, ,u:—gn\/g, y=—— Ve o =—— reel sayilan icin, a egrisinin
p

gt gn
(4.3—-1i), (4.3—ii), (4.3 —iii) ve (4.3 —iv) sartlarm1 sagladigina gore a egrisi
bir kuaterniyonik (N,B,) Bertrand egrisidir. Dolayisiyla kuaterniyonik (N,B,)

Bertrand egri ¢ifti denilen B(s*) egrisi (4.7) esitligi kullanilarak

1
B(s*) = ﬁ (4sinh2s, 2coshs, 4cosh2s, 2sinhs)

bicimindedir.

Ornek4.2. a:1 c R — Ej

1
s — a(s) = —(sin2s, cos2s, sins, coss)

V3

olmak (zere, a egrisinin a(s) noktasinda, Frenet 4-ayaklisini, (3.4) esitlikleri

yardimiyla bulacagiz.

a'(s) = —=(2cos2s,—2sin2s, coss, —sins)

V3

1
la'(s)|| = i\/g (4cos?2s + 4sin?s — cos?s — sin?s) = 1

1
a’(s) = —3 (—4sin2s, —4cos2s, —sins, —coss)

\/_

1
la” ()| = i\/g (16sin?2s + 16c0s22s — sin?s — cos?s) = V5

1
a"(s) = —=(—8cos2s, 8sin2s, —coss, sins)

V3

. 1
a'V(s) = —=(16sin2s,16cos2s, sins, coss)

V3

45



oldugundan

1
T(s) = —3 (2cos2s,—2sin2s, coss, — sins)

NG
N(s) ! (4sin2s,4cos2s, si )
s) = ———(4sin2s,4cos2s, sins, coss
V15
B,(s) = —g,er —(cos2s, —sin2s, 2coss, —2sins)
1 b T\/§
B,(s) = —¢,&, ——=(sin2s, cos2s, 4sins, 4coss)
2 n b\/l_s

elde edilir. Simdi a egrisinin egriliklerini bulacagiz.

Kk(s) = eyV5

(s) = &, —=

NS
(o - )(s) = £
o — g.e7enk)(s —asb\/g

dir. }L:——S, ,u:gn\/g, 7=—i ve 5=_—7 reel sayilart igin, a egrisinin
& &, 2¢,

(4.3 —-1i), (4.3—ii), (4.3 —iii) ve (4.3 —iv) sartlarin1 sagladigina gore a egrisi
bir kuaterniyonik (N, Bz) Bertrand egrisidir. Dolayisiyla kuaterniyonik (N, Bz)
Bertrand egri ¢ifti denilen B(s*) egrisi (4.7) esitligi kullanilarak

B(s*) = —=(4sin2s,4cos2s, 2sins, 2coss)

V3

bicimindedir.
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5. 4-BOYUTLU YARI-OKLID UZAYINDA HELISLER

5.1 Bir Helisin Bertrand Egrisi

Bu kesimde, 4-boyutlu yari-Oklid uzaymdaki kuaterniyonik egrilerin Frenet 4-
ayaklilar1 ile bir helisin Bertrand egrisi arasindaki iliski asagidaki teorem ile ifade

edilecektir.

Tamm 5.1. (Genel helis): a:1 ¢ R — [Ej3 birim kuaterniyonik egrisi i¢in, @ nin T
tanjant vektori, sabit bir U vektorii ile sabit ag1 ¢ yapiyor ise yani; h(T,U) = & (¢)

egri boyunca sabit ise, a ya bir “Genel Helis” denir.

Tamm 5.2. (Slant Helis Egrisi): a:1 ¢ R — E3, ||a’(s)|| = 1 olacak sekilde bir
birim kuaterniyonik egri olsun. k(s) # 0 ve 7(s) # 0 olacak sekilde a egrisine bir

“Slant Helis Egrisi” denir eger @« nin N normal vektorleri, sabit bir U vektoru ile

sabit bir ag1 ¢ yapiyor ise yani; h(N,U) = &(¢).

Tammm 5.3. (B,-Slant Helis Egrisi): a:I ¢ R — E3, ||a’(s)|| = 1 olacak sekilde
bir birim kuaterniyonik egri olsun. k(s) # 0 ve t(s) # 0 olacak sekilde a egrisine

bir “B,-Slant Helis Egrisi” denir eger @ nin B, ikinci binormal vektorleri, sabit bir U

vektorii ile sabit bir ag1 ¢ yapryor ise yani; h(B,, U) = & ().

Teorem 5.1. a ve B 4-boyutlu yar1-Oklid uzayinda bir birim yar1 kuaterniyonik
egriler olup B, @ nin Bertrand egri ¢ifti olsun. Eger @ = a(s) bir helis ise bu

durumda, B nin Frenet 4-ayaklilari, @ nin Frenet 4-ayaklilar1 ile olusturulabilir.
Ispat: (3.8) esitliginin s’ye gore tiirevi alinip (3.7) esitlikleri kullanilarak
ds”
B'(s*) = T*(s*)g = (1 - /LsteNK(s))T(s) + Ae,T(s)B(s) (5.1)

elde edilir. Buradan

% 2

d 2 2
1B’ (s")||? = (d_ss) = (1 — Aeenk(s))” + (Aen7(s))” # 0
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*

ds

IO = £ (1 - Aeeyk(s))’ + (Ae,7(9))’

olur. Burada K (s) = i\/(l — AsteNK(s))z + (Aenr(s))z olsun. Bu durumda

*

ds
= I8/ GHI = K(s)

dir. bu ifade (5.1) esitliginde yerine yazilirsa

1
T*(s*) = z [(1 — Aecenic(s))T(s) + Ae,T(s)B1(s)] (5.2)

seklinde yazilabilir. (5.1) esitliginin s ’ye gore tiirevi alimip (3.7) esitlikleri

kullanilirsa

dT (s) dB(s)
s + Ae,1(s) s

B"(s7) = (1 — Aecenn(s))

= [gNK(S) -2 (St(SNK(S))Z + StSnTZ(S))] N(s)

+1&,21(s) (0 — ererenk)(s)By(s) (5.3)

olup buradan

2+ /2
1B"(s)ll = + {<€”"(s) ~A{elewe@)" + Stgnﬂ“))) }

+(Aenzt(s) (0 — grerenK) (s))2

elde edilir. Eger
a(s) = eyk(s) — A (St(SNK(S))Z + etenrz(s)>

b(s) = 1&,21(s) (0 — grerenk)(s)

2\ 2
L(s) = + {<€NK(S) -2 (St(SNK(s))Z + £.6,T2 (s))) }

+(1en21(5) (0 — gr&renK) (s))2
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alinirsa, o halde

(s _1

NG =1L

(a(s)N(s) + b(s)B,(s)) (5.4)

olur. (5.3) esitliginin s’ye gore tlirevi alinip (3.7) esitlikleri kullanilirsa

B (s = [eteN;c(s) (a (ee(enc()” + eiear®(®)) - sNK(s)>] 7(s)

2
£, T(S) <€NK(S) — /1< gt(ENK(S)) + et (5) ))] B;(s)

+ 2
+e,6p ((a — E:E7ENK) (s))

olur. Burada

m(s) = g.exk(s) </1 (é‘t(é‘NK(S))Z + stenrz(s)) — emc(s))

+e,6p ((a — ELE7ENK) (s))2

n(s) = g,7(s) <€NK(S) _ /1( Et(ENK(S))Z + £,,T2(5) ))

olsun. Bu durumda

B"(s™) = m(s)T(s) + n(s)B(s) (5.5)

dir. Burada m(s) ve n(s) sifirdan farkili sabittir. Simdi T*(s*)AN*(s*)AB" (s*)
vektor formu hesaplanabilir. (5.2), (5.4) ve (5.5) esitliklerinden

-T ~N B, B,
T*(s*)AN*(s*)w(s*)=_ﬁ1—4“%;%(5) a;)s) Mng(s) b(os)
m(s) 0 n(s) 0

1 —(()lsteNK(s) — Dn(s)b(s) + Aenr(s)m(s)b(s))N
~KL ((1 - AeteNK(s))n(s)a(s) - Aenr(s)m(s)a(s)) B,

elde edilir. a(s), b(s), m(s) ve n(s) esitlikleri burada yerlerine yazilirsa
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M(s)

16,21(s) (0 — grereni)(S)N(s)

m f— 1 /
T*(s)AN*(s")AB" (s") =  KL|x |\_ enk(s) — /1<£t(£NK(S)) ))BZ(S))

+e.6,72(5)

elde edilir. Burada

M(s) = £.7(5) A (8t(8NK(S))2 + £.6,7%(s) + eneb((o — gthgNKZ)(S))Z)
—enk(s) (1 + Azgtgngb((a - gthgNK)(s)) )

dir ve bu durumda

Aen®1(s)(0 — ecerenk) (S)N(s)

T*(S*)AN*(S*)Aﬂ”’(S*) — B <€NK(S) _2 (gt(gNK(S))Z n EtEnTZ(S)>> BZ(S)

KL

olup buradan

y (lsnzT(s)(U — gthfNK)(S))Z 1/2
T AN A m — i_ ’
IT* (AN (DA™ (DNl = £ 47 +<€ K(s) — /1<€t(€1v’<(5)) T Eent (s)>>

elde edilir. (3.4) ifadesine gore

1&,21(s) (0 — gre7enk) (S)N(S)
- <£NK(S) -2 (Et(ENK(S))Z + £.8,T2 (s))) B,(s)

B, (s") = NEREPETEN

(Aen2t(s) (0 — ererenk) (s))2

+ <£NK(S) -1 (Et(ENK(S))Z + £,.6,T7 (s)))

dir. L(s) nin degeri burada yerine yazilirsa
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2 —
EnEpETEN Aen“1(s)(0 — grerenk) (s)N(s)

B, (s =n L [— <€NK(S) -2 (&(SNK(S))Z + gtfnfz(s)>> B, (s)

olur. Burada
P(s) = 2e21(5)(0 — £,e7enk) (s)
R(s) = enie(s) = A (ee(ene())” + cet?(5))
olsun. O halde
B,"(s) = TYM [P(s)N(s) — R(s)Bz(s)] (5.6)

L

dir. Simdi de B,"(s*)AT*(s*)AN*(s*) vektor formu hesaplanabilir. (5.2), (5.4) ve
(5.6) esitliklerinden

=T -N B, B,
*o* ** () Enépérén 0 P(S) 0 _R(S)
B (1) AT ($)AN" (7)== 1-2e6(s) O  Aez(s) O
0 a(s) 0 b(s)
EnELETEN (P(s)b(s) + R(s)a(s)) Ae,T(s)T(s)
B K12 +(1 — 2epeyk(s))By(s)

elde edilir. a(s), b(s), P(s) ve R(s) esitliklerine dikkat edilirse, P(s) = b(s) ve

R(s) = a(s) oldugu kolayca gorulebilir. Buna gore

neperen(a?(s) + b2(s)) Ae,T(s)T(s)

o (% * LK) €
B,"(s")AT*(s*)AN*(s*) =1 K12 +(1 — Aepenk(s))By(s)

yazilabilir. a(s), b(s) ve L(s) esitliklerinin her iki tarafinin karesi alinirsa
a?(s) + b%(s) = L*(s)
olup buradan

B, (s")AT*(s*)AN*(s*) = 1 @ [ent()T(s) + (1 — Aepenk(s))By(s)]
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dir. (3.4) ifadesine gore

EnépheTéN

X [/’lsn‘r(s)T(s) + (1 — AeteNK(s))Bl(s)]

B"(s) =1
olur.
Ornek5.1. a:I c R — Ej

s — a(s) = (coshs,V3s, sinhs, s)

olmak Uzere, a egrisinin a(s) noktasinda, Frenet 4-ayaklisini, (3.4) esitlikleri

yardimiyla bulacagiz.

a'(s) = (sinhs, V3, coshs, 1)

la' ()| = i\/sinhzs +3—cosh?s—1=1

a"(s) = (coshs, 0, sinhs, 0)

la"(s)|| = i\/coshzs +0—sinh?s—-0=1
a"(s) = (sinhs, 0, coshs, 0)
aV(s) = (coshs, 0, sinhs, 0)
oldugundan
T(s) = (sinhs, V3, coshs, 1)

N(s) = (coshs, 0, sinhs, 0)

1
Bi(s) = —gper ﬁ (Zsinhs, —/3, 2coshs, 1)

B,(s) = —€,& % (0,-1, 0,\/§)

elde edilir. @ egrisinin egrilikleri

k(s) =-—1
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7(s) =2

L h ((coshs, 0, sinhs, 0),(0,—1,0, \/§))

V2 _
5 =0

(0 — erereni)(s) = —g

2 . .
ve u=— reel sayilar i¢in, a egrisinin
EEN £

dir. A=

Agrenk(s) + uept(s) =1

sartin1 sagladigina gore a egrisi bir kuaterniyonik Bertrand egrisidir. Dolayisiyla

kuaterniyonik Bertrand egri ¢ifti denilen S(s*) egrisi ise (3.8) esitliginden
B(s*) = (ZCoshs, \3s, 2sinhs, s)
bulunur.
Ornek5.2. a:l c R — E3}
s —a(s) = (sinZs, cos2s,/3s, \/§)

olmak (zere, a egrisinin a(s) noktasinda, Frenet 4-ayaklisini, (3.4) esitlikleri

yardimiyla bulacagiz.

a'(s) = (ZCOSZS, —2sin2s,V3, 0)

la'(s)|| = i\/4c05225 + 4sin%2s—-3-0=1

a"(s) = (—4sin2s,—4cos2s,0,0)

lla” ()|l = ++y/16sin22s + 16c0s22s — 0 — 0 = 4
a"(s) = (—8cos2s,8sin2s,0,0)
a'V(s) = (16sin2s, 16cos2s,0,0)

oldugundan

T(s) = (ZCOSZS, —2sin2s,V3, 0)
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N(s) = —(sin2s,cos2s,0,0)
B,(s) = —¢gper (\/500525, —+/3sin2s, 2, 0)
B,(s) = —&,€,(0,0,0,1)
elde edilir. Simdi a egrisinin egriliklerini (3.5) esitlikleri yardimiyla bulacagiz.
k(s) =4

(s) = %§= 2V3

(0 — erereyr)(s) =0

5 . e
ve u= reel sayilari i¢in, a egrisinin

1
dir. A=—
&ién &y 2\/§
Agrenk(s) + ueyt(s) =1

sartin1 sagladigina gore a egrisi bir kuaterniyonik Bertrand egrisidir. Dolayisiyla

kuaterniyonik Bertrand egri ¢ifti denilen B(s*) egrisi ise (3.8) esitliginden
B(s*) = (ZSinZS,ZCOSZS, V3s, \/§)

bulunur.
5.2 4-Boyutlu Yar1-Oklid Uzayinda Kuaterniyonik B,-Slant Helis

Bu kesimde, 4-boyutlu yar1-Oklid uzayindaki kuaterniyonik egrilerin bir
kuaterniyonik B,-slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar verilecektir.

Teorem 5.2. & = a(s), 4-boyutlu yar1-Oklid uzayinda bir birim kuaterniyonik egri
olsun. k(s) # 0, t(s) # 0 ve [0 — g.erenk](s) # 0 olmak Uzere, @ nin bir B,-slant

helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(a etTeTeNK)Z_i_(gN%) (%(a etTeTeNK)> 5.7)

sabit olmasidir.
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Ispat: «, 4-boyutlu yar1-Oklid uzaymda bir B,-slant helis olsun. U sabit ve birim bir

vektor olarak tanimlansin. Bu takdirde
h(B,.U)=¢&(9) (& () = sabit)

dir. Bu esitligin s’ye gore tiirevi alinarak ve (3.7) esitlikleri kullanilarak

d

%h(Bz, U) = —gylo — grereyk]h(B,U) =0
olur. Buna gore

U =a,(s)T(s) + a(s)N(s) + az(s)B(s) (5.8)

yazilabilir. Bu ifade B, (s) ile i¢ ¢arpilirsa

as(s) = h(Bp,U) = &(¢) = sabit (5.9

dir. (5.8) esitliginin s’ye gore tiirevi alinarak ve (3.7) esitlikleri kullanilarak

da, da,
<E - azgtENK) T + (E + a1€NK) N + (azgnT - a3€b [O- - EtETSNK])Bl =0
olup buradan
da, da,
E — A& ENK = 0, E + aiEyK = 0, ArERT — A3&p [O- - EtSTENK] =0
o — gtETgNK 1 da1
Ay = E€p—————— 03 = EEN——— 5.10

da, (5.11)
— = —&yKa .
ds N 1

elde edilir. (5.10) esitliginin s’ye gore tiirevi alinarak ve (5.11) esitligi kullanilarak

d?a; K'da;
2 —
ds2 - ;E + geEyKca = 0 (5.12)

bulunur. Bdylece ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemi elde edilmis oldu.
(5.12) formundaki degiskenler degistirilebilmek i¢in t = a,(s) biciminde

tanimlansin. Buna gore
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da; dtda,

ds  ds dt
d?a; (@)2 d?a, N d?*t da, (513)
ds? ds) dt* = ds? dt '
... . da dfa . o
dir. (5.12) esitliginde o ve ey yerine (5.13) deki esitlikleri konularak
s
(dt)z d2a, N d?t  k'dt]da, N 2, — ¢
ds) dez " |ds?  wds|de Nt T
2 d’t «'dt 4 ,
a1 |ds? Kk ds|A%1 | EEnK
dtz dt 2 dt dt 2 a1 = O (514)
(@) (@)
elde edilir. Burada t:jgthK(s)ds olsun. Bu durumda
0
dt dt\’? , dt ,
I = EeENK, <£) = £.ENK7, Joz = EeenK (5.15)
dir. (5.15) teki ifadeler (5.14) esitliginde yerlerine yazilirsa
d?a,
dtz + al = O
2
olur. Bu denklemin ¢6zimi a, = e" seklinde ve %: re" , d'a =r’e" ifadeleri

dt?

yukaridaki denklemde yerlerine yazilirsa

e (r? + 1) = 0; r = +i, kompleks iki kok vardir.  kompleks sayr olduguna gore
r = A + ui seklindedir.

Genel ¢6zum:
ay = ¥ (A& (pt) + BE (ut))

dir. Burada tamm 3.1°e gére & (ut), &, (ut) ifadeleri sirasi ile

{cos(ut), cosh(ut)}, {sin(xt), sinh(ut)}. 2=0vepu=1icin
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a; = A& (t) + B&,(t) (5.16)

elde edilir. Burada, A ve B sabitlerdir. (5.10), (5.11) ve (5.16) dan

@ = ety Ty = —A &, (1) +B&() (5.17)

1 [ d (a — EETENK
K lds T

)] as = A& (t) + BE, (1) (5.18)

a1 = —&népén

bulunur. (5.17) ve (5.18) esitliklerinin her iki tarafi gerekli diizenlemeler yapilirsa

o — gthgNK)

A& M) —B&) &(1) = —engpas ( &(1)

AEOF +BED) & (1) = ~enspenaa [ (TN & (1

olur. Bu ifade taraf tarafa toplanirsa

= —aneon (Z75) ) e 1 (22 40

elde edilir. Benzer bir sekilde (5.17) ve (5.18) esitliklerinin her iki tarafi gerekli

diizenlemeler yapilip taraf tarafa toplanirsa

. <(0—_) (1) e L[ (e (t)>

T T

elde edilir. (5.9) ifadesi A ve B esitliklerinde yerine yazilirsa

A= e, ((“‘—) & (1) + ey [4 (ET) & (t)) &(9)

T T

B = .0 ((‘—) & (1) — e = (T2 (t)) 4(9)

T T

olup buradan
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(ﬂ) (&)

T
— &‘tST&‘NK - £t€T£NK ]

£ &) | (4(0)

)=

i) [ds (e <ea< )

[ |

= £,& +£N |
W )

/ () (4 1)) \
) [

/

BZ e I e (O- - gthgNK [ O- - gteTgNK :|é: g
n<b | N K ds l 2

o (o) [ e

bulunur. Bu ifadeler taraf tarafa toplanirsa

5= (I (o, 2 [ ()

veya

_ 2 1\%rd j0— ? A + B?
(0 Et:TENK) +(€”E> [g w)] =gngb;2=sabit (5.19)
(4())

elde edilir. Bu ise istenilen (5.7) kosuludur.

Tersine (5.7) kosulu saglansin. O zaman a nin B, ikinci binormal vektord, birim ve

sabit bir U vektori ile sabit bir a¢c1 ¢ yapiyor demektir. Yani
h(B,,U)=¢(¢)=sabittir. (5.9), (5.17) ve (5.18) ifadeleri (5.8) esitliginde

yerlerine yazilirsa

U= &(2)

ds T

1(d 0 — serenk O — §ET7ENK
—EnEpEN — ( (#DT + &8 #N + B,

dir. U nun s’ ye gore tiirevi alinirsa

. d(1d (O‘—gthSNK‘j T+£i(a—gth8NKjd_T
du ds| x ds T Kk ds T ds

ds &(9)
@ +e& & i(wj N +(wj dN dB
i n“b dS Z‘ - ds ds
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o [ Ld(gaean ), d(o-aean )
nbNdSKdS r NdS i

I [g(ujN g TSN (o) Blj & (%)
S T T

—&, (0 —&.6,6K) B,

olur. Simdi (5.19) esitliginin s’ye gore tiirevi alinarak

d(1d (G—Sté‘T{;‘NKJ (O‘—&‘té‘Té‘NK’j
_ —_-— | TN =_8NK — U N
ds\ x ds T T

olup Buradan, (jj—u =0 oldugu goriiliir. Bu ise U nun sabit oldugunu gosterir.
S

Teorem 5.3. & = a(s), 4-boyutlu yar1-Oklid uzayinda bir birim kuaterniyonik egri
olsun. k(s) # 0, t(s) # 0 ve [0 — g.e7enk](s) # 0 olmak Uzere, @ nin bir B,-slant

helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart

d /0 — &eTENK d 0 — &ETENK
_¢ EnK i = gy — TN 2
enief(s) = — (=), =f() = —enx (5.20)
olacak sekilde C%-smifindan bir f fonksiyonunun var olmasidir.
Ispat: (5.19) esitliginin s’ye gore tiirevi almarak
0 — &erenk d (a — steTeNlc)
v ds 4 =0 (5.21)
N 1d (a - StSTSNK) d [1 d (a— StETSNK)] '
N ds T dslkds T

olup buradan

¢ 11(0’ — gthgNK) - (O' — SEESTSNK)%(O' — gtTngNK)
N ds T di[ldi(w)]
SLKAs T

elde edilir. Burada
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(a - EtSTSNK) (;i (a - StSTSNK)
S

fs)=—T__Jds\ T
45 [ s (T=5crear))

olsun. Bu ifade son esitlikte yerine yazilirsa

d /0 — g erENK
enief (s) = (————)
olur. (5.21) esitliginden

d [1 d (0' — eteTeNic)] _ 0 — EETENK
ds lx ds T — ek T

olur. (5.22) esitliginin s’ye gore tiirevi alinirsa

d [1 d (a - eteTeN;c)]

d
s/ =gl T

bulunur. Bu ifade (5.23) ile karsilastirilirsa

d O — §E7ENK
T f() = —eyk—————

oldugu gortiliir.

(5.22)

(5.23)

(5.24)

Tersine (5.20) kosulu saglansin. O halde, (5.9), (5.17), (5.18) ve (5.22) ifadeleri

(5.8) da yerlerine yazilirsa
U= [—enebf(s)T + &,8 g Gfrint
olur. Bu ifade B, ile i¢ ¢arpilirsa
h(B,,U) =h (BZ, [—snebf(s)T + £,8 g~ Gfrenk
= azh(By, B3)
= &(¢)

= sabit

elde edilir. Bu ise @ nin bir B,-slant helis oldugunu gosterir.
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Teorem 5.4. a = a(s), 4-boyutlu yar1-Oklid uzaymda bir birim kuaterniyonik egri
olsun. k(s) # 0, 7(s) # 0 ve [0 — g;erenk](s) # 0 olmak Uzere; a, bir B,-slant

helistir ancak ve ancak asagidaki kosulu saglandigi takdirde

0 — EETENK

=C; 51(¢) + (36, (¢) (5.25)

T

burada C, ve C, sabitlerdir.

Ispat: , bir B,-slant helis olsun. C2-sinifindan bir ¢(s) fonksiyonu

b(s) = f ex K(s)ds (5.26)
0

bi¢iminde tanimlansin. C!-sinifindan m(s) ve n(s) fonksiyonlar: da

0 — EtETENK
m(5)= t<T<N

& () — F(9) & (9)

0 — EETENK
n(s)= tcT<N

5(9) + () &E(9) (5.27)

seklinde tanimlansin. (5.27) ifadelerinin s’ye gore tiirevi alinarak ve (5.22), (5.24)
ve (5.26) esitlikleri kullanilarak

d d d
=m(s) = enkf () &(#) + T F ()& (9) — T f (& (9) — enrf ()& (9) = 0

d d d _
23S = enkef () & (¢) = - (6 () + () &(4) —enref ()& (¢) =0

olur. Burada, m(s) = C; ve n(s) = C, olsun. Bu ifade (5.27) de yerine yazilirsa

o — gthgNK

G=—"T"4(¢) —f(9)&(9)

T

o — gthSNK

C=—"—""—"2¢(¢) +f()&(9) (5.28)

T

bulunur. Bu son ifadenin her iki tarafi gerekli diizenlemeler yapilirsa
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(O' - gthgNK'
T

)(&(8)) ~ F)E(9) &(4) = C1&(9)

(T2 (£ ()] + £ E(9) & (4) = C2£,(9)

olur. Bu ifadeler taraf tarafa toplanirsa

o — gthgNK

=0 651(¢) + G, 46, (¢)

T

elde edilir.

Tersine (5.20) kosulu saglaniyor ve (5.28) ifadesinin her iki tarafi diizenlenirse,

o — gthENK

F)(&(2)) - ( ) &(9) & () = —Ci& (9)

T

o — gthgNK

F) (&) +( )&(9) & () = C24(9)

T

olur. Bu ifadeler taraf tarafa toplanirsa

f(s) = —C1&(¢) + C26(¢) (5.29)

olur. Son esitligin s’ye gore tiirevi alinarak
d
%f(s) = —eyk(y 51(¢) — enk(y &, (¢)

= —eni (G & () + €4, (9))
elde edilir. (5.25) ifadesi burada yarine yazilirsa

d O — &E7ENK
—of(s) = —eyk—————

olur. (5.29) ifadesinin Teorem 5.3 teki kosulu sagladigina gére a bir B, -slant

helistir.
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6. TARTISMA VE SONUC

Bu ¢alismada 6nce 4-boyutlu yari-Oklid uzaymdaki kuaterniyonik egriler amaglandi
ve daha sonra bu kuaterniyonik egriler i¢in ii¢lincii boliimde tanimlanan Serret-

Frenet formiilleri yardimiyla 4-boyutlu yari-Oklid uzayinda bir kuaterniyonik
Bertrand egrisi, kuaterniyonik (N,B,) Bertrand egrisi ve kuaterniyonik B, -slant
helis tanimlanmstir. 4-boyutlu yari-Oklid uzayindaki kuaterniyonik egrilerin Frenet
formiilleri kullanilarak tanimlanan kuaterniyonik Bertrand egrisi, Kuaterniyonik
(N,B,) Bertrand egrisi ve kuaterniyonik B, -slant helisin elde edilebilmesinin
miimkiin oldugu gosterilmistir. 4-boyutlu yari-Oklid uzayindaki kuaterniyonik

egrilerin Frenet formiilleri i¢in elde edilen teoremlerin matematiksel acidan oldukca

faydali olacag diistintilmektedir.

63



[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

KAYNAKLAR

Coken, C. and Tuna, A., On the quaternionic inclined curves in the semi-
Euclidean space E5, Applied Mathematics and Computation, 155, 373-389,
2004.

Ali, A. and Turgut, M., Some characterizations of special curves in Euclidean
space E*, Acta Universitatis Sapientiae, Mathematica, Vol. 2, No. 1, 111-122,
2010.

Ekmekeci, N. and llarslan, K., On Bertrand curves and their characterizations,
Differential Geometry-Dynamical Systems, 3, 17-24, 2001.

Matsuda, H. and Yorozu, S., Notes on Bertrand curves, Yokohama Math. J. 50,
No. 1-2, 41-58, 2003.

Yilmaz, S. and Turgut, M., On Frenet apparatus of partially null curves in
semi-Euclidean space, Scientia Magna, Vol. 4, No. 2, 39-44, 2008.

Kocayigit, H. and Pekacar, B. B., Characterizations of N3 slant helices
according to quaternionic frame, Int. Journal of Math. Analysis, Vol. 8, No. 2,
73-80, 2014.

Coken, C. and Tuna, A., EJ yari-Oklid uzaymdaki kuaterniyonik egriler igin
Serret-Frenet formilleri, Stleyman Demirel Universitesi Fen Bilimleri

Enstitusu Dergisi, 7-1, 92-99, 2003.

Bharathi, K. and Nagaraj, M., Quaternion valued function of a real variable
Serret-Frenet formulae, Indian J. Pure Appl. Math. 18(6): 507-511, 1987.

Hacisalihoglu, H. H., Yiiksek boyutlu uzaylarda doniisiimler ve geometriler,

Inénii Universitesi, Temel Bilimler Fakiiltesi Yayini, 1980.

64



[10]

[11]

[12]

[13]

Izumiya, S. and Takeuchi, N., Generic properties of helices and Bertrand
curves. Journal of Geometry, Vol. 74, 97-109, 2002.

Hacisalihoglu, H. H., Diferensiyel Geometri, Inénii Universitesi Fen-Edebiyat

Fakiiltesi Yaynlari, 1983.

Millman, R. S. and Parker, G. D., Elements of differential geometry, Prentice-
Hall, 265p. New Jersey, 1977.

Hacisalihoglu, H. H., Diferensiyel Geometri, Ankara Universitesi Fen
Fakiiltesi Yaylari, 2000.

65



