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Bu calismada stirekli kesirlerin 6zellikleri incelenerek siirekli kesirlerin ¢atallanmasi

incelenmistir.

Birinci boliimde sonlu siirekli kesirlerin Fibonacci sayilart ve altin oran ile iligkisi

incelendi.

Ikinci béliimde siirekli kesirler tanitilmistir. Her sonlu siirekli kesrin bir rasyonel say1
gosterdigi ve daha sonra her rasyonel sayinin sonlu bir siirekli kesir olarak ifade
edilebilecegi gosterilmistir. Ayrica siirekli kesirlerin determinantlari, Kuadratik
irrasyonel sayilar ile siirekli kesirlerin iliskisi lizerinde c¢alisilmis ve Ornekler

verilmistir.

Ugiincii  boliimde siirekli  kesirlerin ¢atallanmasi incelenmistir. Siirekli kesir
Catallanmalariin bir Fibonacci aga¢ yapisi olarak gosterilebildigi ifade edilmis ve
yiiksek dereceli polinomlarin Siirekli kesirler yardimiyla tamsayr dizileri seklinde

yazilabilecegi gosterilmistir.
Son boliimde bu ii¢ boliimden ¢ikan sonuglar ifade edilmistir.
Anahtar Kelimeler: Euclid algoritmasi, Stirekli kesirler, Siirekli Kesirlerin

Yakinsamalari, Sonsuz siirekli kesirler, Siirekli kesirlerin

catallanmasi



ABSTRACT

BIFURCATION OF CONTINUED FRACTIONS
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Department of Mathematics, M. Sc. Thesis
Supervisor:Assist.Prof.Dr Ilker AKKUS
February 2014

In this study, some properties of continuous fraction are analysed and bifurcation of

continued fractions are investigated.

In the first section relationship between continued fraction and golden mean are

explain.

In the second section with help of Euclid Algorithm, the way of how rational
numbers can be written as finite continuous fractions are examined. From this
approach, it is shown that every rational number can be defined as finite continuous
fraction. Infinite continued fractions and periodic continuous fractions are analysed.
Here, it is tried to show that any irrational number can be written as infinite
continuous fractions and infinite continuous fractions are also irrational numbers. At

the same time, how approach be for irrational numbers is also examined.

In the third section bifurcation continued fractions is analysed.

In the fourt section the findings are summed up and the result are shown.

Keywords: Euclid algorithm, Continued Fractions,The convergents of continued

fractions, Infinite continued fractions, Bifurcation of continued

fractions



TESEKKUR

Tezimin hazirlanmas1 esnasinda hi¢bir yardimi esirgemeyen ve biz geng
arastirmacilara biiyiilk destek olan, bilimsel arastirma imkanlarin1 sonuna kadar
bizlerin hizmetine veren, tez yoneticisi hocam, Saymn Yrd. Dog. Dr. flker AKKUS’a,
biiyiik fedakarliklarla bana destek olan arkadasim Tugce AYDOGAN’a tesekkiir

ederim.



ICINDEKILER DiZiNi

Sayfa
OZET ... [
ABSTRACT ettt ettt e e nae e i
TESEKKUR ......ooooioieoeeeeeeeeeeeeeeeee ettt iii
ICINDEKILER DIZINT ....coooviiiiioeeeeeeeeeeeeeeeeeee e iv
SIMGE VE KISALTMALAR DIZINIT ......ccoooniiiiiiiccns v
CIZELGELER DIZINT .......cooooiiioiieeeeeeeeeeeee e vi
1o GIRIS oottt ettt 1
1.1. Kesirlerin TarihGesSi......cuuviiiiiiiii i 1
1.2, STUrekli KESIFIEN ..o e 4
2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR .....ooiitiiiee et 7
2.1. Sonlu Siirekli KeSITler .......cccoiiiiiiiiiiieiieiie e 7
2.2. Siirekli Kesirlerin Yakinsakliklart ..o 11
2.2. Siirekli Kesirlerin YakinsakliKlart ........cccoccoiviiiiiiniiiiiieeeccc 11

2.3. Siirekli Kesirler ve ax + by = ¢ Tipindeki Lineer Diophantine
DENKIEMIBIT.....ceieiiee e 18
2.4. Stirekli Kesirler ve Kongriianslar............ccocecviieiiiiiiiciiscecc e 21
2.5. Siirekli Kesirler ve Determinantlar .............coccoveoiiiiniiiiiiiiiens 24
2.6. Siirekli Kesirler ve Kuadratik Irrasyonel Say1lar...........c.ccocovviveirierennnne, 27

2.6.1. Kuadratik Irrasyonelleri Genisletmek icin U¢ Adim Yontemini
KUANMA ... s 31

2.6.2. Tekrarlayan Bir Siirekli Kesri Kuadratik Irrasyonele Déniistiirme 31

3. SUREKLI KESIRLERDE CATALLANMA ........c.cocoooiviviieeeeeeeeeee e 33
3.1. Periyodu 1 Olan Catall1 Stirekli KeSirler ...........cccooveiiiiiniiiiiiciiciennn 38
3.2. T1eri GENEIIESHIIMNE ...v.vevevevveeeeeeeteieie ettt tees —evesesesesesesesesesesees 42
3.3. Catallanan Siirekli Kesir Teorisinin Formal Gelisimi............. vovveviveiiiieeninenns 45
4. TARTISMA VE SONUC ......cccoiiiiiiiiiie ittt 67
KAYNAKLAR



SIMGELER DiZiNi

Reel sayilar kiimesi

Dogal sayilar kiimesi

Tam sayilar kiimesi

Kompleks sayilar kiimesi

Sonsuz

Stirekli kesir

Sonsuz siirekli kesrin n. inci yakinsakligi
a boler b

Mutlak deger

Elemanidir



CIZELGELER DiZiNi

CIZELGE
Sayfa
2.1. ax + by = ¢ Tipindeki Lineer Diophantine Denklemlerinin Siirekli
Kesirler Yardimiyla Bulunmasi ..........ccccoiviiiiiiiiiiiieece e 19
2.2. Kongriianslarin Siirekli Kesirler Yardimiyla Bulunmasi...........c.ccoevvveennnnen. 22
2.3. Siirekli  Kesirler Yardimi ile Kuadratik Irrasyonel Sayilarin
Yakinsakliginin BuluNmasi..........ccoooveiiiiiiiiiiiceee e 30
3.1. (a, B) Reel Say: Ikilisinin Siirekli Kesir Catallanmasi ................c........... 37

vi



1.GIRIS

1.1. Kesirlerin Tarihcesi

Kesirler tarihsel olarak insanlarin dogadaki gozlemleriyle baslamigtir. Giinlerin,
aylarin, mevsimlerin boliimleri ve dogadaki sekilleri bunlara 6rnek olarak verilebilir.
Zaman igerisinde toplumlar ¢ogaldikga mal ve esyalar1 Slgme ihtiyaci artmis ve

boylece kesirlerin kullanimi da yayginlagmustir. [1]

Bir biitiiniin pargalarin1 temsil eden sayilara rasyonel say: ya da kesir adi verilir.

Kesirler, iki tam sayinin (a ve b gibi) boliimii olarak yazilir. [1]

Misirhilar kesirler iizerinde calisan ilk gruplardan biridir. Kesirleri, birim kesirlerin

yani pay kism1 1 olan kesirlerin toplanm seklinde ilk kez Misirlilar yazmustir. Ornegin
% kesri hiyeroglifde %+i seklinde yazilir. Ancak bu metotla % gibi kesirleri birim

kesirlerin toplami olarak yazamadilar ve bu ylizden bu gibi kesirler icin tablolar

hazirladilar. Yani 3 ekmegi 5 kisi arasinda esit olarak paylastirmak i¢in hepsine ayri
ayri g, %, 115 seklinde pargalar verdiler. Misirlilar piramitlerin planlarinda ve

ingaatlarinda geometrik sekillerin alanlarini ve hacimlerini hesapladilar ve mallar ile

arazilerin detayli hesaplarini tuttular. [1]

Kesirler iceren matematiksel denklemleri ¢dzmek icin Oklid (300 M.O.) in
algoritmas1 kullamilmigtir. Ornegin iki saymnm en biiyiik ortak paydasi Oklid
algoritmasi uygulanarak bulunmustur. Kesirler Yunan astronomisinde, mimaride ve
miizik teorisinde miizik araligini agiklamak ve enstriimanlarin yay uzunlugunun

harmonik stirecinde kullanilmistir. [1]

M.S.550 yillarinda Aryabhata isimli Hindistanli matematik¢i lineer denklemleri
¢ozmek icin siirekli kesirleri kullanmis ve giines ve ay tutulmasini tahmin etmeyle

ilgilenmis ve bununla ilgili astronomik kurallar1 agiklamistir. [1]



Italya’nin Bologna sehrinden Rafael Bombelli ve Pietro Cataldi adl1 iki matematikgi
de 13 iin ve 18 in karekokiinde oldugu gibi tekrar eden siirekli kesirleri ¢aligtilar.
Ancak iyl matematik¢iler olmalarina ragmen tekrar eden siirekli kesirlerin
Ozelliklerini ¢alismadilar. 1585 te Johann Kepler’in 6grencisi olan Ladisme, ondalik

bir tabanda 6l¢lim sistemlerini birlestirmek i¢in ondalikli kesirleri kullanmistir. [1]

Christian Huygens (1629), disli oranlarinin yaklasimlart i¢in verdigi pratik bir
uygulamada siirekli kesirleri kullanan ilk kisidir. Kendinden 6nceki matematikgiler
gibi gezegenlerin hareketleriyle ilgilenmis ve bunun i¢in gerekli disli mekanik bir
planetaryum insa etmek icin ¢aligmistir. Ayrica Hollandali gokbilimei, fizik¢i ve
matematikgidir. 17. yiizyilin sonlarina dogru, giinii dairesel olarak daha fazla zamana

bolen saatler icat etmistir. [1]

1757 de Oxford’da bir geometri profesorii olan John Wallis siirekli kesirlerle ilgili
calismalar1 ilerletmistir. Arithemetica Infinitorium isimli bir kitap yazarak burada
kendisinin gelistirdigi % Ozdesligini vermistir. Bu kitapta stirekli kesirlerin
genellestirilmesiyle ilgili adimlardan bahsetmistir. Hatta Opera Mathematica isimli
bir kitap daha yazmistir. Bu kitabinda da yakinsakliklar ve yakinsakliklarin bazi
ozelliklerini ele almistir. Kendisinden dnce birgok kisi ¢aligmis olmasina ragmen, ilk
kez "stirekli kesir" terimini kullanan da Wallis’tir. Ayrica sonsuz ifadesini gostermek

icin co semboliinii ilk kullanan da o dur. [1]

Daha sonra 1737 yilinda Leonard Euler tarafindan yazilan De Fractionlous
Continious isimli kitapta modern kesir teorisi verilmis ve her rasyonel sayinin sonlu
bir basit kesirle ifade edilebilecegi gosterilmistir. Euler ayn1 zamanda Pi semboliinii
bugiinkii kullandigimiz haliyle kabul etmistir. Joseph Louis Lagrange ise kuadratik
bir irrasyonel saymin reel kokiiniin periyodik bir siirekli kesir oldugunu ispat
etmistir. Sur la resolution des equations numeriques Lagrange isimli anilarinda

(1767) stirekli kesirlerin kullanimlart a¢iklanmistir. [1]

19. yiizy1l "Siirekli kesirlerin altin ¢ag1" olarak adlandirilir. Bu yillarda artik stirekli
kesirler, yakinsakliklar1 ve kompleks sayilar1 da i¢ine almistir. Sanayi devrimiyle

birlikte pratik uygulamalar bakimindan hassas aletler igin siirekli kesirler



kullanilmistir ve 20. yiizyillda da artik stirekli kesirler, ileri fizik ve astronomi
problemlerinin ¢6ziimii i¢in bilgisayar algoritmalarinda kullanilmaistir.
Sanki atomu en kiiglik pargalarina ayiriyormus gibi, deney ve gozlem yoluyla

kesirler ¢alisilmaya devam edilmektedir. [2]



1.2. Siirekli Kesirler

Stirekli kesirler pek ¢ok konuda sagladig1 kolayliklar matematikgileri etkilemistir;
1. Siirekli kesir yakinsamalarindan faydalanilarak kiigiik hata payina sahip 6l¢ekleme
modelleri olusturulabilir.
2. Diger metodlara gore karsilagtirma bakimindan daha hizli kullanighlardir.
3. Istenen ozelliklere gore daha ¢ok hesaplama yapilabilir.
4. Biitiin reel sayilar stirekli kesirler tarafindan tam olarak ifade edilebilir.
Siirekli kesirleri, sonlu siirekli kesirler ve sonsuz siirekli kesirler olarak iki ana baslik
altinda inceleyebiliriz;
Sonlu stirekli kesirleri % gibi Dbilesik kesirlerin bir genellestirilmesi gibi
diisiinebiliriz. Ornegin

11 1 1 1
?=1+§=1+—2=1+ =1+

3

242 247 2+ —
3 2 1+E

1=

Bu yazim bi¢imi her rasyonel sayist i¢in gecerlidir, yani a; € Z Ve

az as, ... ,a, € Z*olmak lzere;

1
a; + 1
az + as+ L
an_1+%
olarak yazilabilir. Gosterim kolaylig1 acisindan genellikle

g = [ay; ay, as, ..., a, | seklinde ifade edilir. Ayrica belirtelim ki irrasyonel sayilarida

stirekli kesirler seklinde ifade etmek miimkiindiir.

Ornegin V3 rasyonel sayisini géz 6niine alacak olursak

V3 =1+.7320508... =1 + e rraial -

1+357320508..

seklinde ifade edilebilir. Bu tiir siirekli kesirleri sonsuz siirekli kesir olarak
isimlendirmek yerinde olacaktir. Genel olarak her X gergel sayisinin
x = [aq; ay,as, -+, ay, ] seklinde bir agilim1 vardir. Omegin

n =1[3;,715,1,292,1,1,12,1,3,1,14,2,1,1,2,2,2,2,1,84, -+ ]

ve



e=1212114116118,1,1,10,1,1,12,1,1,14,1,1,16,--- |

Bir saymin siirekli kesir acilimmin en Onemli 6zelligi, bastan itibaren alinan
sayilardan olusturulan kesrin, bilinen sayiya son derece iyi yaklasmasidir Ki biz bunu
yakinsama olarak adlandiracagiz. Diger bir deyisle [aq; a3 a3, -+, a,] sirekli
kesirinin bir k < n pozitif tamsayisi i¢in k-inc1 yakinsamasi C, = [aq; az, as, -, ax]
olarak gésterilir. Ornegin [1; 2, 3, 4] siirekli kesri i¢in
c, =1
U
2 2

Cg=1+ 1=_

C4:1+ 1

olur. Baska bir 6rnek olarak da
n =1[3;7,15,1,292,1,1,12,1,3,1,14,2,1,1,2,2,2,2,1,84, --- ]
sayisini ele alirsak ilk iki sayidan olusan yakinsama

C, = [3;7 —3+1—22
2 = [37]= 777

olup bu say1 m sayisina iyi bir yaklasik degerdir. Diger bir yaklasik deger i¢cin 292
den 6nce gelen sayilari alarak olusturacagimiz yakinsama olan

C, = [3,7151] =3+ ! —355—31415392
4-_[)) l]_ 7+1_113_'

1
15+I

sayisint elde ederiz ki buda m = 3,141592653 - sayisina oldukca yakin bir
degerdir.

Bu safthada siirekli kesirlerin matematik tarihindeki yerinden bahsetmek konunun
daha anlagilir hale gelmesi agisindan faydali olacaktir. Kutsal oran (bu terim
ronesanstan gelmektedir) ve kendine benzerlik 6zelliklerine sahip bir dikdortgenin

olusturulmasi ¢abalar1




altin oranin siirekli kesir agiliminin geometrideki kopyasindan baska bir sey degildi.
Siirekli kesirlerin ¢ikis noktasini tam olarak bilmek oldukga giictiir. Bu giicliik,
siirekli kesirlerle matematikte son 2000 yilda karsilasilmasit fakat 1600 larin
baslarindan 1700 lerin sonlarina kadar gegen siirede bu kavramin tam olarak
anlagilamamasindan kaynaklanmaktadir. Buna karsin siirekli kesirlerin kokeni
geleneksel olarak Euclid algoritmasinin yaratildigt zamanla ¢akistirilir. Euclid
algoritmasi iki saymin en biiylik ortak bdlenini (ebob) bulmak i¢in kullanilir. Bu
algoritmay1 ustaca kullanarak p ve g nun ebobunu bulmak yerine (p/q) rasyonel

sayisinin siirekli kesir agilimini bulabiliriz.

Euclid ve ondan oncekilerin bu algoritmayr siirekli kesir olusturmada kullanip
kullanmadiklari tartismalidir. Fakat Oklid algoritmasinin siirekli kesirlerle olan yakin
iligkisinden dolay1r Euclid algoritmasinin kesfinin siirekli kesirlerin gelisimine fayda

sagladig1 yaygin bir inanistir.

Hintli matematik¢i Aryabhata (M.S 550) siirekli kesirleri dogrusal belirsiz
denklemleri ¢6zmek i¢in kullanmistir. Yunan ve Arap matematik eserlerinde de
stirekli kesirlerin 6rnekleri ile karsilasilmistir. Fakat bu oOrnekler 6zel orneklerle

kisitliyda.

Siirekli kesirler, Wallis'in (1616-1703) galismalar1 esnasinda son derece ilgi ¢ekici
bir hale gelmistir. Wallis,
4 3xX3X5X5X7X7X9:-

T 2X4X4AX6X6XE8X9--

Ozdesligini gelistirdi. Wallis'in bu ilk adimi atmasi siirekli kesirler teorisini

genellestirmede ve goz kamastirict bir konu olmasinda biiyiik rol oynadi.[2]



2. TEMEL TANIMLAR VE KAVRAMLAR

2.1.  Sonlu Siirekli Kesirler

Tamm 2.1.1. a, € Z Ve a,,as, -,a, € Z * olmak iizere

an_1+%
seklinde yazilabilen ifadeye basit siirekli kesir denir. a; €Z ve
a,,as++,a, € Z* tam sayilarina siirekli kesrin kismi boliimleri adi verilir. Siirekli
kesirler kisa olmas1 agisindan

[al; a,,as, - an]
veya
1 1 1

a, +az+ +a,

a, +

seklinde gosterilirler. Sonlu siirekli kesirler asagidaki gibi ifade edilebilir:

[ai] = a4
1
a;;az| =a; +—
[1 2] 1 a5
1
la;;az,a3] =a; + 1
a2+_

as
1
lay; az, a3, -+, a,] = [ag; az, a3, an—z, an-1] + o (n = 2)
Euclid algoritmas1 yardimiyla kesirli ifadeler sonlu siirekli kesir olarak yazilabilir.
Simdi % kesrini siirekli kesir olarak ifade edelim. Euclid algoritmasi kullanarak

384 =157.2+70
157 =70.2 + 17

70=174+2
17=28+1
2=12+0

elde edilir. Buna gore



384_2+ 1
157_ 2+ 1
4

8+5

veya
384 =[2;2,4,8,2]
157
seklinde yazilir. Burada negatif bir rasyonel say1 i¢in de ornek vermek faydali
olabilir:
A
40 14—
34—
4
9
20" [—1;1,3,2,4]

seklinde gosterilir. [2]
Teorem 2.1.1. Her sonlu basit siirekli kesir bir rasyonel say1 belirtir. [2]

Ispat ispat1 timevarim metoduyla yapacagiz. Buna gore

n=1igin[a;] =a; = % ifadesi dogrudur.

Simdi n = k icin ifadenin dogru oldugunu kabul edelim. Yani a; € Z ve
a,,as,a, € ZTolmak iizere, ilk terima,; disinda tiim terimleri pozitif olan
[ay; ay, as, -+, a;] siirekli kesri bir rasyonel say1 belirtsin.

O halde n=k+1 i¢in a, €Zve ayaz-,a, €L olmak iizere
[a,; ay, as, -+, ay, ay41] ifadesinin bir stirekli kesir oldugunu gosterecegiz.

n = k i¢in kabuliimiizden [a;a,,as, -, ay, Qx41] =§ olacak sekilde p ve g
(q # 0) tamsayilar1 vardir. Bu durumda

1

[aZ; as, -, g, ak+1]

[ai; az, as,,Q, Ag41] = a3 +

:a1+

Qg ~

_ a1p+q
P

rasyonel sayisi elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.



Teorem 2.1.2. Her rasyonel sayi1 bir tek sonlu basit siirekli kesir olarak ifade

edilebilir. [2]

Ispat Euclid algoritmasi kullanilarak ¢ > 0,a,b € Z,x = SOIacak sekilde

p=a19+ 1 , 0<r;<q
q=a;rit+n; ; 0<71r,<1
0<T'3<T'2

Tl = a3T2 + T'3 y

Th—3 = Ap-1Tn-2 + Th—1 0< 1o <mpy
Th—2 = ApTp—1 +0 ) Th—2 =0

tamsayilar1 vardir. Boylece x = Z olmak iizere

41
xX=a,+—

a, +—
-1

an

sonlu siirekli kesri elde edilir. Simdi s ifadesini temsil eden baska bir

1
bn_1+E

stirekli kesrinin var oldugunu kabul edelim. Bu durumda
1

1
Gt —7 —=bht——
a2+ 1 2+ 1
az+ b3+
1 o 1
an_1+a bn-l‘f‘m

olur. s dan kiigiik en biiyiik tamsayr a, dir ve b; de Z dan kiigiik en biiyiik
P bydir. B—a; =B alalim
q q1

tamsay1dir, dolayisiyla a; = b4 olur. O halde s - a

s dan kiigiik en biiyiik tamsay1 a; oldugundan % < 1 dir. Buna gore
1



p__p_ 1 1
P g =P _
q G ay+— byt

elde edilir. 1 den kii¢iik pozitif bir tamsaymin ¢arpimsal tersi 1 den biiyiiktiir; bu

nedenle & > 1 dir. Sifirdan farkl iki say1 birbirine esit ise bunlarin ¢arpimsal tersleri

P1

de birbirine esittir. Boylece
1 1
L ay+——=by +——

p1 T —
+— +—
an bn

yazilabilir. Tekrar 2 den kiiciik en biiyiik tamsay1 a, dir ve b, de % den kiigiik en
1 1

biiyliik tamsayidir, dolayisiyla a, = b, olur. Benzer sekilde az = bz bulunur. Bu

nedenle
1
a, + -1 ve b1 + -1
a, +— b, + —
1 -1
+— o,

an

stirekli kesirleri, a ve b lerin esitliginden dolayi, iddia edildigi gibi ayni Z sayisini

temsil ederler.

10



2.2.  Sirekli Kesirlerin Yakinsakhiklar:

Tanim 2.2.1. n terimden olusan bir siirekli kesrin terimlerini k < n olacak sekilde

bir k. terimine kadar alirsak bu ifadeye siirekli kesrin bir yakinsakligi denir. Bir S

rasyonel sayisi i¢in

p 1
- = a1 + 1
q a, + T
as+
an_1+%
oldugunu kabul edelim. Bdylece
a .
(o8] =T1=%,buradap1 =a,,q1 = ldll’
1
1 ajaz+1 -
G =a,+—=222=P2 hyrada p, = aya, + 1, q, = a, dir.
az az q:
1 1 ajazaz+a;4a az(ajaz+1)+a aspz+
c3 =a; + 2 Q1@2a3%a1+a3 s(a1a,+1) 1_ 3P2p1:&burada
a, +as a2a3+1 a2a3+1 a3q2+1 q3

Pz = aspz + p1 Ve gz = aszq, + 1 dir.
Bu sekilde devam edilerek

— %kPr—11Pk—2 _ Pk
arqr—1*+dr-2 qk

seklinde bir genellestirme yapilir. [2]

Teorem 2.2.1. po = 1,p-1 = 0,q-1 = 1, qo = 0 baslangi¢ kosullariyla birlikte

Pk = QxPr-1 T Pr—2 Ve g = Axqk—1 + qx—2
olmak tizere
4k

olur. [2]

Ispat ilk olarak teoremde baslangig sart1 olarak verilen
Po=1p.1=0,9-1=1,q90=0
durumlarinin gergekten saglandigini gosterelim.

(oGP
1 g
oldugunu yukaridaki genellestirmeden biliyoruz. Simdi genellestirmeden,
¢, = P1 _ ai1po + P-1
41 190 tq-1
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elde edilir. Bu c; terimlerini birbirine esitlersek
@1 _ @1Po t P
1 aiqo+q-1
buradan da
Po=1p-1=0,q1=1q=0

bulunur. Simdi ayni1 iglemi

terimleri i¢in uygularsak baslangi¢ sartlarinin gergekten de dogru oldugunu goriiriiz.
Teoremin ispatin1 tamamlayabilmek i¢in tiivemarim metodu kullanalim. k = 3 i¢in

_azprtpr az(aa;+ 1) +ag
T azq s aaz +1

dogrudur.
k = n i¢in dogru kabul edelim. Yani

_ GnPn-1 +Dn-—2 Dn
anQqn-1 + qn-2 dn

Cn

olsun.
Simdi k = n + 1 i¢in dogrulugunu inceleyelim
1 1 1 1 1

Cn+1 = Qq +
n+ a, +a3 +a4+“‘an_1+an+ 1

an+1

1
Chy1 = [alf Az, *,An-1, (an + a >]
n+1

1
(an + a )pn—l + Pn-2
n+1

CTL+1 = 1
(an + an+1) qn-1 + qn-2
C _ (anan+1 + 1)pn—1 + Pn—2
1=
m (anan+1 + 1)Qn—1 + qn-2
c _ (n+1nPn-1 + Pn—2 + Pn—1
1=
m Ap410nQdn-1 + qn-2 + qn-1
_ (n+1Pn T Pn—1
Cny1 =

An+19n + qn-1

olur. Bu da ispatimizi tamamlar.
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Ornek 2.2.1 %=[3;3,1,1,3,2] sirekli kesrinde k= 1,2,3,4,5,6 ic¢in

cx yakinsakliklarmi ~ bulalim. ilk olarak Euclid algoritmasmi uygulayarak

ai, a,as, -+, a; terimlerini bulalim. Buna gore

187 =57.3+ 16
57 =16.3+9
16 =9.1+7
9 =71+2
7 =23+1
2 =12+4+0
olur.
Buradanli7=3+;1
57 3+ T
1+ 1
1+%
C1=3
_ 3. 10
cy, = =3
3+ 13
C3 = =—
’ 3+- 4
1
34 1 23
Cy = =—
! 34— 7
1+I
34 1 82
Cs = = —
34— 25
1+—
1+§
34 1 187
Cp = =
° 34— 57
1+ T
1+—

Simdi ayn1 yakinsakliklari teoremi uygulayarak bulalim:

_ QPr-1+ Pr—2 _ Pk

Q-1+ Q-2 4k

_P1_ @Po + P2

4 o+ 9o

C1=&=3.1+0=3
g1 30+1

Ck

1
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p, 33+1 10
2= "31+0 3

ps 110+3 13
BTG 13+1 4
p, 113+10 23
¢, 14+3 7
ps 323+13 82
~ ¢ 3744 25
ps 282+23 187

T4 225+7 57

Cy

Cs

Teorem 2.2.2. po=1,p.1 =0,9-1 =1,q0 = 0 igin
Pk = AgPr-1 t Pr-2 V€ Qi = QpQr—1 + qr—2
olmak tzere

Prfr—1 — Pr-1qx = (—1)F
dir. [2]

Ispat Teoremin ispat1 i¢in yine tiimevarim metodunu kullanacagiz.
k =1 i¢in
P1go — Poqr = 1.0 — 1.1 = (=%,
k = nig¢in dogru kabul edelim. Yani
Prdn-1 = Pn-1qn = (=1)"
olsun. Simdi k = n + 1 i¢in dogrulugunu inceleyelim.

Pr+1Gn = Pnln+1 = (@ni1Pp + Pr-1)dn = Pn(@ni1dn + Gn-1)
= An+1Pnqn t Pn-19n =~ An+19nPn ~ Gn-1Pn
= (=D (®nqn-1 — Pn-19n)
=(=DHEDT
— (_1)n+1

olur. Bu da ispatimizi tamamlar.

Sonug 2.2.1. Teorem 2.2.1. de tanimlanan pj, Ve q, tamsayilari aralarinda asaldir. [2]

Ispat Bu iki saymin aralarinda asal olabilmesi icin d = (py, qx) = 1 olmalidir.

Teorem 2.2.2. den

14



Prdi-1 — Pre-1qx = (—1)*
oldugunu biliyoruz.
d= pr qr) ise d | prve d | q, olmalidir. Boylece d | pyqr—1 Ve d | Pr-19k
yazilabilir. Buna gore
d | Prqr-1 — Pr-19k
elde edilir.
Buradan da d | (—=1)* bulunur. Bu ise d = 1 olmasi demektir. Yani p, ve g

aralarinda asaldir.

Teorem 2.2.3. Segilen bir rasyonel saymin her yakinsakligi, kendisine bir dnceki
yakinsakliktan daha yakindir. [1]

Aciklama: Teoremi daha iyi anlayabilmek i¢in

180 [2;3,1,1,2,4] ve 87 [3;3,1,1,3,2]
79 57

iki stirekli kesrin yakinsamalarina bakalim.

€, =2=2 c,=3=3

¢, =7 = 23333 Ca, ? =3,3333

c, =2 =225 €2y == = 3,25

¢, == = 2,2857 €2, = = = 3,2857

Cry = 7= 2,2777 2 = % =328

C1, = — = 2,2784 2 = 15;’77 = 3,2807

Tablolardan goriildiigli iizere yakinsakliklar bir bliylik bir kii¢iik olacak sekilde

ilerliyor ve son yakinsaklik normal olarak bizim kendi rasyonel sayimiza esit oluyor.

Ispat: Simdi biz bu sdylediklerimizi genellestirmeye calisalim:

_Pr_ Pr-1 _ Pr9k-1 ~ Pk-19k _ (=D

Cp, — Cppq = — —
; et qdx  qk-1 qrkqk-1 qrxqk-1
_ Pr+1 Pk _ Pr+19k — Pr9k+1 _ (—Dk*

Ck+1 — Ck = - = =
drk+1 Y9k qrk+19k qrxqk+1

q lar pozitif tamsay1 oldugundan q, qj_1Ve qxqr+1 ler tamamen pozitif olacaktir.
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Eger k ciftise (—1)* = +1,(—1D**1 = —1 ve k tek ise (—1)F = —1,(-1)** =
+1 olur.
Her iki durumda da ¢, — cx_1 Ve cx4q1 — Ci farkli isaretlere sahiptir. Ayrica herbir g
bir 6ncekinden daha biiyiiktiir. Boylece
1 < 1

Qr+19%x  9x9k-1

(—1)k+1 3 (—1)k

Arq9k+1 9k9k-1
elde edilir. Yani herbir yakinsaklik bizim ger¢ek rasyonel sayimiza bir 6ncekinden

daha yakindir.

Teorem 2.2.4. Tek yakinsakliklarin (€4, C3,---) formu bir artan say1 dizisidir ve

hepsi s dan kiiciiktiir. (Eger yakinsakliklarin sayisi olan k tek ise en son say1 g ya
esittir). Cift yakinsakliklarin formu ise azalan bir say1 dizisi olup bunlarin hepsi s dan

biiyiiktiir. (Eger yakinsakliklarin sayisi olan k ¢ift ise en son say1 Z ya esittir). Bu

durumu agagidaki sekilde ifade edebiliriz:

Pe o Pr P2

ﬂ<&<ﬁ<...<£<...<
q de d4 qz2

q1 q3 ds

En sonuncusu hari¢ olmak {izere biitiin yakinsakliklarin Z dan farkli olma durumunu

inceleyelim. Aslinda bu durum dogal olarak su sorudan kaynaklanmaktadir: s dan

farkli ka¢ tane yakinsaklik vardir? Simdi bu soruya cevap vermeye ¢alisalim. O halde

bu soruyu asagidaki gibi yeniden ifade edelim. Verilen bir Z rasyonel sayisi ile onun

i. yakisaklhig arasindaki fark ne kadardir? Ilk olarak i. terim ile siirekli kesrin geri

kalan kismi arasindaki iligkiyi ele alalim. Boylece

p 1
- = a1 + 1
q a, + I
az+ y
- 1
a;+ T
Ait1t
Qiy2t—
an
oldugundan
1
al+1 + 1
Ajyp +—
an
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ifadesi bir baslangi¢ siirekli kesridir ve bu nedenle bir rasyonel sayi1 belirtir. Bu
rasyonel sayiy1 p;;; ile gosterelim. Simdi biz orjinal siirekli kesrimizi agsagidaki gibi

ifade edebiliriz:

as+ T
L

a;+

T
a4 t——
1P

Bu siirekli kesri géz oniine alarak i + 1-inci yakisakligin s oldugunu diistinelim,

yani Sz Pirs olsun. 2 ve B arasindaki farkin bityiikliigii ile ilgileniyoruz, yani

di+1 q qi+1

S — % yi bulmaya ¢alisiyoruz. Buna gore

P _Pi_Pi1i Pi_PisPitPiia Di
q 4 G @ Gnditdion 4
_ Pi+1Piqi t Di-19i — Pi+1Piqi — Piqi-1
- qi(Pi+1P;i + qi-1)
_ Pi-19i — Piqi-1
 qi(Pi1Gi + Gi1)

elde edilir. Ayrica p;_1q; — p;qi—1 = 1 olup bdylece
P Di *1

q 4 qPubi + Q1)

bulunur. Simdi a;,; pozitif tamsay1 oldugundan p;,; > a;,; olur ve p;,; saysi da

bu a;,; sayisina siirekli kesrin geri kalan kismini ekleyerek elde edilir. Paydadaki
say1 kiiciildiikge daha biiyiik bir kesir elde edecegimizden
P_Pi_ 1

q 49 9qi(ai+19i+qi-1)

bulunur. Ayrica a;;4 q; + qi—1 = qi+1 oldugundan

; 1
P_Pi_
a 4 9qi9i+1
elde edilir. Bu esitsizlik P _Pi farkinin daima —— ile —— arasinda bulunacagini
q 4qi qiqi+1 qiqi+1

ifade eder. [2]
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2.3.  Siirekli Kesirler ve ax + by = ¢ Tipindeki Lineer Diophantine

Denklemleri

a, b ve ¢ tamsayr olmak {izere ¢Oziimleri tamsay1 olan ax + by = c tipindeki bir
denkleme lineer diophantine denklemleri veya belirsiz denklem denir. Denklemde x
ve y yerine yazildiginda denklemi saglayan tamsayilara denklemin ¢oziimii adi

verilir.

Pay kismi daha biiyiik olmak iizere % veya g seklindeki ¢oziimleri bulmak istiyoruz.

Genelligi bozmadan % alabiliriz (a > b). Simdi bu kesri bir siirekli kesre

genigletelim. Bu durumda siirekli kesir i¢inde n terim varsa

Pndn-1 — qnbPn-1 = (_1)71
a _ p_n

b qn
olur.

Buna gore
aqn-1 — bpp—1 = (="
elde edilir. Eger n ¢ift ise bu denklemin ¢éziimleri
a(qn-1) = b(Pn-1) = (=" ve p,_y ve o4
olur. Eger n tek ise denklemin her iki tarafi (—1) ile ¢arpilir. Ancak ax + by =1
denkleminin ¢ozlimlerini degil ax + by = ¢ denkleminin ¢dzlimlerini bulmak
istedigimizi belirtelim. O halde bu denklemin ¢oziimlerini elde etmek icin
agn_1 — bpp_1 = 1 denkleminin her iki tarafi c ile ¢arpilarak
a(cqn-1) —b(cpn-1) =c¢
elde edilir. Boylece ax + by = ¢ denkleminin ¢oziimleri x = cq,_1, ¥ = —CPp_1

olarak bulunur. [2]

Ornek 2.3.1. Asagida verilen denklemin tamsay1 ¢dziimlerini bulalim:

83x + 118y =3

ug_ 1
83 = 242
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Cizelge 2.1 ax+ by = ¢ Tipindeki Lineer Diophantine Denklemlerinin Siirekli

Kesirler Yardimiyla Bulunmasi

n 1 0 1 2 3 4 5 6
an 1 2 2 1 2 4
P 0 1 1 3 7 10 27 118
0 1 0 1 2 5 7 19 83

Simdin = 6 i¢in prqn-1 — qpPn-1 = (D"
formiilii kullanilarak
Peds — qePs = (—1)°
118(19) — 27(83) = (—1)°

83(—27) +118(19) = 1

bulunur. Bu denklemin her iki tarafini 3 ile ¢arparak
3.83(—27) +3.118(19) = 3.1

83(—81) +57(118) = 3

elde edilir. Buna gore 83x + 118y = 3 denkleminin ¢odziimlerinin x = —81 ve

y = 57 oldugu goriiliir.

Peki bu tipteki denklemlerin ¢6ziimleri daima bulunabilir mi? Asagidaki 6zelliklerle
birlikte a, b, c, m ve r tamsayilarini kullanarak bu sorunun ¢6ziimiinii arastiralim:

1. a ve b nin her ikisi de bir k # 1 tamsayisi ile boliinebilir. O halde a = ku, b = kv
olacak sekilde u ve v tamsayilar1 vardir.

2. k sayisi ¢ nin bir boleni degildir.

3.am+ bn = c.

(1) deki ifadeler am + bn = ¢ denkleminde yerine yazilarak
(kuym + (kv)n = c
k(um+wvn) =c

bulunur.

Bu ise k nin ¢ nin bir bdleni oldugu anlamida gelir ve bu ikinci 6zellikle gelisir.

Boylece yukaridaki {i¢ Ozellikle birlikte verilen tamsayilar bulunamaz.
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Ustelik a,b,c € Z olmak iizere am +bn=—c tipindeki biitiin denklemler bir
tamsay1 ¢oziimiine sahip degildir. Boyle bir denklem i¢in 2m + 4n = 3 6rnek olarak

verilebilir.

2m + 4n = 3 denkleminin tamsay1 ¢oziimleri nasil bulunabilir? Eger m ve n vyi
yerine yazarak denklemi saglayan tamsayi ¢oziimleri bulunursa bu durumda 3,2 ile
boliinebilirdir. Ancak bu miimkiin olmadigindan bu denklemin tamsay1 ¢oziimleri

yoktur.

am + bn = ¢ denklemini saglayan tamsayi g¢iftlerini bulmak istedigimizi kabul
edelim. Ayrica bu ¢ozlimler tek midir? Bu sorunun cevabi i¢in 83x + 118y =3
denkleminin ¢6zlimii i¢in uygulanan yontem kullanilabilir:
83x + 118y = 3 ve 83(—81) + 118(57) = 3.

Bu esitliklerin sag taraflar esit oldugundan sol taraflar1 da esittir:

83x + 118y = 83(—81) + 118(57)

83x —83(—81) = 118(57) — 118y

83(x +81) = 118(57 —y).

Simdi 83(x +81) ve 118(57 —y) ifadeleri esittir; bdylece ayni ¢arpana sahip
olmak zorundadirlar. % bir yakinsaklik ve biitiin yakinsakliklar da en son terime

yakinsadiklarindan 118 ve 83 ortak bir ¢arpana sahip degildir. Bu nedenle (57 — y)
nin bir ¢arpani 83 ve (x + 81) in bir ¢arpan1 da 118 olmalidir. O halde
x+81 = 118t ve 57—y =83t (birt € Z igin)
x = —81+118t ve y =57 —83t
esitlikleri yazabilabilir.

Eger x vey ler 83x + 118y = 3 i¢in bir ¢6ziim ise bu denklemi saglayan diger
tamsayi giftleri x ve y de t yerine herhangi bir tamsay1 alarak elde edilebilir. Ornegin
t = 2 alinirsa 83x + 118y = 3 denklemini saglayan bir diger ¢éztiimiin x = 155 ve

y = —109 oldugu goriiliir.

20



2.4.  Siirekli Kesirler ve Kongriianslar

a = b (modm) ifadesi "a sayist mod m ye gore b ye denktir" diye okunur ve "a ve
b nin bir m sayisina bdoliindiigiinde ayni kalana sahip" oldugu anlamina gelir. m
sayisina da modiil adi verilir. Ornegin 5 = 17(mod3) ifadesi dogrudur, ancak

21 = 33(mod10) ifadesi dogru degildir.

Simdi ax = b (modm) seklindeki bilinmeyen iceren kongriianslari ele alalm x i
yerine koydugumuzda ifadeyi saglayan sayilara bu kongriiansin ¢oziimleri denir.
Omegin 7x = 9(mod5) kongriiansinin bir ¢dziimii 27 sayisidir. Ayrica bu ¢dziime
mod un herhangi bir tam katini ilave ettigimizde diger ¢oziimleri de elde edebiliriz.

Yukarida denklemde 27 bir ¢6ziim oldugundan 37 de bir ¢6ziim olur.
% nin slrekli kesir ifadesinigdézoniine alarak ax = b(modm) nin ¢6ziimlerini
bulalim. En son yakinsaklik % dir. Eger n tane yakinsaklik varsa
Pndn-1~ qnPn-1 = (=1)"
formiilinde p, = a ve qn=m yazarak
adn-1 — Mpp—y = (="

mpp—q + (=D"
a

n-1 =

mpy—1 + (_1)11
a

P A T

elde edilir. Simdi mp,,_; + (—1)™ ve 1 sayilarin1 m ile bolelim.

Pn-1 0

m) mpn-1 m) 1
+ (="

Mpn-1 0

D" 1

Kalanlar (—1)™ ve 1 olur. Eger n ¢ift ise (—1)" = 1 olup ax = 1(mod m) igin q,,_4
bir ¢oziimdiir. Eger n tek ise —q,_; i gozoniine alahm. x yerine —q,,_, yazilarak

asagidaki ifade elde edilir:
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Mmpp—1 + (_1)71
a

ax = a(—qn-1) = a <— ) = m(—pp-1) + (="

Mm(—pn_1) + (—1)™ sayisin1 m ile bolersek
~Pn-1
m) m(=pp-1) + (="
m(—pn-1)
(_1)n+1

bulunur. Eger n tek ise (—1)™*! = 1 dir.

O halde yakimsakliklarin sayis1 n (% nin yakinsakliklarin sayis1) ¢ift ise
ax = 1(modm) nin bir ¢6ziimii q,_, dir. Eger n (% nin yakinsakliklarin sayisi) tek
ise ax = 1(modm) nin bir ¢6ziimi —q,_, dir. Ancak ax = b(modm) in bir
¢Oziimiine ihtiyacimiz var. Bu nedenle eger a(q,,_1) = 1(modm) ifadesi dogruysa
bu kongriiansin her iki tarafi b ile ¢arpilarak a(bq,_,;) = b(modm) elde edilir. Bu
durumda eger n ¢ift ise ax = b(modm) nin bir ¢6ziimii bq,_; dir. Eger n tek ise
ax = b(modm) nin bir ¢6zimii —bq,,_; dir. Simdi siirekli kesirleri kullanarak

ax = b(modm) nin bir ¢dziimiinii bulabiliriz.

Ornek 2.4.1. 11x = 13 (mod7 ) denkleminin bir ¢dziimiinii bulunuz.

Do+ ise 2=[1;1,1,3]
7 1+—1 7
1+§

Cizelge 2.2 Kongriianslarin Stirekli Kesirler Yardimiyla Bulunmasi

n 1 0 1 2 3 4
an 1 1 1 3
P 0 1 1 2 3 11
n 1 0 1 1 2 7

olur. n = 4 olmasi durumunda n ¢ift oldugundan q,,_; (veya q; = 2)
11x = 1(mod7)

denkeminin bir ¢oziimiidiir. Boylece
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11.2 = 1(mod7)
yazilabilir. Simdi her iki taraf 13 ile ¢arpilarak
11(2.13) = 13(mod?7)
elde edilir. Boylece 26 sayisit 11x = 13(mod7) i¢in bir ¢oziimdiir. Genel ¢oziim k

herhangi biri tamsay1 olmak tizere 26 + 7k olur.

Siirekli kesir iginde bulunan terimlerin sayist tek oldugunda ¢6ziim negatif

olacagindan, bu ¢6ziim pozitif oluncaya kadar modiiliin katlari ilave edilir. [2]
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2.5. Sirekli Kesirler ve Determinantlar

Bir siirekli kesirin n-inci yakimsakligi kendinden onceki yakinsakliklar bilmeden
bulunabilir mi? Bircok matematik¢i bunu bulabilmek i¢in siirekli kesirler tizerinde
uzun yillar ¢alisti. Bu yapilirken siirekli kesirlerle determinantlar arasinda ilging bir

iligski kesfedecegiz.

[k olarak n-inci yakmsakligmn payin1 bulma problemiyle ilgilenelim. Biz bir siirekli
kesrin pay kismint p, = a,p,_1 + pn—, sekilde yazalim ve ilk bes terimi i¢in
inceleyelim.
Pn = AnPn-1 t Pn-2
P1 = @1Po + P-q

P2 = azP1 + Po
P3 = azpz + P1
Py = A4p3 + P2
Ps = Asps + P3

simdi agagidaki sekilde bu denklemleri yeniden diizenlersek

pP-1 t+ @po — D1 = 0
Po + ap1 — DPs3 = 0
pr + aspz — P = 0
P2t ap3 —  Pa = 0
pz + aspy — ps = 0
tanimdan dolay1
p_1 = 0,po = 1 oldugunu biliyoruz. ilk esitlik de bu ifadeleri yerine yazarsak
p1 = a; Ve —p; = —a, yazabiliriz.

—P1 = —a,
azp1 - b2 = -1
P1 +  azp;  — D3 = 0
p2 + a4P3 - Pa = 0

p3 + asps — Ps = 0
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burada p; ile ps arasinda 5 lineer denklem ve 5 bilinmeyene sahibiz. Determinantlari

kullanarak bu denklemleri herhangi bir bilinmeyene gore c¢ozebiliriz. Burada

ozellikle ps 1 segelim.

1 0 0 0 0

a, -1 0 0 -1

1 as -1 0 0

0 1 a -1 0

o 0 1 a o
Ps=7 21T 0 0 0 0
az -1 0 O 0

1 a3z -1 0 0

0 1 a -1 0

0 0 1 a; -1

Bu tipteki bir determinanti hatirlamasi kolaydir ve ilk siitununa goére minoérlerini
bulmak zor degildir. Bu tipteki determinantlar continuanats veya cumulants olarak

tamimlanir. Simdi g5 i¢in bir determinant bulalim. Bunun i¢in ps i bulurken

uyguladigimiz yontemin aynisini uygulayabiliriz. [2]

dn = AnGn-1+ qn—2
q1 =190 + 4-1
dz = a2q:1 + qo
q3 = azqz + 4
G4 = A4q3 + Q3
ds = asq4 + Qs

q-1 + a0 — q1 = 0
Qo + aq1 — q = 0

42 + aq3 — q = 0
Q3 + asqu — qs = 0
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—P1 =
ap; - P2 =
P1 + asp; - P3 =
12Z) + asps - P4 =
P3 + As5Ps - Ps =
Ornek 2.5.1.
205 P 1
74T 144
3+—5
2+g
2 =1 0 0
1 1 -1 0 -1 0 -1 0
o 1 3 -1 2 3 —-1|1—-1]1 -1
_ P4 _'0o 0 1 2 1 2 0 2
4 qa 1 -1 0 1 -1 0
1 3 -1 1 3 -1
0 1 2 0 1 2

_2(7-2)-(7) _3

1.7 -2 5
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2.6.  Siirekli Kesirler Ve Kuadratik irrasyonel Sayilar

Simdi siirekli kesirler ve ikinci dereceden irrasyonel sayilar arasindaki bazi ilging
iliskileri inceleyelim. A ve 0 # C tamsay1 ve VB irrasyonel olacak sekilde B bir
pozitif tamsay1 olmak iizere
A++VB
C

biciminde sayilar vardir. Simdi de ilk olarak bir saymin tam kismini nasil

bulacagimizi diisiinelim. Bu kavram, kitabin geri kalan kismini incelerken son derece

kullanislt olacaktir. Bunu anlamak igin asagida verilen birkag drnegi inceleyelim. [2]

Tanmm 2.6.1. Bir saymin tam kismi ya kendisine esit ya da kendisinden kiigiik en

biiyilik tamsayidir.

1. 3 % nin tam kismi 3 tiir.

2. 6,75 in tam kismi 6 dir.

3. V5 in tam kismi 2 dir ¢lnki V5, 2 ile 3 arasindadir.
4. V13 — 1 in tam kismi 2 dir.

5. V17 + 5 in tam kismi 9 dur.

6. 4415 in tam kismz1 2 dir.

7. -3 i tin tam kismi1 —4 tiir.

8. %7 in tam kism1 —1 dir.

Eger ilk olarak bir irrasyonel sayminin tam kismi disiiniiliirse bir kuadratik
irrasyonel saymin tam kismi daha hizli bulunabilir. Bir saymin tam kismi olan N
genellikle [N] ile gosterilir, 6rnegin [2.07] = 2. Ancak burada bu gosterim

kullanilmayacaktir.

Daha da ilerlemeden o6nce ﬁ seklindeki bir kesrin paydasini rasyonellestirme

metodunu goézden gecirmek faydali olacaktir. Rasyonellestirme hem payr hem de
paydayr paydanin eslenigi ile carparak yapilir. Bu c¢arpimin sonucu paydasi

irrasyonel say1 igermeyen bir kesir olacaktir.
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Ornek 2.6.1. ﬁi kesrinde payday1 rasyonellestirelim.

2 234vV2)  2(3+vV2) 2(3+v2)
3-V2 3-VDB-V2)  9-4 5

Siirekli kesirler ile irrasyonel sayilar arasindaki iligkiyi ¢alismak, rasyonel ve

irrasyonel sayilar arasindaki iliskileri daha iyi anlagilmasinda yardimci olabilir. Bu
boliimde sadece kuadratik irrasyonellerle ilgilenecegiz. Ilk olarak iic-adim yontemi
adi verilen metot kullanilarak kuadratik irrasyonellerin siirekli kesirlere nasil
genisletilecegi gosterilecektir.
Simdi tig-adim yontemini v/8 sayist icin bir siirekli kesir gelistirerek gosterelim.
Bir B pozitif tamsayisi icin VB bicimindeki V8 gibi sayilara 6z kuadratik sayilar
denir.
Adim 1 : v/8 sayisimin tam kismi 2 dir.

V8 = 2++8 -2
veya

V8= 2+ (-2+8)

yazilabilir (bu adima say1y1 ayirma adi verilir).

Adim 2 : —2 + /8 sayisi 1 olarak yazilir (bu adima ¢evirme ad1 verilir).

—V2+8
Adim 3 : —241- " in paydasi rasyonellestirilir.
1 (-2-+/8) _(-2-v8) (-2-+8) 2++8
—2+V8 (=2++v8)(-2-+8) 4-8 —4 4

ol 1
Slmd1\/§=2+E

4

Bu ii¢ adim tekrarlanmaya devam edilir. Ug-adim ydnteminin {ic adim1 asagidaki

gibidir:
(1) ayrma  (2) ¢evirme  (3) rasyonellestirme.

2++/8
4

Simdi de sayisina asagida gosterildigi gibi i¢ adim1 uygulayalim:
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Adim 1 :#aynlarak
2++8 2++8 2+V8—-4 —2++8
=1+ -1)=14|————|=14+|——

4 4 4 4
elde edilir.
. —2+V8 . 1 -
Adim 2 : cevrilerek —— elde edilir.
-2+V8
Adim 3 : —zj N kesrinin paydasi rasyonellestirelerek
4 4(-2-v8) = 4(-2-+8) 4(-2-V8) 2++8
—2+V8 (-2-+8)(-2++8) 4-8 —4 1
elde edilir.
Boylece
1
V8 =2+ -
1+55
1

yazilabilir.

2+/8
1

Ug-adim yontemi say1st i¢in de agagida gosterildigi gibi yapilir:

Adim 1 : 28

sayist ayrilir.

2++/8 2++/8 2++8—4 -2 ++/8
=4+ — = —

1 1 1
—-2+8 . 1
Adim 2 : sayisi ¢evrilerek —— bulunur.
-2+v8
Adim 3 : —241- NG kesrinin paydasini rasyonellestirilerek
1 2448
-2++8 4
bulunur. O halde
1
\G§:: 2 +-______E___
1+ T
e

4
yazilabilir.

2+V8
4

Simdi kesrine tekrar lic-adim yontemini uygulamaliyiz ancak bundan 6nceki

2+/8

yaptigimiz islemlere bakarsak icin hali hazirda bu islemlerin yapildiginm
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gorliriz ve bu kisimdan sonra 1 ve 4 terimleri ortaya c¢ikacaktir. Boylece bu

terimlerin tekrarlandig: goriiliir. Yani V8 icin siirekli kesir asla sonlanmaz ve

\/§:2+—1

seklinde bir sonsuz siirekli kesir olarak ifade edilir. Simdi bu siirekli kesir i¢in

yakinsaklik tablosunu inceleyelim:

Cizelge 2.3 Siirekli Kesirler Yardini ile Kuadratik Irrasyonel Sayilarin

Yakinsakliginin Bulunmasi

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8
an 2 1 4 1 4 1 4 1
m, |0 1 2 3 14 17 82 99 478 | 577
s, |1 0 1 1 5 6 29 35 169 | 204
5.yakinsaklik 82 = 2,82758+
29
6.yakinsaklik 99 = 2,82857+
35
7.yakinsaklik @ = 2,82840+
169
8.yakinsaklik 52 = 2,82843+
204

Tablodan bakarak V8 = 2,828427 +. seklinde ifade edilebilir.

NOT:

Bir irrasyonel saymin ondalikli ifadesi ile bir irrasyonel sayimin siirekli kesir
gosterimini  karsilagtirmak oldukg¢a ilgingtir. Bir irrasyonel saymin ondalikh
ifadesinde basamaklarin asla tekrar etmedegini biliyoruz. Eger bir ondalikli sayinin
basamaklari tekrar ederse bu durumda o sayinin bir rasyonel sayiy1 temsil ettigini de

biliyoruz.
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2.6.1. Kuadratik Trrasyonelleri Genisletmek Icin U¢-Adim Yontemini

Kullanma

A ve C sifirdan farkli tamsayilar ve VB bir irrasyonel bir say1 olmak iizere genel

A+\VB
c

kullanilabilir. [2]

olarak

tipindeki kuadratik irrasyonelleri genisletmek icin de ii¢ adim yontemi

1++/35
2

Ornek 2.6.1.1.

irrasyonel sayisini siirekli kesre genigletmek icin tic-adim

yontemini kullanalim.

(1.adim) (2.adim)

1+;/£ — 34 (1+\/ﬁ_ 3) — 34 1+\/§_5—6
—3 4B 1
—5+/35
(3.adim) (1.adim)
1 1 1 1
=3 == 3 +—2(_5_ﬁ) =3 to= = 3+—2+(5+\/ﬁ_2)
—5++/35-5—/35 25-35 5 5
1 1 1 1
=3+——=34+3+——==3+ =3+
() R
—5+V35 Z5+V35(—5+V35)
1 1 1
=3+————=3+ I =3+—F
2+ —5+;/ﬁ 2+ —5+(5+;/ﬁ_5) 2+ 5+(_5+2‘/E)

2.6.2. Tekrarlayan Bir Siirekli Kesri Kuadratik Irrasyonele Déniistiirme

Bu boliimde tekrarlayan terimlere sahip bir siirekli kesri kuadratik irrasyonele

dontistiirme problemini ele alacagiz. [2]

A+VB
C

Ornek 2.6.2.1. 2 + S-I-;l stirekli kesrini bi¢imine doniistiirelim.
T——————
o

1
3+—7
5+

Yukarida verilen siirekli kesri X ile tekrarlayan kismini da Y ile gosterelim, boylece

asagidaki denklemleri elde ederiz.
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X=2+;1veY=5+1+;1 iseburadanX:2+% olur.

5+

Y igin ikinci denklem ¢oziilerek asagidakiler bulunur:

Y=5+—r=5+—1=5+—
1+;:§ +32j1 1+3y+1
=5+ % =54 X _ V¥ piradan 4Y2 + 22Y — 6 = 0 denklemi elde edilir.

4Y+1  4Y+1

3Y+1

Bu denklemi 2Y? + 11Y — 6 = 0 olarak yazariz. Ayrica bu kuadratik denklemin bir
kokii Y olur. Y nin pozitif oldugunu da belirtelim. Kuadratik denklemi kullanarak Y i
asagidaki gibi de yazabiliriz:

Y= 11+/112-4)(=3) _ 11+V145 ol

2.2 4

ur.

X=2+ % denkleminde Y yi yerine yazarak

_ 1 4 4(11-V145)
X=2+ 114+V145 2+ 11+V145 (11+v145)(1—/145)
4
—24 4(11_—3\/6145) —04 11—_\/9145 _ —7—_\9/145Oldugundan
x = 1% olur, yani
1 7 + V145
2+ I =
5+ : 9
1+ I
3+ 1
5+ T
1+3+_lT

olarak yazilir.
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3. SUREKLI KESIRLERDE CATALLANMA

Pozitif bir a reel sayisi gozoniine alindiginda « nin stirekli kesir
genislemesi @y = a olmak iizere
a; = int(a;)
1
A = —— (3.1)

ai—a;
rekiirans bagintisi ile birlikte negatif olmayan bir [a,, a4, -+ a; ---] dizisi ile ifade edilir.
Simdi (3.1) ifadesini genellestirerek siirekli kesirlerin genellestirilmesiyle alakali bir
yontem gelistirecegiz.

ay = a Ve f, = olmak iizere

ai = int(ai)
bi= int(B;)
1
Ajp1 = ——
i+1 ﬁl _ bl
Bier =5 (32)

Rekiirans bagintis1 kullanarak elde ettigimiz bu genellestirme bize {a, 8} ikilisinin
tamsay1 dizilerinin

{{ap,as, a3, ,a;, -+ },{bg, by, by, "+, by, -+ }}

seklinde bir ikilisini verir. [3]

Ornek olarak a = 2'/3 = 1,2599 ve B = 2%/3 = 1,5874 sayilar ele alindiginda (3.2)
denklemi kullanilarak agagidaki tamsay dizileri elde edilir. [4]
a=2"3=1,2599 ap=1 f=23=15874 by=1

1 1
@ = = o = 17024 a =1

_ Ao—Qo _ 0,2599 _ _
Br =t = 2 = 0,4424 b= 0

1 1
a, = B b, oaszd 2,2603 a, = 2

_ a1—aq _ 0,7024 _ _
B =S =0T 15877 b= 1

1 1
az = 5D~ oserT 1,7015 a; =1
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_ ar,—a _ 0,2603 _ _
By = T2 =022 = 04429 by =0

11
" Bz—bs  0,4429

a4 = 2,2578 a4 = 2

ﬁ _ az—as _ 0,7015
47 pi-b; 04429

=1,5838 b= 1

11
Ba—b,  0,5838

as =0,7129 as = 1

az—a 0,2578

,85 =2 2= = 0,44‘15 bS = 0

Bs—bs  0,5838
11

" Bs—bs  0,4415

ﬁ __Qas—as __ 0,7129

6 ™ Bs—bs 04415

a6 = 2,2650 a6 = 2

= 0,6147 be = 1

1 1
= = gap = 16196 a=1

a;

ﬁ _ de—QAg _ 0,2650
77 Be—bg  0,6147
1 1

= T om s 2,3196 ag = 2

=0,4311 b, =0

g

ﬁ _ ar,—ay _ 0,6196
87 B,—b, 04311

11
" Bg—bg 04372

ﬁ _ ag—ag _ 0,3196
9 7 Bg-bg 04372

fa}={11212121212121212121}
={1( 2)}
(b}={10101010101010101010-}
={(10)}

Bu dizilerin periyodu 2 dir. Bu dizilerin basitligi asagida gosterdigimiz siirekli

= 0,4311 by = 1

o = 2,2872 ag = 2

=0,7310 by = 0

kesirlerin Kklasik metotla elde edilen siirekli kesir gosterimiyle son derece tezat
icindedir: [5]

2Y3=11,3,1,5,1,1,4,1,1,8,1,14,1,10,2,1,4,12,2,3,2,1,3,4,1, 1, 2, 14, 3, 12,
1,153,1,4,534,1,1,5,1,1,121,1,2,2,4,10,3,2,2,41,1,1,1,3,7,2,2,9,4,1, 3,
7,6,1,1,2,2,93,1,1,69,4,4,5,12,1,1,5,15,1,4,1,1,1,1, 1, 89, 1, 22, 186, 6,
2,3,1,321,151,31,8,9/1,26,1,7,1,18,6,1,372,3,13,1,1,14,2,2, 2,1, 1,
4,3,2,2,1,1,9,1,6,1,38,1,2,25,1,4,2,44,1,22,2,12,11,1,1,49, 2, --- ]
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2= 11,1,1,2,2,1,3,2,3,1,3,1,30,1,4,1,2,9,6,4,1,1,2,7,2,3,2,1,6,1,1,1
25,1,7,7,1,1,1,1,266,1,3,2,1,3,60,1,5,1,8,5,6, 1, 4,20,1,4,1,1, 14, 1, 4, 4,
1,1,1,1,7,3,1,1,2,1,3,1,4,4,1,1,1,3,1,34,8,2,10,6,3,1,2,31, 1, 1, 1, 4, 3,
44,1,45,93,12,1,7,1,1,5,12,1,1,2,4,19,1,12,1,16,1,8,1, 1, ---]

{a;} ve {b;} tamsay dizileri kullanilarak a ve g sayilari tekrar elde edilebilir. (3.2) den

dolay1
a;—a; 1
ﬁi-l‘l = ﬁi_bi ai+1 - Bi_bl
1
(a; —a;) = Bir1(Bi — by) ve Bi — by = —
1+1
(@ — @) = Biyg — B;=b; +—
i i 1 l U oag

1
a; = a +.3i+1a

olmak lizere
v — a4 P
ditq
1
ﬁl’ = bi + o (33)
i+1

ifadeleri elde edilir. Buradan asagidaki gosterimi tanimlariz.

an = [anf bn; Qny1s bra; Anyz, buyo; ]

ve

Pn = [bn; Qi1 bnst; iz, bpyo; Apys, o ]

Burada (3.3) denklemini kullanarak

[Dis1; Qi2r Diy2; i, Diyzs o]

[ai, bi; i1, biy1; Qivz, Diyos ] = a; +
[@i+1,Dit1; Qigr Divo; Aiyzs Diyzs -]

1

[ai, bi; Qi1, biy1; Qivz, Diyos -] = b; +
[@i+1,Dit1; Qit2, Diva; Aigzy biyss -]

Buradan

[b1; az, by; az, bs; -+ ]

a=ay=ay+
[ai, by; ay, by; az, b; -+ ]
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b; +
[az, by; as, bs; -]
= a_0+
[by; as, bz; -+ ]
a, +
[ay, by; as, bs; -+ ]
1
b; +
1
b; +
[a4, b4; aS'bS; ]
a, +
[by; as, bs; -+ ]
as +
[a4, b4; aS'bS; ]
=apt
1
b, +
[by; as, bs; -+ ]
as +
[a'4-l b4l a51 b5) ]
a, +
1
b; +
[a4' b4-; aS'bS; ]
a, +
[b4i as, bs; ]
as +

[a'4-l b4l as, b5) ]

Verilen {a;} ve {b;} tamsay1 dizilerini ¢atallanma kuralma gore asagidaki gibi
yazabiliriz.

/bi+1 /1
a; —p ai\ ve bl_>bl\

Ai+1 Ai+q

buna gore
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q q
p< = pt+—
r

r

a sayisinin ilk tamsayr kismi agve [ sayisinin da ilk tamsay1 kismu b, olmak
uzere;
Cizelge 3.1 (a, B) Reel Say: Ikilisinin Siirekli Kesir Catallanmast
1

bl/ <
\ Ay
a,
by«
as <
a = ap Ay

1
b,
by <
a3<
aq

/

yapisi elde edilir. Bu yapinin bir Fibonacci Agag yapist oldugu agiktir.



3.1.  Periyodu 1 Olan Catalh Siirekli Kesirler

En basit catallanan siirekli kesirler periyodu 1 olan siirekli kesirlerdir. {a;} tamsay1
dizisinin tamsay1 sabiti “a” sonsuza kadar tekrar eder. Ayrica {b;} tamsay1 dizisinin
tamsay1 sabiti olan “b” de sonsuza kadar tekrar eder. « ve [ sabit dizilerin say

ciftlerini ifade etsin. Burada (3.3) esitligini kullanarak [6]

a=a+£
(24
B=b+= (3.4)
elde edilir.
1
b b+
@ 1 ba+1
b_ —_—
a=a< a =a =a+i=a+ & =a+ba;r1
a a a
a a
aa’+ba+1 g
=Toldugundan
o«® =aa’?+ba+1 (3.5)

Kiibik denklemi elde edilir. Benzer yontemle
B3 =2bp%*—(a+b*)B+ab+1 (3.6)
denklemi bulunur.
Ornek olarak bu denklemleri iki farkli kosulda inceleyelim:
)] Egera = b = 1 alirsak a Tribonacci sayisidir. Tribonacci sayisi;
to =0, t; =0, t, = 1 baslangi¢ sartlart ven > 0 olmak iizere
thtz = th + lhor + thyo

seklindedir. Bu baginti ¢ok iyi bildigimiz Fibonacci dizisinin bir genellestirmesidir.

. tn+1
a = lim
n—-oo tn
limiti o2 = aa® + ba + 1 denkleminin  bir  reel  ¢Oziimiidirr Bu da

1,83928675521416 -+ sayisina esittir. [7]

Bu say1 basit siirekli kesir gosterimi ile

[1,1,5,4,2,305,1,8,1,2,1,3,1,2,2,1, -+ ] seklinde gosterilir. Bu dizi altin oranin basit
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stirekli kesir gosterimi ile uyumlu degildir. Tribonacci sayist farkedilebilir bir diizende
ilerlememektedir. Gergekten tribonacci sayilar altin oramin bir genellestirmesidir fakat basit
stirekli kesir gosterimi bu ifadeyi saglamaz. Catallanan Stirekli Kesirler Tribonacci sayilarinin

gosteriminin altm oramin bir genellestirmesi oldugunu gostermek i¢in iyi bir yontemdir. [6]

1
1+
1
1+
[1,1; 1,1; -]
1+
[1;1,1; -]
1+
[1,1; 1,1; -]
a=1+
1
1+
[1;1,1; -]
1+
[1,1; 1,1; -]
1+
1
1+
[1,1; 1,1; -]
1+
[1;1,1; -]
1+
[1,1; 1,1; ...]

= 1,,83928675521416 ---
Bu ise a® = aa? + ba + 1 denkleminin bir ¢oziimiidiir. Tribonacci sabitinin ¢atallanmis
stirekli kesir gosterimi, altin oran sabitinin basit siirekli kesir agilimmin bir genellestirmesi

asagida verilmistir. T = 1,6180339
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a saywsinm ilk 5 yakinsakhg asagidaki gibidir.

1 1
1<
1< 1
as = 1 yP— 1
1
1
1 1
1 1
1/1

2
1<
=1 2
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—1
1
1<::Z:::::j
2
1
3/2
1<
2
1
1
<7/4
—1

3/2
1<<:Z:::::j7/4

11/7
= 1<::::::: = 24/13 = 1,846

13/7

ii) a = 1,b = 0 alirsak a sayis1 x> — x? — 1 denkleminin bir ¢dziimii olan olan

a = 1,4655712318 --- Moore sayisina esittir. [3]
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3.2. Ileri Genellestirme

Bu genellestirmeyi daha yiiksek dereceden catatallanan siirekli kesirler igin gostermek

oldukca kolaydir. m adet diziden olusan {a®, a®@, ... .a™} dizisinin

{{agl)’ a®, ., aiu)’...} {a(()z)’ a®,.., afz)}

{a(()k), agk), -, agk),---} {a(()m), agm),--- , agm),---}} tamsay1 dizilerini

k =1,2,...m— 1 olmak tizere

ag ) = mt(a(k))
® 1
iy = JSCONMCD
0 _ g0
(k+1) _
Ay = 3.7)

Rekiirans bagintisi ile elde edebiliriz. [8]
Ornek olarak a® = 2% = 1,1892, a® = 21/2 = 1,4142,

a® = 23/* = 1,6817 sayilan i¢in (3.7) uygulanirsa

1 1
agl) =B = 1’4669 (1) =1
ay’—a, 0,6817
_ 1)
(2) _ay —ag” _ 01892 (2)
0" = 5,5 = veary 0,2775 =0
2)_ ()
(3) _ay —ap” _ 04142 (3)
0" = 5 = peary = 06075 =0
) _ 1 __r _ (1)
Ay’ =~ = Gog7s = L6460 =1
_ (1)
- 0,4669
agz) == = 0,7685 (2) =0
a;’—aj 0,6075
2)_ ()
3) _ay —ay” _ 02775 (3)
G = 0 = ve0rs 0,4567 =0
1 1
“gl) - ® =2,1896 (1) =72
ay”’ —a, 0,4567
v_ @
(2) _ay '—a,” 06460 (2)
@ = I, = pasey = L4154 =1
@)__ (@)
3) _a, " —a, " _ 07685 (3)
@ = I, = pasey = 16838 =1
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af(Ll) (3)1 @ = L= 1,4624 (1) —9

—as 0,6838
(1) (1)
@ _ a;’ 01896 (2)
@y (3) “o® 06838 0,2772 -0
(2) (2)
0,4154
ais) (3) @ = oesss 0,6074 (3) —0
a3 —as )
1 1
agl) ="®_ 0 "~ oe07a 1,6463 (1) -1
a;’—a, ,
w_ @
(2) _ a5 —a;’ _ 04624 (2)
U5 =G = geors — 0/ 612 —0
4 4 ’
@) __ @
(3) _a; —ag’ _ 02772 _ (3)
A" = "G, o604 0,4563 —0
4 4 ’
ovw_ 1 1 (1)
U = O = ases — 191 =2
v_ @
(2) _as —as’ _ 06463 _ (2)
A" = 0,0 = gases ~ 163 =1
2)_ ()
(3) _ a5 —as’ _ 07612 _ (3)
6 = (D . = ames — 10682 -1
ag’—ag ,
1 1
a§1) = B = 5eeas 1,4965 (1) -1
ag’—ag ,
_ )
Qg '—a 0,1915
a§2) = ?3) ?3) = oeesz 0,2865 (2) -0
ag’—ag ,
@)_ @
-a 0,4163
a§3) = ?3) ?3) = Seems = 0,6230 (3) -0
ag’—a ,
1 1
“él) =3 o - =1,6051 (1) —1
a;’—a; 0,6230
(1_ (1)
2 a; " —a 0,4965
aé ) = Z3) Z3) = oe230 0,7969 (2) -0
a;’—a ,
2)__(2)
a;’—a 0,2865
af(f) =G &= = 0,4598 (3) -0
a;’-a; 0,6230
Buradan

{al_(l)} = {1,1,2,1,1,2,1,1,2,1,1,2, } — {1 (1 2)}
(e} = (1,0,0,1,0,0,1,0,0,1,0,0 )= {(1 00))

{ai(3)} = {1,0;0, 1,0,0, 1,0,0, 1,0 O”...} — {(1 00)}
elde edilir.

Ayrica at© sayist m adet tamsayi dizisiyle birlikte k = 1,2,---,m — 1 olmak tizere
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k+1
W00 = 400 L @

CTh T
m _ ) , 1 9
m m
ai = al- + ag_l)
i+1
Rekiirans bagintist ile elde edilir.
Simdi birim dizileri seerek bir a® say1sim1 bulalim. Yani
{a®W}={11111111-}
{a®}={11111111 -}
{a®}={11111111 -}
olsun. Burada
@ @)

D =g 4% @) = g@ 4% @ =g® 4L
a =a + e a =a + ey a =a + 2
Burada a® denklemine énce a® daha sonrada a® denklemlerini yazarsak;

3) 2,1, ,3)

(1) — 1 O(_ _ 1 (1) _ 1 (1) _ 1 a‘’ar’+a

) =a® + -5 =aW) + —= = q® + —a—=al + iy

_ a®@®)24a@a® 1@ a(l)(a(l))z+a(2)a(1)+a(3)+ﬁ a®(@D)3 4@ (@D)24a® D41
B (a)? B ()2 B ()3

= (@D)* = g (@M)3 4 ¢@ (@D)24¢®q® 4 1

a® =1 a®=1 ve a® = 1 sectigimizden
(@@)* = (@®)3 + (@®)2 + a® +1
elde ederiz buda bize

4

x* =x3 +x? + x + 1 denkleminin bir ¢dziimii olan Tetranacci sayisini verir.
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3.3. Catallanan Siirekli Kesir Teorisinin Formal Gelisimi

Tamm 3.3.1. Pozitif a, f reel sayilarinin {a, §} sirali ikilisini gozoniine alalim (3.2)
denklemindeki ¢atallanmus siirekli kesir algoritmasi tarafindan elde edilen {a, B} sirali
ikilisinin {{ao, a,,a,, - ,a;, -}, {bg, by, by, -+, by, -+ }} tamsay1 dizisi {a,} nin
catallanmus siirekli kesir genislemesi olarak adlandirilir. Bu algoritma i = n durumunu
tanimlamaz. Eger i = n olursa {a, 8} ikilisinin catallanmis siirekli kesir genislemesi
sonludur diyebiliriz. Bu da bize a; ve b; ler birer tamsay1 a,, reel say1 olmak tizere

{{ag, ay,az, -, ay,++, an_y, @n}, {bo, by, by, -, by, -+, by }} sonlu dizisini verir. [6]

Lemma 3.3.1. Eger {{ao, as,ay, -, a; 3}, {bg, by, by, -+, by, -+ 3} dizisi {a, B} sirah
ikilisinin catallanmus siirekli kesir genislemesi ise heri > 1i¢in 1 < a; = b; Ve eger

n = ligina, = b, ise buradan b, ., # 0 olur. [6]

Ispat @y, = a ve B, = B olmak iizere

ai = int(a;)

bi= int(B) 3.9)
1

Fiv1 = Bi—b;

Biv1 = ;i:gi)
i>1ligina; >1 (3.10)
olur burada i yerine i — 1 yazarsak,
heri > 1i¢in a; = int(a;) = 1 (3.11)
elde ederiz.

1

Hatta her i > 1 icin % =

T aa >1 (3.12)
oldugundan i > 1 i¢in a; = f3; yazabiliriz. (3.13)
Bundan dolay1 her i > 1 i¢in
int(a;) = int(B;) yania; = b; elde edilir. (3.14)
n > 1i¢in eger a, = b, ise (3.4) denkleminden dolay1

an—an _ an—an

Prr=5 = ——>1

Bn—bn Bn—an

ve (3.8) denkleminden dolay1

45



a, > By olur.

bu ifadenin her iki tarafindan a,, ¢ikarirsak
(an - an) > (ﬁn - bn)

elde ederiz ayrica a,, = b,, oldugundan
anp—an

2 by > 1 Yazilabilir. Boylece

Bn+1 > 1olur.

Buradan b, ,; = int(f,+1) oldugundan b,,,; # 0 oldugunu soyleriz.

Lemma 3.3.2. Eger ave [ pozitif rasyonel sayilar ise {a,f} swrali ikilisinin

catallanmus siirekli kesir genislemesi sonludur. [6]

Ispat. « ve B pozitif rasyonel sayilar oldugu icin her i icin a;, B; sayilarida

rasyoneldir. Bundan dolay1
@ ==t ve B == (3.15)

olacak sekilde u;, v;, w; tamsayilar bulabiliriz. Hatta i > 1, i¢cin 1 < a; = f3; oldugunu
biliyoruz bundan dolay1
Vi

1<>

wi wi
yazabiliriz. Buradan
heri > 1
w; <u; > v (3.16)

buradan, (3.4) denkleminden faydalanarak

Ui+1 __ 1 1 wi
— =041 = =y = (3.17)
Witq Bi—b; ——bi  vimbiw;

L

%,
Vit1 _ Big = Q= _ wi ' Wi aiwi
Wit1 1T g %—bi vi—biw;

i
yazabiliriz ve
Uip1 = Wi, Vigg = Uy — QW5 Wipq = U — byw; (3.18)

olacak sekilde u;,;, v;41 Ve wj,, sayilan elde edilir. Burada u; = w;,, oldugunu
gorebiliriz. O halde buradan biitiin i ler i¢in w; ;1 < w; oldugu agiktir. Bundan dolay1
w; dogal sayilarin azalan bir dizisidir ve w,,,; = 0 olur. Ayrica burada

Wn1 = U — bywp Ve Wyyq =0

oldugundan
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olacak sekilde b, tamsayisi elde edilir. Bu da bize catallanmis siirekli kesir

algoritmasinin sonlu oldugunu gosterir.

Tamm 3.3.2. [{ag, 4y, ... An, Apy1} (Do, by, - by, Brs1}] ile gosterilen ve

[{aro}, {Bo}] = (a0, Bo) (3.19)

sonlanma kosulu ile birlikte
[{QO' aq, ... Ay, (ln+1}, {bO' bli e bni ﬁ‘n+1}]

= {ao a1, - any an + 2222 {bo, by, o by, by + —]] (3.20)

n+1 An+1

yineleme bagintisiyla elde edilen a; ve b; negatif olmayan tamsayilar, a,,1 Ve fni1
reel sayilar olmak tizere [{ag, ay, ... An, Ans1}, {bo, b1, - by, Bry1}] siralt ikili dizisinin

Fibonacci agag toplami (@, B) = (a, By) olarak tanimlanir. [6]

Lemma 3.3.3. Eger

[{aO' aig, ... anJ 0(n+1}, {b0: bl' bnl ﬁn+1}]
= [{am ai, ... Ay, a£+1}: {b0: by, ..., by, ﬁr’z+1}]
ise buradan
Any1 = Ant1Ve Prsr = Pnia

dir. [6]

Ispat. Bu Lemmanin ispatim tiimevarim metodu ile yapalim.
Ilk olarak n = 0 igin dogrulugunu kontrol edelim

[{ao, a1}, {bo, B1}] = [{ao, a1}, {bo, B1}] swralt ikilileri

B1 B1

ay + Ol_1 = Qg + 01_1 (321)

bo + ai = b, + ail (3.22)

olarak ifade ederiz. Burada (3.22) denkleminden a; = a; oldugu ag¢ik olarak goriiliir.
(3.22) denklemini goz 6nitinde bulundurarak (3.21) denkleminden de g; = B, oldugu
acikca gortiliir.

hern = 0,1,---,k — 1 tamsayilar1 i¢in

[{ao, @y, ax—1, @}, {bo, by, by—1, Bic}]
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= [{ao, ay, - ag—1, i}, {bo, by, -+, b1, Bic}]
denkleminin dogru oldugunu kabul edelim. Buradan
ap = ay Ve B = Py
oldugunu goriiriiz. Simdin = k igin Lemmanin dogru olup olmadigini inceleyelim.
Eger
[{ao, a1, ak, g1}, {bo, by, -~ by, Bre411]

= [{QO' aq, - Ak, allc+1}i {bOi blﬂ""bk'ﬁllc+1}]

ise
B 1
[{ao, al, "',ak_l, ak + ﬁ},{bo, bl! "',bk_l, bk + ak+1}]
Bi 1
= [{ao,al, o, Ap—q, Ak + ﬁ}'{b@bll”.'bk—lﬂbk + K}] (323)

esitligini elde ederiz. (3.18) denkleminden faydalanarak

ay + 21 = g, 4 Biens (3.24)
Ak+1 Apt+1
ve
by + —— = by + — (3.25)
k Ak+1 k Uess .

esitliklerinin var oldugunu gorebiliriz. Simdi (3.25) denkleminden a;,; = a1 Ve
buna bagl olarak (3.24) denkleminden By, = Bi+1 oldugunu sdyleriz.
Sonug olarak bu Lemma n = 0,n = 0,1,---,k—1,n = k degerleri i¢in dogru

oldugundan tiimevarim ilkesi geregi her n i¢in dogru oldugu ispatlanmis olur.

Tamm 3.3.3. Negatif olmayan tamsay1 dizilerinin
{{ao, ai, Ay, -+, a;, - 3, {bg, b1, by, +++, by, -+ }} sirali ikilisinin n — terimli Fibonacci
agac toplami

a®™B™ = [{ag,as,az -+, an_1, an, 3, {bo, b1, by, -+, b1, by, -+ }] (3.26)
seklinde tanimlanur.

Eger lim,_e(a™,B™) = (a,B) ise @ nin tamsay1 dizilerinin sirali ikilisine (a, )

nin Fibonacci agag toplami denir. [6]

Ornek 331.a® = a2 + a2 +1ve =2 +% denklemleri ele alinirsa a = 1 ve

b = 2 oldugu agiktir. Bu degerleri « = a + gve B=>b +i

denkleminden faydalanarak yazarsak
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a=1+£=1+

({1,1,1,- },{2,2,2,---}) tamsayt dizilerinin sirali ikilisi (@, ) sirali ikilisinin
Fibonacci agag¢ gosterimidir. Bununla birlikte (a, 8) ikilisinin gatallanmus siirekli kesir
genislemesini  bulabilmek i¢in a3 = a? + a? + 1 denkleminin kdoklerinden
faydalanabiliriz. Buradan a = ay = 2,15 ve § = 8, = 2,47 elde edilir. Burada

ai= int(q)

bi = int(B;)
1

Aiy1 = Bi—b;
Biv1 = Zi:gz
denkleminden faydalanarak
0(=(l0=2,15 Ay = 2 ﬁ=ﬁ0=2,4‘7 b0=2
1 1
O == = 2,1276 a, =2
_ @-ag _ 015 _ -
B = B b0 047 0,3191 by =0
1 1
X2 = = o310t = 3,1338 a, =3
_ a;—aq _ 0,1276 _ _
B = Bib; — 03191 =0,3998 b, =0
1 1
az = 5D~ 03998 2,5012 as; =2
_ ax—az 0,1318 _ _
B3 = 3.b, — 0.39% =0,3296 b; =0
(a,B) ikilisinin catallanmis stirekli kesir genislemesinin

({2,2,3,2,3,2,3,2,-- },{2,0,0,0,---}) tamsayr dizilerinin swrali ikilisi oldugu

goriiliir.

Tamim 3.3.4. a ve f pozitif reel sayilar olmak tizere

({ag, a4, a5, ++,a;, - },{bg, b1, by, -++, b;,-++ }) negatif olmayan tamsayr dizilerinin
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sirali ikilisi (e, B) nin 6z catallanmus siirekli kesir gosterimi olarak tanimlanir. Eger
her n i¢in a,, ve B,, pozitif reel sayilar1 varsahern > 1i¢in 1 < a,, > f3,, Ve

(CZ, ,B) = [{aOJ a;, az, *,dp—1, an}l {bo; bl! bZl Y bn—lﬂ :Bn}] (327)
olur. [6]

Tanmm 3.3.5. a ve S pozitif reel sayilar olmak iizere

({ag, a4, a5, ,a;, - },{bg, b1, by, *++, b;, -+ }) negatif olmayan tamsayi dizilerinin
siralt ikilisi (@, f)nin uygun catallanmis siirekli kesir gosterimi olarak tanimlanir. Eger
her n i¢in «,, ve B, pozitif reel sayilar1 varsa her n > 1 igin int(a,) = a,, int(B,) =
b, ve

(o, B) = [{ao, ar, az, -+, an_1, an}, {bo, by, by, -+, by_1, B}l (3.28)

Lemma 3.3.4. ({ag, ay,ay, -+, a;,+++ },{bg, by, by, -+, b, -++ }) negatif olmayan tamsay1
dizi ikilisinin (a, B) bir 6z catallanmis siirekli kesir gosterimi olmasi gerek ve yeter
sart ({ao, aq, az,"‘,ai,"'},{bo, bll bz,"‘,bi,"'}) dIZISII’lII’I (a,ﬁ) nmn uygun

catallanmis stirekli kesir gosterimi olmasidir [6]

Ispat (a,f) nm bir 6z catallannms  siirekli  kesir  gdsteriminin
({ag, aq,ay, -+, a;, -+ },{bg, by, by, -+, b;, -+ }) oldugunu kabul edelim. O halde her n
i¢cin

(o, B) = [{ag, ar, az, -+, an_1, an}, {bo, by, by, -+, by_1, B}l (3:29)
ve n > 1i¢in 1 < a, > f,olacak sekilde a,, ve 5, pozitifreel sayilari vardir.

Simdi

[{ao, a1, a3, an, any13,{bo, b1, by, by, Bry1}]

= [{ap, a1, a3+, an_1, @n}, {bo, by, bz, -+, b1, B}l (3.30)
oldugunu gostermeliyiz. Bunun igin (3.30) denklemine ilk olarak (3.20) denklemini daha
sonra Lemma 3.3.3. ii uygularsak

a0 @ @z, an_s, an + 222} {bo, by, by, oo by, by + =}

An41 n+1
= [{aOI a,,ay, ", p—1, an}' {bO' bli bZ' Yy bn—lﬂ ﬁn}]
B 1
a, = a, + ﬁ , Pn=Db,+ p— (3.31)

elde edilir. Buradan her n i¢in
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! <1

0<bri g ve 0<

In+1 An+1

Bulunur (3.31) denkleminden dolay1

a, = int(a,) ve b, = int(f,) olur. Boylece verilen negatif olamayan tamsay1 dizi
cifti (a, B) nin bir uygun catallanmus siirekli kesir gosterimidir.

Tersine verilen negatif olmayan tamsayi ¢ifti (a, ) nin uygun catallanmis siirekli kesir
gosterimi olsun. O halde (3.29) ve (3.31) denklemlerini saglayan a,, ve f[3,, sayilari
vardir. Ayrica a,, = int(a,,) Ve b, = int(f,). Buradan (3.31) denkleminden dolay1
her n > 1 i¢in 1 < a,, > B, bulunur. Dolayisiyla verilen negatif olmayan tamsayi

dizisi (a, ) nin 6z gatallanmus siirekli kesir gosterimidir.

Lemma 3.3.5. (@, ) nin gatallanmis siirekli kesir genislemesi (a, ) nin yalnizca

uygun bir gosterimidir. [6]

Ispat (a, §) nin gatallanmus siirekli kesir genislemesi
a = a, Bo=p

a; = int(al-) bi = lnt(ﬁl) (332)

1 ai—a;
a. T e— . o
i+1 ﬁi_bi 1 Bl+1 ﬁi_bi

algoritmasi ile a;, B; tarafindan verilir.

(Of, :B) = [{aO' a;,az, ", An—1, an}' {bO' blﬂ bZ' ] bn—lﬂ ﬁn}] (333)
ve fB,—b, <1lvea, — a, <1 oldugundan

1 n
Ant+1 = Br—bn >1 Buss an —an <1 (3.34)

n+1

elde edilir.

Boylece her n > 1 igin 1 < a, > f, olur . Bundan dolay1 (a,f) nin ¢atallanmis
stirekli kesir genislemesi (@, 8) nin uygun bir ¢atallanmus stirekli kesir gosterimidir.
(a, B) nin uygun bir catallanmis stirekli kesir gosterimi
{{ap, af, -+, aj, - H{b§, by, -+, b, -+ }} olsun. O halde her n sayisi icin a;, ve B, reel
sayilar1 vardir. Buradan

(a, B) = [{ag, ay, -, a1, an}{bo, by, -+, by_y, B}l (3.35)
ve her n > 1 i¢in 1 < a, > f, oldugunu sdyleyebiliriz. Ayrica (3.26) denklemini

kullanarak

1

= ap+ 5 g = byt (3.36)

!
n+1 Int1
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ifadesini elde ederiz.

Ayrica burada Lemma 3.3.3. den faydalanarak
ap=ap=ag+—, Bo=Po=bho + — (3.37)

oldugunu st')ylenz. Bundan dolay1

a0+ﬁ—a0+ﬁ,bo+i=b(’,+i, (3.38)

44} a, aq ay
olur.
Ciinkii (3.38) denkleminin ikinci kisminda by, by birer tamsay1 ve ay > 1, a; > 1

/31

1

B1

buradan b, = by ve a; = a; olur. Aym sekilde a, a; tamsayilar ve = < lve=<1

oldugundan a, = ay ve B, = B; oldugunu soyleriz. a, = a, ve bn = b,, oldugu da

tlimevarim metoduyla kolaylikla gosterilebilir.

Lemma 3.3.6. Eger ({ay, a,az, -, a;, -}, {bo, b1, by, -+, by, -+ }) negatif olmayan
tamsayis1 dizisinin siral ikilisi («, ) nin 6z ¢atallanmus siirekli kesir gosterimi ise
buradan

MH1<a,=b,

(i)n =1 icin a, = b, ise b1 # 0 olur

Ispat Her n i¢in a,, Ve B, pozitif reel sayilar1 vardir. buradan
(o, B) = [{ag, ar, az, -+, an_1, an}, {bg, by, by, -+, by_y, B3} (3:39)
ven>1lisel < a, > f3, yazabiliriz.
(i) Lemma 3.3.4. i kullanarak,
a, = int(a,) =1
ve
= int(a,) = int(B,) = b,
(if) Herhangi bir n > 1 i¢in a,, = b, Ve b, 41 = 0 oldugunu kabul edelim. Buradan

.Bn+1 =b
ve
b
a, = an+ﬁn+1 < Dnis =B,

In+1 An+1

bu hipotezimizle gelisir. Dolayisiyla b, 1 # 0 olur.
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Lemma3.3.7.0 <m <n < wolmakiizere 4 y43, = 0,4 42, =0, Appin=1
baslangi¢ kosullar ile birlikte verilen

Amn = AmAmiin T bms1lmezn + Amizn

ve

Bnn = bmAmiin + Amizn

A n Ve By, , rekiirans bagintilart

A B L
{am, ams1s oo A} by D1y oov o » by 3] = (——,—"=) denklemini saglar.
Am+1in Am+1n

Ispatm = n igin Lemmanin dogrulugunu kontrol edelim.

[{an}, {bn}] = (an by)
_ ( Ann_ Bnn )
N Antin’ Ansin

_ (amAm+1,n+bm+1Am+2,n+ Am+3n bmAm+1,n+Am+2,n>

)

An+in An+1n

Burada rekiirans bagintisindan faydalanarak bu ifadenin (a,, b,, ) ikilisine esit oldugu
goriillir dolayistyla m = n i¢in Lemma saglanir.

Simdim = n — 1 i¢in Lemmanin dogrulugunu kontrol edelim.

[{an—b an}' {bn—lf by H= (an_1 + Z—’:l, b,_1+ i)

_ (an_lan+bn bn_1+1) _ (an_lan+bn bn_1+1)
an " oan an " oan '

Burada rekiirans bagintisin1 kullanarak

)

(an—lAn,n + bn An+1,n + An+2,n bn—lAn,n + An+1,n)

Ann Ann

yazabiliriz. Buradan

(An—l,n Bn—l,n) (340)

Ann ' Ann
elde edilir, yani Lemmam = n — 1 i¢inde saglanur.

Lemmanin herm = n—1,n — 2,---,n — k sayilari i¢in dogru oldugunu kabul edelim.

Buradan

An—k,n = an—kAn—k+1,n + bn—k+1An—k+2,n + An—k+3,n (3'41)
ve

Bn—k,n = bn—kAn—k+1,n + An—k+2,n (3-42)
olmak lizere
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Bn—kn
[{an—kJ Ap—k+1,"""> an}' {bn—k' bn—k+1ﬁ Y bn }] = ( Aneken ’ L ) (343)

An-k+1,n An-k+ in

elde edilir. Bundan dolay1

[{an—k—li Ap—kr ") an}l {bn—k—ll bn—k' Y bn }]
— An_kn Bn—k,n
- [{an—k—lr }; {bn—k—ll
An_k+1,n An_k+1,n

n—-kn
_ An—k+1n 1
- [an—k—1+J A )b‘n—k—l + Apn—kn ]

n—-kn

An_ k4+1n An_k+1,n

Bn k,n b An—k+1,n)

)

( n-kn An_kn

An—k—1An_kntPn-k An—k+1ntAn—k+2n Pn-k-14n—kn+tain— k+1n>

An_ kn An-k,n
— (An—k—l,n Bn—k—l,n) (3 44)
An_k,n ’ An_k,n .
Burada
An—k—l,n = an—k—lAn_k,n + bk An—k+1,n + An—k+2,n (3.45)
ve
Bn—k—l,n = bn—k—lAn—k,n + An—k+1,n (3.46)

elde edilir. Sonug olarak Lemma m = n — k — 1 i¢in de saglanmis olur. Bundan
dolay1 tlimevarim ilkesi geregi n den kiiciik yada esit tim negatif olmayan m degerleri

icin Lemma saglanmuis olur.

Lemma338. 4, = anAmn-1 + bpApmn-—2 + Apn-3

Ispat Lemma 3.3.7. ve Lemma 3.3.7 de verilen baslangg sartlarina gore
n = migin
Amm = @mAm+im + bnr1Amezm + Amzm
= amAmm-1t bnAmm-—2 + Am_sm =a, (3.47)
elde edilir. Yani n = m i¢in Lemma saglanir.
Simdin = m + 1 i¢in kontrol edelim.
Amm+1 = OmAmiimer T bms1Amizmer T Amazmet
= Ay Ame1 + Dmsa

= Ami1Am + bmaq

= am+1Am,m + bm+1Am,m—1 + Am,m—z (3-48)
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oldugundan, Lemman = m + 1 igin de saglanir. Benzer sekilde n = m + 2 kontrol
edelim
Amm+z = AnAmiimz + bmv14mizmez T Amezme

= am (Am+1@me2 T Dms2) + bnp1Gmez +1

= Ami2(@mAme1 + bps1) + bpyoam + 1

= Ami28mm+1 T bms2Amm + Amm-1 (3.49)
Lemmann n = m,m +1,m +2,--- ,m + k icin dogru oldugunu kabul edelim.
Yani,
Amm+k = AmikAmmik-1 T PmskAmmik-2 T Amm+k-3 (3.50)
olsun. Lemma 3.3.7.yi kullanarak,

Ammak+1 = OmAmiimek+1 T Pme1Amezmairr T Amazmek+1

yazabiliriz. Buradan (3.45) esitligini kullanarak
Ammik+1 = An(@mik+1Amermik + Dmsk+1Amermik-1 T Ama1,mek—2)
+bmi1(Amsk+18mazmek T Pmik+1Amezmik-1 + Amszmak-2)

+(@m+k+1Am+zmek T Pmsk+18Amezmek—1 T Amezmk—2)

Burada a4 x4+1 V€ by k41 terimleri ifadeden gekilerek parantez iglerini degistirip
am+k+1(amAm+1,m+k + bm+1Am+2,m+k + Am+3,m+k)

+ bm+k+1(am Am+1,m+k—1 + bm+1Am+2,m+k—1 + Am+3,m+k—1)

+ (amAm+1,m+k—2 + bm+1Am+2,m+k—2 + Am+3,m+k—2)

= Amikr1Ammrr T Dk 1Ammek-1 + Ammek—2 (3.51)
elde ederiz. Sonug olarak Lemma n = m + k + 1 i¢in saglanir. Tiimevarim ilkesi

geregi m den biiyiik ya da m ye esit tiim n degerleri igin saglanir
Lemma3.3.9. By, = apBpn—1+ byBmn-2 + Bn-s

Ispat Lemma 7 ve 8 i kullanarak
Bun = bmAmiin + Amizn = bm(anAmiin-1 + bpAmiin-z + Amsin-3)
+(anAm+2,n—1 + bpAmizn-2 + Am+2,n—3)
= an(bmAm+1,n—1 + Am+2,n—1) + bn(bmAm+1,n—2 + Am+2,n—2)

+(bmAm+1,n—3 + Am+2,n—3)
= aan,n—l + mem,n—Z + Bm,n—3 (3-52)
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Lemma 3.3.10. A; = Ay, B; = By, ve C; = A;; olmak iizere

olur.

A An_4
det | g
Cn Cn1

Bn_1

An_>
Bn_»
Cn2

Ispat n > 2, Lemma 3.3.8. ve 3.3.9. kullanilarak

Ay
det |B,
Cn

An_1 Ap—
Bp1
Ch-1 Cnz

=1

anAn_1 + byAn_5 + Ap_3
Bn_z - det aan_l + anTI.—Z + BTI.—3
anCpq +bpChy + Cy3

yazilir. Burada matrislerde elementer satir ve siitiin islemleri kullanarak ikinci siitunu

—a,, ile ve tiglincii siitunu —b,, ile ¢arparak birinci satira eklersek

= det

elde edilir.

= det

= det

= det

elde edilir.

An—3 An—l An—z
Bn—3 Bn—l Bn—z
Cn—3 Cn—l Cn—z

aoAl’z + blAZ,Z + 1
gy, + Az,

Ayn1 elementer satir ve siitun iglemlerini tekrar yaparak

An—l An—z An—3
= det |Bp-1  Bn-2 Bns ,
Cn—l Cn—z Cn—3
AO,Z AO,l AO,O
det BO,Z BO,l B0,0
Al,Z A1,1 AI,O
aO Al,l + bl ao
boAi, +1 by (Lemma 3.3.7.den)
Ajq 1
0 0 0
0 = det Agyz 1 0(=1 (353)
1 Ay A 1

Sonu¢ 3.3.1. 4,, B,, C,, bir ortak carpana sahip degildir. Eger bir ortak ¢arpana sahip

olsaydi determinant degerini 1 bulamazdik.
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Sonug 3.3.2.
(a® — g@=D)(pO-1 _ =2} _ (gD _ g(n=2)) () _ p-D) = __L___ (354

Cn—2Cn—1Cn

Ispat Lemma 3.3.7. ve Lemma 3.3.9.kullanilarak

Ay Ap_q An, Aon Aon-1 Aon—2
det |B, Bpn_1Bn_2| = |Bon Bopn-1 Bon-3
Cn Cn—l Cn—Z Al,n Al,n—l Al,n—z

AgA1q + b1Azn + A3y AgAin-1+biAzn_ 1 +Asn 1 QoAin-2 +biAzn o+ Aspn s
biA1n + Azn boA1pn-1+ Azn-1 boAyp—2 + Az 2

Al,n Al,n—l Al,n—z

Burada matrislerde elementer satir ve siitiin iglemleri uygulayarak iigiincii satir

elemanlar1 —b,, ile ¢arpilarak ikinci satira eklenirse

AgA1n + b1Ayn +Asn  gAin-1 +b1Aspn 1 +Asn1 QoA+ b1Azp o+ Aspn s
AZ,n Az,n—l Az,n—z

Al,n Al,n—l Al,n—z

elde edilir. Ayrica tglincii satir —a, Ve ikinci satirda —b, ile carpilarak birinci satira

eklenirse

A3,n A3,n—1 A3,n—2
AZ,n Az,n—l Az,n—z
Al,n Al,n—l Al,n—z

elde edilir . Burada Tanim 3.3.3. de verdigimiz limit ifadesinden faydalanarak birinci
sttunu

C, = Ay, iKinci stitunu C,,_; = Ay ,,—1 ve iiglinci siitunu C,,_, = A;,,_, ye bolerek
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Asn Azn-1 Asn-z a® gD G(n-2)
Ain Ain_1 Ain_2
AZ,Tl AZ,Tl—l A2,n—2 — C C C (n) (n—-1) (n-2)| — 1 355
—= —— —— | = (ulp1Ch |B B B =1 (359)
Ain Ain_1 Ain_2
Ain Ain-1 Ain-—2 1 1 1
Ain Ain_1 Ain_2
Buradan denklemin sag tarafinin determinanti alinirsa
- _ _ _ - _ 1
aM(pr=D - pID) 4 gD (D) - p) 4 qD(M — prD) = L (356)
esitligi elde edilir.
Lemma 3.3.1L Eger her i =1 icin 1<a;=b; ise

({ag, aq,ay, -+, a;, -+ },{bg, by, by, -+, b;,-++}) tamsayr dizisinin sirali ikilisi a ve

p reel sayilar olmak tizere (a, B) ikilisinin Fibonacci Agag gosterimidir. [6]

Ispat. Tanim 3.3.3., Lemma 3.3.7., Lemma 3.3.8., Lemma 3.3.9. ve Lemma 3.3.1.deki

notasyonlardan faydalanarak

lim ¢ = lim 2 (3.57)
n—->oo n—-oo Ln
lim g™ = lim 22 (3.58)
n—oo n—oo Cp
oldugunu gostermek zorundayiz. Burada
Ap = aply 1+ bpdn 2+ Ay 3
Bn = aan—l + ann—Z + Bn—3 (359)
Cn = anChq + by Gy + Gz
dir. (3.59) esitliginden
G _ Ancz | Ans) _ Cnz | Cns
Ap—1 Cp-1 (an + bn An-1 + An—1) an + bn Cn-1 + Cn-1
_ An—2  Cn—2 Apn-3 _ Cn-3
= bn (An—l Cn—l) + (An—l Cn—1)
_ Cn-1  An-1) (An—2) (Cn—2 Cn-1  An-1)\ (An=3)\ (Cn-3
= bn (cn_z An_z) (An_l) (cn_l) + (cn_3 An_g) (An_l) (cn_l) (3.60)
elde ederiz. Yine (3.59), esitligini kullanarak,
An  Cn Ap-1 Cp— An-3  Cn-3
An—z Cn—z an'(An—z Cn—z) +-(An—2 Cn—z) (3.61)

elde ederiz.(61) esitliginde n = n — 1 alarak (3.60) esitligine uygularsak,

Any  Cn

Cn—1

An—2

Cn—2

An-2  Cp-1

b (

Cn-2

_ An—l) (
An-2

An-1

)(

Cn-1

An-2

Cnos _ Ans

An-3

Cn-3

)+ [an-s (222~
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Cn-3  An-3
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An-1

)(
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_ Ch-1  An—1)\ (An-2)\ (Cn-2 Cn-2 An—2)\ (An-3)\ (Cn-3
- bn - + an_ 1 —_
Cn-2 An—2/ \An_1/ \Cn— Cn-3 An-3/ \Ap_1/ \Cp—1

= -2) () (@) (362)
Buradan

G- ) = ba (222 - 22) (22) # ames (22 - 222) (322) (22)
- =) (=) (2 (363)

(3.63) denkleminde A,,_; yerine C,, yazarak

An  Ap-1) _ b An—2  An-1\ (Cn—2 + An-3  An—2)\ (Cn-2) (Cn-3
T 7 )= bn An-1
Ch Cp— Ch-2  Cp-1 Cn Ch-z3  Cn— Cn Cn-1

+ (An—s _ An—4) (Cn—s) (Cn—4) (364)
Cn-3 Cn-s Cn Cn-1
elde edilir. Simdi eger
b, = 0ise
b Cr _ bnCp_ —0
" Cn anCn—l + ann—Z + Cn—3
olur.
b, # 0ise
C,_ 1 1C,_
bn n-2 ::a . +1 L ~n 3
C, nlina b, C,_,
byp Cn—z
ot s Jve 28 < g oldugundan
n—2 Cn—2
Cnz 1 1 Cpoz _1
R - =t Rt (3.65)
bnCn-2
elde edilir.
a (Cn—z) (Cn—B) — (Cn—S) ( An—1Cn—2 ) < Cn-3 (3 66)
n-1 Cn Cn-1 Cn an-1Cn—2+bn—1Cn—3+Cn—y Cn '
Ayrica
Cn-s _ Cn-3
Cn anCn—1+bnCn_2+Cn_3
Cn—3

an(an—1Cn_z+bp_1Cn_3+Cn_s)+bp(an_2Cn_3+bp_2Cn_4+Cn_5)+Cn_3
Cn—3
anan-1Cn—2+(bpan—2+bp_1+1)Cp—3

a, =1, C,_, > C,_3 oldugundan dolay1 burada C,,_, yerine C,_; yazarak sag taraf
daha da biiytik yapilir.
Ch_s 1
Cn  Apap-1+bpan by +1
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Buradan

Cn—3

< =

{Nlb—\ W= -th\

b, # 0,b,_; # 0ise
b, =0,b,_; #0veyab, #0,b,_; =0ise (3.67)

b, = b,_, = 0ise

Benzer yontem uygulanarak

Cn—sq < B
Cn-1

NIRr Wik AR

byy #0,by_y %0

le—l = O,bn_z * 0 Veya. bn—l * 0, bn_z = 0 (368)

elde edilir. (3.67) ve (3.68) esitliklerini birlikte ele alirsak

1—16 by #0,b,_; #0,b,_, %0
— by #0,by_y # 0, by, = 0veyaby =0,byy # 0, by =0
Cn—sz) (Cn J1

(C—3) (T_:) < S by=0,by g #0,by = 0veyab, #0,by s =0b, %0 (369)

% b, #0,b,_;=0,b, ,=0veyah, =0,b, ,#0,b, ,#0
= bu=0,buy=0,b,,=0
olur.
A= |2z — Zn1f glsun, (3.70)
CTL n-—1

Boylece (3.65), (3.66), (3.67) ve (3.69) dan dolay1

r 1 1
EAn_z + ZAn_3 bn =0
1 1 1
EAn—l + ZAn_Z + EAn_3 b, #0,b,_1#0
Ap= 4 ZAnog+30n 500y by # 0,by_q # 0,by_p #0 (71)
1 1 1
EATl—l + EAn_z + gAn_3 bn * 0, bn—l * 0, bn_z =0
elde edilir.
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Dp, = max{A,_1,8n_3,An_3} (3.72)

olmak tizere
Dn bn * 0, le—l = 0, le—Z =0

A, < (3.73)
% D, diger durumlarda

elde edilir, yani

D, = max{A,,A_1,0,-2} < D, (3.74)

Sonug olarak {D,, } pozitif sayilarin artmayan bir dizisidir.

Biz simdi

Dy, +4 < D, olacak sekilde r < 1 oldugunu gosterecegiz. Buradan da {D,,} in sifira
yakisadigini gorecegiz. Burada iki durumu gozoniine alacagiz. (3.71) denkleminden
faydalanarak

Eger b, # 0,b,_; = 0,b,_, = 0 iSe

1 1 1
An+1< EAn + ZAn—l + EAn—Z

<2p, ((3.72) ve (3.73) den dolayn)) (3.75)

1 1 1
Ap42< EAn+1 + gAn + gAn—l

< % D, ((3.72),(3.73) ve (3.75) den dolay1)  (3.76)

1 1 1
Ap43< EAn+2 + gAn+1 + gAn

< %Dn ((3.73), (3.75) ve (3.76) den dolay1)  (3.77)
Boylece,

7

Dn+4 = max{An+3:An+2:An+1} < EDn (378)
Diger taraftan (3.73) den dolay1

17
Ap<—Dn (3.79)

1 1 1

An+1< EAn + gAn—l + gAn—Z

<2, ((3.72) ve (3.79) den dolayr) (3.80)
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1 1 1
Ap42< EAn+1 + EAn + gAn—l

<Xp. ((3.72), (3.79) ve (3.80) den dolayr)  (3.81)

216

Buradan
Dpy3z = max{lyiz,Apyq, A} < iDn (3.82)
(3.74) den dolay1 sonug olarak,

DM4SDM3<§DW (3.83)
Dolayisiyla D,y < 1D, Ver = % < 1 oldugundan {D,, } artmayan bir dizidir. Yani

n — oo iken {D,,} sifira yakinsar (3.76) den dolay1 {A,} de sifira yakinsar. (3.70),den

dolaytr lima™ = lim 4,/C, elde edilir. Burada A, yerine B, koyarak
n—-oo n—->oo

lim 8™ = lim B, /C, ifadesi de elde edilir.

n—-oo n-oo

Sonu¢ olarak eger i = 1 i¢in 1 <a; >b;, ise a ve B reel say1 olmak iizere

({ag, a1, a5, -, a;, - },{bg, b1, by, +++, b;,-++ }) tamsayr dizilerinin sirali ikilisi(a, B)

nin Fibonacci Agac gosterimidir.

Teorem 3.3.1. («, ) reel say1 siral ikilisinin c¢atallanmis siirekli kesir genislemesi,

(a, B) nin bir Fibonacci Aga¢ gosterimidir.

Ispat ({ay,ay,ay,+,a;, -}, {bo, by, by, +++, b;,+++}) tamsayr dizilerinin smral ikilisi
(a, B) swral1 ikilisinin bir ¢atallanmus stirekli kesir genislemesi olsun. Lemma 3.3.1. e
gore her i > 1ig¢in 1 < a; = b; olur. Buna bagl olarak Lemma 3.3.11. den dolay1
a' ve B' reel sayilari mevcuttur. Bu durumda

Of(n) — A_n ve B(n) — ﬂ

Cn Cn
lim a™ = o' (3.84)
n—->oo
lim g™ = B’ (3.85)
n—oo
olur.
Burada ¢’ = a ve B’ = B oldugunu gostermek zorundayiz. Simdi
Ay = (an —ap)lp_1 + (B — bp)An_> (3.86)
Cq = (an—an)Chq + (Bn— bp)Cry (3.87)
olmak tizere
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|a _ a(n)l — anApn_1+PnAn—2+An_3 _ AnAn—1+tbnAn_2+An_3
anCn—1+PnCn—2+Cn-3 anCn-1+tbpCp—2+Cn-3
A, +A
L (3.88)
(Cn+ Cn)—a
elde edilir. Buradan
@] = [AECmAnCE| Ly g el A |AE G
| = o] Cn(Cn +C7) < ci A7 Cn = AnCy| CnlAn  Cn
_ An _ (An—l . Cn—1) _ (An—z i Cn—z)
= 22| (e — @) (2222 = 22 4 (B, — by (P22 - 22
(Tl.—l) Ch_ a(n—z) Ch_
n) ( a _ n-1 _ n 2)
<a® (|5 -1 22+ S -1 (3.89)
Sonug olarak, lim a™ = a’ oldugundan
n—o0o
la — a'| = lim |a — a™| = 0 elde edilir. (3.90)
n—oo

bundan dolay1 @’ = a bulunur. Benzer sekilde 8 = S elde edilir.

Teorem 3.3.2. Egerheri > 1 i¢in1 < a; = b; ve a,, = b,, iken b,, # 0 oluyorsa

({ag, aq,ay,++,a;, -+ },{bg, by, by, -+, b;, -++ }) tamsay1 dizilerinin sirali ikilisi, @ ve f
reel sayilar olmak tizere (@, ) nin bir 6z catallanmis siirekli Kesir gosterimidir ve
Lemma 3.3.5. den dolay1 (@, ) bir catallanmis siirekli kesir genislemesi olmak
zorundadir. Hatta Teorem 3.3.1. den dolay1 (a, ) nin Fibonacci Agag¢ gésterimi olmak

zorundadir.

Ispat Lemma 3.3.11. den dolay1 yle a ve 8 reel sayilari vardir ki

(a,p) = ,lil?o(“(n)'ﬁ(n))'

,{i_r,?o({ao' ai, ay, -, a; -}, {bo, by, by, -+, by, -+ }) (3.91)
Lemma3.3.11. in ispatindan her m sayisi igin

lim ({am, AGms1, Qmazr > An by by Bms1, Bma2, -+ » bn}) limitinin varoldugu agiktr.
n—->oo

Bu limit (a,,, Bm) ile gosterilsin. Boylece her m sayisi i¢in burada @y, B, sayilart

vardir .

(a, ,B) = ({ao, ay, Az, An—1, am}’ {bO’ blf bZ' ) bm—l' bm}) (392)

Olur. Simdibiz1 < a,, > By, oldugunu gostermek zorundayiz

a, = lim (Am—”) (3.93)
n-o \Am+1n

ve
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By = lim (Bm—")

n—-o \Bm+1,n
olarak ifade edilir.
Ayrica
(—Am’" ) >1

Am+1n

ve

(Am'”) >1
Bm,n

oldugundan 1 < a,, > fB,, elde edilir

Lemma 3.3.7. den dolay1

Am,n = amAm+1,n + bm+1Am+2,n + Am+3,n

Burada yeteri kadar biiyiik n sayilari i¢in verilen m sayist i¢in A, 43, > 1 olur.

Boylece

elde edilir. Tekrar Lemma 3.3.7. kullanilarak

Amn AmAm+1ntbm+1AmrzntAm+sn

Bm,n bmAm+1,n+Am+2,n

yazilir. Eger a,,, > by, ise (3.95) dan dolay1 4,415 > A2, oldugundan

Amn -, 1

Bm,n

Eger a,;, = by, ise b,,+1 # 0 olur. Buradan da ;@ > 1

mn

elde edilir.

Sonug 3.3.3.
0] heri > 1li¢inl <a; = b;

(i) a, =byiseb,, # 0dir.

(3.94)

(3.95)

(3.96)

(3.97)

(3.98)

(3.99)

(3.100)

(3.101)

(3.102)

sartlar1 saglanmak tizere (a,f) swrali ikilisinin yalnizca bir tane Fibonacci agag

gosterimi vardir.

Teorem 3.3.3. Eger (a,B) basit periyodik catallanmus siirekli kesir genislemesine

sahipse ¢, derecesi en fazla 3 olan polinomlari saglar.

Ispat. Catallanmus siirekli kesir genislemesin + 1 periyotlu olsun. Buradan
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(CZ, .B) = ({aO' a;, az, ..., Ay, an}' {bo; blf bZ' ) bn' Bn})
elde edilir. Bundan dolay1

QhAp + BAn—1 + Ap_s
aCn + ,BCn_]_ + Cn_z

aBn + Bp—1 + Bp—2
aCn + ,BCn_]_ + Cn_z

B =
yazilir. (3.104) den dolay1

Coa® + Cpqaf + (Chpey — Ap)a — Ap_1f — Ay =0
elde edilir. ve (3.105) den dolay1

Cn1B% + CpaB — Bya + (Chey — Bp_1)B —Br_2 =0

elde edilir. (3.106) den dolay1

’8 _ Cn@®+(Cn—z — Ap)a—A4n_

Ap-1—Cp
elde edilir. (3.108) esitligini (3.107) esitliginde yerine koyarsak
Cr-1(Cra® + (Cn—p — Ap)a — Ay_3)?

+(Cna + Cn—Z - Bn—l)(Cnaz + (Cn—z - An)a - An—z)(An—l - Cn—la)

—(Bpa + By _3)(Ap—1 — Crq@)* = 0

(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)

(3.108)

(3.109)

elde edilir. Burada a* lii terim yok olur. Bundan dolayr « derecesi en fazla 3 olan

esitlikleri saglar.

Lemma 3.3.12. a, b, 1
an+1(an Bn 1) = (an+1 ﬁn+1 1) 1 0 0
0 1 0

Ispat. Esitligin sag tarafim ele alalim matrislerde carpma islemi yaparak

= ((“n+1an + :Bn+1) an+1bn +1 an+1)

bulunur. Biitlin satir elemanlari1 @n+1 boliinerek

= Qi ((an + ﬁn“) b, + ! 1)

An+1 An+1

=an+1((an Bn 1))

elde edilir. Yani esitligin sag tarafinin sol tarafina esit oldugunu goriiliir.

SO““G 334 .u'n = (aTl BTL 1)TI (anl ﬁn) = ({a‘l’ll a‘l’l-l-ll }; {bni bn+1; }) ve
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an bn
R,=|1 0
0 1
1 k . T _ T R d
olma, LlZCI'e Cln_,_l,Un l’tn+1 n Ir.
Sonug 3.3.5.
T _ 1Ry — 1Y R1Rg — . — UhRy_1Rn_7..R1Rg
0 a a1y Anlp—1... A2
veya
_ RIRT.RL
MO - a1Qqy..0n
dir.
Sonug 3.3.6.

T — Tp-1 _
Unv1 = an+1.uan - an+1(an Bn
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4. TARTISMA VE SONUC

Teorem 4.1. Eger (a, B) nin catallanmus siirekli kesir genislemesi belli bir terimden
sonra periyodik ise a, derecesi en fazla 3 olan polinomlari saglar.
Ispat.
(@, B) = {ap, as, > Anprr*» Qs Anamats = b 100y b1s = Brr s By Pramat, - 3 (3.112)
olsun. Buradan

(@n+1,Bre1) = {an+1, @niz, " Gnam Gnamass 3 {bnas, bnaz, ) b b, -+ 3(3.113)
elde edilir. Lemma 3.3.12. den elde ettigimiz Sonug 3.3.5. den faydalanarak

T _ Mh+1RnRn_1Rn—2--R1Rg
Ho =

In+10ndn—1... X201

T
T _ Mnt+iRnemRnim-1""Rn+2Rn+1
WE,, = (3.114)

In+m+1%n+mAn+m-1""" An+2

elde edilir. Sonug olarak

T _ uERGIRTIRZ Ry RytmRntm—-1""Rn+2Rn+1Rn""Rn+2Rn+1RnRn-1""R1Ro 3.115
0= (3.115)

In+1 " An+m

elde edilir. Bu esitlik

My My My
AMa B D=(@ g 1) My My, Mps

M3y  Ms, Mg, (3.116)
olarak yazilir. Boylece
Mijia + My + M3y = A
My + My + M3, = A8
Miza + Myzff + M35 = A (3.117)
denklem sistemi elde edilir. Buradan,
Myia + My + M3y = (Myza + My3f + M33)a (3.118)
elde edilir. Bu da
p =t Ol oo (3.119)
denklemini saglar. Ayrica
Miza + My + M3y = (Myza + Masf + Ms3)f (3120)
boylece
Mz +M1pa+(Myp=Ma3—M13@)(Ma1+(My1—M33)a=My302)  Mas(M31+(Ma1—Ms3)a—M;3a?) (3.121)

Myz3a—Mz, (My3a—My4)?
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elde edilir. Bundan dolay1

(M3z + Myp0)(Myza — Myy)?

+(Mzy — M3z — Myza){(Msy + (M1y — Maz)a—M;za}(Mpsa — Myy)

—My3{(Ms1 + (M1 — M33)a—M,3a?} =0 (3.122)
olur. a* teriminin katsayis1 0 olur. Bundan dolay: a derecesi en fazla 3 olan denklemleri

saglar.

Konjektiir: Eger a bir kiibik irrasyonel ise 0yle bir £ kiibik irrasyoneli vardir ki (a, 8)

nin ¢atallanmus stirekli kesir genislemesi belli bir terimden sonra periyodikdir.
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