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OZET

3-BOYUTLU OKLID VE 3-BOYUTLU MINKOWSKI UZAYLARINDA
GAUSS DONUSUMU 1-TiPLI OLAN DONEL YUZEYLER UZERINE

KIZILIRMAK, Seda
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans tezi
Danisman: Dog. Dr. Kazim ILARSLAN
Nisan 2010, 76 sayfa

Bu ¢aligma bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris i¢in ayrilmstir.

Ikinci boliimde ilk olarak Oklid ve yar1-Oklidyen uzaylar tanitilmis daha sonra Oklid
3-uzay1 ve Minkowski 3-uzayinda yiizeyler ve yiizeylerin diferensiyel geometrisi igin

gerekli kavramlar verilmistir.

Uciincii bdliimde Oklid 3-uzayinda Gauss doniisiimii 1-tipli olan dénel yiizeyler

incelenmistir.

Dordiincii boliimde Minkowski 3-uzayinda Gauss doniistimii 1-tipli olan donel

yiizeyler incelenmistir.

Besinci boliim tartigma ve sonug i¢in ayrilmastir.

Anahtar kelimeler: Oklid uzay1, Minkowski uzay1, Dénel yiizey, Gauss Doniisiimii

1-tipli ylizey



ABSTRACT

ON ROTATION SURFACES WITH 1-TYPE GAUSS MAP IN
EUCLIDEAN 3-SPACE AND MINKOWSKI 3-SPACE

KIZILIRMAK, Seda
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics, M. Sc. Thesis

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Kazim ILARSLAN
April 2010, 76 pages

This thesis consist of five sections. The first section is reserved for introduction.

In the second section, Firstly we introduce the notion of Euclidean space and semi-
Euclidean space. Then we give some necessary concepts related with the geometry of

surfaces in Euclidean 3-space and Minkowski 3-space.

In the third section, the rotation surfaces with 1-type gauss map are investigated in
Euclidean 3-space.

In the fourth section, the rotation surfaces with 1-type gauss map are investigated in
Minkowski 3-space.

The fifth section is reserved for discussion and conclusion.

Key words: Euclidean space, Minkowski space, Rotation surface, Surface with

1-type Gauss map



TESEKKUR

Tezimin hazirlanmasi esnasinda higbir yardimmi esirgemeyen danisman hocam,
Saymm Dog. Dr. Kazim ILARSLAN’a, yardimlarindan dolayr sevgili arkadasim
Ayhatun SEVIL’e ve son olarak bana bir¢ok konuda oldugu gibi, tezimi hazirlamam
esnasinda da manevi desteklerini higbir zaman esirgemeyen Ailem’e tesekkiirlerimi

bir borg bilirim.



ICINDEKILER DiZiNi

Sayfa

OZET ..o i
ABSTRACT ..., i
TESEKKUR. ..ot e iii
ICINDEKILER DIZINT ... iv
SEKILLER DIZINT. ..., v
SIMGELER DIZINT ... vi
L GERIS oo 1

1.1. Kaynak Ozetleri... ... ..oo.oiuiin i 2

1.2, Calismanin AMACL. .......oinrt ittt e e e e e 2
2. TEMEL KAVRAMLAR. ... .ot 3

2.1, OKIA 3-UZAYL. oo 3

2.2. MINKOWSKI 3-UZAY1. ..ottt e 8
3. 3-BOYUTLU OKLID UZAYINDA GAUSS DONUSUMU

1-TIPLI OLAN DONEL YUZEYLER..............cccoiiiiiiiiiiiiie 20
4. 3-BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA GAUSS DONUSUMU

1-TIPLI OLAN DONEL YUZEYLER..............coocoiiiiiiiiiiiiiee e, 34
5. TARTISMA VE SONUC........cciiuiiiiiiiii e 74
KAYNAKLAR. ..., 75



SEKILLER DiZiNi

EKIL Sa
P T 41 /<) /P 4
2.2, DONEL YUZEY.uru ettt 6
2.3, Gauss DONUSUMIL ... ...ttt e e e e e 6
2.4, R? de VEKIBTIET ... . uuv ittt 11
2.5. R? de spacelike,timelike ve null €Fri...........ccovvvveeiiiieeeiiiieeeiiinnn, 14
2.6. R? de birim KUIEler...........uviiiiiineeiiiiiieeeiiie e, 14
3.1. Diizlemin agik bir bOMI...........cooiiiii i, 24
3.2, R? de hiperbolik Kire.............uueeiiiinieeeiiiiieeeiiiiee e, 45
3.3, R? de LOrentZ KUIeSic......ocevvvunneriiiineeeiiiieeeeeiieeeeeiie e e e e 55



SIMGELER DiZINi

< >L (veya 'L)

an

A, (Veya x, )
S;
()
I

Vi

o egrisinin hiz vektorii
3-boyutlu Oklid uzay1
n-boyutlu Oklid uzay:
n-boyutlu Lorentz uzay1
(Minkowski n-uzay1)
3-boyutlu Lorentz uzayi
(Minkowski 3-uzay1)
n-boyutl Yar1-Oklidyen uzay
Gauss Doniistimii
Hiperbolik birim kiire

(Hiperbolik uzay)

Laplace operatorii

Lorentz anlaminda i¢ ¢arpim
Lorentz anlammda norm

Lorentz anlaminda vektorel carpim
Lorentz birim kiiresi

Oklid i¢ carpim

Norm

Vektorel ¢arpim



1. GIRIiS

Oklid uzayinda veya yar1-Oklid uzaymda sonlu tip alt manifold kavrami 1970’lerin
sonlarinda Chen tarafindan tamimlanmis ve bu kavram alt manifoldlarin
smiflandirilmasinda ve arastirilmasinda 6nemli ve ¢ok kullanigh bir yontem haline
gelmistir.  Chen ve Ishikawa (1993) sonlu tip alt manifold kavramini
diferensiyellenebilir doniisiimlere 6zellikle de alt manifoldlarin Gauss doniisiimlerine
genisletmistir. Boylelikle bir cok yiizey (regle ylizeyler, oteleme yiizeyleri, donel
yiizeyler, helikoid yiizeyler v.b) ve alt manifold geometrik olarak gauss doniisiimii

yardimiyla smiflandirilabilmistir.

Oklid 3-uzayinda tiim sonlu tip yiizeylerin smiflandiriimasi problemi Chen
tarafindan ortaya konulmustur. Cok iyi bilinmektedir ki Oklid 3-uzaymda bir M
ylizeyi (M nin her bir koordinat fonksiyonu) iizerinde indirgenmis metrige karsilik
gelen Laplace operatoriinin 6z fonksiyonlarmin sonlu bir toplami olarak

yazilabiliyorsa M ylizeyine sonlu tiplidir denir.

Minimal yiizeyler bu tip yiizeyler i¢in bilinen en asikar 6rnek olup minimal yiizeyler
1-tiplidir. Kiireler, minimal yiizeyler ve dairesel silindirler bilinen sonlu tip yiizey
ornekleridir. Bu anlamda donel yiizeylerin smiflandirilmasi yine Chen ve Ishikawa
(1993) tarafindan verilmistir. Oklid uzaymda veya Minkowski 3-uzayimda yiizeylerin
Gauss doniigiimleri yardimiyla smiflandirilmasi  son yillarda yogun bir sekilde
calistimistir. Bu tez ¢alismasinda Oklid 3-uzayr ve Minkowski 3-uzaymnda Gauss
dontisimii 1-tipli olan donel yiizeyler iizerine yapilan ¢alismalar ele almmustir.
Boylece yiizeylerin diferensiyel geometrisindeki 6nemli bir kavram i¢in iki farkli

geometride elde edilen sonuglar g6z dniine alinmustir.



1.1. Kaynak Ozetleri

Temel kavramlar i¢in Hacisalihoglu (2000)’nun “Diferensiyel Geometri Cilt I ve Cilt
II” kitab1, Sabuncuoglu (2004)’nun “Diferensiyel Geometri” kitabi, O’Neill (2006)
adli yazarin “Elementary Differential Geometry” kitabi, Kuhnel (2006) adli yazarin
“Differential Geometry Curves-Surfaces-Manifolds” kitab1 ve Carmo (1976) adli
yazarin ‘“Differential Geometry of Curves and Surfaces” Kitabi referanslarimiz
olmustur. Ayrica Minkowski 3-uzayi i¢in O’Neill (1983) adli yazarin “Semi-
Riemann Geometry with applications to relativity” kitabi ve Duggal ve Bejancu
(1996) adli yazarlarm ise “Lightlike Submanifolds of Semi-Riemann Manifolds and

Applications” kitab1 referans olusturmustur.

Oklid 3-uzayinda Gauss doniisiimii 1-tipli olan donel yiizeyler hakkinda bilgi almak
icin Dillen vd. (1990)’nin “On the Gauss map of surfaces of revolution” adli
makalesi ve Yildiz (2004)’m “3-boyutlu Oklid uzayindaki yiizeylerin Gauss
doniisiimlerinin bir karakterizasyonu” adli yiiksek lisans tezinden faydalanilmistir.
Minkowski 3-uzayinda Gauss doniisiimii 1-tipli donel yiizeyler hakkinda bilgi almak

icin Altm (2000)’min “On the Gauss map of surfaces of revolution in R}” adl

makalesi temel alinmistir.

1.2. Cahsmanin Amaci

Bu tez ¢alismasi ile iki farkli metrik geometri olan Oklid 3-uzaymmda ve Minkowski
3-uzayinda Gauss doniisimii 1-tipli olan doénel yiizeyler ayrintili olarak

incelenecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Oklid 3-Uzay1

Tanmim 2.1.1. ( Afin uzay )
A= bir climle ve V de F cismi {izerinde bir vektor uzayi olsun. Eger

Y:AxA-V

doniisiimii P,Q € A noktalar1 i¢in

(P.Q)—>(PQ)eV
seklinde tanimlanmis ve asagidaki iki aksiyomu sagliyor ise, A kiimesine V ile
birlestirilmis bir afin uzay ad verilir.

i. VP,Q,ReA i¢in PQ+QR=PR dir.

ii. VPeA ve VaeV igin PQ=a olacak bicimde bir tek Qe A noktas

vardir

Tamm 2.1.2. ( Oklid uzay1 )
A bir reel afin uzayi ve A ile birlesen vektor uzay1 da V olsun. V de bir i¢ garpim

islemi olarak

(,):1VxV >R

(X,Y) = (X,Y) ny,{ ((y ;())

Oklid i¢ carpim tanimlanirsa bu islem yardimi ile A da uzakhik ve ag1 gibi metrik

kavramlar tanimlanabilir. Boylece A afin uzayr da yeni bir ad olarak Oklid uzay1
adin1 alir. A=R" ve V =R" olarak almir ve. A=R" Oklid uzay1 E" ile gosterilir.
E", n-boyutlu standart Oklid uzay1 ( Oklid n-uzay ) admi alir.

Ozel olarak n=3 almirsa E° 3-boyutlu Oklid uzay: veya Oklid 3-uzay: olarak

adlandirilir.



Tamm 2.1.3. ( Kuadratik Hiperyiizey )

a; =a; ve a;,b,ceR olmak iizere

g:R">R

X—>g(X)= Zn:aijxixj +22n:bixi +C
i=1

i,j=1

seklinde bir g fonksiyonu tanimlayalim. ¢ = {X| X =(X: %%, )eR",g(X)= 0}

kiimesine R" uzayinda bir hiperkuadrik ( kuadratik hiperyiizey ) denir.

Tamm 2.1.4. ( Yiizey )

U, R? uzaymm irtibathh bir agik alt kiimesi olmak iizere @:U — R® diizgiin ve
regiiler bir doniisim olsun. @:U — @(U) doniisiimii bir homeomorfizm ise ¢(U)
kiimesine, R® uzaymda bir basit yiizey denir.

M, R® uzaymm bir alt kiimesi olsun.M nin her bir p noktas: icin pepU) ve
o) =M olacak bicimde bir ¢(U) basit yiizeyi bulunabiliyorsa M kiimesine R*
uzayinda bir yiizey denir. (Sekil 2.1.)

Sekil 2.1. Yiizey

Tanim 2.1.5. ( Donel Yiizey )
Uzayda bir 7:1 —R>egrisi ile bir L dogrusu verilsin. 7(1) kiimesinin her bir 7(t)
noktasmin L dogrusu gevresinde dondiiriilmesiyle elde edilen C(t)g¢emberlerinin

birlesimi bir yiizey olusturur.Bu yiizeye kisaca 7 egrisinin, L dogrusu ¢evresinde



dondiiriilmesiyle elde edilen donel yiizey adi verilir. 7(t) noktasinin L dogrusu
cevresinde dondiiriilmesiyle elde edilen ¢embere donel yiizeyin 7(t) noktasindan
gegen bir paraleli denir. L dogrusuna doénel yiizeyin donme ekseni denir. Donme
ekseninden gecen bir diizlemle donel yiizeyin arakesiti olan egriye, donel yiizeyin bir
meridyeni denir.

Ozel olarak ;

I.  X-ekseni etrafindaki @ radyanlik bir donme matrisi,

1 0 0
R,(€)=|0 cos@ -sin@
0 sin@ cosé

ii.  y-ekseni etrafindaki € radyanlik bir donme matrisi,

cosd 0 -—sind
Ry(e)z 0 1 0
sin@ 0 cosé@

iii.  z-ekseni etrafindaki @ radyanlik bir donme matrisi,

cosgé -—sing 0
R,(0)=|siné cosd O
0 0 1

ile verilir. (Sekil 2.2.)



Sekil 2.2. Donel Yiizey

Tanim 2.1.6. ( Gauss Doniisiimii)
M, E* 3-boyutlu Oklid uzayinda bir yiizey olsun. (S?, orjin merkezli birim kiire

olmak iizere) M nin her bir noktasin1 S* nin merkezine birim normal vektdr tastyan

G:M —>S’cE®
X, x X,

p—>G(p)=—”xuxxv”

doniisiimii M yiizeyinin Gauss doniisiimii olarak adlandirilir. (Sekil 2.3.)

4/ / G
8o, —
,/////

Sekil 2.3. Gauss doniistimii



Tamim 2.1.7. (izometrik Immersiyon)

M , E’de bir yiizey olsun. F:M — E®doniisiimiiniin tiirev doniisiimii F, olmak
tizere eger F, T M nin i¢ carpimini koruyorsa F ye bir izometrik immersiyon adi

verilir.

Tanim 2.1.8. ( Laplace operatorii )
x:M" —R" fonksiyonu n-boyutlu Riemann manifoldu M den, m-boyutlu Oklid

uzayr R"™ ye bir izometrik immersiyon olsun. x., X in tiirev doniisiimii olmak tizere

(a, ) = (x(a), x%.(B))

olur. M iizerindeki lokal koordinatlar u,,u,,Us,,...,u, verildiginde R™ den indirgenen

metrigi

bi¢iminde tanimlayalim.
" 1 .
Boylece G = det(gij) ve (g” ) = (gij) olmak tizere M nin R™ den indirgenmis

metrige gore Laplace operatorii

J— > (@g“ %} (21.1)

i, j—l

seklinde tanimlanir.



2.2. Minkowski 3-Uzay1

Tamm 2.2.1. ( Simetrik bilineer form)

V bir reel vektor uzayi olsun.

g:VxV-oR

donisimii Va,beR ve Yu,v,weV igin,
i g(uv)=g(v,u) ( Simetri 6zelligi)
g(au+bv,w)=ag(u,w)+bg(v,w)

ii. Bilineerlik 6zelligi
g(U,aV+bW):ag(u1v)+bg(u’w) ( ozelligi )

ozelliklerine sahip ise g doniisiimiine V vektor uzay1 lizerinde bir simetrik bilineer

form denir.

Tanmm 2.2.2.

V bir reel vektor uzay1 ve g:V xV —R V iizerinde simetrik bilineer form olsun.
i. g nin nondejenere olmasi i¢in gerek ve yeter sart YveV ve bir ueV i¢in
g(u,v)=0 ikenu=0,
ii. g nin dejenere olmasi igin gerek ve yeter sart YveV ve bir ueV igin

g(u,v)=0 iken u=0,

olmasidir.

Tanim 2.2.3.

V reel vektor uzay1 tizerinde bir simetrik bilineer form g olsun.

i. VvueV ve u=0 i¢in g(u,u)>0 ise g simetrik bilineer formuna pozitif

tanimli ,

ii. YueV ve u=0 igin g(u,u)<0 ise g simetrik bilineer formuna negatif

tanimli ,
iii. VvueV veu=0 igin g(u,u)>0 ise g simetrik bilineer formuna yar1 pozitif

tanimli ,



iv. YueV veu=0icin g (u,u) <0 ise g simetrik bilineer formuna yar1 negatif

tanimli

denir.

Tanmim 2.2.4. ( Simetrik bilineer formun indeksi)

g, V lizerinde simetrik bilineer form ve W da V nin bir alt uzay1 olsun. g nin W

iizerinde kisitlanisi 9, olmak iizere
g, W xW >R

negatif tanimli olacak sekilde en biiyiik boyutlu W alt uzayinin boyutuna g simetrik

bilineer formun indeksi denir. v, g nin indeksi olmak tizere 0 <v <boyV dir.

Tanmim 2.2.5. ( Metrik tensor )
M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M iizerinde simetrik, bilineer

nondejenere ve sabit indeksli (0, 2)-tipinden g tensor alanina bir metrik tensor denir.

Tamm 2.2.6. (yari-Oklidyen metrik, yari-Oklidyen uzay )
R", n-boyutlu Oklid uzayr itizerinde X =(X,---,X,),Y =(Y,,--y,)eR" ve

0 <v <n olmak tzere

() R"xR">R

(X'Y) _)<X'Y>|_ :ZXiyi - Z XY,
i=1 i=n—-v+1
seklinde tanimlanan v -indeksli metrik tensore yari-Oklidyen metrik, bu metrigin
tanimlanmasi ile elde edilen (]R”,<,>L) ikilisine yar1-Oklidyen uzay denir ve R ile
gosterilir.
Ozel olarak R yar1-Oklidyen uzaymda v =1 ve n>2 ise R}, n-boyutlu Lorentz

uzay1 ( Minkowski n-uzay ) adini alir.



Ozel olarak n=3 ve v=1 olarak almirsa R}, 3-boyutlu Lorentz uzayr (veya

Minkowski 3-uzay ) adini alir.

n=4 ve v=1 i¢in R}, Minkowski uzay-zaman (space-time) olarak adlandirilir.

Tamm 2.2.7. ( Spacelike , timelike , lightlike (null) vektor )
X =(X%,--*1X,) € R} olsun. Eger

i.  (X,X) >0veya X =0 ise X e spacelike vektor,
ii.  (X,X) <0 ise X e timelike vektor,

ii.  (X,X) =0ve X =0 ise X e lightlike ( null ) vektdr denir.

Ornek 2.2.1.
Rf de x= (1, 0,0), y= (0,0,l) Ve Z= (1,0,1) vektorlerini ele alalim.

(x, X>L = <(1, 0,0),(10, O)>L =1>0 oldugundan x vektérii spacelike vektor,

(y, y>L <(O, 0,1),(0, 0,1)>L =-1<0 oldugundan y vektorii timelike vektor ,

<Z, Z>L = <(1 0,1) , (1, 0,1)>L =0 oldugundan z vektorii null (lightlike) vektordiir.

Tanim 2.2.8.

V yari-Oklidyen uzay ve (,)L , yar1-Oklidyen metrik olmak {izere

. Iy= {V € (V —{O}): (v,v), = O} seklinde taniml1 I', climlesine V nin
lightlike (null) konisi ,

i, Ig= {v eV: <V,V>L > O} seklinde tanimh I'g climlesine V nin

spacelike konisi ,

10



ii. ;= {v e(V—{0}): (v,v) < 0} seklinde tammli T'; ciimlesine V nin

timelike konisi denir.

Ornek 2.2.2.
R? Minkowski 3-uzayinda lightlike, spacelike ve null vektorleri elde edelim.
I'= {X eR?: <X, X>L = O} climlesi R? uzaymn null konisi olarak adlandir1lir.

Koninin denklemi x =(x,,%,,X,) € R} olmak iizere

<X' X>|_ = <(X1’X2’ X3)’(X1'X2'X3)>|_
= XX+ XX, — XX

— X12 +X22 —X32

olup (x,x), =0 oldugundan X +Xx,” =, olarak elde edilir. Koni yiizeyinde yatan

vektorler lightlike (null) vektorler, koninin i¢ bolgesindeki vektorler timelike

vektorler ve koninin dis bolgesindeki vektorler spacelike vektorlerdir. (Sekil 2.4.)

b ligghit-like

C space-like

Sekil 2.4. R} de vektérler

11



Tanim 2.2.9.

RT, n-boyutlu Minkowski uzay1 olsun. VX,Y € R} i¢in

ise X ve Y vektorleri Lorentz anlamda diktirler denir.

Ornek 2.2.3.

n=2 i¢in X =(1,-1) ve Y =(1,1) vektorleri verilsin. Bu vektérler Oklid anlaminda
dik olmasina ragmen, Lorentz anlaminda dik degildirler. Yine X = (1, —1) ve

Y =(-11) vektorleri de Lorentz anlaminda dik iken, Oklid anlaminda dik

degildirler.
Not 2.2.1. Null vektorlerin dikligi vektorlerin lineer bagimlilig: ile agiklanir.

Tanim 2.2.10.

X =(X%,--+1%,) € R} i¢in X vektdriiniin normu

IX], = (%, X),|
ile tanimlanar.

Teorem 2.2.1.
X =(x,--+,X,) € R} olsun. Bu taktirde

i ||, >0dn,
ii. ||X ||L =0« X bir null vektordiir,

X||L2 :_<X’X>L dir,

iii. X bir timelike vektor ise,

12



iv.

=(X,X), dir.

Tanim 2.2.11.

a € R} Minkowski uzaymda bir egri olsun. Boylece « egrisinin hiz vektorii o
olmak {izere
i. (a,a') >0 ise a spacelike egri,
ii. <a',a’>L <0 ise a timelike egri,
iii. (o,a') =0 ise o null egri

olarak adlandirilir.

Ornek 2.2.4.

R de bir a(s)= ( —=sinhs, 1 —=cosh SJ egrisini alalm. o', a egrisinin hiz

FE g

vektorii olmak iizere o'(s)= ( bulunur. Buradan

7 J_cosh S, }smh sj

!

(o a'), = <(J_ J_coshs }smhsj («/_ J_coshs j_5|nhs]> =1 olup

(a,a'), >0 oldugundan « egrisi bir spacelike egridir.
Yine R? de ,B(s):(s,«/icosh s,/2sinh s) ve y(s)=(coshs,s,sinhs) egrilerini

g6z Oniine alalm. S’ ve y' swrasiyla f ve y egrilerinin hiz vektorleri olsunlar. Bu

durumda,

(B.B), = <(s V2 cosh's, /2 sinh s) , (s, J2 cosh s, +/2sinh s)>L =-1<0 oldugundan
B egrisi timelike egri,

(7',7), =((coshs,s,sinhs),(coshs,s,sinhs)) =0 oldugundan y egrisi null

(lightlike) egri olur. (Sekil 2.5.)

13



Sekil 2.5. R? de spcelike, timelike ve null egri

Tanim 2.2.12.

R} uzaymnda sirasiyla
Sf ={xeR}:(x,x) =1} ve HJ={xeR}:(xx) =-1}

ctimlelerine Lorentz ve hiperbolik birim kiireler denir. (Sekil 2.6.)

Sekil 2.6. R? de birim kiireler

14



Tanim 2.2.13. ( Vektorel Carpim )

R}, Minkowski uzayinda iki vektdr v = (v,,V,,V,) Ve W= (W, W,,W,) olmak iizere

(Vg W, =V, Wy , VW5 — VoW, VW, — VW, ) (2.2.1)

vektoriine v ve W nin Lorentz anlaminda vektorel ¢arpimi (veya dis ¢arpimi) denir.

vx, W veya VA, W seklinde gosterilir.

5=t e (8,65)
ij = 01i¢Jise i i1'vi2'~i3
olmak tiizere
& & &
VA W=—det|v, Vv, Vv,
Wl W2 W3

veya

olarak hesaplanabilir. Burada e A e,=¢,,e,A €& =—¢,6,A € =—€, dir. Saat
yoniiniin tersi pozitif yon olarak alinmigtir. Saat yOniiniin tersi negatif yon olarak

kabul edilecek olursa 0 zaman e A e, =—€;,,6, A €, =¢€,,6,A € =8, olur.

Teorem 2.2.2.
Rf, 3-boyutlu Minkowski uzayinda ti¢ vektor u = (ul, u,, u3) , V=(V,V,,V;) ve
w = (W, W,,W,;) olsun. Bu durumda

i (ua_v,w) =—det(u,v,w)

i (U v)a w=—(u,w) v+(v,w) u
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ii.  (ua_v,u) =0 ve (ua v,v) =0

iv.  (UA Vun, v>L =—(u, u>L <v,v>L +(<u,v>L)2 dir.

Tamm 2.2.14. ( Spacelike Yiizey )

R, 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir yiizey M olsun. M yiizeyi iizerine

indirgenmis metrik pozitif tanimli ise M yiizeyine R} de bir spacelike yiizey denir.

Teorem 2.2.3.
R}, 3-boyutlu Minkowski uzaymda bir M yiizeyinin spacelike yiizey olmast igin

gerek ve yeter sart yiizeyinin hormalinin timelike bir vektor alani, yani ;
< N, N )L <0
olmasidir.

Tamim 2.2.15. ( Timelike yiizey )

R, 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir yiizey M olsun. M yiizeyi {izerine

indirgenmis metrik Lorentz metrigi ise M yiizeyine R} de bir timelike yiizey denir.

Teorem 2.2.4.
R?, 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir M yiizeyinin timelike yiizey olmasi igin

gerek ve yeter sart yiizeyinin normalinin spacelike bir vektor alani, yani ;
<N, N >L >0

olmasidir.
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Minkowski 3-Uzayinda Ddnel Yiizeyler

631:(1,0,0),62 =(0,1,0) ve e3=(0,0,1) Rf Minkowski uzaymin standart catisi
olmak iizere, R} uzaymnda dénmeler ii¢ gruba ayrilmaktadir. e ,e, spacelike eksenler
etrafindaki donmeler e, timelike eksen etrafindaki donmeler, e +e, , e, +e, null
eksenler etrafindaki donmeler. Bu donmeleri asagidaki matrislerle karakterize

edebiliriz.

1) e spacelike eksen etrafindaki donmeye karsilik gelen dénme matrisi

1 0 0
0 coshy sinhy
0 sinhy coshy

if) e, spacelike eksen etrafindaki donmeye karsilik gelen donme matrisi

coshy 0 sinhy
0 1 0
sinhy 0O coshy

iii) e, timelike eksen etrafindaki donmeye karsilik gelen donme matrisi

cosy -siny 0
siny cosy O
0 0 1

iv) e +e, eksen etrafindaki donmeye karsilik gelen donme matrisi

y? y?
1-2- e
> 3
-y 1 'y
y? y?
_ 7 1+_
2 Y 2
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V) e —e, eksen etrafindaki donmeye karsilik gelen donme matrisi

y? y?
1-L —y L
> T
y 1 'y
y? y?
LA 1+_
;7 2

vi) e, +e, eksen etrafindaki donmeye karsilik gelen donme matrisi

1 -y y
y> o y?
1-2 L
y 2 2
y? y?
_Z 1+_
Y5

1y y
y? o y?
-y 1-+ -
y 2 2
y? y?
Z 1+_
Y3 2

Tamm 2.2.16. ( Gauss Doniisiimii )

M, R? 3-boyutlu Minkowski uzayida bir yiizey, pe M ve n (p) M yiizeyinin p
noktasindaki birim normal vektorii olsun.

M yiizeyinin Gauss doniistimil

G:M —S/(1) veyaH; (1)
G(p)=n(p)

18



olarak tanimlanir.
Eger G, M nin degerlerini S/ (1) de alirsa M ye Lorentz yiizeyi, H; (1) de alirsa M

ye Riemann yiizeyi adi verilir.
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3. 3-BOYUTLU OKLID UZAYINDA GAUSS DONUSUMU 1-TiPLi OLAN
DONEL YUZEYLER

Bu boliimde 3-boyutlu Oklid uzayinda Gauss déniisiimii 1-tipinden olan M?* c R®
donel yiizeyleri incelenecektir. Oncelikle Gauss doniisiimii 1-tipinden yiizey tanimmni

verelim.

Tanmim 3.1. ( Gauss doniisiimii 1-tipli yiizey )
M? cR® bir yiizey ve 3x3 tipinde bir reel matris 1 olmak iizere M? nin Gauss

doniisiimii

AG=AG (3.1)

sartini sagliyor ise M? ye Gauss doniisiimii 1-tipinden olan yiizey ad1 verilir.

f,g:1 >R diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere M?cR® donel

yiizeyinin standart parametrelendirmesi

X(t,0) =(f(t)coso, f(t)sing,g(t)), tel, 0<O<2x (3.2)

ile verilir.Donel yiizeyler regiiler olduklarindan f(t) >0 alinabilir. Dillen vd. (1990)

tarafindan Oklid 3-Uzayinda 1-tipli yiizeylerin smiflandiriimasi asagidaki teorem ile

verilmistir.
Teorem 3.1. M? cR® bir donel yiizey olsun. AeR>® olmak iizere eger M *nin

Gauss doniisimii AG =AG sarti sagliyor ise M? diizlem, kiire veya dik dairesel

silindirin agik bir parcasidir.
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ispat.
M? nin dénme ekseninin, koordinat sisteminde z-ekseni oldugunu varsayalim ve

profil egrisini y ile gosterelim. f ve g, | cR agik aralig1 iizerinde reel degerli

fonksiyonlar olmak iizere y egrisinin

) =(f().0,9@t)) tel

ile gosterildigini varsayabiliriz. ¥ nin yay parametresi ile parametrelendigini

distinelim. Yani ;
"2 N2 N2
= (1) +(g7) =1
olsun. (3.2) denkleminin sirasiyla t ve 6 ya goére kismi tiirevi alinirsa

x, =(f'cos®, f'sing,g")

x, =(—fsind, f cos6,0)
elde edilir. Buradan

el eZ e3
X xX,=|f'cos@ f'sing g'|=(-gf cosd,gfsing, ff’)
—fsing fcosé O

elde edilir. Ayrica

x| = (g (FF) =77 = 1

bulunur. Buna gore Gauss doniigiimii

G(t,0) = X% =(—g'cosd,—g'sin g, f')
[ %
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olarak elde edilir.

Oy = (X, %) =1

O, =0xn :<X1’X5>:O

O :<Xa!xa>: f

oldugundan

)[o ¢}

olarak elde edilir. Bu durumda

P:det(gij)=f2,
o 1(f2 0 10
jy_ _— —
(g)_fz[o J 0 %

dir. Boylece (2.1.1) geregi

yani

f'o ¢ 1 &
A=l ———t Gt
fot ot <00

dir. Diger taraftan
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' 2 2
AG:{_f_é o 10

—+—+——1{(-g'cosd,—q'sing, f’
fot o> 200 (- | )

:(ng"cosém g”'cose—% 'cose,ng”sin 6+g"sin 9—%g’sin9,—fT fr— f”']

ve
a;, 4, a;
A= Ay 9, dy
 Qp Ay
olmak tizere

—-a,,9'cosfd—a;,g'sinf+a,f’
AG =| —a,0'cosfd-a,,g'sinf+a,,f’

—a,,0'cosf —a,,g'sinfd+a,, f’

dir.Boylece hipotez geregi M? nin Gauss doniisiimii AG =AG sartmi sagladigi

kabul edilirse yukaridaki matrisler yardimiyla

(%gug"’—%g']cose=—ang'cose—aug'sine+a13f'

f' ” m l ' H ! ! o1 4

T+ sin@ =-a,,g'cos@—a,,g'sin g +a,, f (3.3)
—fTf”—f"':—aﬂg’cose—aszg’sin9+a33f'

denklem sistemi elde edilir. Eger g’ =0 ise g fonksiyonu sabittir ve M? bir

diizlemdir. Ozel olarak (3.2) denkleminden g(t)=3 ve f(t)=t alimrsa 0<9 <27

olmak iizere X (t,0)=(tcosd,tsing,3) yiizeyi elde edilir.(Sekil 3.1.)

23



Sekil 3.1. Diizlemin ag¢ik bir bolimii

Diger taraftan eger f'=0 ise f sabittir. Bu durumda M? bir dik dairesel silindirdir.
f’#0 ve g'#0oldugunu farz edelim. Boylece sin@, cosd ve 1, & nm lineer

bagimsiz fonksiyonlar1 oldugundan (3.3) den

a12:a13:0
621233220
a31=a32=0

elde edilir. Yani A4 bir kdsegen matristir. Boylece (3.3) denklem sistemi asagidaki

esitliklere indirgenir.

f’ " " ' !

- 9'-¢ +%=ang (3.4)
f, 14 " g, !’

——0"-0"+ 5 =250 (3.5)
f f

—fff —f"=a,f’ (3.6)

(3.4) ve (3.5) denklemleri a, =a,, sonucunu verir. a,=4a,, =0J,8; =4 alalm.

Boylece (3.4), (3.5) ve (3.6) denklemleri diizenlendiginde

f2g”+ffy"+(5f°-1)g'=0 (3.7)

24



(f)+(g) =1 (38)
ve

ff"+ ff" =—puff’ (3.9
elde edilir. (3.8) esitliginden tiirev alinarak

ff"+g99"=0 (3.10)
oldugu goriiliir. (3.10) dan da tiirev alinirsa

(f") +ff7+(g") +99"=0 (3.11)

bulunur. (3.10) ve (3.11) den

" _ m2 m__ "m2
S P 10
g g

!

olup bu esitlikler (3.7) denkleminde yerine yazilirsa

_(fN)Z _ ffm_(_ ff’

jZ
g +ff'(—fgf ]+(é‘f2—1)g’:0,

!

f2

!

ve

(612 =2)(g)" = £ (@) (F(F7) + fHE7+(£) )= £2(£)'(£7)° =0 (3.12)
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bulunur. (3.8) denkleminden (g’)° =1-(f')" olup bu ifade (3.12) denkleminde

yerine yazilirsa
(5f2—1)(1—(f')2)2+ FOE(FFF7+(F) 7= f7)= £ (F(f7)+ f")=0 (313)

elde edilir. (3.9) esitligi

ff”=(—§jf2+k (3.14)

bulunur. (3.14) ikinci derece denklemi i¢in P(f)=f’ denklem doniisiimiini

yapalim. Boylece

veya ce R i¢in
P2 =(—§j f242kIn|f|+c
elde edilir. Dolayisiyla

(f’)zz(—gjf2+2kln|f|+c (3.15)
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bulunur. (3.9) ve (3.14) denklemleri kullanilarak (3.13) esitliginden f”ve f"yok

edilebilir. Boylece

2

2
SEE-1)(1-(£V) +(F') wf2(1-())- (—ﬁjfz k| =0 3.16
(517 -1) (2= (£ ) (1) a2 (1))~ [ -5 ] £+ (316)
bulunur. Sonug olarak (3.15) esitligi (3.16) denkleminde yerine yazilirsa

%(5—ﬂ)f +(=2kpu(6— ) In| |- (C-Dp(S - p)) £

(4K (5= ) (In| £]) + 8K (8 — 1) (c =D In| |+ (¢ ~1)* (5 - y)+ky)

[
+(~4k? (In[ )’ -4k (c-Dn| F|—((e -1 +K?)) =0

elde edilir. Ayrica f' ve f! (In|x|)k (0<i, j<6,0<k <2) fonksiyonlar lineer

bagimsiz ve f sabit olmayan siirekli bir fonksiyon oldugundan polinom 6zdesligi

kullanildiginda

k(c-1)(6—u)=0
(C—1)2(5—,u)+k,u=0
k?=0
k(c-1)=0
k?+(c-1)*=0

denklem sistemi elde edilir. Bu sistem
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p(8—p)=0

sekline indirgenebilir. Boylece u =0 elde edilir. Aksi taktirde (3.15) ve (3.8)

denklemlerinden g’ =0 bulunurdu ki bu 6nceki kabuliimiizle ¢eligir. Dolayisiyla

S,
I
=

bulunur. Bu durumda (3.15) esitligi

fr=—+ (—ﬁjfzﬂ
2

halini alir. Boylece integral almarak

(3.17)

elde edilir. Buradan iki durum s6z konusudur :

1.durum : g >0 olsun. Bu durumda (3.17) denkleminden d e R i¢in

\/zarcsin[\/zf (t)j =+(t+d)
lLl 2

elde edilir. Boylece

f(t) :i\/zsinL\/Z(t+d)j
Y7 2
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bulunur. Son esitligin tiirevi alindiginda

f'(t):icos(\/g(wd)}

olup bu ifade (3.8) esitliginde yerine yazildiginda

(g’)2 =1-cos? (\/g(ud)j

ve boylece de

g':isinL\/g(Hd)J

elde edilir. Bu taktirde son denklemden integral alinarak e € R i¢in

g(t) :i\/zcos(\/z(t+d)J+e
Y7, 2

elde edilir. Bu durumda M? vyiizeyi kiirenin agik bir parcasi olur.

2.durum: <0 olsun. Bu durumda (3.17) denkleminden d e R

icin

\/zarcsin h[\/zf (t)] =+(t+d)
Y7 2

elde edilir. Boylece
2 . Y7,
f(t)==, |-—sinh| ,[—-=(t+d)
Y7 2
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bulunur. Bu taktirde (3.8) denkleminden

(9') =—sinh2(\/—7§(t+d)]

elde edilir. Bu ise ¢ozlimii olmayan bir denklemdir. Bu da ispat1 tamamlar.
Ornek 3.1.1. R® de

x(u,Vv) =(rcosucosv,rcosusinv,rsinu) (3.18)

parametrelendirilmesi ile tanimlanan S*(r)  R® kiire yiizeyinin Gauss

doniistimiiniin 1-tipinde oldugunu goésterelim.

Coziim:

(3.18) esitliginin U ve v ye gore ayr1 ayr1 tiirevleri alindiginda

X, =(-rsinucosv,—rsinusinv, rcosu)
(3.19)

X, =(—rcosusinv,rcosucosv,0)

bulunur. Boylece

el e2 e3
X, XX, =|-rsinucosv —rsinusinv rcosu
—rcosusinv  rcosucosv 0

- (—r2 cos?ucosv,—r2cos?usinv,—rsinu cosu)
ve

X, % %,||=r? cosu

olup buradan Gauss doniistimii
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G(u,v) =(—cosucosv,—cosusinv,—sinu) (3.20)

olarak elde edilir. (3.20) denkleminden kismi tiirevler alinarak

oG . ] )
e (sinucosv,sinusinv,—cosu)
u

2

0°G . .

—=(cosucosv,cosusinv,sinu)
u

(3.21)

oG ]
— =(cosusinv,—cosucosv,0)

2
0°G .
— =(cosucosv,cosusinv,0)

bulunur. Diger taraftan (3.19) esitlikleri yardimiyla

(22
" \au'au

ML Y
12 21 au’av

=<% %>= r’ cos’u

ov ov

gZZ

ve buradan da

(Y9 G| r? 0
(g”)_ g, 9,) L0 r2cos’u
21 22

olup boylece

P =det(g; )=r"cos’u
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1
(gij):(gijy1 ="

0 1

r?cos’u

bulunur. Bu bulunan ifadeler (2.1.1) denkleminde yerine yazilarak

1| ¢? 1 & 0
A== = % _tanu— 3.22
r? L’iuz cos’u ov? au} (3.2

elde edilir. Buradan

A=

1| &2 1 0
——t 2 2
ou”  cos“u ov ou

0 . .
-= ——tanu—}(—cosucosv,—cosusmv,—smu)
r

olup (3.21) kismi tiirevleri kullanilarak
2 2 . 2 .
AG =| —— CosucosV,——cosusinv,——sinu (3.23)
r r r

bulunur. Diger taraftan ,

Ay A, Ay || —cosucosv
AG=|4, A, Ayl —cosusinv

}‘31 /132 ﬂ'ss —sinu

(3.24)
[ —A, cosucosv—4,cosusinv—A,sinu
=|—A, COSUCOSV —A,, cosusinv—A4,,sinu
| =43, C0SUCOSV — A, cosusinv— A sinu

oldugundan (3.23) ve (3.24) denklemleri yardimiyla (3.1) ifadesinden

32



2 : .
—Fcosucosv =—A,, COsuUCosv— 4, cosusinv—A4,,sinu

2 . , .
—r—zcosusmv =—],,C0SUCOSV —A,, cosusinv—A,sinu (3.25)

2 . . .
—Fsmu = —/,, COSUCOSV — A, cosusinv — A, sinu

denklem sistemi elde edilir. Bu ifade

2 . :
O:—(ﬂn—r—zjcosu cosv—A4, cosusinv—A;;sinu

2 . :
0=-4, cosucosv—[ﬂ,22 —r—zjcosusmv—izssmu

. 2 ).
0=-4, cosucosv—A4,,cosu smv—(/i33 ——stm u
r

seklinde yazilabilir. cosucosv, cosusinv ve sinu fonksiyonlar1 lineer bagimsiz

olduklar1 i¢in
A
Ay =4y =0
Aoy = Ap3 =0
Ay =4, =0

olur. Boylece A matrisi

2r20 0

Azoyzo
0 o%z

-

bicimindedir. Sonug olarak AG = AG, 1€ R*® oldugundan S*(r) = R® kiire

yiizeyinin G Gauss doniistimiiniin 1-tipli oldugu gdosterilmis olur.
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4. 3-BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA GAUSS DONUSUMU
1-TiPLi OLAN DONEL YUZEYLER

Bu boliimde R = (R3, dx? + dy® — dzz) yar1-Oklidyen uzaymda AG=AG sartmi

saglayan donel ylizeyler incelenecektir. Bu bolim igin Altin (2000) tarafindan

yapilmis olan ¢alismalar temel referansimiz olacaktir.

»:U c R* > R? ile tammli yari-Riemann yiizeyinin bir

9(t,0)=(p,(1,0),0,(t,0),9,(t.0)) parametrelendirmesi verilsin.

E=(0.0). F=(@.0). » G=(0n0),
oldugunu hatirlayalim.

Teorem 4.1.
R} uzaymndaki donel yiizeyler arasmnda, Gauss doniisimi AG=AG esitligini

saglayan yiizeyler delinmis diizlemler, dairesel silindirler ve hiperkuadriklerden

sadece birisidir.
Ispat.
1. M nin donme ekseni koordinat sisteminin z-ekseni olsun. M nin profil egrisi «

ile gosterilsin. f ve g | acik arahigi tizerinde reel degerli fonksiyonlar olmak

Uzere o nin

a(t)=(f().0,9()) . tel
ile gosterildigini varsayabiliriz. M yiizeyinin bir parametrelendirmesi

o(t,0)=(f(t)cos, f(t)sind,g(t)) ,tel ,0<6<2r 4.1)
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ile verilsin.

a nin yay parametresi ile parametrelendigini diisiinelim.

i.  a,spacelikeise o', a egrisinin hiz vektorii olmak iizere (o'(t),&'(t)), >0

olmalidir. Ayrica « , spacelike oldugu igin ||05'(t)|||_2 :<05'(t),05'(t)>L olur. Buradan,

o 01, = ().’ ®),
=((f®.,0,90).(f®.0,90)),
= £2(t) - g'’(t)

dir. a yay parametreli bir egri oldugundan birim hizh bir egridir. Yani,

a'(t)], =1
dir. O halde (f')* —(g')" =1 bulunur. Bu yiizden f'=0 di.

N =@, X, @, M nin normal vektorii olsun. (4.1) denkleminin sirastyla t ve 6 ya gore

kismi tiirevleri
@ (t,0)=(f'(t)cosd, f'(t)sind,g'(t)) , ¢, (t,0)=(—f (t)sino, f(t)coss,0)
olup
o x @, =(ft)g'(t)coso, f(t)g'(t)sing, f(t) f'(t))
olarak elde edilir. Buradan M nin normal vektorii

<N, N>|_ =<(thL Dy P X (P6>L
= f2(t)g’*(t) cos® @+ f2(t)g’*(t)sin® & — f2(t) f*(t)

= 20970~ PO
-2

olarak bulunur.

<N, N >L =—f?%(t) <0 oldugundan M, f(t)#0 icin spacelike olur.
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o x @, =(f(t)g'(t)cosd, f(t)g'(t)sing, f(t)f'(t)) ve ”got X, %”L = f(t)

olup M {izerindeki Gauss doniisiimii ,

O X Py
G(t,0)=—"——"2
() lo > @

- %( f(t)g'(t)coso, f(t)g'(t)sin g, f (1) f'(t))

=(g'(t)cosd, g'(t)sin g, f'(t))
olarak elde edilir. E=(¢,,¢)_, F=(®.9,), » G=(9,,9,), olduguna gore

E=(p.0), =((f'(t)coso, f'(t)sind,g'(t)),(f'(t)cos, f'(t)sind,g'(t))),
= f"2(t)cos® @+ "> (t)sin* @ —g'*(t)
= £72(t)(cos’ @ +sin 0) - g"* (t)

=f7(1)-g"()
=1

F={(p.0,), = <( f'(t)cosd, f'(t)sind,g'(t)),(—f (t)sing, f (t) cosH,O))L
——f'(t)f (t)sin@cos@ + f'(t) f (t)sin Hcos &
-0

ve

G =(9,,0,), =((~F()sind, f (t)cos6,0),(~f (t)siné, f (t)cos6,0))
= f2(t)sin® 6+ f?(t)cos’ &
= £2(t)(sin* 0+ cos’ 0)
= f2(t)

elde edilir. q=|(N,N) | diyelim. (N,N) =—f’(t) olduguna gore g=f*(t)

olacaktir. O halde M nin Laplace operatorii ,
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Az_%{ﬁt[ﬁ ;J aﬁe(\g%]}
(a8 o )

1 62 1 o
:_m{f(t)— f() f(t)W}

olur. G Gauss doniigiimiine Laplace operatoriinii uygulayalim.
G=(G,,G,,G;)=(g'cos8,g'sing, f') olmak iizere AG =(AG,,AG,,AG,)diyelim.
Buradan

G, =g'cosd igin,

2 2

AG, =—%{f’§(g'cos«9)+ f %(g’cos@ﬁ%jﬁ

2(9’0089)}

:——{fg”0050+ fg"’cos@—%g’cos&}

— | =

:—ng"cose—g”'cosH+—g cos @
=Q'siné igin,
AG, —_L11§ 0 (g sin@) + f a—Z(g S|n9)+£a—2(g sing)
:_%{fg”sin9+ fg’"sin@—%g'sin@}

:—ng”sin 0—g’”sm<9+f—g sind

ve G, = f' i¢in,
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1 0 0° 1 ¢
AG,=——< f'—(f")+f—(f")+=— (T’
L S S )
:_%{ff"_i_ﬂ:m}
:_f "_fm
f

elde edilir. Dolayistyla

f/ 1 7 1 . ff"
AG — o " _ " + - ! COS 0’ o " _ n - ’ S n 6’ - f m
(( —9'-9 fzg] [ 9 g+fzgjl - j

olacaktir.
Ay Ay A

A= Joy Aoy oy |€R cin
131 ﬂ32 /’{33

Ay Ay As| | 9°C0SO | | 4,0'C080 +4,0'SIN G~ A, T
A-G=A, A, Ayl ] 9'sing |=|4,,0'C0sO+1,9'SiNG— A, '
ﬂ31 ﬂaz ﬂ33 f’ ﬂalg,cosg“‘ﬂazgrsme_ﬂasf,

A-G=(4,9'cos@+4,9'sind—A,f" 1,,0'cosf+4,,9'sin@—A,,f',
A3,9'cos@+ A,,9'sind— A, f)

ve

f/ 1 7 1 . ff"
AG — o " _ " + - ! COS 0’ o " _ n - ’ S n 6’ - f m
(( —9'-9 fzg] [ 9 g+fzgjl - j

olmak iizere AG = AG ifadesinden
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—(fT g"cosd+g" c039+%(—g’ cose)j = 4,09 €SO + 4,9 sind— A, f'

—[fT g"sin6+ g”’sin0+%(—g’sin0)j =1,,0' cosO+ A,,9' sinf—A,,f'  (4.2)

—(%+ f’”j:ﬂglg’cose+ﬂgzg’sin9—/133f’

denklem sistemi elde edilir. Eger g'=0 ise yani her tel ic¢in g'(t)=0 ise g bir
sabit ve M delinmis spacelike diizlem olur. f'#0 idi. O halde g'#0 oldugunu
varsayalim. sin@d, cosd ve 1 @ nin lineer bagimsiz fonksiyonlar1 oldugundan
Ap,=43=0, 1, =4,,=0 A4, =4, =0 sonucu (4.2) sisteminden elde edilir. Yani

A bir késegen matrisidir. (4.2) sistemi asagidaki denklem sistemine indirgenir.

f ! m ' !
L AP I .3)
f f
f ! m ' ’
__fg -9+ ]?2 = 4,9 (4.4)
LAY (4.5)

(4.3) ve (4.4) denklemlerinden 4, = 4,, sonucunu elde ederiz. 4, =4, =a, A4, =b

yazilirsa denklem sistemi

_E_ m g’ !

+==a
T
RANNTINY
f

haline gelir ve bu denklemler
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B

f _gm_i_?:ag/:_ﬁ:gﬂ_f29m+g/:af29/
:_ffgﬂ_.I:Zg!rr+gr_af2g!:0
= ff§"+ f°g"—g'+af’g'=0
= ff§"+ f?g”+(af*~1)g'=0

ff”

; +f"=bf'= ff"+ ff" =Dbff’

olarak yazilabilir. Yeni denklem sistemi

ffg"+ f2g"+(af*~1)g'=0 (4.6)
f2—g”?=1 (4.7)
ff"+ ff " =bff’ (4.8)

olur. (4.7) esitliginden tiirev alindiginda

4

ff"=g'g (4.9
bulunur. (4.9) dan da tiirev alinirsa
(frr)2+ffm:(grr)2+grgrrr (410)

elde edilir. (4.9) ve (4.10) denklemlerinden

" Y3 n\2 m( NN\ (£1\2 m\2
N ] (LRSI AT

olup bu esitlikler (4.6) denkleminde yerine yazilirsa,

ffg"+ f2g"+(af*~1)g'=0
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" 1\2 n\2 m ;2_ "2 n\2
UIRE [ KT K A RN
gr

F(E) £7(g") +£2(g) (F7) +f2F87(g") = £2(£7) (") +(af*-1)(g")" =0,
(af?=2)(@')"+ £ (g") | (/) £+ £ (£7)"+ f£7 |~ (H£7) =0 (4.11)

elde edilir. (4.7) denkleminden (g')2 =(f ’)2 —1 olup bu ifade (4.11) denkleminde

yerine yazilirsa,

(af*~2)((F')° —1)2 F (Y Er fffr— £ |(F) = £2[ (£ + f17]=0  (412)
elde edilir. (4.8) denklemi
(117 =3(1)
olarak yazilabilir. Bu ifadenin integrali alindiginda k € R bir sabit olmak tizere
ff”=gf2+k (4.13)
bulunur. Bu denklem

2f"=bf+¥

olarak yazilabilir.
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(4.13) ikinci derece denklemi i¢in P(f)= f' denklem doniisiimiinii uygulayalim.

Buradan

(,_dPdf_dp, dP
df dt df df

2
2fn:fﬂ+fu:Pd_P+Pd_P:d_P£+d_P£:dP
df df df dt df dt df

olup
21" =Dbf +&
f
denklemi
2
ap = bf +2—k
df f

halini alir. Bu denklemin integrali alinirsa ¢ € R bir sabit olmak {izere
2 b 2
P =3 f2+2kIn|f|+c
denklemi elde edilir. Bu denklem P(f)= f' oldugu i¢in
r\2 1 2
(f) =§bf +2k|n|f|+c (4.14)

olarak yazilir. (4.8) ve (4.13) denklemleri kullanilarak (4.12) esitliginden f" ve f”

tiirevleri yok edilebilir. O halde

f":9f+£ ve f"’=9f’—kf—2
2 f 2 f
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tiirevleri (4.12) esitliginde kullanildiginda

2
(af*-1)(( )’ —1)2 +bf 2 (£ () —1)—(%bf : +kj -0 (4.15)
elde edilir. Sonug olarak (4.14) esitligi (4.15) denkleminde yerine yazilirsa

Zz(a+b)f6+[2kb(a+b)|n|f|+b(a+b)(c—1)] fe
+[4k2(a+b)(ln|f|)2 +4k(a+b)(c—1)|n|f|+(a+b)(c—1)2—bk} £2

[ 4k (c-1)m|t|+4k? (in] )"+ (c-2)" +K? | =0

denklemi elde edilir. f fonksiyonunun bu denklemi saglamak zorunda oldugunu
buluruz. f' ve fj(|n|f|)((0£i, j<6,0<(<2) fonksiyonlar: lineer bagimsiz ve

f sabit olmayan siirekli bir fonksiyon oldugundan

b*(a+b)=0
kb(a+b)=0
b(a+b)(c-1)=0
k*(a+b)=0
k(a+b)(c-1)=0
(a+b)(c-1)"~bk =0
k®=0
k(c-1)=0
(c—l)2+k2 =0

denklem sistemini elde ederiz. Bu denklem sistemi

k=0
c=1
b(a+b)=0
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sekline indirgenebilir. Boylece b=0 elde edilir. Aksi taktirde (4.7) ve (4.14)

denklemlerinden g’ =0 bulunurdu ki bu d6nceki kabuliimiizle ¢elisir. Bu yiizden

k=0
c=1

b=-a

bulunur. O halde (4.14) denklemi k =0, ¢ =1 oldugu igin

ve
f':i/1+9f2
2

halini alir. Boylece f = f(t) nin
jd—L :iJ‘dt (4.16)
fl+— f?
2

denklemini sagladigini elde ederiz. Buradan iki durum s6z konusudur.

1.durum : b >0 olsun. (4.16) denkleminden d € R bir sabit olmak tizere

\/%arcsinh (\/gf (t)J =+(t+d)

elde edilir. Boylece

f(t):iﬁsinh[\/g(ud)J
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bulunur. Son esitligin tiirevi alindiginda

£'(t) =icosh(\/g(t+d)J

olup bu ifade (4.7) denkleminde yerine yazilirsa

g'(t) ==£sinh (\/g(t+d)j

elde edilir. Bu taktirde son denklemden integral alarak e € R bir sabit olmak tizere

g(t) :i\/gcosh(\/g(ud)}re

elde edilir. Bu durum, « nin yarigap1 r = \/% ve merkezi z-ekseni tizerinde olan bir

¢ember oldugunu gosterir. Bundan dolayr M, bir HZ(r) hiberbolik birim kiiresidir.

(Sekil 3.2.)

Sekil 3.2. R} de hiperbolik kiire
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2.durum: b <0 olsun. Bu durumda (4.16) denkleminden d € R bir sabit olmak

uzere

f(t):igsin(@(t+d)J

elde edilir. Son esitligin tiirevi alindiginda

f’(t):icos[\/?(ud)j

olup bu ifade (4.7) denkleminde yerine yazilirsa

o7 --an Fva)

elde edilir. Bu ifade ¢dziimii olmayan bir denklemdir.

ii. o, timelike ise o', o egrisinin hiz vektdrii olmak iizere (/'(t),a'(t)), <O

olur. o timelike oldugu i¢in ||05'(t)||L2 :—<05'(t),04'(t)>L dir. Buradan,

le@®)]." =~ {a'®).a'®),
——((f®,0,9(1)),(f©).0,9(1))),
——(f2)-g"”))

elde edilir. o yay parametreli bir egri oldugundan birim hizli bir egridir. Yani

05'(t)||L =1 dir. O halde f'*(t)—g’*(t) =—1 bulunur. Bu yiizden g'(t) =0 olur.

N =@, X ¢,, M nin normal vektorii olsun. (4.1) esitliginin sirastyla t ve 6 ya gore

kismi tiirevleri

@ (1,0)=(f'(t)cosd, f'(t)sind,g'(t)) , ¢,(t,6)=(—F(t)sing, f(t)cos6,0)
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olup
@< @, =(T()g'(t)cos o, f(t)g'(t)sing, f (1) f'(1))
dir. Buradan M nin normal vektori ,

<N7 N>|_ :<(/7th Dys P X (P6>L
= f2(t)g’*(t) cos® @+ f2(t)g’*(t)sin® & — f2(t) f*(t)

= 20" M- O (1)
=f%(1)

olarak bulunur. (N,N) = f*(t)>0 oldugundan f (t)#0 igin M timelike’dr.

o< @ =(F()g'(t)cos o, f(t)g'(t)sing, F () (1)) ve [lo >, 0], = f(t)

olup M tiizerindeki Gauss doniisiimii

DX Py
G(t,0)=—"1—"2
(t) o > @

_ %( f(t)g't)coso, f (H)g'®)sind, F () F(1))

=(g'(t)cosd, g'(t)sing, f'(t))
olarak elde edilir. E=(¢,,¢,),_, F =(®.9,), » G=(9,,9,), olmak iizere

E=(¢.p), =((f'(t)coso, f'(t)sing,g'(t)),(f'(t)coso, f'(t)sind,g'(t))),
= f"?(t)cos* @+ g'*(t)sin* @ —g'*(t)

=21 -9"(t)
-1,
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F=(p.0,), =((f'®)coso, f't)sing,g'(t)),(~f (t)sin 6, f (t)cos6,0))

=—f(t)f'(t)cos@sin@+ f(t) f'(t)cosdsin &
=0,

G = (9. 9,), =((—f(t)sin6, f (t)cos6,0),(~f (t)sin, f (t)cos6,0))
= f2(t)sin’ @+ f2(t)cos’ &
= f%(t)

Ve q =‘<N, N>|_‘ = f?(t) olup M nin Laplace operatérii ,

il Ea e

0 f62 182}

olur. G Gauss doniisiimiine Laplace operatoriinii uygulayalim.
G=(G,,G,,G;)=(g'cos8,g'sinb, f') olmak iizere AG =(AG,,AG,,AG;) olsun.

Buradan

' 2 2
AG, :—{—%%(g’cose)—%(g’coseﬁ%%(g’cose)}

’ !

:ng”cos6’+ g"'cos@+%cos€,

f ot f?00°

:ng”sin¢9+ g”sing+ 1?2

' 2 2
AG, = —{—f—g(g’sin 0)—%(g’sin 0)+i8—(g'sin 9)}

sin@
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ve

olup

AG =(AG,, AG,, AG;)
AG :[(fT 9"+ g’"+%]cos€,(f7 9"+ g”’+%)sin 0,%+ f”’]

olarak elde edilir.

Ay Ay g
A=Ay Ay Ag |€R™ igin
Ay A A

Ay Ay Ag| | 9°C0SO | | 4,0'C080 +4,0'SIN G~ A, T
A-G=A, A, Ayl ] 9'sing |=|4,,0'C0sO+1,9'siNG— A, '

ﬂ31 ﬂaz ﬂ33 f’ ﬂalg,cosg“‘ﬂazgrsme_ﬂasf,

A-G=(4,9'cos@+4,9'sind—A,f" 1,,0'cosf+4,,9'sin@—A,,f',
A3,9'cos@+ A,,9'sinfd— A, )

ve

!

f' " " g f’ " m g’ 1 ff " m
AGz([Tg +0 +F)cose,(Tg +0 +?]Sln6’,T+f j

olmak iizere AG =AG ifadesinden

49



ng”cosH+ g"’cos@+%cos@=ﬂug’ cosé + A4,,9' sin@ — A, f'
ng”sin0+ g”sind+ ?2 sind = 1,,0’' cos@ + 4,,9' sind—A,,f’ (4.17)
ff”

: +f"=2,,09'cos@+ 1,,9'sin@ — A,,f'

denklem sistemi elde edilir. Eger f'=0 ise o zaman M bir dairesel silindirdir.
Silindirik yiizeyin bu ¢esidi birinci tip silindirik yiizey olarak adlandirilir. g" 0 idi.
O halde f'#0 oldugunu kabul edelim. (4.17) sisteminden A,=4,=0

Ay =2y =0, A, =4, =0 olur ve

f ! m ' [
+9 +%=ﬂng (4.18)

f " m ' [
Tg+g +%:/122g (4.19)
f: + "=, 1 (4.20)

denklem sistemine indirgenir. (4.18) ve (4.19) denklemleri 4, =4,, sonucunu verir.

Ai=A,=a ve A,=Db olsun. Boylece (4.18), (4.19) ve (4.20) denklemleri

diizenlendiginde

ffg"+ f2g"+(1-af*)g'=0 (4.21)
f2_g?2=-1 (4.22)
"+ ff " = —bff’ (4.23)

elde edilir. (4.22) denkleminden tiirev alinirsa

ff"=99" (4.24)

oldugu goriiliir. (4.24) esitliginden de tiirev alinirsa
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()Y +ff"=(g") +9'9" (4.25)
elde edilir. (4.24) ve (4.25) den

" n 2 NI_ n 2
gﬂz ff Ve gW:(f ) +fgf (g )

olup bu esitlikler (4.21) denkleminde yerine yazilirsa
(1-af?)(g") + £ (') (£ (£ +(F) £+ fE7)=£2(£)°(£7)" =0 (4.26)

elde edilir. (4.22) denkleminden (g')2 :1+(f’)2 olup bu ifade (4.26) denkleminde

yerine yazilirsa

(1-af )1 (£)) + £ (FP[(F) £+ fi17 4 17]

(4.27)
| £2(F7) 4 126870
denklemi elde edilir. (4.23) denklemi
(f7y _—%b( £2)
olarak yazilabilir. Bu ifadenin integrali alinirsa k € R bir sabit olmak tizere
ff”=—%bf2+k (4.28)
olup bu denklem
2f"=—bf + 2_fk
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seklinde yazilabilir. (4.28) denklemi i¢in P(f)= f' doniisiimiini uygulayalim.

Buradan
21" =—bf +2—k
f
denklemi
2
aP = —bf +&
df f

halini alir. Bu ifadenin integrali alindiginda ¢ € R bir sabit olmak {izere
2 b 2
P =3 f2+2kIn|f|+c
olarak bulunur. P(f)=f’' oldugundan bu ifade

(f’)zz—gf2+2kln|f|+c

(4.29)

seklinde yazilir. (4.28) ve (4.23) denklemleri kullanilarak (4.27) esitliginden f" ve

f" tirevleri yok edilebilir. Buradan

tiirevleri (4.27) denkleminde yerine yazilirsa

b

(1—af2)(1+(f’)z)z—bfz(f’)z((f')2+1)+(§ fz—kT -0

bulunur. Sonug olarak (4.29) esitligi (4.30) denkleminde yerine yazilirsa ,
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%Xa+byﬁ-{2mxa+bnnﬁy+ma+bxc+n]f4
-ﬁ}kﬂa+manﬁpz+4ua+bxc+nnﬂfpxa+bxc+nz+mqf2

—[ 4k (In 1)+ ak(c+DIn] £+ (c+1)* +K? | =0

elde edilir. Bu ifadeden elde edilen

b2(a+b)=0
kb(a+b)=0
b(a+b)(c+1) =0
k(a+b)(c+1)=0
k’(a+b)=0
(a+b)(c+1)*+kb=0
k=0
K(c+1) =0
(c+D)*+k*=0

denklem sistemi ,

k=0
c=-1

b(a+b)=0

sekline indirgenebilir. Benzer sekilde b=0 olup b=-a olur. O halde k=0 ve
¢ =-1 oldugundan (4.29) esitligi

—b

fret | —f7-1
2

olarak yazilir. Bu ifadeden integral alinirsa
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(4.31)

it

elde edilir. Bu (4.31) esitliginin sonucu d € R bir sabit olmak tizere

ft)= i\/%cosh [E(Hd)]

olarak bulunur. Bu esitligin tiirevi alindig1 taktirde

f'(t)=isinh£\/§(t+d)J

olup bu ifade (4.22) esitliginde yerine yazildiginda

g'(t) = £cosh (\/%T)(Hd)]

olarak bulunur. Bu ifadenin integrali aliirsa e € R bir sabit olmak {izere

g(t) :iEsinh[@(t+d)j+e

elde edilir. d,e e R bir sabit ve b <0 olmak tizere

ft)= J_r\/%cosh [\/?(Hd)] ve g(t) = i\/%sinh [\/%T)(Hd)j+e

yazilabilir.
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’ 2 . : : :
Bu a nin yaricap: r = 5 ve merkezi z-ekseni lizerinde olan bir gember oldugunu

gosterir. Bundan dolayr M, bir S?(r) Lorentz birim kiiresidir. (Sekil 3.3.)

Sekil 3.3. R} de Lorentz kiiresi

2. M nin donme ekseni koordinat sisteminin X ekseni olsun.

a(t)=(f(t),0,9()).tel

ile ifade edilen M nin profil egrisini « ile gosterelim. M ylizeyinin bir

parametrelendirmesi
o(t,0)=(f (), g(t)sinh 6, g(t)cosh 9) (4.32)

ile verilsin.

i. a , spacelike ise f’*(t)—g'?(t) =1 bulunur. Bu yiizden f’#0 dir. M nin

normal vektéri N =¢,x, ¢, olmak iizere (N,N)L:—gz(t) olarak bulunur.

(N,N) <0 oldugundan g(t)#0 icin M spacelike dir. M iizerindeki Gauss

doniisiimii
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G =(g'(t), f'(t)sinh g, f'(t)cosh 0)

dir. g =<N, N >L diyelim. (1) durumundaki benzer hesaplamalar yapildiginda E =1

F =0, G=g?(t) ve q=g°(t) olmak iizere M nin Laplace operatorii
a-_Llofdao), ofJao
Jalat| E ot) 06| G o6
go o 1 ¢
=t =t —=—
got ot* g*o6°
olarak bulunur. Gauss doniisiimiine Laplace operatorii uygulandiginda ,

AG :(_%_ g"',(_l— f”’—f—zjsinh 9,[—£— f"'—f—chosh 9}

g g g g g
elde edilir.
Ay Ay g
A=Ay Ay Ay |eR* olmak lizere AG =AG ifadesinden
/131 /’i’32 2’33
_ﬂ_ " __ ! !~y _ !
9" =4,9"+A4,f'sinh@—1,f cosh@
g'f i " f' H ! !~y !
—=——f"——|sinh@=4,,9"+ 4, f'sinh&—1,,f'cosh & (4.33)
g g
g’f " m f, ! I a3 !
-~——f"——|cosh@=1,9"+ 1, f'sinh@— 1, cosh @
g g

denklem sistemi elde edilir. Eger g’ =0 ise M nin bir dairesel silindir oldugunu elde

ederiz. Silindirik yilizeyin bu ¢esidi {iglincii tip silindirik yiizey olarak adlandirilir.
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f'#0 idi. g’#0 oldugunu kabul edelim. (4.33) denklem sistemi A,=4,=0
Ay = Ay =0, Ay =4, =0 sonucunu verir. O halde (4.33) denklem sistemi

99 =49’ (4.34)
g
g 'f " m [
—f"—— =4, f (4.35)
g
g’f " W f ' !
S (4.36)
g g 7

seklinde yazilir. (4.35) ve (4.36) denklemlerinden A,, =—A4,, elde edilir. 4, =a
Ay, =—A4; =b olsun. O halde denklem sistemi

9gf"+9g°f"+(1+bg*) f'=0 (4.37)
(Y —(g) =1 (4.38)
9'9"+99" =-agg’ (4.39)

seklinde yazilabilir. (4.38) denkleminden tiirev alinirsa
ff"=g7q9" (4.40)
oldugu goriiliir. (4.40) denkleminden de tiirev alinirsa
(£ +t17=(g") +g'g" (4.41)

elde edilir. (4.40) ve (4.41) esitliklerinden

1y " m 2
f"=gf—q ve fm:(g)+gg -

olup bu esitlikler (4.37) denkleminde yerine yazilirsa
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(1+bg?) () +a () (9(0") +(9') 9" +990")-0*(¢)’ (¢') =0 (442

bulunur. (4.38) denkleminden (f’)2 :1+(g')2 olup bu esitlik (4.42) denkleminde

yerine yazilirsa

(1+bg?)(1+(9")') +a(9)[(9) 0"+ 0"+ 099" ]

2 (4.43)
+|:gZ(gn) +929!gmi|zo

elde edilir. (4.39) esitligi

seklinde yazilabilir. Bu ifadenin integrali alinirsa k € R bir sabit olmak tizere

99" =_—;gz +k (4.44)
olur ve ifade

29" =-ag +%
g

olarak yazilabilir. (4.44) denklemi i¢in P(g) =9’ doniisiimii uygulanirsa

dpP? 2k

dg g

elde edilir. Bu ifadenin integrali alinirsa ¢ € R bir sabit olmak iizere

(g’)2=_7ag2+2kln|g|+c (4.45)
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olarak bulunur. (4.39) ve (4.44) denklemleri kullanilarak (4.43) denkleminden g" ve

m

g” tiirevleri yok edilebilir. Buradan
14 k m a’ !’ '
g = 9+— Ve g =—49g —kg—z
g 2 g

tiirevleri (4.43) denkleminde yerine yazilirsa

(l+bgz)(l+(g')2)2 ~ag®(g')’ (l+(g’)2)+(%g2 —ka =0 (4.46)

elde edilir. Sonug olarak (4.46) denkleminden g’ tiirevini yok etmek igin (4.45)

esitligi kullanildig: taktirde

%(a b)g®—[ 2ka(a—b)In|g|+a(a-b)(c+1)]|g*
[ (a—b)(c+1)In|g|+4k*(a-b) (In|g|) (a- b)(c+1)2+ang2

k?(In|g]) +4k (c+1)In|g|+ (c+1)2+k2J:0

denklemi elde edilir. Bu ifadeden elde edilen

denklem sistemi ,
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sekline indirgenebilir. a=0 olup a=b dir. O halde k =0 ve ¢ =-1 oldugundan
(4.45) esitligi

'=+,|[—(0g° -1
g > g
halini alir.
' —a 2
=+,/—qg° -1
g > g

ifadesinin integrali

et

olarak elde edilir. (4.47) integralinin sonucu a<0 ve d € R bir sabit olmak tizere

g(t)= i\/%cosh[\/%(t + d)J

olarak bulunur.

(9') :sinh{\/_;a(ud)]

olmak tizere (4.38) esitliginde yerine yazilirsa
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f'=icosh(\/%7a(t+d)j

elde edilir. Bu ifadenin integrali alinirsa a <0 ve e € R bir sabit olmak {izere

ft)= J_r\/zsinh (P(Hd)jw
-a 2

sonucuna ulasilir. Sonug olarak

g(t)= i\/zcosh[\/_—ia(ud)J ve f(t)= J_r\/zsinh (\/_—Ti(t +d)j+e
-a 2 -a 2

elde edilir.
2 . Ce . <

Bu a nin yarigap1 r =, [— ve merkezi x-ekseni tizerinde olan bir gember oldugunu
—a

gosterir. Bundan dolayt M bir HZ(r) hiperbolik birim kiiresidir.

ii.  «a timelike ise 0 zaman (f')2 —(g’)2 =—1 bulunur. Bu yiizden f’#0 dur.

M nin normal vektdrii N =g, x_ @, olmak iizere (N,N) =g*(t) olarak bulunur.

(N,N >L >0 oldugundan M, g # 0 i¢in timelike olur. M iizerindeki Gauss doniisiimii
G =(g'(t), f'(t)sinh g, f'(t)cosh 0)

dir. gq=(N,N >L diyelim. Benzer hesaplamalar yapildiginda E=-1, F=0

G =g%(t) ve g=g*(t) olmak iizere M nin Laplace operatorii

go o 1 ¢
A=—y=—— ot ——
got ot° g° oo
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olarak elde edilir. Gauss doniigiimiine Laplace operatorii uygulandiginda

AGZ(%-I-QI",(gf +fm—f—2j5inh0,[gf _+_fm_f_2JCOSh0J
g

g g g g
elde edilir.
Ay Ay g
=4, A, Ay |eR* olmak iizere AG = AG ifadesinden
ﬂ"il 232 2‘33
g'g”‘i‘ " ! I a3 _ !
9" =24,9"+4,f'sinh@—1,f coshé
g
g’f i m_ f' H ' , - ,
. +f 92 sinh@=4,9"+ A, f'sinh@—A,,f'coshé (4.48)
g’f i m f’ ' y . '
. + f —? cosh@ = A4,,9"+ 4, f'sinh&— 4,,f'cosh @

denklem sistemi elde edilir. ' =0 ise 0 zaman M bir delinmis timelike diizlem olur.
f'#20 idi. g'#0 oldugunu kabul edelim. (4.48) sisteminden A,=4,=0
Ay =As =0 ved, =4, =0 olur. O halde (4.48) denklem sistemi

g 'g ! n

+g"= Ay’ (4.49)
( ——] L (4.50)
( +f7— —j R (4.51)

seklinde yazilabilir. (4.50) ve (4.51) denklemleri A,, =—4,, sonucunu verir. 4, =a

Ay, =—Ay; =b olsun. Buradan (4.49), (4.50), (4.51) denklemleri diizenlendiginde
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9gf"+g*f"—(1+bg®) f'=0 (4.52)

() —(g") =—1 (4.53)
9'9"+99" =agg’ (4.54)

haline gelir. (4.53) denkleminin tiirevi alinirsa

ff"=g7q9" (4.55)
olur. (4.55) esitliginden de tiirev alinirsa

(") +ff"=(g") +97g" (4.56)
elde edilir. (4.55) ve (4.56) dan

f,,:ﬂ fm:(g/!)2+g!gr(I_(f¢1)2
f’ f’

olup bu esitlikler (4.52) denkleminde yerine yazilirsa
_(1+ ng)( f r)4 + g ( f ,)2 [(gr)z g!r_'_ g (gﬂ)z + gg!grrr}_(ggrg”)z — O (457)

denklemi elde edilir. (4.53) denkleminden (f')° =(g')’ —1 olup bu esitlik (4.57)

denkleminde kullanilirsa

(1+bg?)(1-(9')') -0 (9')'[(a') 0"~ 09" + 0"

2 (4.58)
+|:gZ(gn) +gZQ!gm:|:0

elde edilir. (4.54) esitligi
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seklinde yazilabilir. Bu ifadenin integrali alinirsa k € R bir sabit olmak tizere

gg”:%g2+k (4.59)
olur ve bu ifade
29" =ag +2—k
g

olarak yazilabilir. (4.59) denklemi i¢in P(g) =g’ doniisiimii uygulanirsa

elde edilir. Bu ifadenin integrali alinirsa ¢ € R bir sabit olmak iizere

(g) =%gz+2kln|g|+c (4.60)

olarak bulunur. (4.54) ve (4.59) denklemleri kullanilarak (4.58) denkleminden g” ve

m

g” tiirevleri yok edilebilir. Buradan
" m a ’ g’
=—0g+— Ve =—0' -k=
g > g g > g e
tiirevleri (4.58) denkleminde yerine yazilirsa
2 r\2 2 2 r\2 12 a 2 ’
(1+bg )(l—(g) ) +ag”(g') (l—(g) )+ 59 +k| =0 (4.61)

64



elde edilir. Sonug olarak (4.61) denkleminden g’ tiirevini yok etmek igin (4.60)

esitligi kullanildig: taktirde

a_z( ~b)g°®+[ 2ka(a-b)In|g|+a(a—b)(c-1)]|g*

4
[ (a—b)(c-1)In|g|+4k*(a- b)(ln|g|) (a—b)(c—l)erang2
|4

(In]gl) +4k c—1)In|g|+(c— )+k2}:0

denklemi elde edilir. Bu ifadeden elde edilen

a’(a-b)

ka(a—h)=

a(a-b)(c-1)=

k(a-b)(c-1)=

k?(a—b)=0

(a-b)(c-1)"+ak=0
k?=0

denklem sistemi ,

sekline indirgenebilir. a=0 olup a=>b elde edilir. O halde (4.60) denklemi k =0

¢ =1 oldugu i¢in
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halini alir.

ifadesinin integrali

olarak elde edilir. (4.62) integralinin sonucu a>0 ve d € R bir sabit olmak tizere

g(t) :i\/gsinhL\/g(Hd)J
a 2

olarak bulunur.

(g') =cosh2£\/§(t+d)J

olmak tizere (4.53) esitliginde yerine yazilirsa

f’:isinh(\/g(ud)]

elde edilir. Bu ifadenin integrali alinirsa @ >0 ve e € R bir sabit olmak iizere

f(t) :i\/zcosh(\/g(t+d)]+e
a 2
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sonucuna ulasilir. Sonug olarak

g(t) :iJgsinh[\/g(t+d)J ve f(t) :i\/zcosh(\/g(t+d)}+e
a 2 a 2

elde edilir.
: . 2 . <
Bu « nin merkezi x-ekseni iizerinde ve yarigap1 r =,|— olan bir cember oldugunu
a

gosterir. Bundan dolayt M bir SZ(r) Lorentz birim kiiresidir.

3. M nin dénme ekseni koordinat sisteminin y-ekseni olsun. M nin profil egrisini «

ile gosterelim o zaman o nmn

at)=(f().9().0),tel

ile gosterildigini kabul edebiliriz. Bu ylizden « , spacelike’dir. M yiizeyinin bir

parametrelendirmesi

o(t,0)=(f(t)cosho,g(t), f(t)sinh o) (4.63)

ile verilir. o« spacelike oldugu icin (f’)2+(g’)2:1 bulunur. (N,N) = f*(t)

oldugundan, M f (t) # 0 i¢in timelike’dir. M nin Laplace operatorii

fr'o o8 1 o
A=—| —Z 4 = 2
fot o> f206°

ile verilir. M tizerindeki Gauss doniisiimii
G =(—g’'cosh, f',—g’'sinh 0)

ile verilir.
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Gauss doniisiimiine Laplace operatorii uygulandiginda

AG = 9 +g’”—g—2 cosh &, ff +f", 9 +g"’—g—2 sinh @
f f f f f

elde edilir.
Ay Ay A
A=|Ay Ay Ay |eR* olmak iizere AG =AG ifadesinden
ﬂ"il 232 2‘33
fg”+ ,,,_g_’ cosh@ =— "cosh @ f' 'sinh @
07— |cosh 0 =—2,,0'00sN 0+ 2, f+ Z,49'sin
ff” n ’ ! I A3
- T+f =-1,,9'cosh@+4,, f'+ 4,,9'sinh @ (4.64)
fg”+ " g inh@ =— "cosh 6 f' 'sinh @
; g 2 sinh@ =-4;,9'cosh@+ 4, f "+ A,,9sin

denklem sistemi elde edilir. g’=0 ise 0 zaman M delinmis timelike diizlemdir. Eger
f'=0 ise 0 zaman M dairesel silindirdir. Silindirik yiizeyin bu ¢esidine bir ikinci tip
silindirik yiizey adi verilir. f'20 ve g'#0 oldugunu kabul edelim. (4.64)
sisteminden A4, =4,=0, 4, =4,,=0 ve 4,, =4, =0 olur. O halde (4.64) denklem

sistemi

f ! m ' !

fg +g"- =i (4.65)
_fff ot (4.66)
f ! m ' 1

fg +g"—% =g (4.67)
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seklinde yazilabilir. (4.65) ve (4.67) denklemleri A4, =—A4,, sonucunu verir. 4, =a
Az=—a Vve A,=Db olsun. Buradan (4.65), (4.66), (4.67) denklemleri

diizenlendiginde

ffg"+ f2g"—(1-af*)g'=0 (4.68)
() +(g) =1 (4.69)
£+ ff " = —bff’ (4.70)

haline gelir. (4.69) denkleminin tiirevi alinirsa

ff"=—qg'g" (4.71)
olur. (4.71) esitliginden de tiirev alinirsa

() + 6" =—(g"Y ~g'g" (4.72)
elde edilir. (4.71) ve (4.72) den

" n\2 m ”\2
g":—ff! ve g”’:—(f ) +ff’ +(9")
g g

olup bu esitlikler (4.68) denkleminde yerine yazilirsa
(1-af?) (@) + £ (g") | (F/) £+ £ (£7)+ £ [+ (FE7) =0 (4.73)

denklemi elde edilir. (4.69) denkleminden (g')° =1—(f')" olup bu esitlik (4.73)

denkleminde kullanilirsa
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(st )1 () f o £ (= 17— 11°]

(4.74)
| £2(F7) 121870

elde edilir. (4.70) esitligi

seklinde yazilabilir. Bu ifadenin integrali alinirsa k € R bir sabit olmak tizere

ﬁ”:—%f2+k (4.75)
olur ve bu ifade
2f"=—Dbf +2—fk

olarak yazilabilir. (4.75) denklemi i¢in P(f)= f' donisiimii uygulanirsa

2
ap = —bf +&
df f

elde edilir. Bu ifadenin integrali alinirsa ¢ € R bir sabit olmak iizere

(f32=—gf2+2km|ﬂ+c (4.76)

olarak bulunur. (4.70) ve (4.75) denklemleri kullanilarak (4.74) denkleminden f”

m

ve f” tiirevleri yok edilebilir. Buradan
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pro D Koy g B U
2 f 2 2

tiirevleri (4.74) denkleminde yerine yazilirsa

(1—af2)(1—(f')2)2 —bf 2 () (1—(f’)2)+(— £2 —ka =0 (4.77)

elde edilir. Sonu¢ olarak (4.77) denkleminden f' tiirevini yok etmek icin (4.76)

esitligi kullanildig: taktirde

bT:(a—b) f®—[2kb(a-b)In|f|+b(a=b)(c-1)]f*

+[4k(a_b)(c—l)|n|f|+4k2(a—b)(|n|f|)2+(a_b)(c_l)2+ka f2

= 4k? (in|f[)" + 4k (c-1) | f[ + (c-1)" +K* | <0

denklemi elde edilir. Bu ifadeden elde edilen

denklem sistemi ,

(@] ~
Il Il
F o
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b(a-b)=0

sekline indirgenebilir. b=0 olup b=a elde edilir. O halde (4.76) denklemi k =0

¢ =1 oldugu i¢in
—b
frf=5,]—f?+1
2
halini alir.

fr= f241

+l
N|c|r

ifadesinin integrali

j m+ j dt (4.78)

olarak elde edilir. (4.78) integralinin sonucu b >0 ve d € R bir sabit olmak iizere

f(t):i\/gsin[\/g(ud)j

olarak bulunur.

(f')" =cos? (\E(Hd)j

olmak tizere bu ifade (4.69) esitliginde yerine yazilirsa
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g':isin[\/g(ud)J

elde edilir. Bu ifadenin integrali alinirsa b >0 ve e € R bir sabit olmak tizere

g(t) Zi\/ECOS(\/g(t-i—d)J-i—e

sonucuna ulasilir. Sonug olarak

f(t) :i\/gsin(\/g(ud)j ve g(t) ZiJECOS(\/g(t-Fd)J-Fe

elde edilir.
. D 2 . 9
Bu a nin merkezi y-ekseni {lizerinde ve yarigap1 r = b olan bir ¢ember oldugunu

gosterir. Bundan dolayt M bir S (r) Lorentz birim kiiresidir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Dillen vd. (1990) ve Altin (2000) tarafindan elde edilen sonuglar detayli bir sekilde
incelenmistir. Ugiincii bolimde R® de Gauss doniisiimii 1-tipli olan donel yiizeyler

incelenerek bu tiir yiizeylerin bir diizlem, bir kiire veya bir dik dairsel silindir ylizeyi
oldugu Teorem 3.1. de gdsterilmistir. Dordiincii bolimde R: de Gauss déniisiimii

1-tipli olan donel yiizeyler incelenerek bu tiir yiizeylerin delinmis diizlem, dairesel

silindir veya hiperkuadrik yiizeyi oldugu Teorem 4.1. de gosterilmistir.

Ileri ¢alismalar igin Dillen vd. (1990) ve Altin (2000) tarafindan elde edilen

sonuglara benzer olarak hiperyiizeyler icinde yeni sonuglar arastirilabilir.
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