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OZET

Q - GAMMA BETA INTEGRALLERI VE UYGULAMALARI

TURK, Elif
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans tezi
Danigsman: Dog. Dr. Ali ARAL
Mayis 2010, 64 sayfa

Bu tez {i¢ boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde tezin amact ve kaynak ozetleri

hakkinda kisa bilgiler verilmistir.

Ikinci boliimde ¢ - analizdeki temel kavramlar ve bununla ilgili teoremler ile g -

seriler ele alimmistir.

Ugiincii béliimde ise ¢ - Gamma ve g - Beta fonksiyonlari, bunlarmn sonlu ve sinirsiz
araliktaki ¢- analogu ile bu fonksiyonlarin integral degerlerinden ve birtakim

ozelliklerinden bahsedilmistir.

Anahtar Kelimeler: ¢ -Analiz, ¢ - Gamma Fonksiyonu, ¢ - Beta Fonksiyonu,

g - Seriler, ¢ -Integrali, ¢ - Diferansiyel, ¢ - Binom Teoremi



ABSTRACT

Q-GAMMA BETA INTEGRALS AND APPLICATIONS

TURK, Elif
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, M.Sc. Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ali ARAL
May 2010, 64 pages

This thesis consists of three basic chapters. In the first chapter, the purpose of the

thesis and the summary of the literature are given.

In the second chapter, some fundamental concept of ¢- analysis theorems and

q - series are given.

In the third chapter, the analogous of ¢ - Gamma function and ¢ - Beta function are

given in bounded and unbounded interval and discused some properties of it.

Key words: ¢ - Analysis, ¢ - Gamma Function, ¢ - Beta Function, ¢ - Series,

q - Integral, ¢ - Differential, ¢ -Binom Theorem
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1.GiRiS

Glinlimiizde ¢ - analizdeki ¢aligmalar giderek artan bir hizda devam etmektedir.
Klasik analiz kullanilarak elde edilemeyen bazi sonuglar ¢ - analizde daha kolay elde

edilebildigi gibi bazi durumlarda daha iyi uygulama alanlarma sahip oldugu

gosterilmistir. Bu alanlardan bir tanesi de yaklasimlar teorisidir. Ispatlanmistir ki ¢ -

dogal sayilar kullanilarak yeniden tanimlanan lineer ve pozitif operatorlerin yaklagim
hizlar1 klasik operatore gore daha hizlidir. Klasik operatorler i¢in elde edilemeyen

baz1 sonuglarda ¢ - analiz teknikleri kullanilarak daha kolay elde edilebilmektedir.

Bu tezdeki sonucglar kullanilarak yeni lineer pozitif operatorler tanimlanabilir. Bu
nedenle bu tez yaklasimlar teorisinde kullanilmak {izere i1yi bir kaynak olusturacagina

inantyoruz.

1.1.Tezin Amaci

Tezde g - analizdeki temel kavramlardan faydalanarak yeni ¢ - Gamma ve ¢ - Beta

fonksiyonlar1 tanimlanmis ve bu fonksiyonlari temel 6zellikleri incelenmistir.

1.2.Kaynak Ozetleri

Oncelikle ¢ - analizdeki temel kavramlar ve bu tanimlarin birbirine gegislerindeki
ilgili teorem ve ispatlarda Kac ve Cheung (1) nin “ Quantum Calculus’’ adli kitab,
Jackson (2) nin “A generalization of the functions I'(n) and x"’’ adli makalesi ve

Andrews, Askey ve Roy (3) un “Special functions’’ adli kitabindan faydalanilmistir.

g - Gamma ve ¢ - Beta fonksiyonlari, bunlarin sonlu ve simnirsiz araliktaki integral
gosterimleri, K(x;¢) fonksiyonu ve bu fonksiyonlarin birbiriyle iligkileriyle ilgili
¢oziimler igin De Sole ve Kac (4) in “ On Integral Representations of ¢- Gamma
and ¢ - Beta Functions’” adli makalesinden ve Exton (5) un “¢ - hypergeometric

functions and applications * adli kitabindan yararlanilmistir.



2.MATERYAL VE YONTEM

2.1. g-Tamsayilar ve Ozellikleri

Tanim 2.1: € Zve ¢>0 i¢in [»] asagidaki sekilde tanimlanir.
q , 588

(l—q")/(l—q)=l+q+q2+...+qr_1,q¢l
[r], = 2.1)
r ,q=1

[] ifadesine bir g - tamsay1si denir ve [r] veya [”],, seklinde gosterilir. Burada
q

r herhangi bir reel say1 olacak sekilde genisletilirse[r]q ifadesine ¢ - reel sayisi

denir.

Herhangi bir ¢ >0 i¢in
N, = {[r]q , V€ Nigin} (2.2)

kiimesini tanimlayalim. (2.1) den
Nq={0,1,1+q,1+q+q2,1+q+q2+q3+...} (2.3)
yazilabilir.

Agik bir sekilde goriliiyor ki ¢g=1 i¢in N , kumesi, negatif olmayan tamsayilar

kiimesini ifade eder.



Tanim 2.2: ¢>0ve r €N i¢in [”],, I asagidaki sekilde tanimlanir.

- L

[”],, | ifadesine ¢ - faktoriyel denir.

Tammm 2.3: Her bir k€N ve >0 icin binom katsayilar1 asagidaki sekilde

tanimlanir.

r

GRS i)
{ } - . 22

Tamim 2.4: n ve r herhangi iki pozitif tamsay1 olsun. n>r >0 igin

) ], [n=r],1r],

{nl [n],[n=1], - [n=r+1],  [n]! (2.6)

olur.

Acikca g =1 icin

olur.

Gauss denklemleri

HR i



Ve
H =q”{":ﬂ {"_1} (2.8)

pascal tipindeki bagmtilar1 saglar. n>r>0 seklinde oldugu zaman (2.6)

kullanilarak asagidaki ifade yazildiginda (2.7) yi elde edebiliriz.

Gercekten
] gy e

olup diger taraftan

dir. Bu ifade (2.9) da yerine yazilip gerekli kisaltmalar yapilirsa (2.9) un sag

tarafinin {n

} ye esit oldugu gortiliir.
,

q

(2.7) ve (2.8) de g =1 yazarsak

m:(n:n*(n_ lj (2.10)

bildigimiz binom katsayilarini elde etmis oluruz.

Bu bagintidan



oldugu agiktir.

Binom sayilar1 pozitif rasyonel sayilardir. n,r e R igin n>r>0 durumda her

zaman pozitif tamsay1 oldugunu da sdyleyebiliriz.

(2.6) kullanilarak

H _(1=g"D)=g"").(1=¢") @.11)
rl,  (=9-¢")..(1-¢")

n

7

elde edilir. Bundan dolayl{ } parametresine gore bir rasyonel fonksiyondur. Diger
q

yandan adi Binom katsayilari, rasyonel sayidan ¢ok bir tamsayidir. Pascal tipindeki
bagimntilardan (2.7) yada (2.8) den herhangi birini kullanarak (2.10) un ¢ nun

rasyonel fonksiyonundan daha ¢cok ¢ nun bir polinomu oldugunu goriiriiz.

Tanim 2.5: Herhangi bir keyfi f(x) fonksiyonunu gozoniine alalim.

d,f(x)= f(gx)=f(x) (2.12)

ifadesine ¢ — diferansiyel denir. Bu tanimdan yararlanarak

D, f(x)=2l ix> _S@)-f() 2.13)

d gx —x

q

ifadesine ise f(x) ’in g — tiirevi denir. Bundan sonra [n] ifadesi goriildiigiinde [”],,

anlasilacaktir.



Ornek 2.1: f(x)=x" ,n€Z" fonksiyonunun ¢ — tiirevini bulalim.

(¢0)" —(x") _x"(¢" -1 _(¢"=D

D f(x)=
o (%) gx—x x(g-1) g-1
g -1 .
Burada [n] = 1 yerine yazilirsa
"1
qun _4d = [n]xnfl
qg-—1

olacaktir. Bu ifade x" nin klasik tiirev sonucuna benzemektedir.
Tamm 2.6 (iki Fonksiyonun Carpiminin q — Diferansiyeli) :

f(x)ve g(x) herhangi iki fonksiyon olmak iizere ,

d,(f(0)g(x)) = f(gx)g(gx) - f(x)g(x)
= f(gx)g(gx)— f(x)g(x)— f(gx)g(x) + [ (gx)g(x)
= f(gx)(g(gx) — g(x)) + g(xX)(f(gx)— f(x))

elde edilir.

Sonug olarak,

d,(f(0)g(x) = f(g0)d g(x)+g(x)d, f(x) (2.14)

olur.

Tamim 2.17 (iki Fonksiyonun Carpiminin ve Béliimiiniin q — Tiirevi) :

f(x) ve g(x) herhangi iki fonksiyon olmak iizere (2.13) ifadesinden yararlanarak

asagidaki ¢ — tiirevi elde ederiz.



d,(f(x)g() _ flgx)d,g(x)+g(x)d, [ (x)

D,(f (g === pr
- S 2D gy 2L
D, (f(x)g(x)) = f(qx)D,g(x)+g(x)D, f (x) (2.15)
bulunur. Simetriden dolay1
D, (f(x)g(x)) = g(gx)D, f(x)+ f(x)D,g(x) (2.16)

elde edilir. Simdi de fonksiyonun boliimiiniin ¢ — tiirevinin nasil tanimlandigini

gosterelim.
fx)=f(x)
VAC))
g(x)—— 700 f(x)
oldugu agiktir.

Esitligin her iki tarafinin ¢ — tiirevini alalim.

D, {gm&] =D, f(x)
g(x)

(2.16) dan asagidaki sonuca variriz.

g(q)D, (&] +D,e0 Y 2 p r(x)

g(x) g(x)
Jx)
D D
p[L0)- O g
g(x) g(gx)



(2.17)

D ( f (X)] _ 8 (x)D, f(x)— f(x)D,g(x)
g g(x)g(gx)

elde edilir.

g — tiirevde genelde zincir kurali yoktur. Ancak u(x)=ax” (a, Bsabit) olmak iizere
f(u(x)) seklindeki fonksiyonlarn ¢— tiirevleri zincir kurali ile bulunabilir.

Gergekten,

B By _ B
D,(f () = D, (f(axy) =L @X 4 )= (@x)
x(g-1)

_flax’q") - fax") ax’q"
ax’q’ —ax’ x(g-1)

_ f(q"u)— f(u) u(gx) —u(x)
qﬁ u—u x(g-1)
D, (f (x))) = (D, f)u(x))D,u(x) (2.18)

elde edilir.

Ornegin u(x)=x"+X veya u(x)=sinx gibi fonksiyonlarda u(gx) basit bir sekilde
u nun terimleri cinsinden ifade edilemez. Bu yiizden zincir kurali burada

uygulanamaz.

Ornek 2.2: f(x)=Inx fonksiyonunun ¢— diferansiyelini ve D, f(x) degerini

bulalim.
d,(Inx) = In(gx) — Inx = Inq
d (I _
D, (Inx) = ,(Inx) _Ingx—Inx _ _Inq
d,x x(g=1)  x(g-1
Buradan



lim D, (Inx) = lim g _im 4~ 1 (ppyy
g—1 g—1 x(q _1) 9=1 x X

esitligi dogrudur.
Ornek 2.3 : f(x)=x" fonksiyonunun d S (X),D,f(x) degerlerini bulalim.

2.2 2 2 2
d,f(X)=qx —x =x(q" =1
oldugunda

4/ X -y
D, f(x)= ix  xqg-D) =x(g-1)

elde edilir. Buradan

lqi_r)rlqu f(x)=2x=(x")
esitligi dogrudur.
Teorem 2.1: neZ ve t,s,a,b,A,BeR olsun. Bu takdirde,

) Dx' =[t]x",

2) D,(Ax+b)! =[n] A(Ax+b))"
3) D,(a+Bx), =[n]B(a+Bgx)," ,
4) D,(1+Bx), =[t]B(1+ Bgx). ",

Ax*
+1
(1+ Bx),

Ax®
" (1+ Bx),

Ax®
+1
(1+ Bx),

5D 5] ~B(1][s)

dir.



Ispat : ¢ — tiirevin tanimmi kullanirsak

x(g-1)  x(g-1) g-1

ot Lt te t r
I)qut:qx x:x(q l)szQ_l [t]xt—l

olur.

2) D, (Ax+b) = (Agx +Db), —(Ax+Db),
x(g=1)

yazabiliriz. Diger yandan,

(Agx+b), = (Agx+b)(Agx+gb)...(Agx + q""'b)
=(Agx+b)q(Ax+b)..q(Ax+q"b)
=q"" (Agx+b)(Ax+b)...(Ax+q"b)

yazilabilir.

(Agx+b), = (Ax+b)(Ax+gb)...(Ax+ q"’b)
olur. Buradan da
(Agx + b)Z —(Ax+ b)Z =(Ax+b)(Ax + gb)...(Ax + q"’2b) [q"’](Aqx +b)—(Ax+ q"’]b)]
=(Ax +b)(Ax + gb)...(Ax +q"*b) [Aq”x +bg"" — Ax — q"ilb]
=(Ax+b)z_] Ax(g" -1)

olup bulunan bu deger ¢— tiirev taniminda yazilirsa

_ (Ax+ b)Z_] Ax(q" -1)

D, (Ax+b), = "
=(Ax+b)," A—((ll_j;))

10



=(Ax+b)," A[n]
elde edilir.

3) Benzer sekilde ¢ — tiirev tanimindan

D,(a+Bx)! = (@a+B ‘]2; ‘_(1‘)1 + Bx),

yazilir. Diger yandan,
(a+ Bgx), =(a+Bgx)(a+ Bq’x)...(a+ Bq"x)
(a+ Bgx), =(a+Bx)(a+ Bgx)...(a+ Bq"'x)

oldugunu biliyoruz. Buradan,

(a+ Bgx), —(a+ Bx), = (a+ Bgx)(a + Bg*x)...(a+ Bq" 'x) [(a +Bq"x)—(a+ Bx)]
=(a+Bqx)," B(q" 1)

elde edilir. Bu deger ¢ — tiirev taniminda yerine yazilirsa
a+Bgx)'" Bx(q" -1
D,(a+ By’ _(a+Bgqx), Bx(q"-1)
x(g-1)

=B(a+Bgx)," (11__6; )

Z[n] B(a+ qu)Z"]
bulunur.

4) g— tiirev tanimindan

1+ Bgx). —(1+ Bx)’
Dq(1+Bx);:( ), ~ 1+ B,
x(g-1)

11



dir. Ayrica,

(1+Bgx),  (1+Bgx)(1+ Bg’x)...(1+ Bq'x)(1+ Bg'"'x)...

1+ Bgx)' = =
( + qx)q (1+ Bq[+1x)c: (1+Bq[+IX)(1+Bq[+2x)”,
=1+ Bgx)(1+ qux)...(l +Bq'x)
(1+ Bqx)' = (1+Bx), _ (1+Bx)(1+ Bgx)...(1+ Bq”llx)(l + Bg'x)...
(1+Bq'x), (1+ Bg'x)(1+ Bg'"'x)...

=(1+Bx)(1+Bgx)...1+Bg'"'x)
oldugunu biliyoruz. Buradan,

(1+ Bgx), — (1+ Bx),, = (1+ Bqx)(1+ Bg’x)...(1+ Bg'"'x)[ (1+ Bg'x) - (1+ Bx) |
=(1+ qu);_] Bx(q' -1)

olup bu son bulunan deger ¢ — tiirev taniminda yazilirsa,

Bx(1+ qu);_] (C))

D (1+Bx)' =
(9, x(q=1)
At
=B(1+ Bgx)"" a=q)
1-¢
=B(1+Bqx), " [1]
bulunur.
5) g — tiirev tanimindan
Ag’x* AxX
5 A (1+ Bgx), (1+Bx),
* (1+ Bx), x(g-1)

yazilabilir. Diger yandan,

12



Aqsxs B Aqsxs B A st (1 + Bqt+]x)c;o
(1+Bgx),  (1+Bgx), 1 (1+ Bgx),
(1+Bq"'x);

. (1+Bg"™"'x)(1+ Bg"**x)...

=Aq x 2 : [
(1+ Bgx)(1+ Bg"x)...(1+ Bg'x)(1+ Bg"" x)...
_ Aq’x’
(1+ Bgx)(1+ Bg’x)...(1+ Bq'x)

v A4 (4 Bg);
(1+Bx), (1+Bx),; (1+ Bx),
(1+Bq'x),
4 (1+ Bg'x)(1+ Bg""'x)...

(1+ Bx)(1+ Bgx)...(1+ Bg''x)(1+ Bq'x)...

= Axs
(1+ Bx)(1+ Bgx)...(1+ Bg''x)

oldugunu biliyoruz. Buradan,

Ag’x’ Ax® Ax’ g 1
(1+ Bgx), (1+Bx), (1+Bgx)(1+ Bg’x)...1+ Bq'"'x) | 1+ Bg'x 1+ Bx

olup bu son bulunan deger ¢ — tiirev tanimda yerine yazilirsa,

D A Ax* (¢’ D)+ Bx(¢’ —¢")
*(1+Bx), (1+Bx)(1+Bgx)...(1+ Bq'x) | x(g-1)
~ Ax* 1-¢' "—1-g'+1
(1+ Bx)(1+ Bgx)...1+ Bg'x)| 1-¢ g-1
_ Ax [s]+ BAx [1-¢° 1-¢'
(1+ Bx)q"" (1+Bx)g™ | 1-q 1-g¢
[s]A4x" Ax’
= (1+Bx) t+1 _B([t]_[s]) t+1
q (1+ Bx)q

elde edilir.

13



Tanim 2.8 : Bir f fonksiyonun [O,a] araligindaki ¢ — integrali

[ £(d,x=1- ) f(ag"ag") = Y. f(ag"ag" ="
dir.

Tamim 2.9: 4> 0 olmak iizere herhangi bir f fonksiyonunun smirsiz araliktaki

q — integrali

0/ A

J reod,x=0- q)nziwf[‘i ][%j

dir.

Ornek 2.4: Baz1 6zel fonksiyonlarm ¢ — integralini bulalim:

) [xdx=3 flaq")ag" ~¢"")

0

=>4"q"(1-9)
n=0

© n 1
=1-92(¢") =(1-9)7—
n=0 _q
_ b
1+q [2]
dir.
1 , 1
2)[x*d x =
‘([x v* 1+q+q2

14



1
4) [ I o= 279
I-¢q

0

dir.

Simdi f fonksiyonunun ¢g— integralinin hangi kosullar altinda mevcut oldugunu

arastiralim.

f fonksiyonunun smirl araliktaki ¢ — integralinin
ff(X)dqx =(1-9)Y f(aq")aq") = f(ag")aq" —¢"")
0 n=0 n=0

oldugunu biliyoruz. Buradaki serinin yakinsak olmasi igin x=0 1m sag

komsulugunda ¢ >0, o > -1 i¢in,

| f (x)| <cx”

olmalidir. Gergekten

| f (x)| <cx”
)<= elag"*(aq")

ifadesinde a, =(1—q)c(aq")* (aq") diyelim. Bu seriye D’alembert oran testini

uygularsak

4, _ (1-g)c(ag"™")"(ag"")
e oq (l—q)c(aq")a (af]")

lim &2 = limg**" =0<]1

n—>x0 a n—0
n

15



bulunur. @ >—1 verildiginden @ +1>0 , 0<g<1 i¢in ¢**' <1 olup z a, serisi

yakinsaktir.

f fonksiyonunun siirsiz araliktaki ¢ - integralinin

Tf(x)dx ~1-9)3 f[ ][Aj

oldugunu biliyoruz. Bu serinin yakinsak olmasi i¢in

Vxe[0,e),c>0,a>-1,6>0

iken
f ()] < ex”
ve
D>0,5<-1, N>0, Vxe[N,»)
iken

|/ (x)| < Dx”

olmas1 yeterlidir. Gergekten f fonksiyonunun simirsiz araliktaki g— integralinin

tanimi

w/A w
If(x)dx =1-9) 2 f [

o[ £(%) %}if[
<(1“f)[n=zlf ) Z]+Zc[q7jﬁ[q7ﬂ

16




seklinde yazilirsa V x 6[0,8) icin |f(x)| <cex” ve Vxe[N,oo) icin |f(x)| <Dx" y1

o =0-0d %) [4)

diyelim. D’alembert oran testi uygulanirsa,

n+l \* n+l
q
1-g)c
an+] ( q) [ A ] [ A ]
qn

uygulayalim. Buna gore,

e

lim = -
n _ qn
-0 5] (4]

n(a-1) o+l

. a q
n+l __

ng - a_]
a A

n

n—0 a

a>-1,0<g<1icin a+1>0 ve ¢°"' <1 olacagindan z a, serisi yakinsaktir.

Ayni sekilde D>0,8<-1,N>0 Vxe [N,oo) sartlar1 i¢in

n B n
— (el | | L
b=0-0d % 1)

yazilip oran testi uygulanirsa

b
lim—t =lim?— 9 —g<1

n—w h n—»o
n

17



bulunur. f<-1 i¢in f—-1<0 ve qﬂ <1 oldugundan an serisi de yakinsaktir.

Buna gore Zan + an toplaminin da yakinsak oldugu goriiliir.

Teorem 2.2 : g — integrallenebilir bir f* fonksiyonunun ¢ — integrali i¢cin

o0/ A
j izf(l}qu
q/Ax X

0| f(d, =

o/ A

b) | f(x)dqx=Ti2fG]dqx

X

ozellikleri gegerlidir.

. (1 (1 (1
Ispat : a) JA?f(;qux: ;[ ?f(;jdqx_ '([ Ff(;jdqx

":—Ooq q n=0
19 /f,f(/i]—(l—q)i/if(ﬂ
":—Ooq q n=0
| A
=(1- L2
( q)nZ_;Oq,,f(q,,]

dir.
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0/ A 0 n n
b) [ f(x0)d,x=(1-¢) %f[%]
oldugundan
J F@d ==Y a"4f (q" )
dir. O halde ,
ooAL 1 ~ ~ © anz A
_([ .X'2 f( )dqx—(l q)n:z_oo 2,,Af(an
I 1
- q)nzwq"/lf(q"/l]
I 1
- q)nzooq‘"Af(Q'"A]
S 4l
( q)nszAf[A]
w/A
= [ f(x)d,x
bulunur.

Tanmm 2.10: x,ye R, 0<g<1, keN olmak ilizere

Xq =qx
yq =qy
ykx — quyk

dir.

Tanmm 2.11: ae R, 0<¢g <1 olmak lizere
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(a,q); =(1-a)(1-ag)..(1-aq"")

dir.

ﬁ(l —aq" ) olmak iizere

k=0

Teorem 2.3 : |x|

i aq); « _(#9),

k:O (XQQ)OO

dir. Bu ifade Binom Teoremi olarak adlandirilir.

Ispat: f,(x)= Z 2k olsun.

k:O 4.9 )k

Buradan,

3 (@), i
k=0 k=0 (QQQ)k

yazilabilir. Son yazilan esitligin sag tarafindaki her iki seri de yakinsak oldugundan

ﬂm<mw)i SOy (1 gt

k:O Q)k

elde edilir. Diger taraftan,

[~ fi(qr) _&(%49),
x ;(q;q)k

o (-a)i-ag). (=ag" ) | i

Z g (ag I

(1-ag)(i-aq’)..(A-aq"™) \ i\ i
); —o=)(l—ag) I

(1 _ qk )xk—l

20



- (aq;q), (l_qk) k-1
—(1-
( a); @9, (-q)"

=1y e

a-og e

=(1-a)f,,(x)

olup buradan,

()= f(gx) =(1=a)x £, (x) (2.19)

bulunur. Ayrica,

:i ! [(a:9), —(ag; ), "

o(QQQ)k
) 1 k-1 2 . .
:;(Q'Q) [(-a)(1-ag)..(1-ag" ")~ (1-ag)(1-ag’)..(1-aq") |x
:i(qlq) [(l_aq)(l_aqz)"'(l_aqk_])}[l—a—(]_aqk)]xk
:i(c(l;]%z;k-l [l_a_l+aqk:|xk
= (ag3q), o
:;((q;q; | -a+aq" |x
> (aq;q), ., o .
- 1
; (q’Q)k ( )x
= (aq:q), L
- 1
2 (), N

elde edilir. k yerine k+1 yazilirsa,
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f“ (x) - faq (x) = —ai M(l _ qk+l )xk”

k=0 q9q k+1
= (1-aq)(1-ag?)...(.— ag"
:_axz( aq)( a;]) ( ag )(1_ 1) gk
o U-¢)1-g)..(1-¢g")
BN S L/ )T
k=0 (‘];‘])k
= —axf,, (x)

olup buradan,
£, =(=a)1,,() 220
yazabiliriz. (2.19) ve (2.20) den

L) =(=a)x £, () + £ (q)
== x L 1 g
—ax

xX—ax
SR ACRIACY
—ax
olup,
X—ax
f.(x)= Jo(x)+ 1,(gx)
l—ax
elde edilir. Buradan,
1—ax
f.(x)= f.(gx)
I-x
yazilabilir.
Bu bagint1 ardisik olarak » - defa uygulanirsa
l-ax1-agx 2
fo(x) = fo(q7x)

I-x 1—gx
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B l—ax 1—agx 1-aq’x

3
= X
lI-x l-gx 1-¢°x Jolq)

_ (1-ax)(1-agx)...1-aq""'x)
(1-x)(1—gx)....1—g" 'x)

(@X39), o
(x:9), (a0

_(@x9). «
(x%:9)., 10

_(ax;9),,
(*39)..

J.(g"x)

olup boylece

_~N @D v _(ax;59),
1= o T,

elde edilir ki, bu da ispati tamamlar. Bu teoremden asagidaki sonuglar1 elde

edebiliriz.

Sonuglar:

© | N+k-1 1 {
d k_ _ 1
)z|: k j|qx (XQQ)N (1 —x)m(l _qu—l) |X| <
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Burada ¢ —binom katsayis1 asagidaki sekildedir:

n
L{} =(:9), /(@D (4:9),,

q

Ispat:
a) Teorem 2.3 de a=0 yazilir.

b) Teorem 2.3 de a ile 1/a ve x ile ax yer degistirip a=0 yazilir.
¢) Teorem 2.3 de a = q_N yazilir.

d) Teorem 2.3 de a= qN yazilir.

2.2. q - SERILER

q - Analiz, en az dort yiiz yillik tarihi olan, soyut ve uygulamali matematigin birgok
alani ile iligkili genis bir konudur. g - Analiz’in temeli Euler ‘e dayanmaktadir. ¢ -

Analiz matematigin yavas gelismis ancak giizel ve heyecanli bir bolimiidiir.

Amacimiz hesaplamalar1 ¢ parametresiyle yapmak oldugu icin her islemde ¢ -

Analiz’in temel 6zelliklerinden faydalanarak cesitli sonuglar elde edecegiz. Asagida

binom katsayilari, binom teoreminden ve bunlarin ¢ - analoglarmnin elde edilmelerini

ifade ederek ¢esitli sonuclar ortaya koyacagiz.

Tanim 2.12: Sabit bir dogal sayr n olmak iizere 1 den n ye kadar olan dogal

sayilarin garpimina n faktoriyel (ya da n carpansal ) denir ve n! ile gosterilir.
Buna gore
n!'=123..(n-1).n

dir.

24



Tamim 2.13: » bir reel say1 ve k da bir dogal say1 olmak iizere [Z] sembolii n

altinda k diye okunur ve

n|_nn—Dn—=2)..[n—(k=2)][n—(k-1] 2.21)
k k! '

ile tamimlanir. Bu ifadeye binom katsayis1 denir.

Ozel olarak n ile k dogal sayilar oldugunda , n>k olmak iizere (2.21) esitliginin

sag tarafinin pay ve paydasmi (n—k)! ile ¢arparsak ,

n| _ nn=Dn—=2)..(n—k+2)(n—k+Dl(n—k)!] _ n!
k| k\.[(n—k)!] K \[(n—k)!]
elde edilir.

Ayrica her n dogal sayisi ve her 0<k<n i¢in

esitligi saglanir.

Teorem 2.4: N, = NU{0} olmak iizere her n reel sayisi ve her k € N; i¢in

n n n—+1
+ =
k] (k+1 k+1
esitligi saglanir.
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n+1
]: n+1 oldugundan k=0 i¢in esitlik dogrudur.

. n| (n
Ispat : +|. |=1+n ve
0) 1

Simdide herhangi bir £ dogal sayis1 icin esitligin saglandigini gosterelim.

("]+( n ]_ n(n—1)(n—k+2)n—k+1)  n(n—1)(n—2).(n—k +1)(n—k)
= +
k) k1 ! (k+1)!

_n(n—=1)..(n—k+2)n—k+1)(k+1) n nn—)n—-2)....n—k+1)(n—k)
B (k+1)! (k+1)!

_(k+Dn(n—1)..n—k+2)(n—k+1D)+nn—1(n-2)...(n—k+1)(n—k)
B (k+1)!

~nn—=1)..(n—k+2)n—k+D[(k+1)+(n—k)]
B (k +1)!
_nn—=1)..(n—k+2)(n—k+1)(n+1)

B (k+1)!

_(m+Dn(n—=N)..(n—k+2)(n—k+) [n+1
N (k+1)! k41

bulunur.

Bu teoremden yararlanarak Binom teoremini verelim

Teorem 2.5(Binom Teoremi) : Her x,yeR ve her n€N icgin

(x—i—y)n:

n n—l n n—2_2 n n—l n n
Xy |x Ty 4+ Xy 4| |y
1 2 n—1 n

n
]xn+
o

ifadesine binom teoremi denir.

Ispat: Ispat1 tiimevarim yontemi ile yapacagiz .
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Once n=1 icin esitligin dogru oldugunu gorelim.

(x—l—y)] =Xx+y Ve

1 1
=1, | [=1 oldugundan,
0 1

1
X+
0]

1
l]yzlx—i—l.y:x—l—y

olacagindan esitlik #=1 icin saglanir.

Simdi de n=m i¢in esitligin dogrulugunun n=m+1 i¢in dogrulugunu
gerektirdigini ispat edelim. Esitligin »=m i¢in dogru oldugunu kabul edelim. Bu

takdirde

m

(2" =,

m m—1 + m m—2_2 + + m
X X
1 Y 2 Y m—1

m—1 m m
xy© o+ m y

dir. Bu esitligin her iki tarafin1 (x+ y) ile ¢arparsak

mxm_i_mxmfl +mxm—22
0 I YT Y

(x+ )" (x+y)=(x+ )

m m
(X+ y)m—H — [ ]xm—H +

bulunur. Burada
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oldugu kullanilirsa

m-+1 m-+1 m-+1 m-+1
(x+y)m+]=[ 0 ]x"’+‘+[ . ]x"’y+[ 5 ]xm_1y2+...+[m ]xzym_1

m+1 m m+1 m+1
+..+ Xy+ y
m m—+1

elde edilir. Boylece tiimevarim prensibinden dolayr her » dogal sayis1 i¢in Binom

formiiliiniin dogru oldugu ispat edilmis oldu.

Tamim 2.14 : n bir reel say1 ve k da bir dogal say1 olmak iizere

il

ifadesine ¢ - binom katsayis1 denir.

Burada

{n}: [n]'
k|~ [n—k] A
[n][n—l]...[n—k+l][n—k][n—k—l]...[l]
[n—k][n—k—1]..[1][4]!
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1

olur. Dikkat edecek olursak ¢ —1 i¢in limit aldiginda ifadesi bilinen binom

katsayisina  esit  olacaktir. Ayrica g —1 icin  limit alindiginda
al n k . . a n k . . s ee . . LR . .
Z i (x — 1), ifadesi Z i (x—1)" haline doniisiir ki bu bildigimiz binom
k=0 =0
formiiliidiir.

n+l

Teorem 2.6 : (x+))"" =(x+y)"(x+y) ifadesinin ¢ - analogu,

n+l n+1 T " |n .
Z|: k :|xn 1 kyk ZZ|:k:|x kyk(x+y)

k=0

seklindedir.

. n [ n )
Ispat: (x+y)" = ZLJ x*y"* oldugunu biliyoruz. Oyleyse,

k=0

n+l

=(x+y)"(x+y)

:(i|:2j|xkynk](x+y)

< LA < AN
= Xy x+ x'y
M ZM

(x+y)

esitlikleri dogrudur. Burada ¢- analizin temel 0Ozelliklerinden ykxzquyk

kullanilirsa
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“n “n
(x + y)n+l — Z|:kj|xk (qn—kxyn—k) + |: j|xkyn—k+l
k=0

n+1 n 7 n n
k n—k+1 _ n—k+1 k _ n—k+l1

= v q y + y

{k -1 M‘

no ] RN R R IR Mot kst |k nksl
= x4 - +
1 n n

— n+l + n+l + + n—k+1 k  n—k+1

* g k=1(|:kj| |:k_1j|q ]x g

elde edilecektir. Bdylece ispat tamamlanmis olacaktir. Bu ispatta birazdan

gorecegimiz q -Pascal kuralini kullandik.

n| nkn—1+n—1

2 S Y I
Burada n yerine n+1 yazarsak ,

(| Y R

k|1 k-1 |k
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elde edilir.

Teorem 2.7 : Iki ¢- Pascal kurali su sekilde tanimlanmustir.
n n (ln=1
k k-1 k
n aaln=1 n—1
k k-1 k

Ispat : 1<k <n—1 olmak iizere ;

1<k<n-1 i¢in;

[n]:1+q+q2+...+q"_]
=1+q+q* +..+q" +q¢"" +..+q""

=(l+q+q" +..+¢"")+q" (1+q+q +..+q"")

=[k]+q" [n-F]

Burada (2.7) den ,

olur.

Buradan » yerine n+1 yazilirsa ,
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bulunur.
Teorem 2.8: {n} = (l—qk)...(l—q") — = (4:9), esitligi
ki, A-@)..(0-¢")1-q)..A=¢"") (4:9)(3:9),
dogrudur.
ispat :
ni [n]!
k], [n—k][k]!
:[n][n—1]...[n—k+1][n—k][n—k—1]...[1]
[n—k][n—k —1]..[1[k][k-1]-[1]
1_qn 1_qn—1 1_qn—k+1 1_qn—k 1_q
g 1-g “ g g “l-g
1_qn—k1_qn—k—1 1_q1_qk l_q
g g “l-q 1-¢ 1-q
_ (g9),
(4:9), . (4:9),
bulunur.

Teorem 2.9: (¢;9), =[] (1-¢’) olur.

=1

Ispat : ¢ - analizin temel 6zelliginden ; (¢ € R,0< ¢ <1 olmak iizere )

(a;9), = (1—a)1-aq)..(1—aq"™")

dir. Buradan
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(4:9), =(1—q)1—g*)..A—¢")

(4:9), = H (1-q")

olur.

Teorem 2.10: Binom teoreminin ¢ - analogu

k=0

“\n
(x+y)n _ z|:k:|qk(k—l)/2xn—kyk

seklindedir.

Ispat: Binom teoreminin ¢ - analogu olan,

(x+)’ :i|:z:|xn—kyk

k=0

ifadesinde , gordugiimiiz yere x) yazalim. Buna gore,

y(xy)=(x)y =q(xy)y

n

(x+xp)" =Z{Z ()t

k=0

dir. Burada

ko k(k-1)2

() =xnp..xp=x")"q

oldugundan

(x+xp)" = (x+x9)(x +xp)...(x +xp)

= x(1+ p)..x(1+ y)x(1+ )
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= x(1+ y)..x(1+ y)x> 1+ gy)(1+ »)

=x"(1+ )1+ qy)..A+q""y)

c n
1+ y)1+gqy)..A+q""'y) = Z qk<k—1)/z {k} N
k=0

_ " \n ~ .
(x+y)(x+q)..(x+4""y) :Z{k}q"“‘ Dk
k=0

olur.
2.3. q- Integral
Tanim 2. 15 : Bir f fonksiyonunun [O,a] araligindaki ¢ - integrali

a

[ rodgx=a-9)Y f(ag"

0
dir.

Tanim 2.16 : f fonksiyonunun smirsiz araliktaki ¢ - integrali

n=—0o0

[ rmdgr=a-9y L f[""]

dir.

Tanim 2.17: ¢ - integralinin geometrik anlami1 agsagidaki sekilde gosterildigi gibi

sonsuz ¢okluktaki dikdortgenlerin alanlarmin toplamidir.
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Sekilden de goriildiigi gibi [a,b] araligii sonsuz ¢oklukta araliklara boldiigiimiizde

Bu alanlarin toplami 4 integrali verecektir. Bu durum analizdeki belirli integralin

tanimina benzemektedir. Eger ¢ — 1 icin limit alirsak ,
lqigl(l-q) >,/ (bg")bg")
=0

ifadesinde dikdortgenlerin genisligi sifira yaklasacak ve bu durumda bu limit

Riemann toplamina yakinsayacaktir. O halde f(x), [a,b] araliginda stirekli ise

limj'f(x) d, x= j'f(x)dx

q—1

olacaktir.
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3.ARASTIRMA BULGULARI

Giris

q - Gamma ve q - Beta Fonksiyonlan

3.1 q - Gamma Fonksiyonu

Euler Gamma fonksiyonunun bir ¢ - analogu

r()= (qt;.q)w (1=q)"
(q:9)..

seklinde verilir ve

1

I-q
L,0)= [ x"E"d,x

0
integral gosterimine denktir.

Gergekten ¢ - integral tanimindan

1
1]" © q.i q.i
XTEPd x=(1-¢)Y ——f [—)
0 v _/Z=(:) l1-g" (1-¢g

_ q q -
=(-9) = !

_/Z:;‘l— A-¢)~
:i qjt E(ffq



(l_q)Fl J=0
1 2
“a 24" (")
q) = (3.1)
dir. Diger yandan
Yq"(q"":q) =1lims,
= o g0
=1im{z q’“(q"”;q)w}
n—»o =0
=lim{(4:9), +4'(q":9), +--+4"(q""39).|
B ' q, qnt
=(q:9)., hm{1+ +..+ - }
e 1-g (1-g)1-¢*)..(1-¢")
n kt
=(4:9)., lim{ ! }
e 15 (439), (3.2)
1
=(4:9)..
49,
elde edilir.

(3.2), (3.1) de yerine yazilirsa

1

1-¢q .
r,m=| x’_lE;qxdqx=—((6{"q)w (1-q)"

0 ? 0
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oldugu goriiliir.

Simdide Gamma ve Beta integralinin ¢ - analogunu bulurken de isimize yarayacak

olan
n—1 )
(a+b), =[J(a+q’b) neZ+
Jj=0

0

(I+a), :H(l+qja)

Jj=0

_ (1+a);°

ST teC
(I1+q'a),

(I+q);

notasyonlarini da dikkate alalim.
3.2.q - Beta Fonksiyonu

Herhangi bir o, >0 i¢in,

1

B,(a,p) = jxa-l (1-qx)’'d x

0

fonksiyonuna ¢ - Beta fonksiyonu denir. Bu ifade

[ an (9%:9),
B"(a’ﬁ)_lx (" %:q)., A

seklindeki Beta integralinin ¢ - analoguna denktir.

Beta integralinin ¢g— analogunu, g— gamma fonksiyonu cinsinden ifade edebiliriz.
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Gergekten ,

B, (e, B) = j ‘ 1_((qqquq); d,x

q

n+l,

(- q)z wia-n (4" 539). "

ﬂ+n’q)oo
noa—n (anaQ) n
=(-gq)
nZ? q"q";9)..
oldugundan
B (o f)=(1-q)3 g LD o (33)
(0D =A=D 2 '
olup (3.3)de ¢”yerine x , qﬁ yerine a yazarsak
( n+l )
B,(a,B)=(1- q>2 L (3.4)

9.

n+l,
elde edilir. Simdi z(q ’ )°°x” toplamini bulalim:

=i , ©

n+],Q)OO n _ (1 qn+l)(1 qn+lq) (1 qn+l kl)
Z(q aq), Z 7 (1-q"a)1-q"aq)..(1—-q"ag"™)...

(1-g)1=g°)...A=q")...
(1-a)1-aq)..A-aqg"™)...

(1-¢")(1-¢"")..(A1=¢")..
(1-¢‘a)1-¢""a)..A1-¢*""a)...
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_ 1=9)(1=¢)-(1=¢")... $(=a)I-ag)..(1~aq" ") ,
(-a)1-aq)..(1—aq").. = (1-g)1-g)..(1—q")

_(@:9).(ax;q).,
(@:9)..(x;9),

oldugundan

0

G500 o _(4:9).(ax39),, 35
nz‘(q"a;q)wx (4:9),,(x;9)., ()

bulunur. (3.5), (3.4) de yerine yazilirsa

1

a1 (9x%39) (1-g)ax;q).(q;9)
B (a,B)= 2 d x= AL LS 3.6
(@ F) !x @), (x:9),(asq),, G0

elde edilir. (3.6) da x yerine ¢% , a vyerine ¢’ yazilirsa

C[oan (@x59),
B,(a,p)= ‘([x ra d x

a+p. .
—(1-q) G""9.(9:9),

@’:9)..(4";9).,

(:9).,0-9) (g:9),1-¢)""
_ (459, q";9).
(4:9),(1—q)"

a+p.

@9,
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_T,@T,(B)

I (a+p)
bulunur. O halde ,
I' ()T
B, (e, p) = D B) (3.7)
I (a+pB)
elde edilir.
3.3.Ustel Fonksiyonun q — Analogu
Ustel fonksiyonun iki tane énemli ¢ — analogu asagida tanimlanmustir :
S n(n-1) xn
Ej=>4q "’ [ -=(1+ (- q)x); (3.8)
n].
) Q- S— (3.9)
= [n] A-0-g)),

seklindedir. Burada [n]!=[n][n—1]...[1] seklinde tanimlanmaktadir. Ayrica (3.8) de
tanimlanan seri |x| < oo i¢in yakinsaktir. Benzer sekilde (3.9) da tanimlanan seri ise
|x| <[] igin yakinsaktir. (3.8) ve (3.9) daki ikinci esitlikler ise Euler in birinci ve

ikinci 6zdesliginden yararlanilarak yazilmustir. Euler in birinci 6zdesligi olan E,

asagidaki sekilde tanimlanmaktadir.

w JU-D

1407 =g > X ,
e =20 =)
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Euler in ikinci 6zdesligi olan E, ise asagidaki sekilde tanimlanmaktadir.

1 - x’

(1-x); STA-9)1-¢)..(1-¢")

Euler in birinci 6zdesligi Gauss binom formiiliinde n» — o i¢in limit alinmasiyla ve

1
C(-q)(1-¢Y).(1-¢")

1im[n]=1L , lim[ "]

n— o0 —q n—®© J

ifadelerinin yerine konulmasiyla

elde edilmistir. Euler in ikinci 6zdesligi ise , nin g— Taylor ac¢iliminda ,

1
(1-x),
n — oo i¢in limit alinmasi ile elde edilmistir. e;‘ ing — tiirevi yine kendisine

esittir. Ayrica e;) =1 olacagi tanimdan kolaylikla goriilmektedir. Bunlara ek olarak ,

oL
"(1=-1-q)w);

E"=(1-(1-g)x);

olacagindan dolay1 ,

eE =1

olacaktir. Diger bir ¢ - istel fonksiyon olan E, in g tiirevi ise asagidaki gibi

olacaktir:
D,E; =E}

Gercekten Gamma ve Beta fonksiyonlarmin smirli aralik i¢in g— analog

gosterimlerini elde ettik. Aralik sinirsiz oldugunda Gamma ve Beta fonksiyonlarinin

g — analoglarin1 bulmak istiyoruz. Bunun i¢in oncelikle
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t 1 t
K(x;t) = al (1+—] (1+x)'q” (3.10)
1+x x),

cekirdek fonksiyonunu géz oniine almaliy1z.

3.4.K(x;t) Fonksiyonunun Ozellikleri
1) K(x;t)fonksiyonu x degiskenine gore bir 4 —sabittir. ¢ reel sayisi igin,
K(gx;t) = K(x31)

olacaktir.

t(t=1)
2) K(xs0) =q 2

dir.
3) imK(x;1)= x4
q—>
dir.

Ispat: 1) K(gx;t) = K(x;t) oldugunu gosterelim.

|
1 t 1+7 1 t
_ gy
(1+—j - (1+—j
>y 144 g
X
1-t
(+qn) =4 X qqpy
+ X
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bagintilar1

K(qx;t):m 1+L (1+gx)""
1+qx 9x ), 1

ifadesinde yerine yazilirsa

t t 1 1 1-¢ 4
K(gun=d¥ 1tex_x ltq x(Hlj (1)
X

l+gx gx x+q~" 1+x .

-1 -t ¢ !
qg (+qg'x) x 1 -
= L (1 +— | (1+x),"
q

x+q 1+x X

t t
_— (1 +lj (1+x),"
q

X

bulunur.

1+x X

2) K(x,0)= X (1+1] (1+x),"

( ljw

1+~ Y

_ x' X /4 (l+x)q

1+x N\ (1+g7"x)°
(1+ ]( q 'x),

q

= [
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(1+1](1+q]...(1+ q ]
x' X X X 1+ x)(1+ gx)...

T l4x (1+ q' ](H g ] A+¢" )1+ ¢ x)...(1+x)...

_ g+ q)..(x+g™")
(I+¢'x)(1+q7x)...A+¢" "x)

— 1424 +1—1 (X + Q)(x + q2)(x + qtil)
(x+q)(x+g*)..(x+g'™")

t(t=1)

olur.

; t
3) limK(x;¢) =lim al 1+l (1+x)"
q—0 -0+ x X . q

t lim(l + 1] (1+x),
q

. X g0 X
1+x q .
lim| 1+ (+q™"x)7
q—0 X
q
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= X (1+lj(l+x)

1+x X

.
=x" +x"

Sinirsiz aralikta q — integrali agagidaki sekilde tanimliyoruz:

°°/A qn qn
!f(x)d,,ﬁ(l—q)Zf[A}[A]

nez

Bu tanima gore ¢ - gamma ve ¢ - beta fonksiyonlarinin K(x;¢) fonksiyonuna bagh

diger ¢ - integral gosterimi asagidaki sekilde tanimlanmugtir :

o/ A(1-q)
. t—-1 _—-x
L (0)=K) [ x7edx,
0
/4 -1

Q@@:Kumjaf——dx

)t+.s' q

K(A4;t) fonksiyonu herhangi bir ¢ de§eri i¢in 4 ya bagh olacaktir. Bu formiilde ¢

tamsayis1 i¢cin K(A4;¢) yerine q[(H)/ ? ifadesi kullanilmistir. Buna gore ispatlarmi

gorelim.
3.5.Smirsiz Arahkta Gamma Integralinin q-Analogu

Siirsiz aralikta g - gamma fonksiyonunun K (x;¢) fonksiyonuna bagl ¢ — integrali

»/A(1-q)
L (t)=K(41) j xe"d x

q
0

bi¢imindedir. Simdi bu esitligin dogru oldugunu gorelim.
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f fonksiyonunun ¢ — integrali taniminda

f=x"e

alinirsa;

o/ A(1-q) © n

K(A4:1) j xed x = K(4;0)(1—¢)

0

,q"

= A(l-q) A7 (1-¢)"

_ K4 <& ow -
Rl

_ qt(t—l)/z 0 qnt
At(l_q)t—l = 2 \®

A
q

qt(t—l)/z o nt
At(l_q)til n=—o0 _inq
A7)

elde edilir. Simdi

0 nt

———~ toplamini hesaplayalim. Bunun i¢in
)

:,;‘Q§ Q

Ramanujan 6zdesliginden yararlanacagiz.

Ramanujan 6zdesliginin
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o (04" 0) o _ (059).(9/a%:9)..(4:9).. (/%3 9).,
—(aq"sq).,  (@:9).(q/aq).(x;q),(b/ax,q),

oldugunu biliyoruz. Burada x=¢' , b=0, a= —% alirsak ;

(_q;q] (-44"":9)..(4:9)..

i qnt = A .

" B 1
n=-o0 _(] . . _A . L,
(A,q] ( A,q]w( 4:9)..(q":9).,

_ 1+ 4¢™) A+ 4g™)..(1+ 4)(g:9).,

(1+D(1+3]...(1+i ](q';q)w

_ A+ Aq"™)(A+ Ag”™)..(1+ A)(g;9).,
(A+1)(A+q)..(A+q")q";9).

_A'q"(1+4¢9")g 1+ 4g7")..q(1+ Ag )N A+1)(g59).,

g A+ g4+ 7). (A5 9).,

_ A49.
- qt(t—])/Z(qt,q)

bulunur. Bu deger (3.11) de yerine yazilirsa

AL 1 (¢:9) 1
K(A,1) xetd x=-2(1-¢q)" =T (1)
{ (g5, !

elde edilir.
3.6.S1mrsiz Aralikta Beta Integralinin q — Analogu

Sinirsiz aralikta Beta integralinin ¢ — analogu
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o/ A -1

B(f S) K(A t)J.qux

seklindedir. Ispatinda ¢- integralinin tanimmdan ve Ramanujan 6zdesliginden

yararlanacagiz.
xt—l
W fonksiyonunun sinirsiz aralikta ¢ — integralinin tanimindan
+x
q
oo/ 4 -1 0 n n(t-1)
q q
K(A,7) j )Hsdqx K(A,6)(1- q)zz —
‘ T4 (1+qJ
A
q
. (_ ’q]
1-q) < A
— k(4,129 D o (3.12)

alirsak;

nt qnﬂﬂ . qt . Al—t, . t+s,
B AN et 01| CAD(49).(459).

S i) oo

_ A(49.4"59),
7" (q9).(4’;9).,
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bulunur. Bu son toplam degeri (3.12) de yerine yazilirsa

oc/A _ — +s5
- g -9A4'(3:9).(4";9).,

X
K(A4,1) —d x = .
{ (1+x) A'q (g 59).(q%59).,

_(1-9)g:9).(¢""59),
(59)..(q":9).,

(4:9)., e (BDe oy
_( ,Q)( 9 (q“‘;q)w( /)

- (@9,

= q)"
q";9).

_T,0OT,(s)
L, (t+s)

=B, (1,s)

elde edilir.

1/(1-¢)
Ayrica Fq(t)z J. x”lEq””dqx

0

formiilii , genellestirilmis integral araciligiyla

»/(1-q)
t—1 r—qx
r,)= J. xTE;"d x

0

—(1—q)2q Lk
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n+l
0 nt -4

=(1-¢q) ;w (liq)’ qlfq

n+l

1 =
" 2
1 ZI: 7qn+] w Lﬂ
_ nt o l—q nt 1-q
= qgE ™" +)q"E
(l_q)t 1 n=-o% ! % !
1 . *(1”“
= "tE —-q
EPEPIE

bigiminde yazilabilir. Ciinkii 7<0 igin,

n+l

-4

1- n+1yoo
E =(1-¢""); =0

\

o/l-¢
-1 r—gx
r ()= j x'TE, "d x

0

gosteriminde oo/1- ¢ yerine co almirsa raksak bir seri elde edilir. Yani f

fonksiyonunun smirsiz araliktaki ¢ - integrali

[f@dx=0-0Y f@

bi¢ciminde alinirsa yukaridaki seri iraksak ¢ikar. Gergekten , f(x) = x’_]Eq_"x alarak

bunu goérelim :

[xE#dx=0-9)) ¢"E,""q"

0 n=-w
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~(-9) 2 4¢"E’

=(1-¢9) Y q"(1-(1-q)g"");
dir.
Diger yandan Raabe Testinden , pozitif terimli bir z a, serisi verildiginde

. [a
lim| XL —-1|=¢
k—o ak

olmak tizere
i)s <—I iken Zak < o0
ii) s>—liken z a, serisi wraksaktir.

yazabiliriz.

qu (1-(1-g)g"" ), pozitif terimli serisine Raabe Testini uygularsak
n=0

(n+1)t 1_ 1_ n+2\0
limn(—a”*' —IJ:limn 7 4= q)fil 2? -1
e | a e gt (1=(=g)g"),

t
—limn 7 __
e | (I=(I-9)g"),

=limn(q' —1)

=00
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bulunur. Bu ise qu(l—(l—q)qnﬂ);o serisinin raksak oldugunu gdsterir.
n=0

Dolayistyla Z qg"(1-(1-¢q)g"" ), serisi de wraksaktrr.

3.7. @ — Gamma ve q — Beta Fonksiyonlarinin Diger Tanimlan

Bir onceki boliimde I', (¢) ¢ - gamma fonksiyonunu Euler’ in gamma fonksiyonunda
e yerine ¢ - analogu olan Eq""x degerini koyarak ¢ - integral ile asagidaki sekilde

tanimlamistik.

()= Ix’"lE;qxdqx

0

Acaba bu kez Euler’in gamma fonksiyonunda, exponansiyel fonksiyonun diger

q - analofu olan ¢ ifadesini alirsak yeni ¢- gamma fonksiyonu nasil olacaktir?

Benzer sekilde daha dnceki boliimde ¢ - beta fonksiyonu

B(t,5) =[x (1-x)"dx

0

seklindeki Euler’in beta fonksiyonunun ¢ - analogu olan

1
B,(t,s)= Ix’"l (1-gx)"'d x

0

olarak tanimlamistik. Acaba beta fonksiyonunun diger bir gdsterimi olan

t—

0 1
B(t,5) = [ ———dx
o (I+x)
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Fonksiyonunun ¢ - analogu nasil olacaktir? Bu boliimde bu sorulara cevap

arayacagiz. Once asagidaki tanimlar1 verelim:

Tamm 3.1: 4> 0 igin,

o/ A(1-q)
}/;A)(t)z j x”]e;xdqx

0
dir.
Tamm 3.2: 4>0 igin,

/A -1
(4)
t,s)= —d x
ﬂq ( ) _[ (1+x)tq+s q

0
dir.
Simdi y;A)(t) ve ﬁ;/’) (t,s) arasindaki iligkiyi gosterelim.

ADIM 1: (" (t,s) fonksiyonunun s — oo i¢in limitini alalim. Sonra x = (1-¢)y

sekilde degisken doniisiimii yapalim.

e = _
== g)x);

olduguna gore

e
1 (1+x);

olacaktir. Yukaridaki esitlikten

54



/A X /A X

B (t,0) = j TR = [ x7e,"1d x

0
°°/A(1 9)

(-¢q)"y e (1-q)d,y

0
o/ A(1-q)

(-gq) [ »y'erd,y
0

=(1-9)'7,"

olur. Boylece

7y ()= ,00)

1
(1-q)
elde edilir.

ADIM 2: Bu adimda yine 7/;/” (¢) ve ﬁ;’”(t,s) arasindaki bir bagka iliskiy1

gosterelim. Kismi integrasyonun g - analogu olan

~[ £ (@)D, g(x)

ifadesinden yararlanarak,

vy e+D=q"[t]y," ()

oldugunu gosterelim.

— -X 1+l
= j e, qu dqx

1 o/ A(1-q)

_ t+1 _t+1
_t+1] ! g x"e, dx

—

t+1

=4 _y(12)

[t+1]""

elde edilecektir. Yukaridaki ifadede ¢ — ¢ —1 olarak alirsak,
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7P+ =q"[t]ys" (@)
elde edilecektir.

Im _e*=

X—m g

lim_ ——=0
Ex

\

x—0 q

olacaktir. Bu ifadeleri de ele alarak ve
y P+ =q"[t]ys" (@)

ifadesinden yararlanarak asagidaki ifadeleri elde ederiz.

P »/A(1-q)
;/; ‘1) = j e dx=1

7,2 =q"[1]7,"®
"3 =q"[2]r,"(2)

=qq "' [2][1]7; )
y @ =q"[3]7(3)

=q-q q [B][2][1]7,"®
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}/;A)(n) — q—n(n—])/Z [l’l _1]'

Sonug olarak n € Z* igin,
q"" Py D () =[n-1]1=T (n)
elde edilir.
Teorem 3.1: a ve f herhangi iki keyfi say1 i¢in,

o a-1 a

r X —(1B]-[a]) —2——
D‘i (1+X)5 _[a](1+x)5+1 ([ﬂ] [a]) (1+X)5+1

olur.

Ispat: ¢ - tiirev tanimimi kullanarak,

x* (gt X" 1
“1+0f (A+g)! 1+ x(g-1)

3 q°x® B X
Cx(l+g0)(g-1)  x(1+x)(g-1)

1 a-l1

_ q x* B X
(1+gx))(g=1) (1+x))(g-1)

_ g*x“ ' (1+x) ~ (1+¢"x)x*"
(1+ qx)f“(q -1 ( +x)f+l (g-1
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1 a a a-1

q°x* q°x X x*q”
= 1 P+l 1 + 1 P+l 1 - 1 p+l1 1 - 1 p+l1 1
A+x), (¢=1) (A+x), (¢g=-1) (A+x), (¢-1) A+x), (¢-1

(24 a

B X N X
(1+x))"(g=1)  (1+x)]"(g-1)

I e S S et N o i )
1+, 1+0] (g-D 1+0]"(g-1)

el X
e ([A] [“])W

elde edilir. Kismi g- integrasyondan ve yukaridaki teoremden yararlanarak,

B+, s)-—[—q Tgorn (%x),qux
o
) [t—ll-s] T J (1+i)f+s Dpxdyx
[L]] B (1,5)
elde edilir. Sonug olarak,
B+ 19 =l g (3.13)

[£+5]

yazabiliriz. ¢ =1 igin,

/A4

1
1 — 1
ﬁq ( 5S) .([ (l+x)]q+3 qx

1! -1
_ 1 _ 7
[5] { e
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=lim 1t lim

1
N-ow NS N—w _—s
[S](qu [S](H le
A . Agq .

1

[s]

bulunur. Sonug olarak,
(4) 1
B, (L,s)= 8 (3.14)

elde edilecektir. Burada N €Z olmak iizere asagidaki tanimdan yararlanilmstir:

/A 1 qN
! D,F(x)d,x=lim, F(AqN ]— lim, , F (7]

(3.13) ve (3.14) den yararlanarak s >0,n€7Z" icin asagidaki ifadeleri elde ederiz.

B 2,5)=q" ﬁﬁm(l,s)
1 [1+s] 1

2 [ [
-1 [1+S]T

[

(4) — 2 [2] (4)
PG =0 G

[n—l]!

(4) (-2
P ) =4 T ] s 1]

Ayrica

(1-g)'(1-q);"
A-q),""

B,(t,n)=(1-q)
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ifadesini kullanarak,

nD/2 gAY (o) — [n—l][n—Z]...[l]
A BRI ey

_(1-¢")(1-¢"")..(01-9)1-9q)
(1-g")1-g"")...(A=¢""")

_(1-9)-g;)-.(1-q);"
(1 3+n l)

=B, (n,s)

bulunur. Buradan,

C]n(n_])/zﬁ;A)(n, s)= Bq (n,s)

elde edilecektir. Kismi ¢ - integrasyon tanimmdan ve teorem 3.1 den yararlanarak,

/4 -1

Dit,s+1) = Y gy
ﬁq ( ) .([ (1+x);+s+] q

1 . /A 1 as

= D d x
[t+s]q o (qx)° q(l+x);“ 1

qs oo/ 4 xt+s 1
D, —d,
[t+s] y (1+x)" 7 x *

5] oo,
[H]ﬁ (1,5)

yazabiliriz. Sonug olarak,

ﬂ(A)(t S+1)—[[ ]]ﬂ(A)(t S)
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elde edilecektir. Simdi de 8" (z,1) degerini bulmaya galisalim. "' (z,s) nin

tanimindan ve teorem 3.1 den yararlanarak,

oc/A -1 OO//‘1 t

X 1 X
ﬂ(A)(t,l)z 4+dx=— D —d x
1 -([ (1+x) 1] -([ fl+x),

elde edilecektir. Bu ifadenin sag tarafini asagida gosterilen sekilde diizenleyelim:

N t
B = plim —— g i — L
(AqN)’(H IN] A’(1+q]
Aq q A q

Sonug olarak;

4 L. AAY LY 71
p >(r,1)‘m(hm””(/lq ) (HAQNU

elde edilecektir. Simdi ise yukaridaki limit degerinin K(A4;¢) fonksiyonuna esit

oldugunu gosterelim:

A
A'lim,__ q" 1 = N p
t 1-N t-1 t
I+ qN 1+4 1+ 1+4
Agq . A A .

! -N -1
=4 (1+lj lim,__ q" (A+C{7N)'"(A+qt7])
A4), (A+q)..(A+q ")
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—N(N-1)

1Y .. 1+ Ag")..(1+ Ag)g >
=4 (l+zj lim,__ ¢" ST,
q

(1+A4¢" ).+ A" )g 2

+N2=Nt

N2

t —t 1-¢ N
:A’(Hl] lim,, (1+Aq)...(1+Aq]_t)(l+Aq ]3;;.(1+Aq )
4), (1+ Ag"™)...(+ Ag"™)

— 4 (1+1] (+gA)(1+ g A)..(1+q A4
A . 1+ 4
_ A (1+lj (1+A)"
1+ 4 A4), 1
=K(4;1)

elde edilecektir. Buradan asagidaki sonuca ulasiriz.

(4) — [1] (4)
ﬁq (t’2)_[l+t]ﬁq (t’l)

_ 1 (K(4;0) " ==

1
[1+17] [¢]

[21[1]

[Z][l+t][2+t]

By (t.3)=

A (1 ¢) = [s—1]! A)!
P = s )

_(-a)(-9);"1-9);"
(-9,

(K(4;0)"

(1-¢)," (1-q);"
(1-q);

K(4;0)p,"(t,s)=(1-q) =B, (t,5)
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde analiz problemlerinden bildigimiz bazi sonuglarin ¢ — analizdeki karsiliklar1
incelenmistir. Ik olarak ¢ — tamsayilar tanimi verilmis ve g — tiirev ve ¢ — integral
kavramlar: tanitilmistr. Bu tanimlardan faydanilarak ¢g— Gamma ve ¢— Beta

fomksiyonlari, bunlarin sonlu ve smirsiz araliktaki integral gdsterimleri

incelenmistir. Daha sonrada bu fonksiyonlarin 6zellikleri incelenmistir.
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