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1.GIRIS

Metrik uzay kavrami, topoloji alanindaki en dnemli kavramlardan biridir. Bu
kavrami ilk kez Fonksiyonel Analiz, Olasilik ve Calculus alanlarinda da galisan
Fransiz matematik¢i Maurice Fréchet (1906) doktora tezinde ele almistir [1].
Limit, streklilik gibi temel kavramlarin bilinen anlamlariyla yalnizca Oklid
uzayinda degil, farkli yapilarda da kullanilabilmesi igin, Uzerinde ¢alisilan
uzayda herhangi iki eleman arasindaki “mesafe” kavraminin tanimlanabilmesi
gerekmektedir. Bu manada metrik uzay kavrami; cebir, differensiyel geometri,
fonksiyonel analiz, istatistik, fizik ve muhendislik gibi pek ¢ok alandaki cesitli

calismalar icin temel olmustur.

Metrik uzaylar Uzerinde tanimh fonksiyonlarla ilgili en dikkat ceken
calismalardan biri, Banach tarafindan yapilmistir. 20. yldzyilin 6énemli
matematikgilerinden kabul edilen Polonyali Matematik¢i Stefan Banach
(1922), doktora tezinde ilk kez “Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremi’ni
ortaya atmistir [2]. Bu teoremde, tam metrik uzaylarda taniml her buzilme
doéntsimuinin yalniz bir sabit noktasi oldugu ispatlanmistir. Sabit noktanin
varlg! ve tekliginin yani sira bu noktanin iteratif olarak nasil elde edilecegi de

bu teoremde gosterilmigtir.

Banach’in bu onemli teoreminin genellegtirmeleri, bir ¢ok matematikgi
tarafindan arastirilmaktadir [3]. Bu genellestirmeler temel olarak G¢ baslikta

toplanabilir.

1. Uzayin metrik yapisini degistirerek Banach teoreminin genellestirmeleri
yapilmaktadir. Metrik fonksiyonlar yerine, onlarin 6zelliklerinin bir ya da
birkagina sahip olmayan fonksiyonlarla da ¢alismak mumkin olmaktadir.
Bu fonksiyonlara, pseudo metrik, kismi metrik, quasi metrik, G—metrik,
B—metrik gibi drnekler verilebilir.

2. Metrik uzayin tamlik kavrami yerine kompaktlik konvekslik gibi kavramlar

kullanilarak genellestirmeler elde edilmigstir. Yine metrik olmayan uzaylarda



tamlk kavramina benzer kavramlar dretilmig, bu yonde genellestirmeler
yapilmistir.

3. Blzulme olmayan donusumler icin bu teoremin cesitli versiyonlari
uretilmigstir. Analiz ve differensiyel geometri alanlarinda matematige énemli
katkilarda bulunmug Alman matematik¢i Rudolph Otto Sigismund Lipschitz
(1864) Fourier serilerinin yakinsakligi Gzerine ¢alismalar yapmistir [4]. Bu
calismadan esinlenilerek Lipschitz sureklilik kavrami ve buztlme tipi
donusumler gesitli matematikgiler tarafindan ele alinmistir. Bunun disinda,
blazulebilir déndstumler, F — blztlme, Z — buzilme gibi ¢esitli fonksiyonlarla

uretilen sabit nokta teoremi genellestirmeleri elde edilmistir.

Bu calismanin ikinci bolumu iki kisimdan olusmaktadir. Birinci kisimda metrik
fonksiyon, metrik uzay, bu uzaylarda yakinsaklik, Cauchy dizileri, tamlik
kavramlari tanimlanmigtir. Ayrica buzulme donusumu, buzulebilir donugum,
Kannan, Caristi ve quasi—buztlme fonksiyonlari, mesafe degistiren ve ultra
mesafe degistiren fonksiyonlar, Z — buzulme fonksiyonlarinin tanimlari
verilmistir. Bunlarin yani sira sabit nokta teorisi alanindaki galismalardan

bazilari da bulunmaktadir.

Ikinci kisimda quasi — pseudo metrik, quasi metrik, T; — quasi metrik tanimlari
ve bu tanimlara ait 6rnekler bulunmaktadir. Quasi metrik uzaylarda Cauchy
dizilerinin siniflandirilmasina, bu uzaylara has tamlik tanimlarina yer

verilmistir.

Uglincli bélimde; Banach sabit nokta teoreminin yukarida sézii edilen
genellestiriimeleri igerisinde yer alan teoremler verilmistir. Uglinct bélim iki
kisma ayrilmig olup, ilk kisimda tam quasi metrik uzaylarda genellestiriimis sag
ve sol Z — blUzulme doénusumleri tanimlanmis, bu doénusumlerin sabit
noktasinin sag K—tam, sol M—tam, sag ve sol Smyth—tam T; — quasi metrik
uzaylarda varligi ve tekligi gdsterilmistir. ikinci kisimda ise mesafe degistiren
fonksiyonlar ile C—sinifi ve A—sinifi fonksiyonlar yardimiyla 6zel bir bazilme

kosulu tanimlanmistir. Sag K—tam, sol M—tam, sag ve sol Smyth—tam T, —



quasi metrik uzaylarda, bu kosulu saglayan donugsumlerin sabit noktalarinin

var ve tek oldugu gosterilmistir.

Son boélumde ise Uglncl bolimde ispatlanan teoremlerin 6nceki bélimlerde

ele alinmis olan 6zel durumlariyla iligkileri verilmistir.



2. MATERYAL VE YONTEM

Bu bdliimde temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. ilk kisimda metrik
uzaylar hakkinda yapilan g¢alismalar, ikinci kisimda quasi metrik uzay kavrami,
bu uzaylarda yakinsaklik, Cauchy dizileri ve tamlik tanimlari bulunmaktadir.
Burada verilen genel tanim ve teoremler igin Mahmut Kogak'in “Genel

Topolojiye Girig ve Cozumlu Alistirmalar” kitabindan faydalaniimigtir [29].
2.1 Metrik Uzaylar

Tanim 2.1.1: X kiimesi bos olmayan bir kiime ve d: X x X — R bir fonksiyon

olsun. Vx,y, z € X igin;

° d(x,y) >0
e x=y < dxy)=0
e d(xy)=d(y,x)

o d(x,y)<d(x,z)+d(z7y)

kosullari saglaniyorsa d fonksiyonuna X (zerinde bir metriktir denir. (X, d)

sirali ikilisine ise bir metrik uzay adi verilir.

Ornek 2.1.2: X = R ve d(x,y) = |x — y| fonksiyonu, R (zerinde bir metriktir.
(X, d) uzayina tek boyutlu Oklid metrik uzayi denir.

Tanim 2.1.3: (X,d) metrik uzayinin {x € X | d(xy, x) < €} seklinde taniml alt

kimesine x, merkezli r yarigapli agik yuvar denir ve B;(x,, €) ile gosterilir.

Her metrik ile, taniml oldugu kime Uzerinde bir 7,4 topolojisi olusturulabilir. Bu

topolojinin bazi {B;(x, €)| x € X, & > 0} kimesidir.
Uyan 2.1.4: Eger (X,d) bir metrik uzaysa t, topolojisi T, dir.

Tanim 2.1.5: (X,d) bir metrik uzay ve {x,}, bu uzayda tanimli bir dizi olsun.

Xo € X igin



lim d(xg,x,) =0
n—-oo

oluyorsa {x,} dizisi x, noktasina yakinsaktir denir.
Uyan 2.1.6: (X, d) metrik uzayinda yakinsak bir dizinin tek bir limiti vardir.

Tanim 2.1.7: (X, d) bir metrik uzay ve {x,}, bu uzayda tanimli bir dizi olsun.

Ve > 0,3k € N, hern,m = k igin

lim d(x,, xy,) =0
n—-oo

oluyorsa {x,} dizisine Cauchy dizisi denir.

Tanim 2.1.8: (X, d) bir metrik uzayinda tanimli her Cauchy dizisi yakinsak ise

bu uzaya tam metrik uzay denir.

Tanim 2.1.9: (X,d) bir metrik uzay olsun. Bu uzayda tanimh T:X - X

donugumunun tanim kimesindeki tum x, y ler icin
d(Tx, Ty) < A.d(x,y)

olacak sekilde bir A € [0,1) varsa, T dénusimune bir bizilme dénusimi

denir.
Ornek 2.1.10: X = [0,1] ve d(x,y) = |x — y|i¢in T:X —» X dénusimi

1

Tx =
2+ x

seklinde tanimlanirsa,

xX—=y
C+x)2+y

d(Tx, Ty) =

olur. Burada x # y i¢in



d(Tx,Ty) _ 1 <1
x—yl 1@+ +y ™4

ve
1
d(Tx, Ty) < 7 d(x,y)

oldugu gorultr. Yani T donusimu, A = % icin bir buzilme dénusuimudur.

Teorem 2.1.11: (Banach, 1922) (X,d) bos olmayan bir tam metrik uzay ve
T:X — X bir buzilme donlUsimu olsun, bu durumda T nin X uzayinda bir sabit

noktasi vardir ve bu nokta tektir. Ustelik x; € X olmak lizere
X1, X3 =Txq, ., X = Txp
seklinde taniml {x,} dizisi bu sabit noktaya yakinsar [2].
Tanim 2.1.12: (X, d) metrik uzayinda tanimh T: X — X dénusumd,
d(Tx, Ty) < d(x,y)

egitsizligini, tanim kiimesindeki tum x,y ler icin saghyorsa, T ye buzulebilir

dénusim denir.

Teorem 2.1.13: (Edelstein,1962) (X, d) bir kompakt metrik uzay ve T: X - X
buzulebilir bir dontigim olsun. Bu durumda T dénusumu X uzayinda bir tek

sabit noktaya sahiptir [5].

Teorem 2.1.14: (Bryant, 1968) (X,d) bir tam metrik uzay ve T:X - X
donuasimudnin n. kuvveti bir bizulme dénisumui ise T donusiminin X

uzayinda tek bir sabit noktasi vardir [6].



Tanim 2.1.15: (Kannan, 1969) Bir (X,d) tam metrik uzayinda tanimh T

donusuma igin
d(Tx,Ty) < a.d(x,Tx) + a.d(y,Ty)
olacak sekilde bir 0 < a < % varsa T, bir Kannan fonksiyonudur [7].

Teorem 2.1.16: (Subrahmanyam, 1975) Bir metrik uzayin tam olmasi igin
gerek ve yeter kosul, o uzaydaki her Kannan fonksiyonunun bir sabit noktaya

sahip olmasidir [8].

Tanim 2.1.17: (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir donisim olsun. Eger her
x,y € X igin

d(Tx,Ty) < g.max{d(x,y),d(x,Tx),d(y,Ty),d(x,Ty),d(y, Tx)}
olacak sekilde bir 0 < g < 1 varsa, T ye quasi—buzilme dénlisumu denir [9].

Teorem 2.1.18: (Ciric,1974) (X, d) bir tam metrik uzay ve T donusimu bu
uzayda tanimli  bir quasi—buzilme olsun. Bu durumda T nin tek bir sabit

noktasi vardir [9].

Tanim 2.1.19: (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir déntusim olsun. Her x €

X icin
d(x,Tx) < ¢(x) — ¢(Tx)

olacak sekilde alttan yar sirekli, negatif olmayan reel degerli bir ¢p fonksiyonu

varsa T ye Caristi fonksiyonu denir [10].

Teorem 2.1.20: (Caristi, 1976) (X,d) bir tam metrik uzay ve T:X - X bir
donugum olsun. Eder T bir Caristi fonksiyonu ise T nin X de bir sabit noktasi
vardir [10].



Caristi fonksiyonlari ¢cok genig bir siniftir, Ciric ve Kannan fonksiyonlarini da
icerir. Bu teoremin ispatlar gesitli yontemlerle farkli matematikgiler tarafindan
da yapilmigtir. Deimling (1974) ile Brezis ve Browder (1976) tarafindan

yapilanlar en ¢ok kabul gérenler olmustur [11,12].

Teorem 2.1.21: (Matkowski, 1994) (X, d) bir tam metrik uzay, T bu uzayda
tanimli bir déndsim, : [0, ) — [0, c0) monoton azalmayan ve her t € [0, )

icin lim y™ (t) = 0 esitligini saglayan bir fonksiyon olsun.
n—>oo

d(Tx,Ty) < p(d(x,y))

esitsizligi her x, y € X igin saglaniyorsa, T nin X uzayinda tek bir sabit noktasi
vardir [13].

Tanim 2.1.22: y: [0, ) — [0, o) fonksiyonu

(1) surekli ve azalmayandir,

(W¥2) yY(t) = 0 ancak ve ancak t = 0 i¢in gegerlidir,
Ozelliklerini saghyorsa i ye mesafe degistiren fonksiyon (M.D.F) denir [14].
Tanim 2.1.23: ¢: [0, ) — [0, o) fonksiyonu

(¢1) ¢ sureklidir,

(¢92) t>0iginp(t) >0

Ozelliklerini sagliyorsa ¢ ye ultra mesafe degistiren fonksiyon (U.M.D.F) denir
[17].

Uyan 2.1.24: Tanimlarindan gorulebilecegi gibi her M.D.F bir U.M.D.F’dir.

Ancak bunun tersi dogru degildir.



Teorem 2.1.25: (Khan, 1984) (X,d) tam bir metrik uzay, T, X Uzerinde bir

dénltisiim, ¢ bir M.D.F olsun. a: R* — [0,1) azalan bir fonksiyon olmak Uzere

¢[d(Tx, Ty)] < a[d(x,y)]- $[d(x,¥)]

esitsizligi, her x # y € X icin saglaniyorsa T nin X Uzerinde tek bir sabit noktasi
vardir [14].

Teorem 2.1.26: (Rhoades, 2001) (X,d) bir tam metrik uzay, T bu uzayda
tanimli bir dénligiim, ¥: [0, ) — [0, o0) bir M.D.F olsun. Her x,y € X igin

oluyorsa, T nin X uzayinda tek bir sabit noktasi vardir [15].

Teorem 2.1.27: (Dutta, 2008) (X,d) tam bir metrik uzay ve T:X - X

dénusumu

Y[d(Tx, Ty)] < Pld(x,y)] = ¢ld(x, y)]

esitsizligini, ¥, ¢: [0, ) = [0,0) M.D.F ‘leri i¢in saglasin. Bu durumda T nin X

uzerinde tek bir sabit noktasi vardir [16].

Tanim 2.1.28: f: [0, ) X [0, ) — R surekli fonksiyonu eger

(fD) f(s,t)<s

(f2) f(s,t) =s=>s=0veyat=0

Ozelliklerini saghyorsa C—sinifindadir denir [17].

Tanim 2.1.29: h:[0, ) — [0,0) surekli bir fonksiyon olmak Uzere, her t €

[0, ) igin h(t) = t oluyorsa h fonksiyonu A—sinifindadir denir [17].



Tanim 2.1.30: T donusumu X kimesi Uzerinde tanimli olmak Uzere F € X
kimesi x € F = T(x) € F kosulunu sagliyorsa F kimesine T altinda degismez

(invariant under T) denir.

Teorem 2.1.31: (Ansari, 2014) (X, d) tam metrik uzay, ¥; M.D.F, ¢; U.M.D.F,

f; C—sinifindan ve h; A—sinifindan birer fonksiyon, T: X - X,

h[p(d(Tx, Ty))] < f[(d(x,¥)), (d(x,¥))]

kosulunu, T altinda degismeyen kapall bir F € X kumesindeki her x,y igin

saglayan bir dontsum ise T nin F kimesinde tek bir sabit noktasi vardir [17].
Tanim 2.1.32: {:[0,0) X [0,o0) = R fonksiyonu

¢1) ¢(0,00=0

(¢(2) vt,s>0, {(t,s)<s—t

(¢3) {t,} ve {s,}; (0,) araliginda lim t,, = lim s,, > 0 olacak
n—oo n—oo

sekilde iki dizi ise limsup {(t,, s,) < 0 olur,

n—-oo

kosullarini saghyorsa { ya simulasyon fonksiyonu denir [18].

Tanim 2.1.33: (X,d) bir metrik uzay ve Z bitin similasyon fonksiyonlarinin

kimesi olmak tUzere T:X — X donusumu igin
Vx,y€X 3( € Z: {(d(Tx,Ty),d(x,y)) =0
esitsizligi saglaniyorsa T ye bir Z — buztlme denir [18].

Uyan 2.1.34: Burada {(t,s) = As — t alinirsa T dontsimu Banach tipinde bir

blzulme olur.
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Teorem 2.1.35: (Kojasteh, 2015) Tam metrik uzayda tanimh her Z —

buzulmenin tek bir sabit noktasi vardir [18].

Tanim 2.1.36: (X,d) bir metrik uzay ve T, bu uzayda taniml bir donigsim

olsun. Her x,y € X igin

M(x,y) = max {d(x, v),d(x,Tx),d(y, Ty),% [d(x,Ty) + d(Tx, y)]}
olmak Uzere

{(d(Tx,Ty),M(x,y)) =0

olacak sekilde bir { € Z simulasyon fonksiyonu varsa T ye genellestiriimis
Z — blazulme denir [19].

Teorem 2.1.37: (Olgun, 2015) Tam metrik uzaylarda tanimh her

genellestiriimis Z — buzulmenin tek bir sabit noktasi vardir [19].

Burada Banach teoreminin birgok genellestirmesi daha verilebilir ancak

calismalarimizla alakali olanlari vermeye 6zen gosterdik.

11



2.2 Quasi Metrik Uzaylar

Metrik uzay kavramindaki simetri aksiyomu kaldirilarak onun yerine konan
sartla veya sartlarla metrik uzaylara benzer olan pek ¢ok kavram uretilmistir.
Wilson (1931) tarafindan ilk kez ortaya atilan “quasi metrik” kavrami, dikkat
cekenlerden biridir [20]. Son yillarda bu alanda bir¢gok ¢galisma yapilimigtir. Bu
bdlimde verilen tanim ve teoremler igin Stefan Cobzas ‘in Functional Analysis

in Asymmetric Normed Spaces kitabindan faydalaniimistir [30].

Tanim 2.2.1: X kiimesi ve d:X X X — R fonksiyonu verilmis olsun. Vx,y,z €

X icin;

d1)) d(x,x)=0

(d2) d(x,y) < d(x,z) +d(z,y)

oluyorsa d ye bir quasi — pseudo metrik denir. Bunlara ek olarak

d3)d(x,y) =d(y,x) =0 = x=y

kosulunu da sagliyorsa d ye quasi metrik denir. Bir quasi metrik

dd)dx,y)=0=>x=y

Ozelligini saghyorsa d ye T; — quasi metrik denir.

Bu durumda (X, d) ikilisine quasi — pseudo metrik (veya quasi metrik veya T; —

quasi metrik) uzay denir.

Tanimlardan gorulebilecegi gibi her metrik bir T; — quasi metrik, her T; — quasi

metrik bir quasi metrik ve her quasi metrik bir quasi — pseudo metriktir.

Ornek 2.2.2: X =R ve d(x,y) = max{y? — x2,0} olsun.

e d(x,x) =0 saglanir.

12



e (d2) kosulu her x,y,z € Rigin saglanir.
e Ancak d(x,—x)=d(—x,x) =0 oldugu halde -x=x her x igin

saglanmaz.
Yani; (X,d) uzayi quasi — pseudo metriktir, quasi metrik degildir.

0, x<yigin
1

. x> yicin fonksiyonu verilsin.

Ornek 2.2.3: X =[0,1] ve d(x,y) ={

e (d1) ve (d2) kosulllari saglanir.
e d(x,y)=d(y,x) =0ise x <yvey < x olacagindan x = y elde edilir.
e Ancak d(x,y) =0 her x <y icin saglandigindan x =y sonucuna

ulasiimaz.

(X, d) uzayi quasi metriktir, ancak T, — quasi metrik degildir.

- X, x < yigin

, x > y igin fonksiyonu tanim-

Ornek 2.2.4: X = [0,1] ve d(x,y) = {31’

lansin.

e (d1) ve (d2) kosullari saglanir.
e d(x,y)=0isey—x = 0olmahdir, x =y elde edilir.
e Ancak d(x,y) =d(y,x) esitligi her x,y € R i¢in saglanmaz.

Bu durumda (X, d) uzay! T, — quasi metriktir ancak metrik degildir.

lx —yl, y#O0veyax=y=0igin

Ornek 2.25: X =1[0,1] ve d(x,y) = {1 y=0ve0<x<1icn

olarak tanimlansin.

e (d1) ve (d2) kosullari saglanr.
e d(x,y) =0 esitliginin saglanmasi igin, y =0 ise x=0, y#0 ise
|x — y| = 0 olmalidir, her iki durumda da, x =y elde edilir.

e Ancak d(x,y) = d(y,x) esitligi her x,y € R icin saglanmaz.

Sonug olarak, (X, d) uzayi T; — quasi metriktir ancak metrik dedgildir.
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Ornek 2.2.6: X = {x,,:n = 0,1, ...} uzayinda tanimli

1, m>0vem#n ise
1 . . .
d(Xm, Xn) = - m=0ven # 0ise fonksiyonu verilsin.

0, m=nise
e (d1) ve (d2) kosullari saglanr.
o d(xXy, x,) =0isem=n dir.
e Ancak d(x, x,) = d(x,, x) esitligi her m,n € N i¢in saglanmaz.
Bu durumda (X, d) uzay! T, — quasi metriktir ancak metrik degildir.
Tanim 2.2.7: (X, d) quasi metrik uzayinda
Bd(xO' S) = {x EX I d(XOJ-x) < g}

lle tanimlanan kiimeye x, merkezli r yarigapli agik yuvar denir.

Ornek 2.2.8: X = R ve d(x,y) = max{y? — x?, 0} seklinde tanimlansin. (X, d)

quasi metrik uzayinda her x, € X igin,

By(xg, &) ={x € X|d(xg,x) <&} ={x €X|max{x? —x,% 0} < ¢}

= (—/x0% + &,4/x2 + &)

seklindedir. Bu durumda acik yuvarlar {(—a, a) | a € R} olarak ifade edilebilir.

- X, x <y igin

’ x>y fein ile tanimlansin. (X, d)

Ornek 2.2.9: X =R ve d(x,y) = {31]

T; — quasi metrik uzayinda
By(x,€) ={x € X|d(xp,x) <&}
acik yuvari

e<1ligin [xy,xo +¢€) ve € > 1igin (—oo, xy + ¢)
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araliklari ile ifade edilir. Bagka bir deyigle, bu uzaydaki tim acik yuvarlar
{(-=»,a)| a € R} veya {[a,b)| a,b € R}

seklindedir.

Her quasi metrik ile, tanimli oldugu kiimede bir t; topolojisi olusturulabilir. Bu

topolojinin bazi {B;(x, €) | x € X, e > 0} kiimesidir.

Uyan 2.2.10: Eger (X,d) bir quasi metrik uzaysa, t, topolojisi T, dir ve T; —

quasi metrik uzaysa, t, topolojisi T, dir.

Ornek 2.2.11: 2.2.8 numarali drnekte tanimlanmis olan uzayda, herhangi iki
noktanin her birinin digerini icermeyen acgik komsuluklari bulunamaz, (X, d)
uzayl T; degildir. Ancak mutlak degerce kuguk olan elemanin digerini

icermeyen agik komsulugu bulunabileceginden (X, d) uzay T, dir.

Ornek 2.2.12: 2.2.9 numaral érnekte herhangi farkli iki reel sayinin ayrik acik

komsuluklari bulunabilir, bu durumda (X, d) quasi metrik uzayi T, dir.
Uyan 2.2.13: Her (X, d) quasi metrik uzayi igin
d'(x,y) = d(¥,x)
seklinde tanimlanan fonksiyon da X Uzerinde bir quasi metrik belirtir.
d*(x,y) = max{d(x,y),d(y,x)}
ile tanimli d® fonksiyonu ise bir metriktir.

Tanim 2.2.14: (X,d) bir quasi metrik uzay ve {x,,} bu uzayda tanimh bir dizi

olsun. z € X igin

limd(z,x,) =0
n—-oo

15



oluyorsa {x,} dizisi z noktasina yakinsaktir (veya d —yakinsaktir) denir. {x,}
dizisi i¢in d®(x,,z) —» 0 oluyorsa, bu dizi, t4s topolojisine gore yakinsaktir

denir.

Uyarn 2.2.15: (X,d) bir quasi metrik uzayinda taniml bir dizinin d* —yakinsak
olmasi igcin gerek ve yeter kosul, ayni anda hem d —yakinsak hem de

d~1 —yakinsak olmasidir.

1
n

Ornek 2.2.16: X = { |ne N} kiimesi ve bu kiime lzerinde

L1 %, ntek,mgift ven < migin
(Z’E) —10 n =migin
1, diger durumlarda

quasi metrigi verilsin. Bu uzayda {xn}z{%} dizisi d —yakinsak ya da
d~1 —yakinsak degildir.

Ornek 2.2.17: 2.2.8 numarali érnekte tanimlanmis olan uzay géz éninde

bulundurulsun. {x,} = {%} dizisi,

limd(0,%,) = limd (0,--) = lim — = 0
n—-oo n—oo

2n n—oo 47’12

oldugundan, bu uzayda d —yakinsaktir. Benzer sekilde

. . 1 . _
imd(xn, 0) = limd (5,0) = limo =0

oldugundan {x,,} dizisi ayni zamanda d~! —yakinsaktir.

Ornek 2.2.18: X = [0,1) ve d(x,y) = max{y — x, 0} olsun.

e = {1

n+1

16



dizisi gbz 6nune alinsin.

limd(x,ﬁ) = limmax {ﬁ— X, 0} =1—x

n—oo n—-oo

oldugundan {x,} dizisi d —yakinsak degildir, ancak

limd(%,x) = limmax{x - 0} =0

n—oo n n—oo n+1’
oldugundan {x,,} dizisi, X kiimesinin her elemanina d~! —yakinsaktir.

Quasi metrik uzaylarda Cauchy dizileriyle ilgili birgok farkl yaklasim vardir.
Reilly vd. (1982) quasi metrik uzaylarda Cauchy dizilerini su sekilde
siniflandirmigtir [21];

Tanim 2.2.19: (X,d) bir quasi metrik uzay ve {x,,} bu uzaydaki bir dizi olsun.

e Ve>0 Ix€X, IkeN Vm >k, d(x,x,) < €oluyorsa, {x,}dizisine
sol d —Cauchy,

e Ve>0 Ix€X, IkeN Vm >k, d(xy, x) < eoluyorsa, {x,} dizisine
sag d —Cauchy,

e Ve>0 3keN Vr,s>k, d(x,xs) < eoluyorsa, {x,} dizisine

d —Cauchy,

e Ve>0 3keN Vr,s;r=s=k, d(x,xs) < eoluyorsa {x,} dizisine
sag K—Cauchy,

e Ve>0 3keN Vr,s;r=>s=>k, d(xsx,) < eoluyorsa {x,} dizisine

sol K—Cauchy,
dizisi denir.
Ornek 2.2.20: X = [0,1] d( )—{0' X < yign i metrigi
rnek 2.2.20: X = [0,1] uzayl, d(x,y) = x>y icin guasi metrigi ve
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n tek ise

{xn} =

WIR N+~

1
+2—n,

1 o
+3—n, ngiftise

dizisi, (X, d) uzayinda taniml bir dizi olsun.
d Gxn) =0ved(x,,1) =0

esitlikleri her n > 1 igin saglandigindan {x,} dizisi hem d —yakinsak hem de

d~1 —yakinsaktir. Ayni zamanda sol d —Cauchy ve sag d —Cauchy dizisidir.
Ancak
d(x,, x;) < €

esitsizligi, r ve s'nin  birinin  tek, digerinin ¢ift olma durumunda

saglanamayacagindan d —Cauchy, sag veya sol K—Cauchy dizisi degildir.

xX—y, x=Yyigin

Ornek 2.2.21: X = (0,1) ve d(x,y) = {

fonksiyonu X Uzerinde bir quasi metrik belirtir. Bu uzayda, {x,} dizisi,

1
b = {757}
seklinde tanimlansin. vr < s i¢in d(x,,x;) — 0 saglandigindan {x,} dizisi sol
K—Cauchy ve dolayisiyla sol d —Cauchy’dir. Fakat her x € X igin belli bir

noktadan sonra d(x,,x) = 1 oldugundan {x,} dizisi sag d —Cauchy degildir.

Quasi metrik uzaylarda c¢esitli yazarlar tarafindan birgok tamlik kavrami
verilmigtir. Bu tanimlarla quasi metrik uzaylarda Banach sabit nokta teoreminin

genellegtirmeleri yapiimaktadir.

Tanim 2.2.22: (X,d) quasi—pseudo metrik uzayinda taniml her d —Cauchy
dizisi, bu uzaydaki bir noktaya yakinsiyorsa (X,d) uzayina dizisel tam denir
[22].
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Teorem 2.2.23: (Reilly,1974) (X,d) dizisel tam T, quasi—pseudo metrik
uzayinda tanimli her bizulme donusumudnun yalniz bir sabit noktasi vardir
[22].

Tanim 2.2.24: (X, d) quasi metrik uzayinda tanimh her d —Cauchy dizisi i¢in
lim d(x,,x) = lim d(x,x,) =0
n—-oo n—-oo

olacak sekilde bir x € X varsa (X, d) uzayina tam uzay denir.

Uyari1 2.2.25: Burada verilmis olan tamlik kavrami, d® —yakinsak lik kavramina

karsilik gelmektedir.
Teorem 2.2.26: (Hicks, 1988) (X, d) bir tam quasi metrik uzay, T: X - X ve
¢,G : X - [0,00) olsun. Birx, € X icin
d,Ty) < () — ¢(Ty)
esitsizligi her y € {x,, Tx,, T?x,, ... } icin saglaniyorsa,

1. lim T"x, = z olacak sekilde bir z € X vardir,

n—oo
2. G(x) = d(x, Tx) fonksiyonu

G(2) < liminfG(T™xy)
n—-oo

esitsizligini sagliyorsa Tz = z olur,

3. d(x,T™xp) < p(x)

kosullari saglanir [23].

Teorem 2.2.27: (Hicks, 1988) (X, d) bir tam quasi metrik uzay, T: X - X ve
h € [0,1) olsun. Bir x, € X igin

d(Tx, Ty) < hmax{d(x,y),d(x,Tx),d(y, Ty),% [dCx, Ty) +d(y, Tx)]}

esitsizligi her y € {x,, Tx,, T?x,, ... } igin saglaniyorsa,

1. lim T"x, = z olacak sekilde bir z € X vardir,

n—-oo
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2. G(x) =d(x,Tx) fonksiyonu
G(2) < liminfG(T™xy)
n—-oo
esitsizligini sagliyorsa Tz = z olur,
kosullari saglanir [23].

Teorem 2.2.28: (Cobzas, 2011) (X, d) bir dizisel tam T; —quasi metrik uzay ve
T bu uzayda taniml bir donligim olsun. t;-1 topolojisine gore altan yari
surekli bir Y: X - [0, ) fonksiyonu igin

d(x,Tx) < Y(x) —Y(Tx)

esitsizligi her x € X icin saglansin. Bu takdirde T nin bir sabit noktasi vardir
[24].

Teorem 2.2.29: (Jleli,2012) (X, d) bir tam quasi metrik uzay,
Y:[0,0) - [0,00) sirekli bir fonksiyon olsun ve ¥ ~1({0}) = {0} kosulunu
saglasin. T: X - X donusumu

esitsizligini her x,y € X icin sagliyorsa, bu takdirde T nin tek bir sabit noktasi
vardir [25].

Teorem 2.2.30: (Alsulami, 2014) Tam quasi metrik uzaylarda Z —

buzulmelerin tek bir sabit noktasi vardir [26].

Altun vd. (2017) yaptiklar galismada quasi metrik uzaylarda bugine kadar en

sik kullaniimig olan tamlhk tanimlarini su sekilde siniflandirmistir [27].

Tanim 2.2.31: (X,d) quasi metrik uzayinda tanimli her

e Sol (sag) d —Cauchy dizisi d —yakinsak ise (X,d) ye sol(sag) G —tam,
e d —Cauchy dizisi d —yakinsak ise (X,d) ye G —tam,
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e Sol (sag) d —Cauchy dizisi d~! —yakinsak ise (X,d) ye sol(sag)
n —tam,

e d —Cauchy dizisi d~! —yakinsak ise (X,d) ye n —tam,

e Sol(sagd) d —Cauchy dizisi d° —yakinsak ise (X,d) ye sol(sag) 6 —tam,

e d —Cauchy dizisi d° —yakinsak ise (X,d) ye 6 —tam,

e Sol (sag) K—Cauchy dizisi d —yakinsak ise (X,d) ye sol (sag) K—tam,

e Sol (sag) K—Cauchy dizisi d~! —yakinsak ise (X,d) ye sol (sag)
M—tam,

e Sol (sag) K—Cauchy dizisi d°—yakinsak ise (X,d) ye sol (sag)
Smyth—tam

denir.

Uyan 2.2.32: Tanim 2.2.21 'de verilen dizisel tam kavrami, bu calismadaki
G —tam kavrami ile, Tanim 2.2.23 ’te verilen tam quasi metrik uzay kavrami bu

calismadaki 6 —tam kavrami ile 6zdestir.

0, m=n ise
Ornek 2.2.33: X =Nve d(m,n) = %, m > nvemgiftntek ise
1, diger durumlarda
quasi metrigi verilsin. (X,d) quasi metrik uzayr g6z o6nudnde

bulunduruldugunda,

{xn} = {2n}

dizisi bir sagd —Cauchy dizisidir ve (2n+1)€eN tek sayilarina
d~1 —yakinsaktir, ancak d —yakinsak degildir. Bu durumda sag ¢ —tam

degildir.

. — > vici
Ornek 2.2.34: X =(0,1) ve d(x,y) = {x Y, Xx=ywm olsun.

1, x < yigin

(X, d) quasi metrik uzayinda genel terimi
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_ 1
b} = {7}
olan {x,} dizisi sol d —Cauchy ve sol K—Cauchy oldugu halde d, d~! veya
d® —yakinsak olmadigindan, (X,d) uzayi sol G /n/6 —tam veya sol K/ M /
Smyth—tam degildir.

Bu uzayda {x,} sad d —Cauchy olan bir dizi ise her € > 0 igin,

—X, Xp,=Xxigin

_Xn
d (o, x) = { 1, X, < X igin

esitsizliginin saglanabilmesi igin
Xpte<x<x,

seklinde olmalidir. Bu durumun, k € N olmak Gzere her n > k i¢in saglanmasi
gerektiginden, dizi bir noktadan sonra sabit dizi olmalidir. Bu durumda
{x,} dizisi d, d~* ve d® —yakinsaktir, (X,d) uzayl sag G —tam, sag n —tam ve

sag 6 —tamdir.

0, x < yigin
1

Ornek 2.2.35: X = [0,1], d(x,y) = { x>y icin

verilsin.

uzayda tanimh her dizi d ve d~! —yakinsaktir. Bu durumda (X, d) uzay: sol
(sag) S /n /6 —tamdir ve sol (sag) K/ M/ Smyth—tamdir.
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3. QUASI METRIK UZAYLARDA SABIT NOKTA TEOREMLERI

Bu baglikta, birinci kisimda quasi metrik uzaylarda genellegtiriimis Z —
bazulme fonksiyonlari, [19] calismasindakine benzer olarak tanimlanacak, sag
K—tam, sol M—tam ve Smyth tam T; — quasi metrik uzaylarda genellestiriimis
Z — blzilmelerin sabit noktasinin tekligi ispatlanacaktir. Ikinci kisimda ise
C—sinifi ve A—sinifi fonksiyonlar yoluyla 6zel bir buzilme kosulu tanimlanacak
ve bu kosulu saglayan donusumlerin sabit noktalarini varligi ve tekligi

gOsterilecektir.
3.1 Genellestirilmis Z —Biiziilme Déniisiimleri icin Sabit Nokta Teoremleri

Metrik uzaylarda yaygin olarak bilinen, Tanim 2.1.36 ’'da kullaniimis olan
maksimum fonksiyonu, quasi metrik uzaylarin simetri kogulunu saglamamasi
nedeniyle sol tam uzaylara uygun degildir. Bu nedenle bu galigsmada sag ve

sol tam uzaylar i¢cin M; ve M, olmak Uzere iki fonksiyon olarak tanimlanmistir.

Tanim 3.1.1: T:X - X bir donusum olmak Uzere, M;,M,: X X X — [0, o)

fonksiyonlari

1
M1(x;J’) = max{d(x,)’);d(Tx,x);d(T%)’)'E [d(x, T)’) + d(Tx'}’)] }

ve

1
M, (x,y) = max{d(x,y),d(x,Tx),d(y,Ty), 3 [d(x,Ty) +d(Tx,y)] }

seklindedir.

Tanim 3.1.2: (X,d) bir quasi metrik uzay olsun. T: X — X doénlistimu, her

x,y € X igin

{(d(Tx, Ty),M;(x,y)) =0
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esitsizligini bir { € Z igin sagliyorsa, T ye genellegtiriimis sag Z — buziulme,

esitsizligini bir { € Z igin saghyorsa, T ye genellestiriimis sol Z — blztlme

denir.

Teorem 3.1.3: (X, d) bir sag K—tam T, — quasi metrik uzay, T: X — X e tanimh
bir genellestiriimis sag Z — buzilme ise bu takdirde T dénisumundn tek bir

sabit noktasi vardir.

ispat: (X,d) uzayi bir sag K—tam T, — quasi metrik uzay ve T:X - X
doénlsimu bir ¢ € Z igin genellestiriimis sag Z — buzilme olsun. T tarafindan
uretilen {x,} Picard dizisinin yakinsak oldugu ve yakinsadigi degerin de T nin
sabit noktasi oldugunu gosterelim. x, € X keyfi noktasindan baslamak tzere
{x,} dizisi, hern € N igin x,,; = Tx, kosulunu saglayan Picard dizisi olsun. T

bir genellestiriimis sag Z — buzulme oldugundan
d(T™x, T"x), M, (T"x, T" 1x)) = 0 (3.1.1)
esitsizligi saglanir. Burada

d(T™x, T" 1x),d(T"* x, T"x),d(T"x, T" 1x),

M (T"x, T" 1x) = max 1
i ) > (d(T™x, T"x) + d(T™"1x, T" 1x))

‘dir. Ayrica

d(T™1x, T 1x) < d(T™1x, T"x) + d(T™x, T" 1x)
oldugundan

M;(T™x, T" 1x) = max{d(T"x, T" 1x),d(T"*1x, T"x)}
elde edilir. Eger

24



max{d(T"x, T™ 'x),d(T"™" 1x, T"x)} = d(T"*'x, T"x)
ise
2(d(T™ x, T™x), My (T"x, T" 1x)) = {(d(T™ 1x, T"x), d(T™" 1x, T"x)) = 0
esitsizligi ¢ nin simulasyon fonksiyonu olmasiyla gelisir. Bu durumda,
d(T™" 1x, T"x) < d(T™x, T" 1x)

olur. Yani {d(T™x, T™ 1x)} dizisi monoton azalan, terimleri negatif olmayan bir

dizidir ve limiti vardir.
lim d(T™x, T" 1x) =71
n—-oo

olsun. Eger r > 0 ise ({3) ten

limsup {(d(T™""1x, T"x),d(T™x, T" 1x)) < 0

n—oo

elde edilir ancak bu durum (3.1.1) ile gelisir, dolayisiyla r = 0 elde edilir,

lim d(x,41,x,) =0 (3.1.2)
n—->oo

olur. Simdi {x,} dizisinin sag K—Cauchy oldugunu gdsterelim.
D ={d(xpxy), n>meN}

kimesinin sinirli olmadigi varsayilsin. Eger x,, = x,,,, olacak sekilden = 0 ve
p = 1 degerleri varsa {x,, | n € N } kiimesi sonludur ve D kiimesi sinirlidir. Bu

nedenle her n,m € Nigin
n # mise x, * xXpy,

olsun. Burada (3.1.2) goz 6nunde bulundurulursa bir n, € N igin
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d (xn+1:xn) <1

esitsizliginin her n > n, icin saglandigr gorulir. Ancak D kimesinin sinirli
olmadigi kabul edildiginden d (x,,x,,) > 1 olacak sekilde en az bir n > n,

sayisi vardir. Bu sekildeki n lerin en kiigigu n, ise
d (%, %n,) > 1
ve
Vp € {ng,ng +1,...,ny — 1} igin d (xp,xno) <1
olur. Benzer sekilde
d (xnz,xnl) >1
ve
vp € {n,,n; +1,..,n, —1}igin d (xp,xno) <1

olacak sekilde n,; den buyuk en klUguk n, sayisi vardir. Bu islem devam

ettirilerek, {x,} dizisinin
d (xnk+1,xnk) >1
ve
Vp € (g, e + 1, o, Myerq — 1} iGin d (xp, %, ) < 1 (3.1.3)

kosullarini saglayan bir {xnk} altdizisi elde edilir. Burada Uggen esitsizligi

uygulanirsa

1<d (xnk+1’xnk) =d (xnk+1’xnk+1—1) +d (xnk+1—1’xnk)
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olur. Burada (3.1.2) ve (3.1.3) g6z 6nuinde bulundurularak k — oo icin limit

alinirsa Sikistirma Teoremi’nden
Igl_ﬁlo d (xnk+1,xnk) =1
elde edilir. Benzer sekilde
lim d (%npys—1:Xnp—1) =1 (3.1.4)

olur.

Ml(xnk+1—1'xnk—1) = max 1 d(x"k'xnk—l)'
I
G (d (xnk+1_1' xnk) + d(xnk+1' xnk—l))

( d(xnk+1—1’ xnk—l)‘ d(xnk+1’ xnk+1—1)' \L
|
)

ifadesinde uggen esitsizligi uygulanirsa

Ml(xnk+1—1’xnk_1) = d(xnk+1‘xnk+1—1) + d(xnk+1—1’xnk) + d(xnk’xnk—l)

oldugu gorultr. Burada (3.1.2) dikkate alinarak k — oo igin limit alinirsa
Lim My (X, -1, Xy —1) < 1

elde edilir. Bu durumda
7111_)72) d(xnk+1_1,xnk_1) < 151_{7010 Ml(xnk+1_1,xnk_1) <1

elde edilir. (3.1.4) dikkate alindiginda Sikistirma Teoreminden
Lim M (X, -1, %m—1) = 1

elde edilir. (¢{3) g6z énlnde bulundurulursa,
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limsup { (d(xnk+1,xnk),Ml(xnkH_l,xnk_l)) <0

n—->oo

olur ancak bu esitsizlik buzulme sarti ile gelisir. Bu durumda D sinirli bir

kUmedir ve

Cp = sup{d(xi,xj):i =j= n}
dizisi, negatif olmayan reel sayilardan olugsan, monoton artmayan bir dizidir.
Bu durumda negatif olmayan bir ¢ sayisi i¢in

c = limc,
n—->oo

‘dir. ¢ nin sifira esit oldugunu gosterelim. Bunun icin ¢ > 0 oldugunu

varsayalim. ¢, dizisinin tanimindan, her k € N igin

1
Cx — E < d(xmk, xnk) < Cx

olacak sekilde m; > n;, = k vardir,

Lim d(%my Xn,) = € (3.1.5)
‘dir. Burada (3.1.2) geregi

mk>nk+1

oldugu agiktir. Supremum tanimi dikkate alinarak d(x,,—1,%,,) igin Ucgen

esitsizligi uygulandiginda
d(Xmy %) — A(Xmp Xmy-1) < d(Xmy-1%n,,) < Ck

oldugu gorultr. Burada k — oo igin limit alindiginda Sikistirma Teoreminden
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lél_”glo d(xmk_l,xnk) =c (3.1.6)
elde edilir. Benzer sekilde

Igl_ﬁlo d(xmk,xnk_l) =c

lim d(%my—1,Xnp—1) =C (3.1.7)
olur.

d(xmk_l’ xnk—l)' d(xmk’ xmk—l)' d(xnk' xnk—l)'

M(x _,x_)=max 1
. Y E(d(xmk—lfxnk) + d(xmk' xnk—l))
esitliginde

d(xmk—lixnk—l) < M1(xmk—1»xnk—1)

< d(%my Xmy-1) + d(Xmy-1,%n,.) + d (% Xny—1)

oldugu aciktir. Burada (3.1.2), (3.1.6) ve (3.1.7) g6z 6nlne alinarak k — oo igin

limit alinirsa
lgl—;rgo Ml(xmk_l, x'l’lk—l) =C (318)
oldugu gorulur. (¢3) 6zelligine gore (3.1.5) ve (3.1.8) dikkate alinirsa

limsup C(d(xmk, xnk), M, (xmk_l,xnk_l)) <0

n—-oo

olmalidir ancak bu durum buzulme sartiyla gelisir. Yani ¢ =0 elde edilir,

{x,} dizisi sag K—Cauchy dizisidir.

29



X uzayl sag K—tam oldugundan lim d(z,x,) = 0 olacak sekilde bir z € X
n—oo

vardir, yani {x,}dizisi, z degerine d —yakinsaktir. Bu degerin T nin sabit

noktasi oldugunu gosterelim. r # 0 igin
d(Tz,z) =r
oldugu kabul edilsin.
M, (2, %,) = max {d(z,%,), d(T2,2), d (11, %), 5 (A(T2, %0) + d (2 Xn11)
esitliginde
i‘l?o Mi(z,x,) =d(Tz,z) =1
oldugu aciktir. Bu durumda ({3) 6zelliginden

limsup {(d(Tz, Tx,), My (z,x,)) < 0

n—oo

elde edilir ve bu durum buzulme sartiyla geligir.
d(Tz,z) =0
olur, z noktasi, T déonlisumunudn bir sabit noktasidir.

Simdi T nin sabit noktasinin tek oldugunu goésterelim. z,w € X, T nin iki sabit

noktasi olsun, bu durumda X, T; — quasi metrik uzay oldugundan
d(z,w) >0
saglanir. T genellestiriimis sag Z — buzulme oldugundan

{(d(Tz,Tw),M;(z,w)) =0
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esitsizligi
M;(z,w) = max {d(z, w),d(z, z),d(w, w),% (d(z,w) + d(z, w)} =d(z,w)

icin saglanir. Bu durum ({2) kosuluyla gelisir, z =w dir. {x,} dizisinin limiti

olan z degeri, T nin tek sabit noktasidir. ]

Teorem 3.1.4: (X,d) bir sol M—tam T; — quasi metrik uzay, T, X kimesinde
tanimh bir genellestiriimis sol Z — buzilme ise T donusumunun tek bir sabit

noktasi vardir.

ispat: {x,} dizisinin sol K—Cauchy oldugu yukaridaki ispatla simetrik olarak
gOsterilebileceginden, sol M—tam uzaylarda da sabit noktanin tek oldugu

aciktir.

Teorem 3.1.5: (X,d) bir sol (sag) Smyth—tam T, — quasi metrik uzay, T, X
kimesinde tanimh bir genellestiriimis  sol (sad) Z — buzilme ise T

donusumunun tek bir sabit noktasi vardir.

ispat: Sol (sag) Smyth—tam uzaylardaki sol (sag) K—Cauchy dizileri

d® —yakinsak oldugundan yine T déntisumunun tek bir sabit noktasi vardir.

Ornek 3.1.6: (Simsek, 2017) X = [Oﬂ kiimesinde tanimli

_(y—x x<yicin
d(x,y) _{x x > yicin
fonksiyonu ve

Tx

N =R

dénusuma verilsin.
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(X,d) uzayinin T; — quasi metrik oldugu aciktir. Sag K—tam oldugunu
gosterelim. Bunun igin her sag K—Cauchy dizisi, d —yakinsak olmalidir. Bu
uzayda tanimh bir {x,,} saJ K—Cauchy dizisi verilsin. Bu durumda her € > 0

ve herm >n > kigin
d(xXm, X)) < &€
olacak sekilde bir k € N vardir.

Xn — Xm Xm < X, i¢in

d(Xm, Xn) = {xm Xm > X IGIN

oldugundan, bu dizinin sag K—Cauchy olabilmesi icin artmayan bir dizi olmasi
gerekmektedir. Alttan sinirli da oldugu igin d —yakinsaktir. Bu durumda (X, d)

uzayi sag K—tamdir. {: [0, ) X [0,0) - R olmak Uzere,

S

{(s,t) =§—t

fonksiyonunun simulasyon fonksiyonu oldugu agiktir. T dondsimunun ¢ ile bir

sag Z — buzulme donusumu oldugunu gosterelim.

. xsgise;

M;(x,y) = max{d(x,y),d (g,x),d (%,y),%(d (X%) +d (;3’)}

(

)

N[
N =
N

X X
=max{y—x,5, —x+y—§)}=y—x

S(d(Tx Ty, My (6, 3) = ¢ (35,7 —x) = 0

o %<x£yise;

N X

M;(x,y) = max {y - X,
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>0

y X 2y+x>_5x—2y

((d(Tx»T}’)»Ml(x»Y)) = ((E_El 4 8

. ysg ise;
y
2P

N| =

M;(x,y) = max {x,;, (x + g)} =x
(d(Tx Ty, My (6, 3) = ¢ (5,%) = 0

o §<y<xise;

y 1 4 x}_
g FY ==

N[ xR

Ml(xJ }’) = max {x,

(AT, Ty), My () = ¢ (5,%) = 0
Her durumda

{(d(Tx' T_'y), Ml (x' }’)) = 0

esitsizligi saglandigindan T bir sag Z — blzulme dénusumudur, teoremin tim

kosullari saglanir ve z = 0 de@eri, donlisumun tek sabit noktasidir [28].
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3.2 C—-Sinifi ve A—Sinifi Fonksiyonlar Yoluyla Elde Edilen Sabit Nokta

Teoremleri

Bu kisimda Teorem 2.1.31 ’de metrik uzaylar icin elde edilen sonug,
maksimum fonksiyonunu da igeren bir esitsizlik ile quasi metrik uzaylarda

gOsterilmigtir.
Teorem 3.2.1: (X,d) bir sag K—tam T ; — quasi metrik uzay,
Y:[0,00) = [0, 0) bir M.D.F, ¢:[0,00) = [0, ) bir U.M.D.F,

f:[0,0) X [0,00) = R bir C—sinifl ve h:[0,) = [0, ) bir A—sinifi fonksiyon

olmak Uzere,

T:X - X donusumu

kosulunu, T altinda degismeyen kapall bir F € X kumesindeki her x,y igin

sagliyorsa T nin F kimesinde tek bir sabit noktasi vardir.

ispat: T déniisimii, (X, d) saj K—tam T, — quasi metrik uzayinda tanimli ve
F, X in T altinda degismeyen kapal bir alt kimesi olsun. Herhangi bir x, € F
icin {x,} dizisi, x, = Tx,_, seklinde tanimlansin. F, T altinda degismeyen
oldudu igin {x,} € F oldugu aciktir. (3.2.1) esitsizliginde x yerine x,,, y yerine

Xn_q Yazilirsa,

M (xp, xn—1) = max{d(xp, Xn—1), d(Xp41, %), d (X, Xp—1),

N =

[d(xn: xn) + d(xn+1ﬂxn—1)] }

icin,
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1/)(d(xn+1» xn)) < h[l/)(d(xn+1» xn))]

< (M Gy x0-1)), $(My Gy Xn-1))] (3:2.2)
olur.
%d(xnﬂ,xn_l) < %{d(xnﬂ, xp) + d(xn Xn-1)}
< max{d (Xp41,%n), d (X, Xn_1)}
oldugundan

My (xp, Xn—1) = max{d(xp41, Xy), d(xp, Xn_1)}
olmasi gerektigi elde edilir.
Burada en az bir ng igin My (%, Xn,-1) = d(Xn,+1, %n,)

oluyorsa, (3.2.2) esitsizligi,
1/) (d(xn0+1:xno)) <h [d} (d(xn0+11xn0))]

<f [llj (d(Xn0+1,xn0)) b (d(xn0+1’x"0))]

seklini alir. f, C—sinifindan bir fonksiyon oldugundan (f1) 6zelligi kullanilarak

£ [ (dConge1%n) ) & (@(ngrs %n,) )| < % (ACtngen, ny))

elde edilir. Bu durumda (f2) den

Y (d(xn0+1'xno)) =0veya ¢ (d(xn0+1'xno)) =0
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oldugu goruldr. ¥ bir M.D.F ve ¢ bir U.M.D.F oldugundan, (y2) ve (¢2) gdz

onunde bulundurulursa her iki durumda da

d(xno+1’ xno) =0

sonucuna ulasilir. X uzayi T; — quasi metrik oldugundan x,, ., = x,, elde edilir,

yani x,  degderi, T donuslimunun sabit noktasidir.
Bu nedenle, her n > 0 igin

Ml (xn: xn—l) = max{d(xn+1: xn): d(xn' xn—l)} = d(xn' xn—l)

oldugu kabul edilir. Baska bir deyisle {d(x,, x,—_1)} dizisi alttan sinirli ve azalan
bir dizidir.

limd(x,,x,—1) =71
n—-oo

olsun. (3.2.2) ’de n — oo igin limit alinirsa

Y() < h[PM] < fIP(), ()]

elde edilir. Burada (f2), (¥2) ve (¢2) gdéz oninde bulundurulursa r =0

oldugu gorulur. Yani,

lim d(x,, xp-1) =0 (3.2.3)

n

olur. Benzer sekilde, d(x,_q,x,) = 0oldugunu gdostermek igin, (3.2.1)

esitsizliginde x yerine x,_; ve y yerine x, yazilirsa,

M, (xn—lr xn) = max{d (xn—l' xn)' d(xn' xn—l)' d(xn+1' xn)'

[d(xn-1, %ns1) + d(oxn, x3)] }

N =
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iin,
P(d(n, Xn41)) < B[Y(dCen, Xn11))]
< fl(My (tn—1, %)), (M1 (-1, %) )] (3.2.4)
olur. Burada {d(x,, x,_)} azalan bir dizi ve

d(xp—1,Xnt1) < d(xp_q,%y) + d(xp, Xp41)
oldugundan,

M, (xn—l' xn) = max{d (xn—l: xn); d(xnr xn—l);

[d(xn—lt xn) + d(xn' xn+1)] }

N| =

elde edilir. En az bir bir n, icin

ma x{d(xno_l,xno),d(xno,xno_l),d(xno,anH) } = d(xno,xn0+1) (3.2.5)

oluyorsa, (3.2.4) esitsizligi

P (d(tng Xngs1) ) < [0 (d(tngs Xngs) )|

<f [l/J (M1(xn0—1' xno)) ¢ (Ml(xno—l’xno))]

durumuna gelir. Burada f nin C—sinifindan oldugu g6z éninde bulundurulursa

f [1/1 (M1(xno—1'xno)) O (M1(xn0—1'xn0))] <y (Ml(xno—l'xno))

elde edilir. Bagka bir deyisle
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1/) (d(xnoi xn0+1)) < l/) (Ml(xno—lixno))

olur. i fonksiyonu azalmayan oldugundan (3.2.5) esitligi dikkate alinarak,

1/) (d(xnoi xn0+1)) < l/) (Ml(xno—lixno)) < l/) (d(xn()' xn0+1))

elde edilir. Bu esitsizlik, d(x,,,xn,+1) =0 oldugunu, yani x, degerinin, T

doénlsimunln sabit noktasi oldugunu goésterir. Bu nedenle her n > 0 igin
M, (xp—1, Xn) = max{d(xp_1, %), d(Xn, Xp_1)}
oldugu varsayilir.

Birinci Durum: Yalnizca sonlu sayida 1 < i < k igin

d(xni—l’ xni) > d(xni’ xni—l)

oluyorsa, n > ny, i¢in d(x,_1,x,) < d(x,, x,_1) esitsizligi saglanir. (3.2.3) g6z

onunde bulundurularak
Lim d (-1, %,) = 0
saglanir.
ikinci Durum: Sonsuz sayida n; igin
d(xni_l,xni) > d(xni,xnl._l)
oluyorsa, her n; igin
Ml(xni—l'xni) = d(xni—lﬂxni)
saglanir ve (3.2.4) esitsizligi,
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¥ (At Xna1)) < A9 (dCtnp Xnien) )|
< f [ (aCen1, %)) ¢ (A(tni-1, %))
< 9 (d(n-1.%n,) ) (3.2.6)
seklini alir. Bu durumda {d(x,,_1, x, )} dizisi azalandir.
lim d(Xn;—1,%n,) =T

olacak sekilde (3.2.6) esitsizliginde i - oo icin limit alinirsa,

Y(@) < h[Y(@)] < fFIY (), d(1)]
elde edildiginden r = 0 olur, baska bir deyisle,
lim d(xp,—1,%n,) = 0 (3.2.7)

>0

sonucuna ulasilir. {x,} dizisinin {x,} alt dizisinde olmayan elemanlari,

1<i eNigin xp,, olarak adlandirilirsa bu m; degerleri igin

d(Xmy—1,%m;) < d(Xmp Xm;-1) (3.2.8)

oldugu gorallr. Eger x,,, dederleri sonlu sayidaysa (3.2.7) "deki limit, x,, igin

de sifira esittir. Sonsuz sayidaysa, (2.2.8) esitsizliginde i — oo icin limit alinirsa,
limd(xmi_l,xmi) < limd(xmi,xmi_l)
i—co 1>

olur. (3.2.3) limiti her x,, i¢in, dolayisiyla x,,, icin de gegerli oldugundan,

lli@d(xmi_l,xmi) =0 (3.2.9)
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elde edilir. Tanimlari dolayisiyla, {x,} dizisi, {x,} ve {xy} alt dizilerinin
birlesiminden olusmaktadir. Burada (3.2.7) ve (3.2.9) limitleri birlikte degerlen-
dirildiginde,
limd(x,_1,x,) =0 (3.2.10)
n—-oo

sonucuna ulasilir.

{x,} dizisinin sag K—Cauchy olmadigini varsayalim, verilen bir € > 0 igin, k €

N ve n, > m, > k olacak sekilde,
d(Xny) Xm,) = € Ve d(xnk_l,xmk) <e
esitsizliklerini saglayan n;, m; deg@erleri vardir. Bu durumda
e< d(xnk,xmk) < d(xnk,xnk_l) + d(xnk_l,xmk)
< d(xp,, Xn,_,) +€
olur. Burada k — oo i¢in limit alinirsa, Sikistirma Teoremi’nden ve (3.2.3) ‘den
;Eilgod(x”k’xmk) =¢

elde edilir. Benzer bir sonucun d(x,, -1, X, —1) i¢in gosterilmesi, iki kez tiggen

esitsizligi kullanilarak saglanir;
d(Xn Xmy,) < d (% Xn,_ ) + d(Xny_ s Ximg—1) + d (X Xmy,)
< d(xn, Xn,_,) + Ay xn,) + d(Xny Xim,,)
+d (X Xmp—1) + d(Xmy_,» Xmy,)

Burada k — oo igin limit alinirsa, (3.2.3) ve (3.2.10) g6z 6ninde bulundurularak
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]ézgod(xnk_l’xmk_l) =¢&
oldugu goralir. (3.2.1) esitsizliginde x yerine x,,,_, y yerine x,,, _, yazilarak,
'7[) (d(xnk' xmk)) <h ['7[) (d(xnk' xmk))]

<f [l/) (M1(xnk—1» xmk—l)) o (Ml(xnk—lfxmk—l))] (3.2.11)
elde edilir. Burada

Ml (xnk—1’ xmk—l) = max{d(xnk—1’ xmk—l)' d(xnk' xnk—l)' d(xmk,xmk—l)'

[d(xnk—l’xmk) + d(xnk’ xmk—l)] }

N| =

olur. Ucgen esitsizligi uygulanirsa

Ml (xnk—1’ xmk—l) < max{d(xnk—1’ xmk—l)' d(xnk' xnk—l)' d(xmk' xmk—l)'

(A1) + A 5m) + Ay X —t) + A1 %))}
olur. Burada

lgggod(xnk_l,xmk_l) = Igirgd(xnk,xmk) =¢
ve

fim (e 3 -2) = fim i)

= limd(xnk_l_l,xnk)

k—oo
= Igl_@d(xmk_l,xmk) =0
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oldugundan ,{imM1(xnk—1»xmk—1) = ¢ elde edilir. (3.2.11) esitsizliginde k — o

icin limit alinirsa

Y(e) < hyp(a)] = flP(e), (o]

esgitsizligi € > 0 icin f nin C—sinifindan, ¥ nin M.D.F ve ¢ nin U.M.D.F

olmasiyla gelisir. Yani {x,} dizisi sag K—Cauchy’dir.

(X,d) uzayl sag K—tam oldugundan {x,} dizisi d —yakinsaktir, bagka bir

deyigle bir x € X dederi icin limd(x,x,) =0 olur. F kimesi kapal
n—-oo

oldugundan, F de tanimh {x,} dizisinin limiti de F kiimesindedir, yani x € F

dir. (3.2.1) esitsizliginde y yerine x,, yazilirsa,

Ml (xr Xn ) = max{d(x, Xn ); d(Tx, Xn )' d(xn+1 » Xn )'

[d(x' xn+1) + d(Tx, Xn )] }

N | =

icin
l/)(d(Tx, Xn+1 )) < h[l/)(d(Tx, Xn+1 ))]

< flo(My(x, x,)), (M (x, x))] (3.2.12)
elde edilir.
d(Tx,x,) < d(Tx,x) +d(x,x,,)

oldugundan n - o igin M, (x,x,) = d(Tx,x) dir. (3.2.12) 'de n — oo igin limit

alinarak

P(d(Tx, x) < h[P(d(Tx, x))] < f[P(d(Tx, x)), $(d(Tx, x))]
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oldugu goéralur, d(Tx,x) =0 sonucuna ulasiir. X bir T; — quasi metrik
oldugundan Tx = x degeri, T doénlUsimunin sabit noktasidir. Sabit noktanin
tek oldugunu géstermek icin birbirinden farkl x,y € F de@erleriigin x = Tx ve

y = Ty oldugu varsayilir. Bu durumda

Mi(x,y) = max{d(x,),d(Txx),d(Ty,y),5[d(x, Ty) + d(Tx,y)]}

= max {d(x, y),d(x,x),d(y, y),% [d(x,y) +d(x, 3’)]}

= d(x,y)
degeri (3.2.1) ‘de yerine yazilirsa
P(d(x,y) < h[P(d(x, )] = f[¥(d(x, ), ¢(d(x,¥))]
elde edilir, yani d(x,y) = 0 olur ve sabit noktanin tek oldugu goéruldr. ]
Sol M—tam uzaylarda, daralma kosulunda M, yerine M, kullanilir.
Teorem 3.2.2: (X, d) bir sol M—tam T; — quasi metrik uzay,
:[0,0) = [0, o) bir M.D.F, ¢:[0,0) = [0, ) bir U.M.D.F,

f:[0,0) X [0,00) = R bir C—sinifl ve h:[0,) — [0, ) bir A—sinifi fonksiyon

olmak Uzere, T:X — X donusumu

h[(d(Tx, Ty))] < flp(M2(x, ), ¢(M2(x, )] (3.2.13)

kosulunu T altinda degismeyen kapali bir F € X kUmesindeki her x,y igin

sagliyorsa T nin F kimesinde tek bir sabit noktasi vardir.

ispat: Genel hatlariyla yukaridaki ispata benzemektedir. Burada, (3.2.13)

esitsizligindeki x yerine x,_,, y yerine x,, yazilirsa,
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M, (xn—l' xn) = max{d(xn—lf xn)' d(xn' xn+1); d(xn—l’ xn)’

214G, 1) + 5]
igin,
Y(dCn Xn11)) < R[1(dCeny Xn11)]
< | (My(xn-1.2) ) & (M (n-1.00) )| (3.2.14)
olur.

d(xp—1, Xn41) < d(xp—1, %) + d(xp, Xp41)

oldugundan M, (x,_1, x,) = max{d(x,_1, %), d(x,, X,4+1)} elde edilir. Onceki

ispata benzer sekilde, Yn > 0

ma X{d (xn—ll xn): d(xn» xn+1)} = d(xn—lr xn)

oldugu gorular, {d(x,_,,x,)} dizisi azalandir ve limiti sifirdir. Ayni durum

{d(x,, x,-1)} dizisi i¢in de gegerlidir.

{x,} dizisinin sol K—Cauchy olmadigi varsayilirsa, verilen bir e > 0 igin, k € N

ve n, > my; > k olacak sekilde,
d(Xmy s Xn,) = € VE d(xmk,xnk_l) <e&

esitsizliklerini saglayan n,, m, degerleri vardir. Uggen esitsizligi ve Sikistirma

Teoremi kullanilarak

,g%d(xmk'xnk) =& Ve Igi_m)d(xmk_l,xnk_l) =¢

elde edilir. (3.2.13) esitsizliginde x yerine , x,,,, -, Ve y yerine x,, . yazildiginda,
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W (d(mptn,)) < 1 [ (Ao xn,) )|

=f [l/) (Mz(xmk—l’ xnk_l)) P (MZ (xmk—l'xnk—l))] (3.2.15)
olur. Burada M, fonksiyonuna benzer gekilde

limM, (xmk_l, xnk_l) =¢

k—oo

oldugundan (3.2.15) esgitsizliginde k — oo igin limit alinirsa

P(e) < hyp(e)] = flP(e), (o]

esitsizligi € > 0 igin f nin C—sinifindan, ¥ nin M.D.F ve ¢ nin U.M.D.F

olmasiyla gelisir. Yani {x,} dizisi sol K—Cauchy’dir.

(X, d) uzayi sol M—tam oldugundan, {x,,} dizisi d~! —yakinsaktir, yani bir x €

F degeri icin limd(x,,x) =0 olur. (3.2.13) 'de x yerine x, ve y yerine x
n—-oo

yazilirsa,

MZ (xn ’ X) = max{d(xn ’ X), d(xn »Xn+1 )' d(x, TX),

[d(xn ) TX) + d(xn+1 ) X)] }

N| =

icin
l/)(d(xn+1 , TX)) =< h[lp(d(xn+1 , TX))]

< flp(Ma(xn, %)), p (M (5, )] (3.2.16)

olur. n— oo igin limit alinirsa M,(x,,x) - d(x,Tx) oldugundan (3.2.16)

esitsizligi
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Y(d(x, Tx) < h[P(d(x, Tx))] < fIP(d(x, Tx)), ¢ (d(x, Tx))]

seklini alir. Bu durumda d(x,Tx) =0 elde edilir, X bir T; — quasi metrik
oldugundan Tx = x de@eri, T dénlisumulnin sabit noktasidir. Sabit noktanin

tek oldugu onceki teorem ile ayni sekilde ispatlanir. |

d® —yakinsaklik, d —yakinsakligi ve d~1 —yakinsakli§i gerektirdiginden benzer

sonuglara Smyth—tam uzaylar igin kolaylikla ulasilir.

Teorem 3.2.3: (X, d) uzayl, sag veya sol Smyth—tam T; — quasi metrik uzay,
Y:[0,00) - [0,0) bir M.D.F, ¢:[0,0) - [0,)bir UM.D.F, f:[0,0) X
[0,0) = R C—sinifindan ve h:[0,o) — [0,) A—sinifindan birer fonksiyon

olmak Uzere T: X — X donusumu X uzayi sag Smyth—tam ise

h[(d(Tx, Ty))] < f[Pp(M1(x, ), p(M1(x, y))]

esitsizligini ve sol Smyth—tam ise

h((d(Tx, Ty))] < f[Y(M2(x, ), ¢ (M2(x, y))]

esitsizligini, T altinda degismeyen kapali bir F € X kumesindeki her x,y i¢in

sagliyorsa T nin F kimesinde tek bir sabit noktasi vardir.

Ansari (2014) vd. 'nin yayinladigi ¢caligmada tam metrik uzaylar icin verilmig
olan ornekte, X uzayi Uzerinde bir quasi metrik tanimlanarak benzer bir sonug¢
elde edilebilir [17].

-y, x = yigin

. ile elde edilen
, x <yicin

Ornek 3.24: X =[01] ve d(xy)={
(X,d) T, — quasi metrik uzayinda,
1

Tx = 4’
1—x,

111
x = 3,41(;m

N =

durumlarda

<

dige
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donisimU; Y(t) =t, ¢(t) = é, f(s,t) =s—t, h(t) =t fonksiyonlari ve

F = {%%i} kimesiyle birlikte Teorem 2.2.9 ’un 6n kosullarini saglar.

x,y € Figin
1 1 1 1 1
M,(x,y) = max{d(x, y),d(Z,x).d(z,)’)'i(d(z,)’) + d(x,z))} =1

ve

h[(d(Tx, Ty))] < f[Y(Ma(x,y)), (M1 (x, y))]

esitsizliginde sol taraf 0 ve sag taraf % oldugundan esitsizlik her x,y € F igin

saglanir.
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4.SONUG VE ONERILER

Metrik uzaylar Gzerinde simulasyon fonksiyonu kullanilarak verilen bazi sabit
nokta teoremlerinin quasi metrik uzaylar UGzerinde genellestirmeleri, 3.1
basliginda verilmigtir. Bu bagliktaki Teorem 3.1.°de X uzayi tam metrik olarak
alinirsa Teorem 2.1.36, bununla beraber T dénusumu Z — buzulme olarak
alinirsa Teorem 2.1.35 elde edilir. Ayrica quasi metrik uzaylar géz énunde
bulunduruldugunda Teorem 3.2.3 ile Teorem 2.2.30 ’da elde edilen sonuglar

benzerdir.

Tezin 3.2 basliginda ise M.D.F, U.M.D.F, A—sinifi ve C—sinifi fonksiyonlar
kullanilarak sag K—tam, sol M—tam, sag ve sol Smyth—tam T; — quasi metrik

uzaylarda sabit nokta teoremleri elde edilmistir.

Kisim 3.2’de ispatlanan teoremler, daha 6énceden ispatlanan bazi teoremlerin

quasi metrik uzaylara ve daha genis donugum kimelerine genellegtiriimesidir.

Ornegin, ilk teoremde X bir tam metrik uzay ve F kimesi X in kendisi olarak
alinir, ¢ fonksiyonu bir M.D.F olarak, h(t) =t ve f(s,t) = s — t olarak segilir,
M1(x,y) yerine d(x,y) konulursa Teorem 2.1.16 elde edilir.

Benzer sekilde, X bir tam metrik uzay ve F kimesi X in kendisi olarak,
h(t) =t, a:R* - [0,1) azalan bir fonksiyon olmak Uzere f(s,t) = a.s, ¢ bir

M.D.F alinarak ve M4(x,y) yerine d(x,y) konularak Teorem 2.1.25 e ulagilir.

Cesitli alanlarda, metrik uzaylar ile elde edilen sonuglar benzer sekilde quasi
metrik uzaylara genellegtirilebilir.
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