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Ocak 2018, 88 sayfa 

 

 

Bu tez ilk bölümü giriş, son bölümü sonuç ve tartışma olmak üzere yedi bölümden 

oluşmaktadır. 

İkinci bölümde daha sonraki bölümlerde kullanılacak gösterimler, temel kavramlar 

ve lemmalara yer verilmiştir.  

Üçüncü bölümde dağılım fonksiyonu, artmayan yeniden düzenleme fonksiyonu ve  

maksimal fonksiyon tanıtılmış ve bu fonksiyonların bazı özellikleri anlatılmıştır.  

Dördüncü bölümde kuasi-Banach fonksiyon uzayları, yeniden düzenleme altında 

değişmez kuasi-Banach fonksiyon uzayları ve klasik Lorentz uzayları verilmiştir.  

Beşinci bölümde supremum içeren iteratif Hardy tipli operatörün ağırlıklı Lebesgue 

uzayları arasındaki sınırlılığının artmayan fonksiyonlar konisi üzerinde 

karakterizasyonu sonlu parametreler için verilmiş ve parametrelerin sonsuz olması 

durumunda bu sınırlılığın karakterizasyonu elde edilmiştir.  

Altıncı bölümde yeni bir genelleştirilmiş kesirli maksimal fonksiyon tanımlanmış ve 

bu fonksiyonun ağırlıklı klasik Lorentz uzayları arasında, ağırlıklı klasik Lorentz 

uzayları ve zayıf tipli ağırlıklı klasik Lorentz uzayları arasında, zayıf tipli ağırlıklı 

klasik Lorentz uzayları arasında sınırlılığı karakterize edilmiştir. 
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This thesis consists of seven chapters: The first chapter is introduction and the last 

chapter contains the result and discussion. 

Notations, fundamental concepts and lemmas that will be used in the next chapters 

are given in Chapter 2.  

Distribution function, non-increasing rearrangement, maximal functions and their 

some important properties are introduced in Chapter 3. 

Quasi-Banach function spaces, rearrangement invariant quasi-Banach function 

spaces and classical Lorentz spaces are given in Chapter 4. 

In Chapter 5, characterization of the boundedness of iterated Hardy type operators 

involving suprema between weighted Lebesgue spaces on the cone of non-increasing 

functions for finite parameters are recalled and characterization for infinite 

parameters are obtained. 

In Chapter 6, definition of a new generalized fractional maximal function is given 

and the boundedness of this maximal function between weighted classical Lorentz 

spaces, between weighted classical Lorentz spaces and weak-type weighted Lorentz 

spaces, and between weak-type weighted Lorentz spaces are fully characterized. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ 

 

       de ölçülebilir küme 

(      )   Keyfi ölçü uzayı 

    Ölçü  

    Lebesgue ölçüsü 

      de birim küpün hacmi 

  Karakteristik fonksiyon 

 ( )   deki tüm ölçülebilir fonksiyonların sınıfı 

  ( )  ( ) deki hemen hemen her yerde sonlu 

fonksiyonların sınıfı 

  ( )  ( ) deki negatif olmayan fonksiyonların 

sınıfı 

  ((   )  )   (   ) da artmayan fonksiyonların kümesi 

      (  )    de tüm negatif olmayan, radyal azalan 

fonksiyonların kümesi 

 ( )   daki ağırlık fonksiyonlarının  sınıfı 

 ( )   daki sürekli fonksiyonlarının  sınıfı 

   Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu 

    Kesirli maksimal fonksiyon 

        Logaritmik kesirli maksimal fonksiyon 

     Stein maksimal fonksiyonu 

     Genelleştirilmiş kesirli maksimal operatör 

     nin artmayan yeniden düzenleme fonksiyonu 

       ın Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu 

     nin dağılım fonksiyonu 

   Lebesgue ölçüsüne göre   nin dağılım 

fonksiyonu 

  (   ) Ağırlıklı Lebesgue uzayı 

  (   ) Ağırlıklı diskret Lebesgue uzayı 

     Lorentz uzayı    



viii 

 

   ( ) ve    ( ) Ağırlıklı  klasik Lorentz uzayları 

    ( ) ve     ( ) Zayıf tipli ağırlıklı klasik Lorentz uzayları 

   Ağırlıklı Hardy operatörü 

     Supremum içeren iteratif Hardy tipli operatör 

       Hemen hemen her yerde 

     Yeniden düzenleme altında değişmez  uzay 

(rearrangement invariant)  
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1. GĠRĠġ 

 

 

Maksimal ve kesirli maksimal operatörler, harmonik ve reel analizin önemli 

konularındandır. Bu alt lineer operatörler potansiyel ve singüler integraller teorisinde 

oldukça aydınlatıcıdır. Maksimal operatörlerin davranışları diferensiyellenebilme 

teorisi başta olmak üzere pek çok alanda önemli yere sahiptir (bkz., [28, 48–50, 85–

87]).  

 

Maksimal fonksiyonun sınırlılığını ifade eden eşitsizliklerin elde edilmesinde 

yeniden düzenleme fonksiyonunun anahtar rolü bulunmaktadır.    de ölçülebilir, 

hemen hemen her yerde sonlu bir    fonsiyonunun artmayan yeniden düzenlenme 

fonksiyonu   

 

  ( )      *    |*     | ( )|   +|   +    (   )  

 

ve  bu fonksiyonun maksimal fonksiyonu 

 

   ( )  
 

 
 ∫   ( )      

 

 

 

 

şeklinde ilk olarak Hardy-Littlewood tarafından verilmiştir.  

 

Artmayan yeniden düzenleme fonksiyonu yardımıyla pek çok uzay tanımlanmıştır. 

Bunların en önemlilerinden biri klasik Lorentz uzaylarıdır.   ( ) ve   ( ) ağırlıklı 

klasik Lorentz uzayları sırasıyla 

 

  ( )  {   (  )  ‖ ‖  ( )  ‖  ‖    (   )   }  

ve 

  ( )  {   (  )  ‖ ‖  ( )  ‖   ‖    (   )   } 

 

şeklinde tanımlanır. Burada   (   -;   (   ) da negatif olmayan lokal 

integrallenebilir bir fonksiyon  ve  ‖ ‖    (   ),   
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‖ ‖    (   )  

{
 
 

 
 

   
4∫ | ( )|  ( )  

 

 

5

 
 

                       

       
  (   )  

 | ( )| ( )                           

 

 

ile tanımlanan fonksiyoneldir.   ( ) ve   ( )  uzayları ilk olarak, sırasıyla, [64] te 

Lorentz ve [77] de Sawyer tarafından tanımlanmıştır. İleri çalışmalar [13], [14], [8] 

de bulunmaktadır. Bu uzaylarla ilgili daha geniş bilgi için [10] a bakılabilir. 

 

Ağırlıklı klasik Lorentz uzaylarının zayıf tipli hali   

 

    ( )  >   (  )  ‖ ‖    ( )      
   

  ( ) 4∫  ( )  
 

 

5

 
 

  ?  

ve 

    ( )  >   (  )  ‖ ‖    ( )      
   

   ( ) 4∫  ( )  
 

 

5

 
 

  ? 

 

şeklinde tanımlanmıştır ([12, 81]).  

 

Literatürde maksimal ve kesirli maksimal operatörlerin Lorentz uzayları arasındaki 

sınırlılığını inceleyen bir çok çalışma bulunmaktadır. Bu çalışmalara ait sonuçların 

kısmi türevli denklemler teorisi ve matematiksel fizik alanında geniş uygulamaları 

vardır. 

 

Maksimal fonksiyonun en temel örneği Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonudur. 

Bu  fonksiyon,    de lokal integrallenebilir   fonksiyonları için 

 

  ( )      
   

 

| |
∫ | ( )|       

   

‖   ‖    

‖  ‖    

         

 

 

 

şeklinde tanımlanır. Burada supremum   i içeren tüm   küpleri üzerinden alınır.  
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Hardy-Littlewood maksimal operatörünün  artmayan  yeniden düzenlenme eşitsizliği 

Herz ve Stein  tarafından sadece   ye bağlı        sabitleri için  

 

    ( )  (  ) ( )      ( )   (   ) 

 

(1.1) 

 

olarak verilmiştir ([4, Bölüm 3, Teorem 3.8]). 

 

Buradan açıktır ki, Hardy-Littlewood maksimal operatörünün   ( ) den    ( ) ya 

sınırlılığının incelenmesi,         ağırlık fonksiyonları için 

 

          4∫ 4∫   ( )  
 

 

5

 

 ( )  
 

 

5

 
 

 4∫   ( )  ( )  
 

 

5

 
 

  

 

 

(1.2) 

 

eşitsizliğinin karakterize edilmesine denktir.  

 

Bu problemle ilgili ilk sonuç Boyd tarafından [5] te elde edilmiştir. Daha sonra [1] de 

Ari ̃o ve Muckenhoupt tarafından      ve     durumunda problemin tam 

çözümü verilmiştir. (1.2) eşitsizliği,     ve    ,          durumunda [77] 

de Sawyer tarafından duallik prensibi kullanılarak başarıyla çözülmüştür. 

Stepanov [83] te farklı bir yaklaşımla parametreleri             olarak 

genişletmiştir. Stepanov, ayrıca Sawyer’in duallik prensibinin benzerini       

durumunda ispatlamış ve (1.2) eşitsizliğini           halinde de 

çözmüştür.          durumunda problemin çözümü farklı yollarla pek çok 

araştırmacı tarafından elde edilmiştir (bkz., [13],  [12]). Eksik olan         

durumu ise [43] ve [9] da verilmiştir. (1.2) eşitsizliğinin karakterizasyonu  [3] ve [30] 

da, farklı bir diskretleştirme tekniği kullanılarak parametrelerin tüm hallerinde 

yapılmıştır. Yukarıda bahsedildiği gibi (1.2) eşitsizliği parametrelerin farklı 

durumlarında pek çok matematikçi tarafından çalışılmıştır (bkz., örneğin derleme 

[10], monografi [59], en son çalışmalar için  [44, 40]  ve referansları).  

 

Hardy-Littlewood maksimal operatörünün   ( ) den     ( ) ya karakterizasyonu 

[8, 10, 14] te,      ( ) den      ( ) ya sınırlılığı ise [81] de karakterize edilmiştir. 
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Kesirli maksimal operatör        ,   )       
 (  ) için 

 

(    )( )      
   

| |     ∫ | ( )|       

 

    

         

şeklinde tanımlanır. Buradan       olduğu açıktır. 

 

Bu operatörün artmayan yeniden düzenleme eşitsizlikleri [16, Teorem 1.1] de 

      
 (  )   (   )  için 

 

(    )
 ( )      

   
       ∫   ( )  

 

 

 (    ̃)
 ( )    (1.3) 

 

olarak elde edilmiştir. Burada   ̃( )    (  | |
 )   ve         de birim yuvarın 

hacmidir. 

 

Dolayısıyla     kesirli maksimal operatörünün   ( )  den   ( )  ya sınırlı olması 

için gerek ve yeter koşul     ((   )  ) olmak üzere  

 

4∫ 6    
   

  
 
 
  ∫  ( )  

 

 

7

 

 ( )  
 

 

5

 
 

 4∫ , ( )- 
 

 

 ( )  5

 
 

 

   

 

(1.4) 

 

eşitsizliğinin sağlanmasıdır. 

 

(1.4) ün         için karakterizasyonu [16] da yapılmıştır. [68, Teorem 2.10] 

da daha genel operatörler ve daha geniş     parametreleri için sonuçlar elde etmiştir. 

 

[20] de          kesirli maksimal operatörü   (   )   ,   ) ve   (     )  

   olmak üzere her    (  ) için 

 

(        )( )      
   

‖   ‖ 

        ‖  ‖   (   )  
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şeklinde tanımlanmış ve 

 

(        )( )      
   

‖   ‖ 

| |
   
     (| |)

              

 

olduğu  gösterilmiştir. Burada 

 

   ( )  (  |    |)   ,   -( )  (  |    |)   ,   )( )         

 

dır.        operatörü,         ve    (   )  için   klasik Hardy-Littlewood 

operatörüne,       ,   ) ve   (   ) için    kesirli maksimal operatörüne 

denktir.        ,   )   ve        durumunda         operatörü [70, 71] de 

çalışılmıştır. 

 

         operatörü için 

(        )
 ( )   6     

     
    

 
 
       ( )∫ (  ) ( )   

 

 

7

 
 

 

 

       (1.5) 

 

eşitsizliğinin  her    (  ) ve     için sadece         ya bağlı      sabiti ile  

sağlandığı [20, Teorem 3.1] de elde edilmiştir.  

 

Diğer taraftan her      ((   )  ) için      olacak biçimde bir    (  )   

vardır öyle ki 

(        )
 ( )   6    

   
    

 
 
       ( )∫ (  ) ( )   

 

 

7

 
 

    

 

eşitsizliği her     için sadece         ve   ya bağlı bir      sabiti ile doğrudur.  

 

Sonuç olarak           
 ( )     ( )  ya sınırlı olması için gerek ve yeter koşul 
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:∫ 6    
   

 
 
 
       ( )∫  ( )   

 

 

7

 
  

 

 ( )  ;

 
 

  4∫  
 
 ( ) ( )  

 

 

5

 
 

 

 

(1.6) 

 

eşitsizliğinin her     ((   )  ) için sağlanmasıdır. (1.6) nın tam karakterizas-

yonu [20, s.17 ve s.34] te verilmiştir. Tam ispatlar ve daha geniş uygulamalar [20] ve 

[21] de bulunabilir. 

 

Başka bir önemli maksimal operatör    (  ) olmak üzere 

 

     ( )      
   

‖   ‖   

‖  ‖   

     
   

‖   ‖   

| |   
 

 

şeklinde tanımlanır. Burada ‖  ‖     normu 

 

‖ ‖     4∫ [ 
 
   ( )]

   

 

 

 

5

 
 

 

 

olarak tanımlanan Lorentz normudur. 

 

      operatörü ilk olarak Stein tarafından [84] te diferensiyellenebilme teorisinde uç 

nokta sonuçlarının elde edilmesi amacıyla araştırılmıştır. Daha sonra bu operatör 

başka araştırmacılar tarafından [2, 61, 62, 67, 73] te çalışılmıştır. 

 

 [2] de interpolasyon yardımıyla Stein maksimal operatörünün artmayan yeniden 

düzenlenme eşitsizliği        için 

 

(     )
 
( )  

 

   ⁄
4∫   ( )  

 
 
  

  
 

 

5

 
 

  

 

(1.7) 

 

şeklinde  elde edilmiştir. [65] te bu  sonuç  daha  genel  maksimal  oparatörler  için   

geliştirilmiştir. 
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 (1.7) yardımıyla görülür ki         (   ) ve       olmak üzere      

oparatörünün   ( ) den   ( ) ya sınırlılığının karakterizasyonu  

 

(∫ 4∫   ( ) ( )  
 

 

5

 

 ( )  
 

 

+

 
 

 4∫   ( )  ( )  
 

 

5

 
 

 

 

(1.8) 

 

eşitsizliğinin karakterizasyonuna denktir. 

 

   (   )   (   )    (   ) ve  ( )  ∫  ( )    
 

 
olsun    ( )    

  (   ) olmak üzere supremum içeren iteratif Hardy tipli operatör      her bir     

  (   ) için 

 

(     )( )     
      

 ( )

 ( )
∫  ( ) ( )  

 

 

       (   ) 

 

şeklinde tanımlanmıştır. 

 

Yukarıda bahsedilen (1.2),  (1.4),  (1.6),  (1.8) eşitsizliklerinin sol taraflarının       

operatörünün özel bir halini içerdiği kolayca görülür. 

 

Supremum içeren iteratif Hardy tipli operatörlerin, Sobolev tipli eşitsizlikleri 

sağlayan yeniden düzenlemeye göre değişmez normların optimal çiftlerinin 

araştırılmasında kaçınılmaz olduğu görülmüştür (bkz. [55]). Bu operatörler, bir 

Sobolev gömmesinde optimal bölge normu olarak ortaya çıkan operatörden 

indirgenmiş normun  karakterizasyonu için oldukça kullanışlıdır (bkz. [72], [74]). 

Ayrıca supremal operatörler, örneğin [22, 19, 18, 76] de görülebileceği gibi, uç nokta 

interpolasyon teorisinde önemli araçlardır. 

 

     operatörünün negatif olmayan ve artmayan fonksiyonlar konisi üzerinde  

ağırlıklı Lebesgue uzayları arasında sınırlılığı, yani  
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‖     ‖    (   )
  ‖ ‖    (   )          ((   )  )    (1.9) 

 

eşitsizliği  [42, Teorem 3.5]  te  

 

   
     

 ( )

 ( )
∫

 ( )

 ( )
  

 

 

   

 

ek şartı altında incelenmiş,            durumu araştırılmamış,       

            durumunda ise sadece diskret koşullar elde edilmiştir. [34] te 

      durumunda yeni indirgeme teoremi ispat edilmiş ve bu teknik aracılığıyla 

(1.9) eşitsizliği     için çözülmüş, fakat         durumunda yalnızca 

diskret koşullar bulunmuştur. (1.9) eşitsizliğinin             için tam 

karakterizasyonu [41] de yapılmıştır (bkz., Teorem 5.1). Literatürde, supremum 

içeren ağırlıklı iteratif Hardy tipli eşitsizliklerin karakterizasyonunun araştırılmadığı 

limit durumları bu tezde tamamlanacaktır. 

 

Bu doktora tezi kapsamında;     -boyutlu Öklid uzayı üzerinde tanımlı, reel değerli 

fonksiyonların bir kuasi-Banach fonksiyon uzayı ve   (   )  (   ) olmak üzere, 

yeni bir      genelleştirilmiş kesirli maksimal operatörü tanımlanmış ve bu 

operatörün   ( ) ağırlıklı klasik Lorentz uzayları arasında, ağırlıklı klasik Lorentz 

uzayları ile     ( ) zayıf tipli ağırlıklı Lorentz uzayları arasında, zayıf tipli ağırlıklı 

Lorentz uzayları arasında sınırlılığının incelenmesi hedeflenmiştir.   fonksiyonu ve 

  uzayı bazı doğal koşulları sağladığında,      in bu uzaylar arasında sınırlılığının 

karakterizasyonu;      in artmayan yeniden düzenleme fonsiyonu için elde edilmiş 

kesin eşitsizlikler yardımıyla, supremum içeren ağırlıklı iteratif Hardy tipli 

eşitsizliklerinin karakterizasyonuna indirgenecektir. 

 

   uzayı özel olarak   ( )  ağırlıklı   klasik  Lorentz  uzayı olduğu  durumda  ise  

     ,     olmak üzere her    (  ) için 

 

     ( ) ( )      
   

‖   ‖  ( )
 

 (| |)
 (    ) (1.10) 



9 

 

şeklinde    tanımlanan        ( )   genelleştirilmiş   kesirli   maksimal   operatörünün  

yukarıda bahsedilen uzaylar arasında sınırlılığının tam karakterizasyonu yapılacaktır. 

 

     ( ) maksimal fonksiyonu, Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunu, kesirli 

maksimal fonksiyonu ve bu operatörün literatürde bilinen genelleştirmelerini, Stein 

maksimal operatörünü ve diğer maksimal operatörleri özel durumlarda içermektedir. 

Gerçekten, 

 

          ( )     (   )    için        ( )    dır; 

          ( )     
 

   (   )       için        ( )     dır; 

          ( )   
   

     ( ) (   )         (     )     

için      ( )          dır; 

      ( )   
 

 
  

  ( )   
 

   (   )  için      ( )       dır. 

 

Bu nedenle tezde elde edilmiş sonuçların fonksiyon uzayları teorisinde, 

diferensiyellenebilme teorisinde, kısmi türevli diferensiyel denklemler teorisinde ve 

diğer dallarda çalışan matematikçiler için faydalı olacağı düşünülmektedir. 
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2.   TEMEL KAVRAMLAR 

 

 

Bu tez boyunca ana parametrelerden bağımsız satırdan satıra değişebilen sabitler c ve 

C ile gösterilecektir.     sabiti için      eşitsizliği sağlandığında     ile 

gösterilecektir.     ve     ise   ile   denktir denilecek ve       şeklinde ifade 

edilecektir. Küp terimi ile ayrıtları koordinat eksenlerine paralel açık küpler 

belirtilecektir. 

 

  ve   kuasi-normlu vektör uzayları cebirsel ve topolojik anlamda eşitse (kuasi 

normları denkse)     ile gösterilecektir.   ve   kuasi normlu iki vektör uzayı 

olmak üzere     ve her      için  ‖ ‖   ‖ ‖   olacak biçimde C pozitif 

sayısı mevcutsa  ,   ye gömülmüştür denir ve     ile gösterilir. Gömmenin en iyi 

sabiti  ‖ ‖    ile gösterilir.  

 

(     ) keyfi bir ölçü uzayı olsun;  ( ) ile   deki tüm ölçülebilir fonksiyonların 

kümesi,   ( ) ile  ( ) deki hemen hemen her yerde  sonlu fonksiyonların 

sınıfı,   ( ) ile  ( ) deki negatif olmayan fonksiyonların sınıfı gösterilecektir. 

 

  ((   )  ),   (   ) da artmayan fonksiyonlar konisi olmak üzere, 

      (  ),    de tüm negatif olmayan, radyal azalan fonksiyonların kümesidir. 

Yani 

         (  )  *    (  )    ( )  ( | |)          ((   )  )+ 

 

 şeklindedir. 

 

Tez boyunca 

(i)         ⁄           ⁄    

(ii)   ,   - için    ⁄     ⁄    

(iii)         olduğunda   ⁄    ⁄    ⁄  

kabul edilecektir. 
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      için    de ölçülebilir herhangi bir küme olmak üzere,   da negatif 

olmayan lokal integrallenebilir fonksiyonlara  ağırlık fonksiyonu ya da ağırlık denir. 

  da tüm ağırlık fonksiyonlarının ailesi  ( ) ile gösterilir. Tez boyunca       ile 

ağırlık fonksiyonları gösterilecektir.  

 

   ( ) olmak üzere   (   ) ağırlıklı Lebesgue uzayı 

 

  (   )  {   ( )  ‖ ‖       } 

 

biçiminde tanımlanır.   üzerinde     olması durumunda    (   ) ve ‖ ‖      

yerine sırasıyla   ( ) ve ‖ ‖    gösterimi kullanılır.  

 

  (   )  (   )   fonksiyonu için: 

 

 (  )    ( )     

 

eşitsizliği sağlanacak biçimde bir     mevcutsa  ,    Ģartını sağlar denir ve 

     ile gösterilir. 

 

 (  )    (  ) ( (  )    (  ))           

  

eşitsizliği sağlanacak biçimde bir     mevcutsa   kuasi-artandır (kuasi- 

azalandır) denir. 

 

 (     )   (  )   (  )   ( (     )   (  )   (  ))            

  

eşitsizliği sağlanıyorsa   üst toplamsaldır (alt toplamsaldır) denir. 

 

 , fonksiyonunun sıfırdan farklı değerler aldığı kümenin kapanışına   

fonksiyonunun desteği (taşıyıcısı) denir ve supp   ile gösterilir. 
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Aşağıda verilecek lemma,    şartını sağlayan ve kuasi-artan herhangi bir   

fonksiyonunun belli kuvvetten daha hızlı artamayacağını göstermektedir (tersi doğru 

değildir, bkz., [56]). 

 

 

Lemma 2.1.  [29,  Lemma 6.1.5]     kuasi-artan ve       ise, 

 

 ( )

  
  

 ( )

  
             

 

olacak biçimde      ve      mevcuttur. 

 

Ġspat.            olsun.      olduğundan      alınırsa her bir     

için 

 ( )

  
  

 (  )

  
  

 ( )

  
 

 

olur. Genelliği bozmadan     kabul edilsin. 

 

Eğer         ise 

 

 ( )   .
 

 
 /   .     .

 
 
/  /    . 0    .

 
 
/1    / 

 

                                      0    .
 
 
/1   ( )    

(    .
 
 
/*  

 ( )    .
 

 
/
     

 ( )  

 

dir.          ve      alınırsa ispat tamamlanır (Burada , - ile tamdeğer 

gösterilmiştir).                                                                                                              ⊡ 

 

 

Lemma 2.2. ([57, 66])    (   )  (   )  fonksiyonu verilsin. Eğer      ve 

 ( )  ⁄ , (   ) da kuasi-artan ise, (   ) da    ye denk pozitif konveks bir fonksiyon 

mevcuttur. 
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Ġspat.  ( )  ⁄  kuasi-artan olduğundan  

 

 (  )

  
  

 (  )

  
         

 

olacak biçimde     mevcuttur. Şimdi  

 

 ( )  
 

 
∫    

     

 ( )

 
  

  ⁄

 

     

 

fonksiyonunu ele alalım.   nin (   ) da konveks olduğu kolayca görülebilir. 

Gerçekten de bunu görmek için g, (   ) da azalmayan olmak üzere  

 

 ( )  ∫  ( )   
 

 

       

 

fonksiyonunun konveks olduğunu göstermek yeterlidir. Konveks fonksiyon tanımın-

dan           için 

 

 (
     

 
*  

 

 
( (  )   (  )) 

 

olduğu yani 

 

∫  ( )  
(     )  ⁄

  

  ∫  ( )  
  

(     )  ⁄

 

 

olduğu gösterilmelidir: g  monoton olduğundan 

 

 

∫  ( )  
(     )  ⁄

  

  (
     

 
*∫   

(     )  ⁄
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  (
     

 
*∫   

  

(     )  ⁄

 ∫  ( )  
  

(     )  ⁄

 

dir.  

 

Diğer taraftan her     için 

 

 ( )  
 

  
   

      ⁄

 ( )

 
  ( ) 

ve 

 

  (   )  ∫    
     

 ( )

 
  

  

 

 ∫    
     

 ( )

 
  

  

 

 
 ( )

 
   ( ) 

 

 

dir. 

 

   azalmayan ve      olduğundan Lemma 2.1 den, 

 

 ( )

  
  

 ( )

  
          

 

olacak biçimde     ve      mevcuttur . 

 

Dolayısıyla  

 

 ( )   (
 

 (  )⁄
*
 

 (
 

  
*   (  )  (

 

  
* 

 

dir. Böylece 

 ( )          ( ) 

 

dir. Sonuç olarak     elde edilir ve ispat tamamlanır.                                           ⊡ 
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Tanım 2.3.   (   )  (   ),      olsun. Her *          + negatif olmayan 

sonlu reel sayı kümesi için 

 

 (∑  

 

   

+   (∑ (  )
 

 

   

+

  ⁄

 

 

olacak biçimde bir      varsa       Ģartını sağlar denir ve       ile gösterilir. 

 

      olsun.       ise      olduğu açıktır. Ayrıca   (   )  (   ) 

kuasi-azalan ve        ise         dir. 

 

Gerçekten,    kuasi-azalan olduğundan 

 

 (∑  

 

   

+      
 

 (  ) 

 

olur. Böylece,        olduğundan 

 

(   ) (∑  

 

   

+   (∑  

 

   

+   (∑  

 

   

+ 

                                        (∑ (  )
 

 

   

+

 
 

   
 

 (  ) 

 

                                           (∑( (  )   

 

   

   
 

 (  ))
 +

 
 

 

                        (∑(   )(  )

 

   

+

 
 

 

 

bulunur. Bu ise         olduğunu gösterir. 
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3.   ARTMAYAN YENĠDEN DÜZENLEME 

 

 

Bu bölümde, dağılım fonksiyonu, artmayan yeniden düzenleme fonksiyonu ve 

maksimal fonksiyon, ağırlıklı olarak [4, Bölüm 2] den yararlanılarak verilecektir. 

 

3.1.  Dağılım Fonksiyonu  

 

(     ) keyfi bir ölçü uzayı olsun. Tez boyunca bu bölümün sonuçları uygulanırken 

çoğunlukla    ile    ya da    in Lebesgue ölçülebilir alt  kümesi,    ile   deki tüm 

Lebesgue ölçülebilir alt kümeler gösterilecek ve   olarak    de   Lebesgue ölçüsü 

alınacaktır. 

 

 

Tanım 3.1.   ( )     ve      olacak biçimdeki her   kümesinin ölçüsü sıfıra ya 

da  ( ) ya eşit oluyorsa   ya   ölçüsünün atomu denir. 

 

Eğer her pozitif   ölçülü küme atom içerirse,   ölçüsüne atomik ölçü ve (     )  

uzayına tamamıyla atomik uzay denir. Eğer   ölçüsünün hiç atomu yok ise bu 

ölçüye  atomsuz ölçü ve (     )  uzayına atomsuz uzay denir. 

 

 

Örnek 3.2.  , Lebesgue ölçüsü  ,   - deki her ölçülebilir   kümesinde atomsuzdur. 

Ayrıca her   ,   ( )- için  ( )    olacak biçimde bir     kümesi 

mevcuttur. 

 

Gerçekten,  ( )   (  ,   )) şeklinde tanımlı fonksiyon ,   - de süreklidir. 

Lebesgue ölçüsü sayılabilir toplamsal olduğundan ispatı tamamlamak için ara değer 

teoremini uygulamak yeterlidir. 

 

 

Teorem 3.3.  (Sierpinski Teoremi)     atomsuz ölçü olmak üzere her    ,   ( )- 

için  ( )    olacak biçimde      mevcuttur. 
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Tanım 3.4.       (   )   olmak üzere 

 

     ( )   *    | ( )|   +            (3.1) 

     

 fonksiyonuna    fonksiyonunun  dağılım fonksiyonu denir.  

 

 

Tanım 3.5.       (   ) ve     (   )  olmak üzere    ve   fonksiyonlarının 

dağılım fonksiyonları eşitse,  yani  

 

  ( )    ( )         

 

ise   ve   fonksiyonları eĢ ölçülebilirdir denir. 

 

 

Önerme 3.6. [4, Bölüm 2, Önerme 1.3]          (   )  (       ) ve   

sıfırdan farklı bir sabit olsun.     dağılım fonksiyonu negatif olmayan ,   ) da 

sağdan sürekli, artmayan bir fonksiyondur ve aşağıdaki özellikleri sağlar: 

 

| |  | |                     

  

                              (3.2) 

   ( )    ( | |⁄ )             (3.3) 

  

    (     )      (  )    (  )                (3.4) 

 

| |        
   

 |  |                          
   

         (3.5) 

 

özel olarak, 

 

             |  |  | |                      
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Örnek 3.7.  [4, Bölüm 2, Örnek 1.4]   {   }   

 
     nin sonlu ölçülü ayrık alt kümeleri 

ailesi ve                              olmak üzere 

 

 ( )  ∑       
( )         

 

   

      (3.6) 

 

negatif olmayan basit fonksiyonu ele alındığında       ise   ( )   ,         

ise   ( )   (  ),         ise   ( )   (     )   (  )+  (  ) olur. 

Genellenirse, (   ) fonksiyonunun dağılım fonksiyonu  

 

   ( )  ∑     ,        )
( )

 

   

           (3.7) 

 

dır. Burada 

      ∑ (  ) 

 

   

                 (3.8) 

dir. 

 

 

3.2.  Artmayan Yeniden Düzenleme 

 

Tanım 3.8.      (   )  olmak üzere ,   ) da 

 

     ( )      {        ( )   }         (3.9) 

 

şeklinde tanımlanan     fonksiyonuna   fonksiyonunun artmayan yeniden 

düzenlenmesi denir. 

 

Tez boyunca inf     kabul edilecektir. Böylece   ( )    ,      ise    ( )    

olur. Eğer (   )  sonlu ölçü uzayı ise    dağılım fonksiyonu   ( )  ile sınırlıdır ve 

dolayısıyla    ( )  olduğunda    ( )     olur. Bu nedenle     fonksiyonu 
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,   ( )) de tanımlı kabul edilecektir. Eğer    sürekli ve kesin azalansa    ,     nin 

tersidir. Gerçekten de  genel  bir     fonksiyonu için öncelikle     dağılım fonksiyonu 

bulunup sonrada onun ,   ) da Lebesgue ölçüsüne göre dağılım fonksiyonu     
 

hesaplanırsa     fonksiyonu elde edilir. Bu durum, (3.9) ile dağılım fonksiyonunun 

tanımı ve artmayanlığının  sonucu olarak  

 

     ( )      {        ( )   }      
 ( )              (3.10) 

 

şeklinde görülebilir. 

 

 

Örnek 3.9.  [4, Bölüm 2, Örnek 1.6]  

 

(a) (3.6) da verilen  basit fonksiyonun artmayan yeniden düzenlemesi (3.9) 

tanımından faydalanarak hesaplanırsa       için     ( )   ,         için 

    ( )     ve          için   ( )     olur. Benzer biçimde devam 

edildiğinde,         olmak üzere, 

 

    ( )  ∑     [        )
( ) 

 

   

        (3.11)   

elde edilir.  

 

Geometrik anlamda bakıldığında      fonksiyonunu elde etmek için sadece    

fonksiyonunun grafiğinde yer alan dikey bloklar azalan biçimde sıralanmıştır. 

Sıçrama noktalarındaki      değeri sağdan süreklilik sağlanacak şekilde 

tanımlanmıştır. 

 

(b) Bazı durumlarda dikey bloklar yerine yatay bloklarla çalışmak daha 

kullanışlıdır.     pozitif sabitler,    sonlu ölçülü ve             şeklinde artan  

bir  kümeler dizisi olmak üzere (3.6) basit fonksiyonunun 
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 ( )  ∑       
( )

 

   

 (3.12) 

 

şeklinde yazılabilmesi için (a) dan  

 

                     ⋃    
 
                 

 

olmalıdır. Bu durumda 

     ( )  ∑     ,   (  ))
( )         

 

   

 (3.13) 

bulunur. 

 

(c)   ( )         (     ) fonksiyonunun Lebesgue ölçüsüne göre dağılım 

fonksiyonu, 

 

  ( )  {
       
     

 

 

şeklindedir. Böylece 

     ( )        

  

bulunur.  

 

( )   ,   )  ,   ) olmak üzere 

 

 ( )  {
  (   )       

                                   
 

 

fonksiyonunun Lebesgue ölçüsüne göre dağılım fonksiyonu, 

 

  ( )  { √          
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olur. Buradan 

 

  ( )  {
     ⁄       

                               
 

bulunur.  

 

(e)   ,   )  ,   ) olmak üzere 

 

 ( )  
 

   
     

 

fonksiyonunun Lebesgue ölçüsüne göre dağılım fonksiyonu, 

 

  ( )  {
       
                

 

 

olur. Buradan  

 

     ( )        

dir.  

 

 

Önerme 3.10.  [4, Bölüm 2, Önerme 1.7]          (   )     (       )  ve    

herhangi bir skaler olmak üzere,    fonksiyonu negatif olmayan, ,   ) da sağdan 

sürekli, artmayan bir fonksiyondur ve aşağıdaki özellikleri sağlar: 

 

              

| |  | |                        (3.14) 

 

(   )  | |   (3.15) 

 

(   )  (     )    (  )    (  )                  

     

(3.16) 
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(  )  (     )    (  )  
 (  )                          

  

 

(3.17) 

özel olarak, 

 

(   )  ( )    (  ⁄ )    (  ⁄ )                

   

(3.18) 

 

(  ) ( )    (  ⁄ )   (  ⁄ )                   (3.19) 

 

  

| |        
   

 |  |                        
   

   
  (3.20) 

  

özel olarak, 

 

             |  |  | |                 
     

 

 

  .  ( )/    (   ( )   )  ve    ( 
 ( ))    (  ( )   ) 

       

(3.21) 

 

  ve     eş ölçülüdür   (3.22) 

 

            

(| | )  (  ) ,           . (3.23) 

 

 

Not 3.11.  

 (*     | ( )|   +)   (*      ( )   + 

 

eşitliği genel olarak sağlanmaz. Örneğin, 
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 ( )  
 

    
        

       

alınırsa    ( )    dir. Fakat 

 

  .2    |
 

    
|    3/       (*       +) 

 

olduğu görülür. 

 

 

Not 3.12.   “*” operatörü  ne alt toplamsal, ne de alt çarpımsaldır. Yani 

 

 (   ) ( )    ( )   ( ) 

(  ) ( )    ( )   ( ) 

 

eşitsizlikleri her zaman sağlanmayabilir.  

 

 

Örnek 3.13.     ve    ölçülebilir kümeler,       ,      ( )   ( )  olmak 

üzere  ( )    ( ) ve  ( )    ( ) alınırsa, her     için 

 

  ( )    [   ( ))( ) 

ve  

  ( )    [   ( ))( ) 

 

dir. Dolayısıyla 

 

   ( )    ( )  >

                 ( ) 

      ( )      ( )

                     ( )    
 

 

dir.  

 



24 

 

(   )( )    ( )    ( ) 

 

olduğundan 

 (   ) ( )  >

                          (   ) 

      (   )      (   )

                              (   )   
 

  

dir. Buradan    ( )      (   ) olacak biçimde bir     için  

 

 (   ) ( )        ( )    ( ) 

 

olur. Yani “*” operatörü alt toplamsal değildir. Benzer şekilde bu operatörün alt 

çarpımsal  olmadığı da gösterilebilir. 

 

 

Teorem  3.14. (Teklik) [57, s.59]   fonksiyonu ile eş ölçülebilir sağdan sürekli tek 

bir fonksiyon vardır. 

 

 

Önerme 3.15.  [4, Bölüm 2, Önerme 1.8]     (   ) olmak üzere her       

için 

 

∫ | |   
 

  ∫        ( )   
 

 

 ∫    ( )  
 

 

    (3.24) 

 

sağlanır. Ayrıca     için 

 

        
    

| ( )|      {       ( )   }     ( )   (3.25) 

 

dir.   

 

Yukarıdaki  önerme bir fonksiyonun    normunun dağılım fonksiyonu ve artmayan 

yeniden düzenlemesi cinsinden yazılışını ifade etmektedir. 
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Lemma 3.16. [4, Bölüm 2, Önerme 2.1]   (   ) de negatif olmayan basit 

fonksiyon ve   ,   nin keyfi   -ölçülebilir bir alt kümesi olmak üzere 

 

∫    
 

 ∫   ( )  
 ( )

 

     (3.26) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

 

Teorem 3.17.[4, Bölüm 2, Teorem 2.2] (Hardy-Littlewood Teoremi)     

  (   ) olmak üzere 

 

∫ |  |  
 

 ∫   ( )  ( )  
 

 

  (3.27) 

 

eşitsizliği sağlanır. 

 

 

Tanım 3.18.  (   )  -sonlu uzay olsun.  Her       (   ) için 

 

∫   ( )  ( )  
 

 

     ∫ |  ̃|  
 

 (3.28) 

 

eşitliği sağlanırsa  (   )  uzayına rezonant uzay denir. Burada supremum    de 

tanımlı    ile eş ölçülü olan tüm   ̃  fonksiyonları üzerinden alınmaktadır. 

 

Benzer biçimde eğer her bir       (   ) için 

 

∫   ( )  ( )  
 

 

  ∫ |  ̃|  
 

 (3.29) 

 

eşitliğini sağlayacak biçimde   de    ile eş ölçülü bir  ̃ fonksiyonu mevcutsa, (   )  

uzayına güçlü rezonant uzay denir. 
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Lemma 3.19.  [4, Bölüm 2, Lemma  2.5] (   ) sonlu atomsuz ölçü uzayı,   

  (   ) olsun. Bu durumda her    ,   ( )) için  

 

∫ | |  
  

 ∫   ( )  
 

 

   (3.30) 

 

eşitliğini sağlayan  (  )    olcak biçimde bir    ölçülebilir kümesi mevcuttur. 

Ayrıca     kümeleri   ye göre azalandır yani 

 

          ( )                (3.31) 

dir. 

 

Teorem 3.20. [4, Bölüm 2, Teorem 2.6]  -sonlu (   ) uzayının güçlü rezonant 

olması için gerek ve yeter koşul bu uzayın 

(i) atomsuz uzay; 

(ii) tüm atomları eş ölçülü olan tamamen atomik uzay; 

özelliklerinden birini sağlayan sonlu ölçülü bir uzay olmasıdır. 

 

 

Teorem 3.21. [4, Bölüm 2, Teorem 2.7]  -sonlu (   ) uzayının rezonant olması 

için gerek ve yeter koşul bu uzayın 

(i) atomsuz uzay; 

(ii) tüm atomları eş ölçülü olan tamamen atomik uzay; 

özelliklerinden birini sağlamasıdır. 

  

Aşağıda verilecek sonuç  Teorem 3.20  ve 3.21 in bir sonucudur. 

 

 

Sonuç 3.22.  [4, Bölüm 2, Sonuç  2.8]  -sonlu (   )  ölçü  uzayının  güçlü rezonant 

olması için gerek ve yeter koşul (   ) nün  rezonant olması ve  ( ) nin sonlu 

olmasıdır. 
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3.3.   Maksimal Fonksiyon 

 

   fonksiyonu, ölçüsü    sayısına eşit olan bir    kümesinin  karakteristik fonksiyonu 

olduğunda (3.27) Hardy-Littlewood eşitsizliği 

 

 

 ( )
   ∫ | |  

 

   
 

 
 ∫   ( )   

 

 

  (    (   )) (3.32) 

 

eşitsizliğine dönüşür. Dolayısıyla  | | nin   ölçülü herhangi bir küme üzerindeki 

ortalaması,    ın (   ) üzerindeki ortalamasını aşmaz. Ayrıca (3.32) nin sağ 

tarafındaki ortalama    ın   ölçülü kümeler içindeki ortalamalarının en büyüğüdür 

(Bu doğrudan    ın azalanlığından ya da (3.32) de (   ) yerine (,   )  )  ve 

     alınarak görülebilir). Bu sebeple, (3.32) nin sağ tarafındaki fonksiyon 

maksimal fonksiyon olarak adlandırılır. 

 

 

Tanım 3.23.      (   )  olmak üzere  

 

   ( )  
 

 
∫   ( )  

 

 

      (3.33)   

 

fonksiyonuna      ın maksimal fonksiyonu denir. 

 

       maksimal operatörünün bazı temel özellikleri aşağıda verilmiştir. 

 

 

Önerme 3.24. [4, Bölüm 2, Önerme 3.2]           (   ) (       )  ve    

herhangi bir sabit olsun. Bu durumda       negatif olmayan, (   ) da  sürekli, artma-

yan bir fonksiyondur ve aşağıdaki özellikleri sağlar: 

 

                             (3.34) 

 

       (3.35) 
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| |  | |                             (3.36) 

       

(  )   | |     (3.37) 

                  

  |  |  | |                      
        (3.38) 

 

 

Önerme 3.25. [4, Bölüm 2, Önerme 3.3]  -sonlu (   ) ölçü  uzayı ve  ,   nün 

görüntü kümesi içinde bulunan herhangi bir pozitif sayı olsun,     (   )  olmak 

üzere: 

 

(a)  (   ) rezonant ise  

 

                                       ( )  
 

 
     8∫ | |  

 

   ( )   9                 (3.39) 

 

 

(b)  (   ) güçlü rezonant ise  

 

      ( )  
 

 
∫ | |  
 

 (3.40) 

 

eşitsizliğini sağlayan  ( )    olacak biçimde      mevcuttur. 

 

(3.39)  yardımıyla 

 

(   )  ( )  
 

 
    
 ( )  

 ∫ | ( )   ( )|  
 

  

                                                                

                                             
 

 
    
 ( )  

  4∫ | ( )|  
 

 ∫ | ( )|  
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 ( )  

 ∫ | ( )|  
 

 
 

 
    
 ( )  

 ∫ | ( )|  
 

 

 

                                                        =    ( )     ( ) 

 

dır. Dolayısıyla  ,   nün görüntü kümesinin içindedir ve  (   )  rezonant ise 

 

                                       (    )  ( )     ( )     ( )   (3.41) 

 

eşitsizliği sağlanır yani, “**” operatörü alt toplamsaldır. Ayrıca (   )  atomsuz uzay 

ise  Teorem 3.21 den  (   )  rezonanttır. Eğer uzay aynı zamanda sonsuz ise   nün 

görüntü kümesi  ,   ) aralığındadır ve dolayısıyla (3.41), her       değeri için 

sağlanır. Aynı sonucun atomsuz sonlu uzaylar içinde sağlandığını görmek zor 

değildir. Gerçekten de,      ( ) sonlu ise            aralığındaki   ler için 

(3.41)  hemen sağlanır.        için   ( )     ( ) ve (   ) ( ) sıfır olacağından  

 

   ( )  
 

 
∫   ( )  

  

 

 
  
 
    (  ) 

 

   ( )  
 

 
∫   ( )  

  

 

 
  
 
    (  ) 

 

(   ) ( )  
 

 
∫ (   ) ( )  

  

 

 
  
 
 (   )  (  ) 

 

dır. Böylece, (3.41) eşitsizliği    için sağlandığından  

 

                        (   )  ( )  
  
 
(   )  (  ) 

 

                                                
  
 
 (   (  )     (  )) 

 

                                                   ( )     ( ) 
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bulunur. Yani (3.41)  her      için sağlanır. 

 

 Keyfi ölçülü uzayda maksimal operatörün alt toplamsallığı ise [4, Bölüm 2, Kısım 3] 

te verilen  “retract” yöntemi yardımıyla atomsuz uzaylardan türetilebilir. 
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4.      ( ) ve   ( ) LORENTZ UZAYLARI 

 

 

   reel bir vektör uzayı olmak üzere,  

 

1. ‖ ‖             ; 

2. ‖  ‖  | | ‖ ‖         

3. ‖     ‖   (‖  ‖  ‖  ‖ )          olacak biçimde    ve    den bağımsız 

bir     sayısı vardır; 

 

şartlarını sağlayan  ‖ ‖   ,   ) fonksiyonuna   üzerinde bir kuasi-norm ve 

(  ‖ ‖) uzayına kuasi-normlu uzay denir. 

 

  kuasi-normlu uzayı ‖ ‖ kuasi-normunun türettiği topolojiye göre tam metrikle-

nebilir ise   e kuasi-Banach uzayı denir. 

 

  kuasi-Banach uzayı   ( 
 ) nin alt uzayı olsun. Eğer 

 

1. Hemen hemen her yerde pozitif  bir     vardır; 

2.     ve      ( 
 )  için | |  | |        olması     ve ‖ ‖  ‖ ‖  

olmasını gerektirir; 

 

özellikleri sağlanırsa   uzayına (     ) ölçü uzayı üzerinde kuasi-Banach 

fonksiyon uzayı denir. 

 

  bir kuasi-Banach fonksiyon uzayı ve       olsun. Eğer sonlu ve ayrık 

destekli her *       +    fonksiyon kümesi için 

(∑‖  ‖ 
 

 

   

+

   

  ‖∑  

 

   

‖

 

 

 

eşitsizliğini sağlayacak biçimde bir pozitif   sabiti mevcutsa   uzayına alt r-

kestirim uzayı denir (bkz., [63]). 
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Minkowski eşitsizliğinin bir sonucu olarak         için    dizi uzayının alt r-

kestirim uzay olması için gerek ve yeter koşul     olmasıdır. 

 

(  ‖ ‖ ),    de reel değerli, Lebesgue ölçülebilir, lokal integrallenebilir  

fonksiyonlardan oluşan bir kuasi-Banach fonksiyon uzayı olsun. Eğer 

 

1.       ve           ve ‖ ‖  ‖ ‖ ; 

2.  ( )         ;  

3.        ve        ‖  ‖                    ve ‖ ‖        ‖  ‖ ; 

 

özellikleri sağlanırsa    uzayına yeniden düzenleme altında değiĢmez (r.i.) uzay  

denir (bkz., [2]). 

 

 (     ) üzerinde her bir r.i.   uzayı için, (   ) üzerinde 

 

           ̅   ‖ ‖  ‖  ‖ ̅    

  

özelliğine sahip bir r.i.   ̅uzayı vardır   Bu  ̅ uzayına   uzayının yeniden düzenleme 

altında değiĢmez iliĢikli uzayı denir (bkz., [4]). 

 

 , r.i. uzaylarının pek çok özelliği, | |    olmak üzere 

 

  ( )  ‖  ‖  

 

biçiminde tanımlanan    temel fonksiyonu yardımıyla formüle edilebilir. 

 

Girişte belirtildiği üzere fonksiyonların artmayan yeniden düzenlemesi yardımıyla 

tanımlanan uzaylardan en önemlileri klasik Lorentz uzayları   ( ) ve   ( ) ile bu 

uzayların zayıf tipli halleri olan     ( ) ve     ( ) uzaylarıdır.  

 

Klasik ve zayıf tipli Lorentz uzayları bilinen pek çok fonksiyon uzaylarını da içerir 

(bkz., örneğin, [20]).  
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Klasik Lorentz uzaylarının en temel örneği     (   - için  

 

     {    (   )    ‖ ‖     } 

 

şeklinde tanımlanan uzaydır. Bu uzaylar arasında parametrelere ve ağırlık 

fonksiyonuna bağlı olarak aşağıdaki gibi pek çok ilişki mevcuttur. 

 

Bu uzayların tanımlarından   ( )      ( ) olduğu kolayca görülebilir. 

 

Ağırlık fonksiyonu özel olarak  ( )        ,   (   ) alındığında,  

 

  ( )       

 

 olduğu görülür. Ağırlık fonksiyonu  ( )    olduğunda,  

 

    ( )       

 

dur.  ̃( )  ∫     ( )      (   ) 
 

 
 şeklindeki ağırlık fonksiyonu için, 

 

  ( )    ( ̃) 

 

olduğu Fibuni teoremi yardımıyla görülebilir.  

 

Benzer biçimde,  ̃( )  (   ) ( )      ( )  olmak üzere   (   ) için  

 

    ( )      ( ̃)          ( )      ( ̃) 

 

dır.  Ayrıca   (   ) ve her   ağırlık fonksiyonu için  

 

  ( )    ( )         ( )      ( )         ( )      ( ) 

 

doğrudur. 
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Lorentz’in [64] teki ispatına göre ‖ ‖  ( ) nin     durumunda  norm olması için 

gerek ve yeter koşul   nin  artmayan olmasıdır. ‖ ‖  ( ) nin bir norma denk olduğu, 

başka bir deyişle   ( ) nin bir Banach uzayına denk olduğu, ağırlık fonksiyonları 

sınıfı ise daha geniştir.   (   ) için   ( ) uzayının bir Banach uzayına denk 

olması için gerek ve yeter koşul 

 

  ∫     ( )  
 

 

  ∫  ( )                  
 

 

 (4.1) 

 

eşitsizliğinin   den bağımsız     sabiti ile sağlanmasıdır (bkz., örneğin, [77] 

Teorem 4]). (4.1) i sağlayan   için       denir. 

 

Diğer taraftan   ( ) uzayının Banach uzayına denk olması için gerek ve yeter koşul 

 

 

 
∫  ( )  

 

 

  
 

 
∫  ( )   

 

 

        

 

(   ) 

 

eşitsizliğinin   den bağımsız     sabiti ile sağlanmasıdır ([8, Teorem 2.3]). (4.2) yi 

sağlayan   için         denir.        koşulu      koşulundan daha zayıftır. 

(4.2) koşulunun (4.1) in      iken limit durumu olmadığı görülmektedir. 

  (   ) olmak üzere      olması için gerek ve yeter koşulun    ( )    ( ) 

olduğunu hatırlatalım (bkz., [1]). Sawyer [77, Teorem 4] te      olması için gerek 

ve yeter koşulun 

4∫  ( )  
 

 

5

 
 

(∫ 4
 

 
∫  ( )   

 

 

5

    

  
 

 

+

 
  

        

 

olduğunu göstermiştir. Bu eşitsizliğin  

 

4∫ 4
 

 
∫  ( )   

 

 

5

   

 ( )  
 

 

5

 
  

4∫  ( )   
 

 

5

 
 

                

 

 

(4.3) 

 



35 

 

eşitsizliğine denk olduğu kısmi integrasyonla gösterilebilir. Buradan özel olarak (4.3) 

koşulunun      iken limit durumunun (4.2) olduğu kolayca görülebilir.  

 

Bilindiği gibi ‖ ‖  ( ),       fonksiyonelinin kuasi-norm olması için gerek ve 

yeter şart      olmasıdır (bkz., örneğin, [12, sonuç 2.2]). Burada 

 

 ( )  ∫  ( )          
 

 

 

 

şeklinde tanımlanır.  

 

Gerçekten: ‖ ‖  ( ) nin kuasi-norm olduğunu kabul edip     (    ⁄ - ve   

 (    ⁄ - olarak alınırsa her   (   ) için  

 

   ⁄ ( )  ‖ (   - ‖  ( )
  .‖ (    ⁄ - ‖  ( )

 ‖ (    ⁄ -  ‖
  ( )

/ 

      ⁄ .
 

 
/ 

 

eşitsizliği sağlanır. Yani      dir. Tersi de doğrudur:      olduğu kabul 

edilirse, 

‖   ‖  ( )  4∫ (   ) ( )  ( )  
 

 

5

 
 

 

 4∫ [  (
 

 
*    (

 

 
*]

  

 

 ( )  5

 
 

 

 4∫ [  (
 

 
*]

 

 ( )  
 

 

5

 
 

 4∫ [  (
 

 
*]

 

 ( )  
 

 

5

 
 

 

 4∫ [  (
 

 
*]

 

 (
 

 
*  (

 

 
*

 

 

5

 
 

 4∫ [  (
 

 
*]

 

 (
 

 
*  (

 

 
*

 

 

5

 
 

 

 

                           ‖ ‖  ( )  ‖ ‖  ( ) 

 

elde edilir. 
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  (   ) da       ( )    sağlanacak biçimde bir ağırlık fonksiyonu ise 

  ( )        uzayı bir r.i. kuasi-Banach fonksiyon uzayıdır (bkz., örneğin, 

[11, Bölüm 2.2] ve [54]).  

 

 

Önerme 4.1. ([54], Önerme 1)      ,    ve     ağırlık fonksiyonları olsun. 

Her bir   fonksiyonu için  

 

   ‖ ‖  (  )  ‖ ‖  (  )   ‖ ‖  (  ) 

 

eşitsizliği sağlanacak şekilde   den bağımsız bir   sabitinin mevcut olması için gerek 

ve yeter koşul       olmasıdır. Burada   ( )  ∫    
 

 
( )                

 

  bir vektör uzayı ve       verilsin.   de olan vektörlerin tüm lineer 

kombinasyonlarının kümesine   nin gereni denir. 

 

 

Teorem 4.2. ([54, Teorem 1])        ve      olmak üzere   ( ) Lorentz 

uzayı     dizi uzayının izomorfik kopyasını içerir. 

 

Ġspat.   (   - ve     olsun. Gereni   ( ) de     nin izomorfik kopyası olacak 

biçimde ayrık destekli {  }   

 
    ( ) fonksiyon dizisi oluşturalım.  

 

                           
  (    )      

  (    )    ⁄  

 

olmak üzere   

       (        ) 

 

alınırsa  

‖  ‖  ( )  4∫   
   (      )( ) ( )  

 

 

5

  ⁄

 .  
  (    )/
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ve 

 

∫ (  
 ( ))  ( )  

    

 

 ∫   
   (      )( ) ( )  

    

 

   
   (    )  

 

 
 

 

tür.  

 

      olduğunu kabul edelim. Tümevarım yöntemiyle devam edilirse her bir 

        için 

 

       .  ∑      
 
      ∑      

   
   /

   

 

fonksiyonunun 

  
     .   

   /
, 

 

‖  ‖  ( )
 .  

 (  (    )/
  ⁄

   

ve 

 

∫ (  
 ( ))  ( )  

 
   

 

   
   (    )   

 

  
              

 

şartlarını sağlayacak şekilde  {  }   

 
, {  }   

 
 doğal sayı dizileri ve {  }   

 
  pozitif 

sayı dizisi bulunabilir.     (    )   ⁄       olduğundan         dir. 

Yeniden düzenleme fonksiyonunun tanımı gereğince 

 

:∑  
 

 

   

;

 

 ∑  
 

 

   

   
 

 

olacak biçimde her bir         için |  |       ve ⋃   
 
    (   )     

özelliklerine sahip {  }   

 
 aralıklar dizisi vardır. 
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*  +     ‖*  +‖  
  ∑ |  |

    
    olsun.       ve   max*      + olmak 

üzere  

 

   ‖∑    

 

   

‖

  ( )

 

 ∫ (∑    

 

   

+

  

( ) ( )  
 

 

 

 ∑∫ >:         ∑     
     

;

 

( )?

 

 ( )  
 
   

 
     

 

   

 

 ∑∫ >(        )
 
(
 

 
*  : ∑     

     

;

 

(
 

 
*?

 

 ( )  
 
   

 
     

 

   

 

  ∑∫ {(        )
  

(
 

 
*  : ∑     

     

;

  

(
 

 
*} ( )  

 
   

 
     

 

   

 

   ∑∫ (        )
  

(
 

 
* ( )  

 
   

 
     

 

   

      

                                        ∑∫ : ∑     
     

;

  

(
 

 
* ( )  

 
   

 
     

 

   

 

 

dir. Buradan  

 

‖∑    

 

   

‖

  ( )

 

   ∑∫ (        )
  

(
 

 
* ( )  

 
   

 
     

 

   

 

                                           ∑∫ : ∑     
     

;

  

(
 

 
* ( )  

 
   

 
     

 

   

 

 

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizliğin sağ tarafında bulunan integral ifadeleri ayrı ayrı 

incelenirse: her bir          için           olduğundan 

 

     ∫ (        )
  

(
 

 
* ( )  
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 |    |
 
∫     

 
  

.   
       

/
( ) ( )  

 
   

 
     

 

 |    |
 
∫     

  ( )  
 
 (      )

 
     

 

 

dir.      olduğu dikkate alınırsa 

 

∫     
   ( )  

 
 (      )

 
     

     
  (  (      ))       

  (      )    

 

olur. Dolayısıyla 

 

      |    |
 
         

 

dir.  

 

|  |         olduğundan her bir          için 

 

     ∫ : ∑     
     

;

  

(
 

 
* ( )  

 
   

 
     

 ∫ : ∑   
     

;

  

(
 

 
* ( )  

 
   

 
     

 

 

dir. Ayrıca, yeniden düzenleme fonksiyonunun tanımı gereğince 

  

: ∑   
     

;

  

 ∑   
    

 

     

 ∑  
    

 

   

 

 

eşitliğini sağlayacak şekilde  |  |                  özelliğine sahip    aralıkları 

vardır ve ⋃    ⋃   
 
   

 
      de bir aralıktır.                    

olduğundan, 
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     | ⋃    

 

     

|  ∑ |   |

 

     

  ∑ |  |  

 

     

 ∑      

 

     

 ∑       (      )        

 

      

 

 

dir. Dolayısıyla her bir         için 

 

∫ : ∑   
    

 

     

;(
 

 
* ( )  

 
   

 
     

 ∫ : ∑   
     

 

     

; ( ) ( )  
 
   

 
     

    

 

olur. 

 

       ve  |  |       olduğundan   
    (   

   )
  

.   
   /

          dir. 

Buradan 

 

∫ :∑  
    

 

   

;(
 

 
* ( )  

 
   

 
     

 ∫ :∑  
     

 

   

; ( ) ( )  
 
   

 
     

 

 ∑∫   
     

( ) ( )  
 
   

 
     

 

   

 

 ∑∫   
  ( )  

 
   

 

 

   

 

  ∫   
  ( )  

 
   

 

 

  ∫   
  ( ) ( )    

 

  
 

 

  

 
   

 

 

                                                          

olur. O halde        ve          ⁄          dir. 

 

Yukarıdaki eşitsizliklerden her *  +    , ‖*  +‖      için 
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‖∑    

 

   

‖

  ( )

 

   ∑|    |
 
  ∑

 

  
   :∑|    |

 
  

 

   

;

 

   

 

   

 

 

elde edilir.  

 

Böylece her *  +    , ‖*  +‖      için 

 

‖∑    

 

   

‖

  ( )

  (  )  ⁄ :∑|    |
 
  

 

   

;

   

 

 

doğrudur. 

 

Dolayısıyla her *  +     için 

 

                                ‖∑    

 

   

‖

  ( )

   ‖*  +‖   

 

olacak biçimde bir     vardır. 

 

Diğer taraftan    ayrık destekli ve |       |  | |   | |  ,        

olduğundan her *  +     için  

 

‖∑    

 

   

‖

 

  ( )

 ∑∫ >:|        |  | ∑     
     

|;

 

( )?

 

 ( )  
 
   

 
     

 

   

 

 ∑|    |
 
∫     

 ( )  ( )  
 
   

 
     

 

   

 

 

ve                olduğundan 
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∫     
 ( )  ( )  

 
   

 
     

 ∫     
 ( )  ( )  

 

 

 ∫     
 ( )  ( )  

 
     

 

 

   
 

    
 

 

ve böylece 

 

‖∑    

 

   

‖

  ( )

 .  
 

 
/
   

‖*  +‖   

 

dır. Sonuncu eşitsizlikte    keyfi olduğundan 

 

‖∑    

 

   

‖

  ( )

 ‖*  +‖   

 

olur. Sonuç olarak 

  

‖∑    

 

   

‖

  ( )

  ‖*  +‖   

 

olduğu görülür  ve ispat tamamlanır.                                                                           ⊡ 

  

 

Not 4.3. Yukarıdaki teorem azalan   fonksiyonu ve       durumunda [23] te 

ispatlanmıştır (artan ağırlık fonksiyonları için bkz., [6] ve [7]). 

 

 

Teorem 4.4. ([54, Teorem 7])         ve  ,      olacak biçimde bir ağırlık 

fonksiyonu  olmak üzere aşağıdaki özellikler denktir: 

 

(i)   ( ) alt  -kestirim uzayıdır; 

(ii)  ( )    ⁄⁄ ,  kuasi-artandır ve     dir. 
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Ġspat. Teorem 4.2 den      dir.   ( ) nin alt  -kestirim uzayı olması için gerek 

ve yeter koşul    ⁄ ( ) nin alt 1-kestirim uzayı olmasıdır. Bu nedenle  

 

  ( )        alt 1-kestirim uzayıdır   ( )   ⁄   kuasi-artandır 

 

ifadesinin gösterilmesi yeterlidir. 

 

(ii) ⟹ (i):  ( )   ⁄   kuasi-artan olsun. Lemma  2.2 den    ⁄ ( ) konveks bir 

fonksiyona denktir. Önerme 4.1 den, genelliği bozmadan    ⁄ ( ) konveks kabul 

edilebilir. Ek olarak    ⁄ ( )    olduğundan    ⁄ ( )    artandır. Dolayısıyla 

   ⁄  üst toplamsaldır ([57, Sayfa 51]). Gerçekten:  

 

   ⁄ (     )    
   ⁄ (     )

     
   

   ⁄ (     )

     
 

   
   ⁄ (  )

  
   

   ⁄ (  )

  
 

     ⁄ (  )     ⁄ (  ) 

 

dir.  

  ( )  |*     | ( )|   +|     

 

olmak üzere 

‖ ‖  ( )  4∫  .  ( )/  (  )
 

 

5

  ⁄

 

 

dir. Gerçekten: 

‖ ‖  ( )  4∫   ( )  ( )  
 

 

5

  ⁄

 

 4∫ ∫  (  ) ( )  
  ( )

 

 

 

5

  ⁄

 

 4∫ ∫  *  ( )  + ( )
  ( )  

 

 

 

 

5

  ⁄
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 4∫ ∫  {  ( )  } ( 
 ) ( )  

 

 

 

 

5

   

 

 4∫ ∫  {  ( )  } ( )   (  )
 

 

 

 

5

   

 

 4∫ ∫  ( )   (  )
  ( )

 

 

 

5

   

 

 4∫  (  ( )) ( 
 )

 

 

5

  ⁄

 

 

dir. 

 

*  +   
    ( )  ayrık taşıyıcılı    lerden oluşan herhangi bir küme ise  ∑   

 
   

 

∑    

 
    dir.    ⁄   nin üst toplamsallığı ve ters Minkowski eşitsizliği kullanılırsa, 

 

‖∑  

 

   

‖

  ( )

 4∫ (   ⁄ . ∑   
 
   

( )/*
 

 (  )
 

 

5

  ⁄

 

 (∫ (   ⁄ :∑   

 

   

( );,

 

 (  )
 

 

,

   

 

 :∫ :∑   ⁄

 

   

.   
( )/;

 

 (  )
 

 

;

  ⁄

 

 ∑4∫  .   
( )/  (  )

 

 

5

 

   

   

 ∑‖  ‖  ( )

 

   

  

 

elde edilir. 

 

(i) ⟹ (ii)            ,  ⁄ -  için 

 

    
(
(   ) 

  
  
  
   

1
              

olsun. 
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  ( ) alt 1-kestirim uzayı olduğundan     için  

 

   ⁄ ( )  4∫  ( )  
 

 

5

  ⁄

 4∫  (    -( ) ( )  
 

 

5

  ⁄

 

                     4∫  (    -
 ( ) ( )  

 

 

5

  ⁄

 ‖ (    -( )‖  ( )
 

 ‖∑  

  

   

‖

  ( )

    ∑‖  ‖  ( )

  

   

 

 

                                              ∑   ⁄

  

   

(
 

  
*           ⁄ (

 

  
* 

     
 

 
    ⁄ ( ) 

 

olacak biçimde bir     vardir. Dolayısıyla     ⁄ ( )  ⁄   kuasi-artandır.                ⊡ 
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5          OPERATÖRÜNÜN SINIRLILIĞI 

 

 

Bu bölümde supremum içeren iteratif Hardy tipli operatörlerin ağırlıklı Lebesgue 

uzayları arasındaki sınırlılığı artmayan fonksiyonlar konisi üzerinde incelenecektir. 

Öncelikle (1.9) eşitsizliğinin         durumunda çözümü hatırlatılacak, daha 

sonra       veya     durumlarında karakterizasyonu yapılacaktır. 

 

Aşağıdaki teoremlerde 

 ( )  ∫  ( )   
 

 

       

 

kabul edilecektir. 

 

 

Teorem 5.1. ([41, Teorem 5.1 ve 5.5])         ve    (   )   (   ) 

olsun.        (   ),    ( )       ( )    ve    ( )        

kabul edelim.  

 

  ‖     ‖    (   )
  ‖ ‖    (   )          ((   )  )    (5.1) 

 

eşitsizliğinin   en iyi sabiti ile sağlanması için gerek ve yeter koşul 

 

(i)                   olmasıdır; burada 

 

      
                 

46    
     

 ( )

 ( )
7

 

 ( )  ∫ 6    
     

 ( )

 ( )
7

 

 ( )  
 

 

5

  ⁄

4∫ 4
 ( )

 ( )
5

   

 

 ( )  5

   ⁄

 

      
                   

46    
     

 ( )

  ( )
7

 

 ( )  ∫ 6    
     

 ( )

  ( )
7

 

 ( )  
 

 

5

  ⁄

 :∫   
( )

 

 

 ( )  ;

   ⁄

  

 

 ve bu durumda        . 
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(ii)                  olmasıdır; burada 

 

      
           

46    
     

 ( )

 ( )
7

 

 ( )  ∫ 6    
     

 ( )

 ( )
7

 

 ( )  
 

 

5

  ⁄

4    
     

 ( )

 ( )
5  

 

      
                   

46    
     

 ( )

  ( )
7

 

 ( )  ∫ 6    
     

 ( )

  ( )
7

 

 ( )  
 

 

5

  ⁄

 ( ) 

 

ve  bu durumda         . 

 

(iii)     *   +     ve                olmasıdır; burada 

 

   :∫ 4∫ 6    
     

 ( )

 ( )
7

 

 ( )  
 

 

5

    

 

6    
     

 ( )

 ( )
7

 

4∫ 4
 ( )

 ( )
5

  

 ( )  
 

 

5

   ⁄

 ( )  ;

  ⁄

 

 

   :∫    ⁄ ( ) <    
     

6    
     

 ( )

 ( )
7 4∫ 4

 ( )

 ( )
5

   

 

 ( )  5

   ⁄

=

 

 ( )  
 

 

;

  ⁄

 

 

   (∫ 4∫ 6    
     

 ( )

  ( )
7

 

 ( )  
 

 

5

   

6    
     

 ( )

  ( )
7

 

4∫    
( ) ( )  

 

 

5

   ⁄

 ( )  
 

 

+

  ⁄

 

 

   :∫    ⁄ ( ) [    
     

6    
     

 ( )

  ( )
7 4∫    

( ) ( )  
 

 

5

   ⁄

]

 

 ( )  
 

 

;

   

 

 

ve bu durumda               . 

 

(iv)                        olmasıdır; burada 

 

   (∫ 4∫ 6    
     

 ( )

 ( )
7

 

 ( )  
 

 

5

   

6    
     

 ( )

 ( )
7

 

4    
     

 ( )

 ( )
5

 

 ( )  
 

 

+

  ⁄

 

 

   4∫    ⁄ ( ) 6    
     

6    
     

 ( )

 ( )
7 4    

     

 ( )

 ( )
57

 

 ( )  
 

 

5

  ⁄
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   (∫ 4∫ 6    
     

 ( )

  ( )
7

 

 ( )  
 

 

5

   

6    
     

 ( )

  ( )
7

 

  ( ) ( )  
 

 

+

  ⁄

 

 

   4∫    ⁄ ( ) 6    
     

6    
     

 ( )

  ( )
7  ( )7

 

 ( )  
 

 

5

  ⁄

 

 

ve bu durumda                

 

 (v)      *   + ve         olmasıdır; burada 

 

      
         

46    
     

 ( )

 ( )
7

 

 ( )  ∫ 6    
     

 ( )

 ( )
7

 

 ( )  
 

 

5

  ⁄

   
     

 ( )

   ⁄ ( )
 

 

      
                   

(6    
     

  ( )

  ( )
7

  ⁄

 ( )  ∫ 6    
     

  ( )

  ( )
7

   

 ( )  
 

 

+

  ⁄

   ⁄ ( ) 

 

ve bu durumda        . 

 

(vi)       ve               olmasıdır; burada 

 

   :∫    ⁄ ( ) [    
     

6    
     

 ( )

 ( )
7

 

4    
     

 ( ) 

 ( )
5 ]

  ⁄

 ( )  
 

 

;

  ⁄

 

 

   :∫ 4∫ 6    
     

 ( )

 ( )
7

 

 ( )  
 

 

5

  ⁄

[    
     

  ( )

 ( )
]

  ⁄

[    
     

 ( )

 ( )
]

 

 ( )  
 

 

;

  ⁄

 

 

   (∫    ⁄ ( ) 4    
     

6    
     

  ( )

  ( )
7  ( )5

  ⁄

 ( )  
 

 

+

  ⁄

 

 

   :∫ (∫ 6    
     

  ( )

  ( )
7

  ⁄

 ( )  
 

 

+

  ⁄

6    
     

  ( )

  ( )
7

  ⁄

   ⁄ ( ) ( )  
 

 

;

  ⁄

 

 

ve bu durumda              . 
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[41] de     veya     durumları araştırılmamıştır. Bu durumlar için (5.1) in 

karakterizasyonu, Teorem 5.5, Teorem 5.6 ve Teorem 5.7 de verilecektir. Şimdi bu 

ispatlar için gerekli teoremler [44] ten hatırlatılacaktır. 

 

 

Teorem 5.2.              olsun.      (   )     (   )  operatörü 

 

(i)  (  )              (   )  

(ii)         ( )   ( )       (   )  ⟹    ( )     ( )         (   )  

(iii)         (   )   (     )         (   )  

  

özelliklerini sağlasın. Bu durumda, 

 

 ‖  ‖    (   )   ‖ ‖    (   )     ((   )  )    (5.2) 

 

eşitsizliğinin sağlanması için gerek ve yeter koşul 

 

 ‖ 4∫  
 

 

5‖
    (   )

  ‖ ‖         (   )     (   ) (5.3) 

  

ve 

    ‖  ‖    (   )   ‖ ‖    (   ) (5.4) 

 

eşitsizliklerinin doğru olmasıdır. 

 

 

Teorem 5.3.              olsun.      (   )     (   )  operatörü 

(i)-(iii) şartlarını sağlasın. Bu durumda (5.2) eşitsizliğinin doğru olması  için gerek ve 

yeter koşul 

 

 ‖ 4
 

  ( )
∫   

 

 

5‖
    (   )

  ‖ ‖       (   )     (   ) (5.5) 
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eşitsizliğinin sağlanmasıdır.  

 

Aşağıda ağırlıklı Hardy eşitsizliklerinin artmayan fonksiyonlar konisinde 

karakterizasyonu hatırlatılacaktır. 

 

 

Teorem 5.4. ([44], Teorem 3.16)  ‖ ‖ ,   (   ) üzerinde bir kuasi-norm ve 

 (   ), *(   )      + üzerinde negatif olmayan ölçülebilir bir fonksiyon 

olsun. Bu takdirde 

 

‖∫  (   ) ( )  
 

 

‖
 

  ‖  ‖  (   )     ((   )  )          (5.6) 

 

eşitsizliğinin doğru olması için gerek ve yeter koşul 

 

  ‖∫
 (   )  

       
  (   )

 ( )

 

 

‖

 

   

 

olmasıdır. Bu durumda (5.6) nın en iyi sabiti     dır.  

 

 

Şimdi (5.1) eşitsizliğinin      veya      için çözümü verilecektir. 

 

 

Teorem 5.5.       olsun.     ( )       ( )       ( )    

    olacak şekilde     (   )      (   )   (   ) ağırlık fonksiyonları 

için 

 

   ‖     ‖    (   )
  ‖ ‖    (   )      ((   )  )    (5.7) 

 

eşitsizliğinin sağlanması için gerek ve yeter koşul 
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(i)     ve          olmasıdır; burada 

 

      
   

(    
     

[    
     

 ( )]
 ( )

 ( )
* (∫ (

 ( )

 ( )
*

  

 ( )  
 

 

+

   ⁄

 

      
   

(    
     

[    
     

 ( )]
 ( )

  ( )
* 4∫    

( ) ( )  
 

 

5

   ⁄

 

 

ve bu durumda (5.7) eşitsizliğinin en iyi sabiti         dir. 

 

(ii)                 olmasıdır, burada 

 

                                
   

4    
     

4 ( )    
     

[    
     

 ( )]
 ( )

 ( )
55    ⁄ ( ) 

 

      
   

(    
     

[    
     

 ( )]
 ( )

 ( )
*

 ( )

   ⁄ ( )
 

 

ve bu durumda (5.7) eşitsizliğinin en iyi sabiti         dir. 

 

Ġspat.  ,     (   ) olmak üzere;    artmayan ise 

 

       
  (   )

 ( ) ( )         
  (   )

 ( )        
  (   )

 ( ) 

 

dir. Benzer biçimde   azalmayan ise  

 

       
  (   )

 ( ) ( )         
  (   )

 ( )        
  (   )

 ( ) 

 

dir. Dolayısıyla  

 

          ‖     ‖    (   )
    

   
 ( )    

     

 ( )

 ( )
∫  ( ) ( )  
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4    
     

 ( )5    
     

 ( )

 ( )
∫  ( ) ( )  

 

 

 

    
   

4    
     

 ( )5
 ( )

 ( )
∫  ( ) ( )  

 

 

 

      
   

  ̃( )∫  ( ) ( )  
 

 

 (5.8) 

 

 

dir. Burada  

 ̃( )   4    
     

 ( )5
 ( )

 ( )
         

 

dır. Böylece  (5.7) eşitsizliği 

 

   
   

  ̃( )∫  ( ) ( )  
 

 

  4∫   ( ) ( )  
 

 

5

  ⁄

        ((   )  ) (5.9) 

   

eşitsizliğine denktir. 

 

(i)     olsun. Teorem 5.2 den (5.9) un sağlanması için gerek ve yeter koşul 

 

   
   

  ̃( )∫ 4∫  ( )  
 

 

5 ( )  
 

 

 

  4∫   ( )  ( )      
 

 

5

  ⁄

     (   ) 

 

 

 

(5.10) 

 

  

ve 

            
                

  ̃( ) ( )   4∫  ( )  
 

 

5

  ⁄

 
 

(5.11) 

 

 

eşitsizliklerinin sağlanmasıdır. 
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 Fubini teoremi gereğince her bir     için 

 

∫ 4∫  ( )  
 

 

5 ( )  
 

 

 ∫ 4∫  ( )  
 

 

5 ( )  
 

 

 ∫ 4∫  ( )  
 

 

5 ( )  
 

 

 

 ∫  ( ) 4∫  ( )  
 

 

5  
 

 

 ∫  ( )  
 

 

 4∫  ( )  
 

 

5 

 ∫  ( ) ( )  
 

 

  ( ) 4∫  ( )  
 

 

5 

 

dir. Buradan (5.10) eşitsizliği 

 

   
   

  ̃( )∫  ( ) ( )  
 

 

 

  4∫   ( )  ( )    ( )  
 

 

5

  ⁄

     (   ) 

 

 

(5.12) 

 

   
   

  ̃( ) ( )∫  ( )  
 

 

 

  4∫   ( )  ( )    ( )  
 

 

5

  ⁄

     (   ) 

 

 

(5.13) 

 

eşitsizliklerine denktir. 

 

Teorem 5.2 ten (5.13) ve (5.11) in sağlanması için gerek ve yeter koşul  

 

   
   

  ̃( ) ( ) ( )   4∫   ( ) ( )  
 

 

5

  ⁄

           ((   )  )  (5.14) 

 

olmasıdır. 

 

Teorem 5.3 den (5.14) ün sağlanması için gerek ve yeter koşul  
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  ̃( ) ( )
 

  ( )
∫  ( ) ( )  

 

 

 

  4∫   ( )    ( )  
 

 

5

  ⁄

     (   ) 

 

 

 

(5.15) 

 

olmasıdır.  

 

Böylece (5.7) eşitsizliğinin  

 

   
   

[    
     

 ( )]
 ( )

 ( )
∫  ( )  

 

 

 

   4∫   ( ) 4
 ( )

 ( )
5

 

    ( )  
 

 

5

  ⁄

     (   ) 

 

   
   

[    
     

 ( )]
 ( )

  ( )
∫  ( )  

 

 

 

  4∫ 4
 ( )

 ( )
5

 

    ( )  
 

 

5

  ⁄

     (   ) 

 

eşitsizliklerine denk olduğu görülür. 

 

Hardy eşitsizlikleri teorisinden bilindiği gibi son iki eşitsizliğin sağlanması için gerek 

ve yeter koşul sırasıyla           olmasıdır (bkz., örneğin [58, 59, 69]). 

 

(ii)      olsun. (5.9) eşitsizliğinin sağlanması için gerek ve yeter koşulun  

 

   
   

(   
   

  (   *   +) 4    
     

[    
     

 ( )]
 ( )

 ( )
5+    ⁄ ( )    

 

olduğu bilinmektedir (bkz., örneğin, [40, Teorem 5.1, (v)]).  

 

Her bir     için 
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  (   *   +) 4    
     

[    
     

 ( )]
 ( )

 ( )
5 

          8    
     

  ( ) 4    
     

[    
     

 ( )]
 ( )

 ( )
5   ( )    

     
[    
     

 ( )]
 ( )

 ( )
9 

 

olduğundan sonuncu koşulun      ve      koşullarına denk olduğu açıktır.  ⊡                                                                                                                  

 

 

Teorem 5.6.    ( )       ( )       ( )        olacak şekilde 

   (   )      (   )   (   ) fonksiyonları için 

 

 ‖     ‖    (   )
  ‖ ‖    (   )     ((   )  )   (5.16) 

 

eşitsizliğinin sağlanması için gerek ve yeter koşul 

 

     
   

:∫
 ( )  

       
  (   )

 ( )

 

 

; [    
     

 ( )]
 ( )

 ( )
   

 

olmasıdır. Ayrıca (5.16) nın en iyi sabiti     dır. 

 

Ġspat. (5.8) den (5.16) eşitsizliği 

 

   
   

4    
     

[    
     

 ( )]
 ( )

 ( )
5∫  ( ) ( )  

 

 

 

                                                                      
   

 ( ) ( )     ((   )  )       (5.17) 

                                                                                                                              

eşitsizliğine denktir. 

 

 Teorem 5.4 de  (   )   ( )        ve 

 

‖ ‖     
   

4    
     

[    
     

 ( )]
 ( )

 ( )
5  ( ) 
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alınırsa, (5.17) nin sağlanması için gerek ve yeter koşulun  

 

   
   

:∫
 ( )  

       
  (   )

 ( )

 

 

; [    
     

 ( )]
 ( )

 ( )
   

 

olduğu görülebilir.                                                                                                     ⊡ 

 

 

Teorem 5.7.         olsun.    ( )         olmak üzere         (   ) 

ve    (   )   (   )  fonksiyonları için  

 

                     ‖     ‖    (   )
  ‖ ‖    (   )                

((   )  )                        (5.18) 

 

eşitsizliğinin doğru olması için gerek ve yeter koşul 

 

  :∫ <    
     

 ( )

 ( )
∫

 ( )  

       
  (   )

 ( )

 

 

=

 

 ( )  
 

 

;

   

   

 

olmasıdır. Ayrıca (5.18) in en iyi sabiti     dir. 

 

 

Ġspat: Teorem 5.4 de  (   )   ( )        ve 

 

‖ ‖  (∫ (    
     

 ( )

 ( )
  ( )+

 
 

 

 ( )  +

   

 

 

alınırsa, (5.18) nin sağlanması için gerek ve yeter koşulun  

 

 



57 

 

:∫ <    
     

 ( )

 ( )
∫

 ( )  

       
  (   )

 ( )

 

 

=

 

 ( )  
 

 

;

   

   

 

olduğu görülebilir.                                                                                                     ⊡ 
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6.      ( ) KLASĠK LORENTZ UZAYLARINDA GENELLEġTĠRĠLMĠġ 

KESĠRLĠ MAKSĠMAL FONKSĠYON 

 

 

 , tüm pozitif ve sonlu ölçülü kümeler üzerinde tanımlı negatif olmayan fonksiyon 

olmak üzere   nin maksimal fonksiyonu  

 

  ( )     
   

 ( ) 

 

ile tanımlanır. Burada supremum   i içeren   küpleri üzerinden alınır. 

 

   maksimal fonksiyonunun artmayan yeniden düzenleme eşitsizlikleri Lerner 

tarafından [62] de verilmiştir. Böylece literatürde araştırılmış maksimal 

fonksiyonların yeniden düzenleme eşitsizlikleri bilinen metodlara göre çok daha basit 

ve kısa şekilde elde edilebilmektedir. Bu sonucu ifade etmek için önce aşağıdaki 

tanım verilecektir. 

 

Tanım 6.1. ([62, Tanım 1]) Sonlu sayıda ikişer ayrık *  + küplerinin herhangi bir 

koleksiyonu için 

      
               

 (  )    (⋃  

 

+ (6.1) 

 

olacak biçimde     mevcutsa   ye pseudo-artandır denir. 

 

Şimdi ileride tanımlayacağımız genelleştirilmiş kesirli maksimal operatörün Lorentz 

uzaylarında sınırlığının araştırılmasında önemli rol oynayan teorem hatırlatılacaktır. 

 

 

Teorem 6.2. ([62, Teorem 1])   pseudo-artan küme fonksiyonu olmak üzere  

 

(  ) ( )      
| |    ⁄

 ( )        (6.2) 
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eşitsizliği (6.1) deki     sabiti ile sağlanır. Burada supremum | |     ⁄  olacak 

biçimde sonlu ölçülü tüm    kümeleri üzerinden alınır. 

 

Ġspat.    ( )    olacak biçimde     ve     alınsın. Lebesgue ölçüsünün 

regülerliğinden  

 

|*     ( )   +|     *| |   *     ( )   +        + 

dır. 

 

| |    ve   *     ( )   + olacak şekilde kompakt   kümesi seçilirse, her 

    için  (  )    olacak şekilde   i içeren    küpü mevcuttur. Vitali örtü 

lemmasından (bkz., [86, s.12]) ⋃       ⋃      olacak biçimde *  +  *  +    

sonlu ayrık küpleri mevcuttur.  

 

Böylece 

 

| |  |⋃  

   

|  |⋃   

 

|  ∑|   |    ∑|  |

 

   |⋃  

 

|

 

  

 

Buradan |⋃    |     ⁄   dir. (6.1) uygulandığında 

 

     
 

 (  )    (⋃  

 

+      
| |    ⁄

 ( )        

 

elde edilir ve    ( )    olacak biçimde          lar üzerinden supremum 

alınırsa ispat tamamlanır.                                                                                             ⊡ 

 

 

Not 6.3. ([62]) Teorem 6.2 den (6.1) koşulu kaldırılamaz. Gerçekten:  , ,   ) da 

sınırlı, azalan,  ( )    olacak şekilde bir fonksiyon olsun.   küme fonksiyonunu 

 ( )   (| |) olarak tanımlayalım. 
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Herhangi bir     sabiti için (6.1) i sağlamayacak biçimde *  + küpler ailesi 

bulunabilir. Mesela,    de    (     )  (   )        küpleri için |  |      

    dir ve bu küpler ayrıktırlar. Her bir     için 

 

      
          

 (  )   ( )     (⋃   
 
   )   (|⋃   

 
   |)    (∑ |  |

 
   )   ( )   

 

olduğundan        ( )     olması nedeniyle 

 

 ( )        
      

 (  )     (⋃   

 

   
*     ( ) 

 

eşitsizliğini   yi yeterince büyük alarak sağlatmak mümkündür. 

  

Öte yandan her bir      noktasını içeren *  + küpler ailesini |  |     olacak 

biçimde alırsak   ( )            ( )  ‖ ‖  olduğu görülebilir. Yani    

‖ ‖  ve dolayısıyla (  ) ( )  ‖ ‖  dır. Diğer taraftan    | |    ⁄  ( )  

 (   ⁄ )  dir ve (6.2) eşitsizliği hiç bir     için sağlanmaz. 

 

 

Not 6.4. ([62])  (6.1) i sağlayan ve uygulamada önemi olan genel bir   küme 

fonksiyonu aşağıdaki gibi oluşturulabilir.   herhangi bir negatif olmayan Borel 

ölçüsü olsun.   ve  , (   ) da tanımlı negatif olmayan fonksiyonlar,   alt 

toplamsal,   kuasi-azalan bir fonksiyon olmak üzere  

 

 ( )  
 ( )

(   )(| |)
         (6.3) 

 

 olsun. *  + ayrık küpleri için  

 

                                                 
 

 (  )

(   )(|  |)
 

 

olarak gösterilirse 
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 (   ) (|⋃  

 

|+    (|⋃  

 

|+   (|⋃  

 

|+ 

                                 (∑ |  |

 

+    (|  |) 

                       (∑ (   )|  |

 

+ 

                                         (∑ (  )

 

+    (⋃  

 

+ 

 

elde edilir. Burada     nin  kuasi-azalanlığının tanımında bulunan sabittir. 

 

 Böylece 

 

   
 (⋃    )

(   )(|⋃    |)
 

 

olur. Yani   için (6.1) doğrudur. Dolayısıyla   maksimal fonksiyonu için (6.2) 

eşitsizliği sağlanır. 

 

 

Tanım 6.5.       de tanımlı ölçülebilir fonksiyonların kuasi-Banach uzayı olsun. 

  (   )  (   ) verilsin. Her bir          {    ( 
 )           }   

için  

     ( )     
   

‖   ‖ 
 

 (| |)
            (    ) (6.4) 

 

şeklinde tanımlanan       fonksiyonuna genelleĢtirilmiĢ kesirli maksimal 

fonksiyon  denir. 

 

Bu tanımda supremumu alınan küme fonksiyonunun pseudo-artanlığı aşağıdaki 

lemmada incelenecektir. 
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Lemma 6.6.       ve       olsun (     ) üzerinde bir alt r-kestirim   

uzayı verilsin. Bu durumda her     ve    de her ikişer ayrık sonlu {  } küpler 

ailesi için  

 

   
 

‖    
‖
 

 (|  |)
  

‖  ⋃    
‖
 

 (|⋃    |)
     (6.5) 

 

eşitsizliği sağlanacak biçimde bir       sayısı mevcuttur. 

 

Ġspat.  

 

     
 

‖    
‖
 

 (|  |)
 

 

olsun.       olduğundan 

 

  (|⋃  

 

|+    (∑|  |

 

+   (∑ (|  |)
 

 

+

  ⁄

 (∑‖    
‖
 

 

 

+

  ⁄

 

 

olur.    alt  r-kestirim uzayı olduğundan  

 

(∑‖    
‖
 

 

 

+

  ⁄

 ‖∑    

 

   

‖

 

 ‖  ⋃    
‖
 

 

 

 

dir. Buradan  

  (|⋃  

 

|+  ‖  ⋃    
‖
 

 

 

dir ve ispat tamamlanır.                                                                                               ⊡ 
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Lemma 6.7.        ve       olsun.     alt r-kestirim uzayı olmak üzere  

 

(     )
 
( )      

| |    ⁄

‖   ‖ 

 (| |)
    (6.6) 

 

 her     için (6.5) teki     sayısı ile sağlanır. 

 

Ġspat. Teorem 6.2 ve Lemma 6.6 dan ispat açıktır. 

 

 

Lemma 6.8.              olsun.         alt r-kestirim uzayı olmak üzere her 

    için 

(     )
 
( )      

   

‖   ,   )‖ ̅

 ( )
      (6.7) 

 

eşitsizliği   ve   den bağımsız     sabiti ile sağlanır.                

 

Ġspat. Lemma  6.7 den  

 

(     )
 
( )      

| |    ⁄

‖   ‖ 

 (| |)
  

     
| |    ⁄

‖(   )
 ‖ ̅

 (| |)
       

      
| |    ⁄

‖   ,  | |)‖ ̅

 (| |)
       

     
     ⁄

‖   ,   )‖ ̅

 ( )
       

 

olur. 

 

      ve dolayısıyla       olduğundan 
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     ⁄

‖   ,   )‖ ̅

 ( )
      

     

‖   ,     )‖ ̅

 (   )
     

   
 
‖   ,   )‖ ̅

 ( )
      

 

 

dır. Böylece (6.7) elde edilir.                                                                                 ⊡      

 

 

Sonuç 6.9.         ve       olsun.    (   )  ( )         ve 

 ( )    ⁄⁄  kuasi-artan olmak üzere      ( 
 ) fonksiyonu için  

 

(     ( ) )
 
( )      

   

(∫ (  ) ( ) ( )  
 

 
)
  ⁄

 ( )
   

 

eşitsizliği sağlanacak biçimde bir     sabiti mevcuttur. 

 

Ġspat. Teorem 4.4 den   ( ) alt r-kestirim uzayıdır. Lemma 6.8 de     ( ) 

alınırsa ispat tamamlanır.                                                                                            ⊡      

 

 

Sonuç 6.10.          ve       de ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere  

 

(     )
 
( )  

 

   ⁄
4∫ (  ) ( )     ⁄   

 

 

5

  ⁄

 

 

eşitsizliği sağlanacak biçimde bir     sabiti mevcuttur. 

 

Ġspat.      ( )       ⁄   ( )     ⁄   (   ) için      ( )       olduğunu 

biliyoruz.  ( )      ⁄ (   ) olduğundan      ve  ( )    ⁄       ⁄  için 

kuasi-artandır. Ayrıca       olduğu açıktır.  Dolayısıyla Sonuç 6.9 kullanılabilir. 

Buradan, 
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(     )
 
( )      

   

 

   ⁄
4∫ (  ) ( )     ⁄   

 

 

5

  ⁄

 

  

elde edilir. 

 

 g artmayan olduğunda   ( )  
 

   ⁄ ∫  ( )    ⁄ 

 
 fonksiyonunun artmayan 

olduğunu görmek kolaydır:           olsun 

 

                            (  )  
 

  
   

∫  ( )    ⁄
  

 

 

       
 

  
   

∫  ( )    ⁄
  

 

 
 

  
   

∫  ( )    ⁄
  

  

 

     
 

  
   

∫  ( )    ⁄
  

 

  (  )
  
   

   
   

  
   

 

                       
 

  
   

∫  ( )    ⁄
  

 

  (  )
  
   

   
   

  
   

  
   

∫     ⁄
  

 

 

                     
 

  
   

∫  ( )    ⁄
  

 

 
  
   

   
   

  
   

  
   

∫  ( )    ⁄
  

 

 

                                        
 

  
   

∫  ( )    ⁄  
  

 

 (  ) 

 

dir. Sonuç olarak  

 

   
   

 

   ⁄
4∫ (  ) ( )     ⁄   

 

 

5

  ⁄

 
 

   ⁄
4∫ (  ) ( )     ⁄   

 

 

5

  ⁄

 

 

olur. Dolayısıyla  

 

(     )
 
( )  

 

   ⁄
4∫ (  ) ( )     ⁄   

 

 

5

  ⁄

 

 

elde edilir.                                                                                                                    ⊡ 
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Sonuç 6.11.    (   )   (   )   (     )     olmak üzere her    (  ) 

ve her   (   ) için  

 

(        )
 ( )   6   

   
   ⁄        ( )∫ (  ) ( )  

 

 

7

  ⁄

 
 

(6.8) 

 

eşitsizliği sağlanacak biçimde             ya bağlı bir     sabiti vardır. 

 

Ġspat. Girişte bahsedildiği gibi                ( )   (   )   ⁄    ( ) (   ) 

için      ( )          dır.  ( )     ⁄   ve  ( )       ⁄    ( ) (   ) olarak 

alınırsa       olur.       ve g kuasi-azalandır. Dolayısıyla       dir.      

 

Diğer taraftan     alınırsa,  ( )        olduğundan      ve  ( )    ⁄⁄  

 ( )  ⁄    kuasi-artandır. Böylece Sonuç 6.9 dan (6.8) eşitsizliği doğrudur.         ⊡ 

 

Şimdi      in artmayan yeniden düzenleme fonksiyonu için alttan kestirimler elde 

edilecektir. 

 

 

Lemma 6.12         ve       fonksiyonu kuasi-artan olsun.   in r.i. uzayı 

olduğunu kabul edelim. Bu durumda 

 

          (     )
 
( )      

   

‖   ,   )‖ ̅

 ( )
                (  )             

 

(6.9) 

eşitsizliği her      için    ve   den bağımsız     sabiti ile sağlanır. 

 

Ġspat.         (  ) ve | |  | | olacak biçimde her         için  

 

(     )( )  
‖   (  | |)‖ 

 (| (  | |)|)
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dir.   radyal azalan olduğundan (   (  | |))
 
( )    ( ) ,  | (  | |)|)( )        dır. 

Bununla beraber           uzayı olduğundan 

 

(     )( )  
‖   ,  | (  | |)|)‖ ̅

 (| (  | |)|)
 

 

dir. Böylece 

(     )( )     
| | | | 

‖   ,  | (  | |)|)‖ ̅

 (| (  | |)|)
 

    
| | | | 

‖   ,    | | )‖ ̅

 (  | | )
 

    
    | |  

‖   ,   )‖ ̅

 ( )
 

 

elde edilir. Yeniden düzenleme için 

 

  ( )     
| |   

       
   

 | ( )|          (   ) 

 

(bkz., örneğin, [15, s.33]) formülünden faydalanılırsa, 

 

(     )
 
( )     

| |   
       

   
 (     )( ) 

        
   .  (   )⁄   ⁄

/
 (     )( ) 

        
   .  (   )⁄   ⁄

/
    
    | |  

‖   ,   )‖ ̅

 ( )
 

        
     

    
    

‖   ,   )‖ ̅

 ( )
  

     
    

‖   ,   )‖ ̅

 ( )
  

 

bulunur ve ispat tamamlanır.                                                                                       ⊡ 
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Lemma 6.8 ve 6.12 nin kombinasyonundan aşağıdaki ana teorem elde edilir. 

 

 

Teorem 6.13.                ve       fonksiyonu (   ) kuasi-artan 

fonksiyon olsun.         uzayı alt r-kestirim uzay olmak üzere  

 

(a)      in    ( ) den   ( ) ye sınırlı olması için yani  

 

‖      ‖  ( ) 
  ‖ ‖  ( )    (  )    

 

eşitsizliğinin sağlanması için gerek ve yeter koşul  

 

(∫ [   
   

‖  ,   )‖ ̅

 ( )
]

 

 ( )  
 

 

+

  ⁄

  4∫  ( )  ( )  
 

 

5

  ⁄

  

 

eşitsizliğinin her     ((   )  ) için doğru olmasıdır. 

 

 

(b)      in    ( ) den     ( ) ye sınırlı olması için yani 

 

‖      ‖    ( ) 
  ‖ ‖  ( )    (  )     

 

eşitsizliğinin sağlanması için gerek ve yeter koşul  

 

   
   

   ⁄ ( )    
   

‖  ,   )‖ ̅

 ( )
  4∫  ( )  ( )  

 

 

5

  ⁄

 

 

eşitsizliğinin her     ((   )  ) için doğru olmasıdır. 

 

 

(c)      in      ( ) den     ( ) ye sınırlı olması için yani 
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‖      ‖    ( ) 
  ‖ ‖    ( )    (  )     

 

eşitsizliğinin  sağlanması için gerek ve yeter koşul  

 

   
   

   ⁄ ( )    
   

‖  ,   )‖ ̅

 ( )
     

   
   ⁄ ( ) ( ) 

 

eşitsizliğinin her     ((   )  ) için doğru olmasıdır. 

 

 

(d)      in      ( ) den   ( ) ye sınırlı olması için yani 

‖      ‖  ( ) 
  ‖ ‖    ( )    (  )    

 

eşitsizliğinin sağlanması için gerek ve yeter koşul  

 

(∫ [   
   

‖  ,   )‖ ̅

 ( )
]

 

 ( )  
 

 

+

  ⁄

     
   

   ⁄ ( ) ( ) 

 

eşitsizliğinin her     ((   )  ) için doğru olmasıdır. 

 

Şimdi ana sonuçlar verilecektir. 

 

 

6.1.       ( ) :  
 ( )    ( )          Operatörünün Sınırlılığı 

 

Teorem 6.14.                  ve       fonksiyonu kuasi-artan 

olsun.    ( )         ( )         ve  ( )    ⁄⁄  kuasi-artan olmak 

üzere        (   ) ağırlık fonksiyonları için       ( ) nin   ( ) den   ( ) ye 

sınırlı olması için yani 
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‖     ( )  ‖  ( ) 
  ‖ ‖  ( )    (  ) 

  

eşitsizliğinin sağlanması için gerek ve yeter koşul 

 

  ‖      ⁄   ‖     (   )⁄  
   ‖ ‖     (   )⁄  (6.10) 

 

eşitsizliğinin her     ((   )  ) için sağlanmasıdır. 

 

Ġspat. Teorem 6.13 (a) da     ( ) alınarak ispat yapılır. 

 

 

Teorem 6.15.                  ve       kuasi-artan  fonksiyon  

olsun.    ( )         ( )         ve  ( )    ⁄⁄  kuasi-artan olmak 

üzere        (   ) ağırlık fonksiyonları için      ( )  nin   ( )  den   ( ) 

ye sınırlı olması için gerek ve yeter koşul 

 

(i)                   olmasıdır; burada 

 

      
                    

4   ( ) ( )  ∫    ( )
 

 

 ( )  5

 
 

:∫ 4
 ( )

 ( )
5

 

 

 
   

 ( )  ;

   
  

 

 

      
                   

:6    
     

 ( )

  ( )  ( )
7

 
 

 ( )  ∫ 6    
     

 ( )

  ( )  ( )
7

 

 

 
 

 ( )  ;

 
 

4∫  
 

     
 

 

5

   
  

 

 

ve bu durumda  ‖     ( )‖  ( )    ( )
         dir. 

 

(ii)                    olmasıdır; burada 

 

      
       

4   ( ) ( )  ∫    ( )
 

 

 ( )  5

 
 

4    
     

 ( )

 ( )
5
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:6    
     

 ( )

  ( )  ( )
7

 
 

 ( )  ∫ 6    
     

 ( )

  ( )  ( )
7

 

 

 
 

 ( )  ;

 
 

 
 
 ( ) 

 

ve bu durumda  ‖     ( ) ‖  ( )    ( )
         dir. 

 

(iii)    *   +     ve               olmasıdır; burada 

 

   

(

 
 
∫ 4∫    ( ) ( )  

 

 

5
 

 

 
   

   ( ) :∫ 4
 ( )

 ( )
5

 

 

 
   

 ( )  ;

 (   )
 (   )

 ( )  

)

 
 

   
  

 

 

   

(

 
 
∫  

 
   ( )

[
 
 
 

   
     

   ( ) :∫ 4
 ( )

 ( )
5

 

 

 
   

 ( )  ;

   
 

]
 
 
 

  
 (   )

 ( )  
 

 

)

 
 

   
  

 

 

  

 

(

 ∫ :∫ 6   
   

 ( )

  ( )  ( )
7

 
 

 ( )  
 

 

;
 

 

 
   

6   
   

 ( )

  ( )  ( )
7

 
 

4∫  
 

   

 

 

 5

 (   )
 (   )

 ( )  

)

 

   
  

 

 

   (∫  
 

   ( ) <    
     

6    
     

 ( )

  ( )  ( )
7 4∫  

 
   

 

 

 5

   
 

=

  
 (   )

 ( )  
 

 

,

   
  

 

 

ve bu durumda  ‖     ( ) ‖  ( )    ( )
              dür. 

 

(iv)                        olmasıdır; burada 

 

   :∫ 4∫    ( ) ( )  
 

 

5
 

 

 
   

   ( ) 4    
     

 ( )

 ( )
5

  
 (   )

 ( )  ;
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   :∫  
 

   ( ) 6    
     

   ( ) 4    
     

 ( )

 ( )
57

  
 (   )

 ( )  
 

 

;

   
  

 

 

 

   

(

 ∫ :∫ 6    
     

 ( )

  ( )  ( )
7

 
 

 ( )  
 

 

;
 

 

 
   

6    
     

 ( )

  ( )  ( )
7

 
 

 
  

 (   )( ) ( )  

)

 

   
  

 

 

   :∫  
 

   ( ) 6    
     

6    
     

 ( )

  ( )  ( )
7  ( )7

  
 (   )

 ( )  
 

 

;

   
  

 

 

ve bu durumda  ‖     ( ) ‖  ( )    ( )
               dür. 

 

(v)      *   + ve         olmasıdır; burada 

 

      
   

4   ( ) ( )  ∫    ( )
 

 

 ( )  5

 
 

   
     

 
 
 ( )

 
 
 ( )

 

 

      
                   

:<    
     

 
 
 ( )

 ( ) 
 
 ( )

=

 

 ( )  ∫ <    
     

 
 
 ( )

 ( ) 
 
 ( )

=
 

 

 

 ( )  ;

 
 

 
 
 ( ) 

 

ve bu durumda ‖     ( ) ‖  ( )    ( )
        dir. 

 

(vi)       ve               olmasıdır; burada 

 

   

(

 ∫  
 

   ( )
 

 

<    
     

   ( ) :    
     

 ( )

 
 
 ( )

;=

  
 (   )

 ( )  

)

 

   
  

 

 

   (∫ 4∫     ( )
 

 

 ( )  5

 
   

<    
      

 ( )

 
 
 ( )

=

  
 (   )

   ( )  ( )  
 

 

,
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(

 ∫  
 

   ( )
 

 

:    
     

<    
     

 
 
 ( )

 ( ) 
 
 ( )

=  
 
 ( );

  
   

 ( )  

)

 

   
  

 

 

 

   

(

 
 
∫ :∫ <    

     

 
 
 ( )

 ( ) 
 
 ( )

=

 
 

 

 ( )  ;

 
   

<    
     

 
 
 ( )

 ( ) 
 
 ( )

=

 

 
 

   ( ) ( )  
 

 

)

 
 

   
  

 

 

ve bu durumda ‖     ( ) ‖  ( )    ( )
             dür. 

 

 

Ġspat: Teorem 6.14 ve Teorem 5.1 den ispat yapılır. 

 

 

6.2.       ( ) :  
 ( )      ( )         Operatörünün Sınırlılığı 

 

Teorem 6.16.                  ve        fonksiyonu kuasi-artan  

olsun.    ( )         ( )         ve  ( )    ⁄⁄  kuasi-artan olmak 

üzere        (   ) ağırlık fonksiyonları için      ( )  nin   ( ) den      ( ) 

ye sınırlı olması için yani 

 

‖     ( )  ‖    ( ) 
  ‖ ‖  ( )    (  ) 

  

eşitsizliğinin sağlanması için gerek ve yeter koşul 

 

  ‖      ⁄   ‖     ⁄  (   ) 
   ‖ ‖     (   )⁄     (6.11) 

 

 

 eşitsizliğinin her     ((   )  ) için sağlanmasıdır. 

 

Ġspat. Teorem 6.13 (b) de     ( )  alınarak ispat yapılır. 
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Teorem 6.17.                 ve       fonksiyonu kuasi-artan  

olsun.    ( )         ( )          ve  ( )    ⁄⁄  kuasi-artan olmak 

üzere        (   ) ağırlık fonksiyonları için      ( )  nin   ( ) den     ( ) 

ye sınırlı olması için gerek ve yeter koşul 

 

(i)                olmasıdır; burada 

 

       
   

<    
     

 
 
 ( )

 ( )
=:∫ (

 ( )

 ( )
*

 
   

 ( )  
 

 

;

   
  

 

 

                                 
   

<    
     

 
 
 ( ) 

 
 ( )

 ( ) 
 
 ( )

= 4∫  
 

   

 

 

 5

   
  

 

 

dir ve bu durumda  ‖     ( ) ‖  ( )     ( ) 
        dir.  

 

 (ii)                 olmasıdır; burada 

 

       
   

:    
     

 
 
 ( ) <    

     

 
 
 ( )

 ( )
=; 

 
 
 ( ) 

 

                                    
   

<    
     

 
 
 ( )

 ( )
=
 

 
 ( )

 
 
 ( )

 

 

dir ve bu durumda ‖     ( ) ‖  ( )     ( ) 
          dir. 

 

Ġspat. Teorem 6.16 ve Teorem 5.5 den ispat yapılır. 
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6.3.       ( ) :  
   ( )      ( )         Operatörünün Sınırlılığı 

 

Teorem 6.18.                  ve        fonksiyonu kuasi-artan  

olsun.    ( )         ( )         ve  ( )    ⁄⁄  kuasi-artan olmak 

üzere        (   ) ağırlık fonksiyonları için      ( )   nin     ( ) den 

    ( ) ye sınırlı olması için yani 

 

‖     ( )  ‖    ( ) 
  ‖ ‖    ( )    (  ) 

  

eşitsizliğinin sağlanması için gerek ve yeter koşul 

 

                     ‖      ⁄   ‖     ⁄  (   ) 
   ‖ ‖

     ⁄  (   )                                       

 

  eşitsizliğinin her     ((   )  ) için sağlanmasıdır. 

 

 Ġspat. Teorem 6.13 (c) de     ( )  alınarak ispat yapılır. 

 

 

Teorem 6.19                              fonksiyonu kuasi-artan  

olsun.    ( )         ( )          ve  ( )    ⁄⁄  kuasi-artan olmak 

üzere         (   ) ağırlık fonksiyonları için      ( )  nin      ( )  den 

     ( ) ye sınırlı olması için gerek ve koşul 

 

     
   

4∫
 ( )

   ⁄ ( )

 

 

  5

  ⁄
   ⁄ ( )

 ( )
   

 

olmasıdır ve bu durumda ‖     ( ) ‖    ( )     ( ) 
     dır. 

 

Ġspat. Teorem 6.18 ve 5.6 dan ispat yapılır. 
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6.4.       ( ) :  
   ( )    ( )          Operatörünün Sınırlılığı 

 

Teorem 6.20.                  ve       fonksiyonu kuasi-artan  

olsun.    ( )         ( )         ve  ( )    ⁄⁄  kuasi-artan olmak 

üzere        (   ) ağırlık fonksiyonları için      ( )  nin     ( ) den   ( ) 

ye sınırlı olması için yani 

 

‖     ( )  ‖  ( ) 
  ‖ ‖    ( )    (  ) 

  

eşitsizliğinin sağlanması için gerek ve yeter koşul 

 

                     ‖      ⁄   ‖  ⁄    (   ) 
   ‖ ‖

     ⁄  (   )                                       

 

  eşitsizliğinin her     ((   )  ) için sağlanmasıdır. 

 

 Ġspat. Teorem 6.13 (d) de     ( )  alınarak ispat yapılır. 

 

 

Teorem 6.21.                 ve       fonksiyonu kuasi-artan  

olsun.    ( )         ( )          ve  ( )    ⁄⁄  kuasi-artan olmak 

üzere         (   ) ağırlık fonksiyonları için      ( )  nin      ( ) den    ( ) 

ye sınırlı olması için gerek ve yeter koşul 

 

  (∫ 4    
     

 

  ( )
∫

 ( )

   ⁄ ( )

 

 

  5

  ⁄

 ( )  
 

 

+

  ⁄

   

 

olmasıdır ve burada  ‖     ( ) ‖    ( )   ( ) 
     dir. 

 

Ġspat. Teorem 6.20 ve Teorem  5.7  den ispat yapılır. 
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7.    SONUÇ VE TARTIġMA  

 

 

Bu doktora tezi kapsamında;     -boyutlu Öklid uzayı üzerinde tanımlı, reel değerli 

fonksiyonların bir kuasi-Banach fonksiyon uzayı olmak üzere, yeni      

genelleştirilmiş kesirli maksimal operatörü tanımlanmış ve bu operatörün   ( ) 

ağırlıklı klasik Lorentz uzayları arasında, ağırlıklı klasik Lorentz uzayları ile 

    ( ) zayıf tipli ağırlıklı Lorentz uzayları arasında, ve zayıf tipli ağırlıklı Lorentz 

uzayları arasında sınırlılığının incelenmesi hedeflenmiştir.   fonksiyonu ve   uzayı 

bazı doğal koşulları sağladığında,      in bu uzaylar arasında sınırlılığının 

karakterizasyonu;      in artmayan yeniden düzenleme fonsiyonu için elde edilmiş 

kesin eşitsizlikler yardımıyla, supremum içeren ağırlıklı iteratif Hardy tipli 

eşitsizliklerinin karakterizasyonuna indirgenmiştir. Literatürde, supremum içeren 

ağırlıklı iteratif Hardy tipli eşitsizliklerin karakterizasyonunun araştırılmadığı limit 

durumları da bu tezde tamamlanmıştır.   uzayı özel olarak olarak    ( ) ağırlıklı 

klasik Lorentz uzayı olduğu durumda ise      ( ) operatörünün yukarıda bahsedilen 

uzaylar arasında sınırlılığının tam karakterizasyonu yapılmıştır.      ( ) maksimal 

fonksiyonu, Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunu, kesirli maksimal fonksiyonu 

ve bu fonksiyonun literatürde bilinen genelleştirmelerini, Stein maksimal 

operatörünü ve diğer maksimal operatörleri özel durumlarda içermektedir. Bu 

nedenle tezde alınmış sonuçların fonksiyon uzayları teorisinde, diferensiyellenebilme 

teorisinde, kısmi türevli diferensiyel denklemler teorisinde ve diğer dallarda çalışan 

matematikçiler için faydalı olacağı düşünülmektedir. 

 

 Son yıllarda, bir çok matematikçi tarafından harmonik analizin klasik 

operatörlerinin,   ağırlıklı klasik Lorentz uzaylarında ve    genelleştirilmiş Lorentz 

uzaylarında  incelenmesi yönünde araştırmalar yapılmış ve bu uzaylarda bulunan 

sonuçların matematiğin farklı dallarında uygulanabileceği gösterilmiştir. Bu nedenle 

tezde tanımlanan  genelleştirilmiş kesirli maksimal operatörün   ve    uzaylarında 

sınırlılığının karakterizasyonu ileride çözülmesi hedeflenen problemlerdendir. 
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