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OZET

KLASIK LORENTZ UZAYLARINDA GENELLESTIRILMIS KESIRLI
MAKSIMAL FONKSIYON

BILGICLI, Nevin
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1, Doktora Tezi
Danisman: Prof. Dr. Ali ARAL
Ortak Danigsman: Prof. Dr. Rza MUSTAFAYEV
Ocak 2018, 88 sayfa

Bu tez ilk boliimii giris, son boliimii sonug ve tartisma olmak iizere yedi boliimden

olusmaktadir.

Ikinci boliimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak gosterimler, temel kavramlar

ve lemmalara yer verilmistir.

Ugiincii boliimde dagilim fonksiyonu, artmayan yeniden diizenleme fonksiyonu ve

maksimal fonksiyon tanitilmis ve bu fonksiyonlarin bazi 6zellikleri anlatilmigtir.

Dérdiincii boliimde kuasi-Banach fonksiyon uzaylari, yeniden diizenleme altinda

degismez kuasi-Banach fonksiyon uzaylar1 ve klasik Lorentz uzaylar1 verilmistir.

Besinci boliimde supremum igeren iteratif Hardy tipli operatoriin agirlikli Lebesgue
uzaylart arasindaki smurliliginin - artmayan  fonksiyonlar konisi  ilizerinde
karakterizasyonu sonlu parametreler i¢in verilmis ve parametrelerin sonsuz olmasi

durumunda bu siirliligin karakterizasyonu elde edilmistir.

Altinc1 boliimde yeni bir genellestirilmis kesirli maksimal fonksiyon tanimlanmis ve
bu fonksiyonun agirlikli klasik Lorentz uzaylar arasinda, agirlikli klasik Lorentz
uzaylart ve zayif tipli agirlikli klasik Lorentz uzaylar arasinda, zayif tipli agirlikli

Klasik Lorentz uzaylari arasinda sinirliligi karakterize edilmistir.



Anahtar Kelimeler: Klasik ve Zayif Tipli Lorentz Uzaylari, Artmayan Yeniden
Diizenleme, Kesirli Maksimal Fonksiyon, Supremum Igeren

Iteratif Hardy Tipli Esitsizlikler, Agirlik Fonksiyonlari



ABSTRACT

GENERALIZED FRACTIONAL MAXIMAL FUNCTIONS IN CLASSICAL
LORENTZ SPACES

BILGICLI, Nevin
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Ph. D. Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Ali ARAL
Co-Supervisor: Prof. Dr. Rza MUSTAFAYEV
January 2018, 88 pages

This thesis consists of seven chapters: The first chapter is introduction and the last

chapter contains the result and discussion.

Notations, fundamental concepts and lemmas that will be used in the next chapters
are given in Chapter 2.

Distribution function, non-increasing rearrangement, maximal functions and their

some important properties are introduced in Chapter 3.

Quasi-Banach function spaces, rearrangement invariant quasi-Banach function

spaces and classical Lorentz spaces are given in Chapter 4.

In Chapter 5, characterization of the boundedness of iterated Hardy type operators
involving suprema between weighted Lebesgue spaces on the cone of non-increasing
functions for finite parameters are recalled and characterization for infinite

parameters are obtained.

In Chapter 6, definition of a new generalized fractional maximal function is given
and the boundedness of this maximal function between weighted classical Lorentz
spaces, between weighted classical Lorentz spaces and weak-type weighted Lorentz

spaces, and between weak-type weighted Lorentz spaces are fully characterized.



Keywords: Classical and Weak-type Lorentz Spaces, Non-increasing
Rearrangement, Fractional Maximal Function, Iterated Hardy Type

Inequalities Involving Suprema, Weights
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1. GIRIS

Maksimal ve kesirli maksimal operatorler, harmonik ve reel analizin 6nemli
konularindandir. Bu alt lineer operatorler potansiyel ve singiiler integraller teorisinde
oldukga aydinlaticidir. Maksimal operatorlerin davraniglar1 diferensiyellenebilme
teorisi basta olmak {izere pek ¢ok alanda 6nemli yere sahiptir (bkz., [28, 48-50, 85—
87]).

Maksimal fonksiyonun sinirliligmni ifade eden esitsizliklerin elde edilmesinde
yeniden diizenleme fonksiyonunun anahtar rolii bulunmaktadir. R™ de Ol¢iilebilir,
hemen hemen her yerde sonlu bir f fonsiyonunun artmayan yeniden diizenlenme

fonksiyonu
fr@):=inf{A=0:|{x e R": |[f(x)| > A}| < t}, t € (0,00)

ve bu fonksiyonun maksimal fonksiyonu

1 t
f**(t)==? f f*(v)dr, t>0
0

seklinde ilk olarak Hardy-Littlewood tarafindan verilmistir.

Artmayan yeniden diizenleme fonksiyonu yardimiyla pek ¢ok uzay tanimlanmistir.
Bunlarin en 6nemlilerinden biri klasik Lorentz uzaylaridir. AP (w) ve I'P(w) agirlikli

klasik Lorentz uzaylari sirasiyla

AP(w) = {f € MR™) : Ifllarwy = If *lpw,0.0) < 0},
ve

rPw) = {f € MR : If llreewy = 1 Npw,0,00) < 0}

seklinde tanimlanir. Burada p € (0,]; w,(0,) da negatif olmayan lokal

integrallenebilir bir fonksiyon ve |||, w0,



1
p

1 o0 = <f d (")'pW(’“)d’“> ' P
p,w,(0,0) 0
k esssup [f(x)|lw(x) , p=o0

x€(0,0)

ile tanimlanan fonksiyoneldir. AP (w) ve TP (w) uzaylar ilk olarak, sirasiyla, [64] te
Lorentz ve [77] de Sawyer tarafindan tanimlanmistir. Ileri ¢alismalar [13], [14], [8]

de bulunmaktadir. Bu uzaylarla ilgili daha genis bilgi i¢in [10] a bakilabilir.

Agirlikl klasik Lorentz uzaylarinin zayif tipli hali

1

AP2(w) = 1 f € MR™) : [f lpeocuy = sup (0 ( f w(r)dr)p <l
t> 0

ve

1

P
W(T)dT) <

t

rPew) ={f € MMR™) : [[fllrpeqy) = sug (1) (f
t> 0

seklinde tanimlanmustir ([12, 81]).

Literatiirde maksimal ve kesirli maksimal operatdrlerin Lorentz uzaylar1 arasindaki
siirliligini inceleyen bir ¢ok calisma bulunmaktadir. Bu calismalara ait sonuglarin
kismi tlirevli denklemler teorisi ve matematiksel fizik alaninda genis uygulamalari

vardir.

Maksimal fonksiyonun en temel 6rnegi Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonudur.

Bu fonksiyon, R™ de lokal integrallenebilir f fonksiyonlari i¢in

1 Ifxoll, o
MF(): = sup — f FO)Idy = sup bR
Q3x |Q| Q Q3x ”XQ”L]R"

seklinde tanimlanir. Burada supremum x i iceren tiim @ kiipleri tizerinden alinir.



Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin artmayan yeniden diizenlenme esitsizligi

Herz ve Stein tarafindan sadece n ye bagli ¢ ve C sabitleri i¢in
cf () = (Mf)"(®) <Cf(), te(0,) (1.1)
olarak verilmistir ([4, Boliim 3, Teorem 3.8]).

Buradan aciktir ki, Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin AP (v) den A?(w) ya

sinirliligiin incelenmesi, u ve w agirlik fonksiyonlari igin

(L (freoe

esitsizliginin karakterize edilmesine denktir.

1 1

q o 7
w(t)dt) 3 ( f f*(t)”v(t)dt> L.2)
0

q

Bu problemle ilgili ilk sonu¢ Boyd tarafindan [5] te elde edilmistir. Daha sonra [1] de
Arifio ve Muckenhoupt tarafindan w = v ve p = q durumunda problemin tam
¢ozimi verilmistir. (1.2) esitsizligi, w # vve p # q, 1 < p,q < co durumunda [77]
de Sawyer tarafindan duallik prensibi kullanilarak basariyla ¢oziilmiistiir.
Stepanov [83] te farkli bir yaklasimla parametreleri 0 < g < 00,1 < p < oo olarak
genigletmistir. Stepanov, ayrica Sawyer’in duallik prensibinin benzerini 0 <p <1
durumunda ispatlamis ve (1.2) esitsizligini 0 <p <1< q < oo halinde de
¢ozmiistiir. 0 < p < g <1 durumunda problemin ¢oziimi farkli yollarla pek ¢ok
arastirmaci tarafindan elde edilmistir (bkz., [13], [12]). Eksik olan 0 < g <p <1
durumu ise [43] ve [9] da verilmistir. (1.2) esitsizliginin karakterizasyonu [3] ve [30]
da, farkli bir diskretlestirme teknigi kullanilarak parametrelerin tiim hallerinde
yaptlmistir. Yukarida bahsedildigi gibi (1.2) esitsizligi parametrelerin farkl
durumlarinda pek cok matematik¢i tarafindan calisilmistir (bkz., 6rnegin derleme

[10], monografi [59], en son ¢alismalar igin [44, 40] ve referanslart).

Hardy-Littlewood maksimal operatériiniin AP (v) den A?*(w) ya karakterizasyonu
[8, 10, 14] te, AP*(v) den A?*(w) ya sinirlilig1 ise [81] de karakterize edilmistir.



Kesirli maksimal operatér M,,,y € [0,n), f € L},.(R™) igin

(M, F)(x) = sup [Q[//" ] fO)ldy,  xeR?
Q3x Q

seklinde tanimlanir. Buradan M, = M oldugu agiktir.

Bu operatoriin artmayan yeniden diizenleme esitsizlikleri [16, Teorem 1.1] de
f € Ll,.(R"), t € (0,00) igin

(M, £)*(8) % sup ¥/ f Fdy 2 (M, ) (©) (1.3)
0

™t

olarak elde edilmistir. Burada f(x) = f*(wy,|x|") ve w,, R™ de birim yuvarin

hacmidir.

Dolayisiyla M,, kesirli maksimal operatériiniin AP(v) den A9(w) ya smirli olmasi

i¢in gerek ve yeter kosul ¢ € M* ((0, ); 1) olmak iizere

1 1

q [o/e)
(j [sup o qs(y)dy] w(t)dt) s(f [¢(t)]Pv(t)dt)p (L.4)
0

™t
esitsizliginin saglanmasidir.

(1.4) in 1 < p < q < o igin karakterizasyonu [16] da yapilmistir. [68, Teorem 2.10]

da daha genel operatorler ve daha genis p, g parametreleri i¢in sonuglar elde etmistir.

[20] de M, 4 kesirli maksimal operatdrii s € (0,00), ¥ € [0,n) ve A = (4y,Ax) €
R? olmak iizere her f € M(R™) igin

17 xoll

Ixollyy -y a

(Mg, 4 f)(x) = sup . xER"

Q3x



seklinde tanimlanmig ve

fx
(Msya f)(x) =~ sup r!l_y Q”S

, x € R"
Q3x |Q[sn ¢4 (1Q1)

oldugu gosterilmistir. Burada
28 () = (1 + llogt) ™ x101 (1) + (1 + [logt) A ¥1,ey(8), >0

dir. M, 4 operatorii, s =1, y =0ve A =(0,0) icinM klasik Hardy-Littlewood
operatoriine, s = 1, y € [0,n) ve A = (0,0) icin M, kesirli maksimal operatdriine
denktir. s =1, y € [0,n) ve A€ R?® durumunda Ms,, operatorii [70, 71] de

calisilmgtir.

Mg, n operatdrii igin

1
e,

(Msya )" () <C|sup o €72 (1) JO (f*)s(y)dyr (1.5)

t<t<00

esitsizliginin her f € M(R™) ve t > 0 i¢in sadece n,y, s, A ya bagli C > 0 sabiti ile
saglandigi [20, Teorem 3.1] de elde edilmistir.

Diger taraftan her ¢ € M ((0,00); 1) icin f* = ¢ olacak bicimde bir f € M(R™)

vardir dyle ki
1

(Msy,a f)7(t) 2 ¢ [sup on LA (1) f (f *)S(y)dyr
t>1 0

esitsizligi her t > 0 icin sadece n,y,s ve A ya bagli bir ¢ > 0 sabiti ile dogrudur.

Sonug olarak Mg, 4 : AP(v) — A9(w) ya sinirli olmasi igin gerek ve yeter kosul



S
S

o) T % q .
J. [supr%_lf‘m(r).f (p(y)dyl w(t)dt SC([ (pg(t)v(t)dt>p (1.6)

t>1

esitsizliginin her ¢ € M+ ((O, 00),l) icin saglanmasidir. (1.6) nin tam karakterizas-
yonu [20, s.17 ve s.34] te verilmistir. Tam ispatlar ve daha genis uygulamalar [20] ve
[21] de bulunabilir.

Bagka bir 6nemli maksimal operator f € M(R™) olmak iizere

£ xell
M — p.q ~ p.q
P,qf(x) sup ”)(Q”p,q 05x |Q|1/P

seklinde tanimlanir. Burada || - ||, , hormu

Q=

W= ([ o] )

olarak tanimlanan Lorentz normudur.

M, , operatorii ilk olarak Stein tarafindan [84] te diferensiyellenebilme teorisinde ug

nokta sonuglarinin elde edilmesi amaciyla aragtirilmistir. Daha sonra bu operator

baska arastirmacilar tarafindan [2, 61, 62, 67, 73] te calisilmustir.

[2] de interpolasyon yardimiyla Stein maksimal operatoriiniin artmayan yeniden

diizenlenme esitsizligi 1 < g < p igin
1

. 1 t a_,; \?
(Mpqf) (t)stl—/p< fo fr(@)izp dr)p (1.7)

seklinde elde edilmistir. [65] te bu sonu¢ daha genel maksimal oparatorler igin

gelistirilmistir.



(1.7) yardimyla goriiliir ki u,v,w € W(0,0) ve 1 < q < polmak iizere M,

oparatdriiniin A*(v) den A# (w) ya sinirliliginin karakterizasyonu

[e's) t ,3
(f (f f*(r)u(r)dr) w(t)dt)
o \Jo

esitsizliginin karakterizasyonuna denktir.

1

< < ] Oof*(t)“v(t)dt>a (1.8)
0

|~

u € W(0,%) N €(0,%), b € W(0,) ve B(t) = [ b(s)ds olsun 0 < B(t) < oo,
t € (0, ) olmak iizere supremum igeren iteratif Hardy tipli operator T, , her bir g €
M*(0, ) igin

u(t) *
Tur) = sup 7 fo 9By, t € (0,0)

t<t<o0
seklinde tanimlanmustir.

Yukarida bahsedilen (1.2), (1.4), (1.6), (1.8) esitsizliklerinin sol taraflariin T,

operatOriiniin 6zel bir halini igerdigi kolayca goriiliir.

Supremum igeren iteratif Hardy tipli operatdrlerin, Sobolev tipli esitsizlikleri
saglayan yeniden diizenlemeye gore degismez normlarin optimal giftlerinin
arastirilmasinda kaginilmaz oldugu gorilmistir (bkz. [55]). Bu operatorler, bir
Sobolev gdommesinde optimal bdlge normu olarak ortaya c¢ikan operatdrden
indirgenmis normun karakterizasyonu i¢in olduk¢a kullanmighdir (bkz. [72], [74]).
Ayrica supremal operatorler, 6rnegin [22, 19, 18, 76] de goriilebilecegi gibi, ug nokta

interpolasyon teorisinde 6nemli araclardir.

T, operatorinin negatif olmayan ve artmayan fonksiyonlar konisi tzerinde

agirlikli Lebesgue uzaylari arasinda sinirlilig, yani



[T f |l < Clfllpwoe), f € T*((0,); L) (1.9)

qw,(0,0)

esitsizligi [42, Teorem 3.5] te

u(®) (th(r)
o<t B Jy u@®

dr < o

ek sart1 altinda incelenmis, 0 < p < 1 < g < oo durumu arastirilmamis, 1 < p < oo,
0 < q <p <o, q#* 1durumunda ise sadece diskret kosullar elde edilmistir. [34] te
0 < p < 1 durumunda yeni indirgeme teoremi ispat edilmis ve bu teknik araciligiyla
(1.9) esitsizligi b =1 igin ¢oziilmis, fakat 0 < g < p <1 durumunda yalnizca
diskret kosullar bulunmustur. (1.9) esitsizliginin 0 < p < o0, 0 < g < o igin tam
karakterizasyonu [41] de yapilmistir (bkz., Teorem 5.1). Literatiirde, supremum
iceren agirlikli iteratif Hardy tipli esitsizliklerin karakterizasyonunun arastirilmadigi

limit durumlar1 bu tezde tamamlanacaktir.

Bu doktora tezi kapsaminda; X, n-boyutlu Oklid uzay: iizerinde tanimli, reel degerli
fonksiyonlarin bir kuasi-Banach fonksiyon uzay1 ve ¢: (0,0) — (0, ) olmak iizere,
yeni bir Mgy genellestirilmis kesirli maksimal operatorii tanimlanmis ve bu
operatorin AP (w) agirlikli klasik Lorentz uzaylar1 arasinda, agirlikli klasik Lorentz
uzaylari ile AP (w) zayif tipli agirlikli Lorentz uzaylari arasinda, zayif tipli agirlikli
Lorentz uzaylar1 arasinda smirliliginin incelenmesi hedeflenmistir. ¢ fonksiyonu ve
X uzay: bazi dogal kosullart sagladiginda, My x in bu uzaylar arasinda siirhiliginin
karakterizasyonu; My x in artmayan yeniden diizenleme fonsiyonu i¢in elde edilmis
kesin esitsizlikler yardimiyla, supremum igeren agirlikli iteratif Hardy tipli

esitsizliklerinin karakterizasyonuna indirgenecektir.

X uzay1 6zel olarak A*(b) agirlikli  Klasik Lorentz uzayi oldugu durumda ise
0 < a < o, b € W olmak lizere her f € IM(R™) igin

If %]l
My ey f (x): = sup 0 AT) (x € R™) (1.10)

oax  ¢(QD



seklinde tanimlanan Mg e,y genellestirilmis kesirli maksimal operatdriiniin

yukarida bahsedilen uzaylar arasinda siirliliginin tam karakterizasyonu yapilacaktir.

M g pa(py mMaksimal fonksiyonu, Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunu, kesirli

maksimal fonksiyonu ve bu operatériin literatiirde bilinen genellestirmelerini, Stein
maksimal operatoriinii ve diger maksimal operatorleri 6zel durumlarda igermektedir.

Gergekten,

e a=1b=1, ¢p(t)=t (t>0), icin Mypap) =M dir,

Y
e a=1,b=1 ¢@)=t"n (t>0), 0<y<nigin Mg papy = M, dir;
n-y
e a=s5b=1,¢p(t)=t=n L2 (t>0), 0<y<n A= (4yA,) € R?
igin Mg paqpy = Mg, 4 dir;

a_ 1
o a=q b{)=tr, p(t) = t? (t>0) igin Mg pep) = My 4 dir.
Bu nedenle tezde elde edilmis sonuglarin fonksiyon uzaylar1 teorisinde,

diferensiyellenebilme teorisinde, kismi tiirevli diferensiyel denklemler teorisinde ve

diger dallarda ¢alisan matematikgiler i¢in faydali olacag: diisiiniilmektedir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu tez boyunca ana parametrelerden bagimsiz satirdan satira degisebilen sabitler ¢ ve
C ile gosterilecektir. A > 0 sabiti igin a < Ab esitsizligi saglandigindaa < b ile
gosterilecektir. a < b ve b < a ise a ile b denktir denilecek ve a = b seklinde ifade
edilecektir. Kiip terimi ile ayritlar1 koordinat eksenlerine paralel agik kiipler

belirtilecektir.

X ve Y kuasi-normlu vektor uzaylari cebirsel ve topolojik anlamda esitse (kuasi
normlar1 denkse) X =Y ile gosterilecektir. X ve Y kuasi normlu iki vektér uzayi
olmak tizere X c Y ve her z € X i¢in ||z|ly < C||z|]|x olacak bigimde C pozitif
sayist mevcutsa X, Y ye gomilmiistiir denir ve X < Y ile gosterilir. GGmmenin en iyi

sabiti ||I]|x_y ile gosterilir.

(R, Z, w) keyfi bir 6l¢ii uzayi olsun; M(R) ile R deki tiim 6l¢iilebilir fonksiyonlarin
kiimesi, My(R) ile M(R) deki hemen hemen her yerde sonlu fonksiyonlarin

sinify, M (R) ile M(R) deki negatif olmayan fonksiyonlarmn sinifi gosterilecektir.

M* ((0,0),1), M*(0,0) da artmayan fonksiyonlar konisi olmak iizere,

M (R™), R™ de tiim negatif olmayan, radyal azalan fonksiyonlarin kiimesidir.

Yani

ML (R™) = {f € MR™): f (x) = (hlx]),x € R", h € M* ((0,0), 1)}

seklindedir.

Tez boyunca

(i()0-00=0, ©o/oc=0ve 0/0=0

(ip€[l, o]igin 1/p+1/p' =1

(i) 0 < g <p <ooldugunda 1/r =1/q—1/p

kabul edilecektir.
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Q, n>1 i¢in R" de olgiilebilir herhangi bir kiime olmak iizere, Q da negatif
olmayan lokal integrallenebilir fonksiyonlara agirlik fonksiyonu ya da agirlik denir.
Q da tim agirlik fonksiyonlarinin ailesi W(Q) ile gosterilir. Tez boyunca u, v, w ile

agirlik fonksiyonlar1 gosterilecektir.

w € W(A) olmak tizere LP (4, w) agirlikli Lebesgue uzay1

1P(A,w) = {f € MA): Ifllpw.a < )}

bi¢iminde tamimlanir. A iizerinde w = 1 olmasi durumunda LP(4,w) ve [|fll,wa

yerine sirastyla LP (A) ve ||f [, 4 gosterimi kullanilir.
¢:(0,0) — (0,00) fonksiyonu i¢in:
d(2t) < Dp(1), t>0

esitsizligi saglanacak bigimde bir D > 0 mevcutsa ¢, A, sartim saglar denir ve

¢ € A, ile gosterilir.

d(t1) < Ko(t,), (¢(t2) < K¢(t1)): 0<t; <t <

esitsizligi saglanacak bigimde bir K >0 mevcutsa ¢ kuasi-artandir (kuasi-

azalandir) denir.
Pty + t3) = d(ty) + @(t2) (¢(t1 +t3) < () + ¢(t2)), t1,t, >0
esitsizligi saglaniyorsa ¢ iist toplamsaldir (alt toplamsaldir) denir.

¢, fonksiyonunun sifirdan farkli degerler aldigi kiimenin kapanigina ¢

fonksiyonunun destegi (tastyicisi) denir ve supp ¢ ile gosterilir.
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Asagida verilecek lemma, A, sartin1 saglayan ve Kuasi-artan herhangi bir ¢
fonksiyonunun belli kuvvetten daha hizli artamayacagini gostermektedir (tersi dogru
degildir, bkz., [56]).

Lemma 2.1. [29, Lemma6.1.5] ¢ kuasi-artan ve ¢p € A, ise,

, 0<t<s<oo

ZOPNIO
- p

sP t
olacak bigimde C > 1 ve p > 1 mevcuttur.

Ispat. 0 <t <s <2t olsun. ¢ € A, oldugundan C = KD alinirsa her bir p > 1

i¢in

P(s) SK('bEZt) sc%

sb 14
olur. Genelligi bozmadan C > 2 kabul edilsin.

Eger 0 < 2t <s ise

d(s) = ¢ (% t) = ¢ (21092(%) t) < K¢ (2["’92(%)]“ t)

S log,D
t

< kplee@ g ey < kp(*920) g0 = kD G) ¢(0)

dir.p =log, D ve C =KD alinirsa ispat tamamlanir (Burada [-] ile tamdeger

gosterilmistir). ]

Lemma 2.2. ([57, 66]) ¢:(0,0) — (0,00) fonksiyonu verilsin. Eger ¢p € A, ve
¢(t)/t, (0,0) da kuasi-artan ise, (0, ) da ¢ ye denk pozitif konveks bir fonksiyon

mevcuttur.

12



Ispat. ¢(t)/t kuasi-artan oldugundan

t t
¢(1)SK¢(2), 0<t, <t,
4 iy

olacak bicimde K > 1 mevcuttur. Simdi

1 t/K
Y(t) = —f sup d0) ds, t>0
K 0o oO<t<s T

fonksiyonunu ele alalim. ¥ nin (0,0) da konveks oldugu kolayca goriilebilir.

Gergekten de bunu gérmek i¢in g, (0, ) da azalmayan olmak {izere

u

G(u)=f g(s)ds, u>0
0

fonksiyonunun konveks oldugunu gostermek yeterlidir. Konveks fonksiyon tanimin-

U +u
G(l 2

SE(G(u)+Gu)
1) <5 (6(w) + 6(w)

oldugu yani

(u1+uz)/2 Uy
j g(s)ds < f g(s)ds
u (

1 us+uy)/2

oldugu gosterilmelidir: ¢ monoton oldugundan

(u1+uz)/2 U +u, (u1+uz)/2
f g(s)ds<g ( ) f ds
Uq 2 Uq
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u; +uy\ (2 he
T
( (

u1+u2)/2 u1+u2)/2

dir.

Diger taraftan her t > 0 i¢in

t ¢ ()
VO =Sl =00
ve
(" ¢ (1) 2t ¢@ . 2O
o0 = [ o sz [ S5z 0= 000
dir.

¢ azalmayan ve ¢ € A, oldugundan Lemma 2.1 den,

ZOPR'IO

<
7 et O0<t<s

olacak bigimde € > 1 ve p > 1 mevcuttur .

Dolayisiyla

00 = ¢ (s7m5) () = @070 35)

dir. Boylece
P(t) < C2PKPT ()

dir. Sonug olarak iy =~ ¢ elde edilir ve ispat tamamlanir.
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Tanim 2.3. ¢: (0,0) - (0,0),0 < r < oo olsun. Her {t4, t,, ..., t,,} negatif olmayan

sonlu reel say1 kiimesi i¢in

(51)se(go0)

i=1
olacak bi¢gimde bir C > 0 varsa ¢, Q, sartini saglar denir ve ¢ € Q, ile gosterilir.

0<r<o olsun. ¢ € Q, ise ¢ € A, oldugu agiktir. Ayrica g: (0, 0) — (0, )

kuasi-azalanve w € Q, isew - g € Q, dir.

Gergekten, g kuasi-azalan oldugundan

g (Z tl-) <C miing(ti)

i=1

olur. Boylece, w € Q, oldugundan

cof§)(5) (51

i=1 i=1 =1
1
n T
<C (Z w(tl)r> min g(t;)
i=1

T

C (Z(w(ti) + min g(ti))r>

1
<c (Z(w - g)(m)

i=1

bulunur. Buise w - g € Q, oldugunu gosterir.
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3. ARTMAYAN YENIiDEN DUZENLEME

Bu boliimde, dagilim fonksiyonu, artmayan yeniden diizenleme fonksiyonu ve

maksimal fonksiyon, agirlikli olarak [4, Boliim 2] den yararlanilarak verilecektir.

3.1. Dagilim Fonksiyonu

(R, Z, u) keyfi bir 6l¢ii uzay1 olsun. Tez boyunca bu boliimiin sonuglar1 uygulanirken
cogunlukla R ile R™ ya da R™ in Lebesgue Olgiilebilir alt kiimesi, X ile R deki tiim
Lebesgue olgiilebilir alt kiimeler gosterilecek ve p olarak R™ de m Lebesgue odlgiisii

alinacaktir.

Tanim 3.1. u(A) > 0 ve B c A olacak bigimdeki her B kiimesinin 6l¢iisii sifira ya

da u(A) ya esit oluyorsa A ya u 6lgiistiniin atomu denir.

Eger her pozitif u 6l¢iilii kiime atom igerirse, u Olgiisiine atomik olgii ve (R, Z, u)
uzayina tamamiyla atomik uzay denir. Eger p Olgisiiniin hi¢ atomu yok ise bu

Olgiiye atomsuz olgli ve (R, X, u) uzayma atomsuz uzay denir.

Ornek 3.2. m, Lebesgue 6l¢iisii [a, b] deki her 6lciilebilir A kiimesinde atomsuzdur.
Ayrica her a € [0,u(A)] i¢in u(B) = a olacak bi¢imde bir B c A kiimesi

mevcuttur.
Gergekten, F(x) = m(A N [a,x)) seklinde tamimlh fonksiyon [a, b] de siireklidir.

Lebesgue 0lciisii sayilabilir toplamsal oldugundan ispati tamamlamak i¢in ara deger

teoremini uygulamak yeterlidir.

Teorem 3.3. (Sierpinski Teoremi) u atomsuz 6l¢ii olmak tizere her a € [0, u(R)]

icin u(A) = a olacak bicimde A € ¥ mevcuttur.
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Tamim 3.4. f € My(R, 1) olmak iizere
prD) =p{x €R: [f(x) >4}, 2120 (3.1)

fonksiyonuna f fonksiyonunun dagilim fonksiyonu denir.

Tamim 3.5. f € My(R, u) ve g € My(S,v) olmak lizere f ve g fonksiyonlarinin

dagilim fonksiyonlar1 esitse, yani
ur) =v,(1), 120
ise f ve g fonksiyonlar1 es dlgiilebilirdir denir.
Onerme 3.6. [4, Bolim 2, Onerme 1.3] £,9,f, € Mo(R, 1), (n=1,2,...) ve a

sifirdan farkli bir sabit olsun. u; dagihm fonksiyonu negatif olmayan, [0, ) da

sagdan stirekli, artmayan bir fonksiyondur ve asagidaki 6zellikleri saglar:

lgl < Ifl u=h.hy. = pg<up; (3.2)
tar(Q) = us(A/lal), 1z=0 (3.3)
Urrgy +23) < pr() +ug(A), A4, 4, 20 (3.4)
lf] < linrr_l)ior.}f Iful n—hhy = pu< “,{Eigfﬂfn (3.5)

Ozel olarak,

Il TIfl w=hhy. = pe T py
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Ornek 3.7. [4, Boliim 2, Ornek 1.4] {E ; }:_lzl, R nin sonlu dlgiilii ayrik alt kiimeleri

ailesivea, >a, >+ a, > a,y; = 0olmak ilizere

n

f(x) = Z a xg,(x), x€R (3.6)

Jj=1

negatif olmayan basit fonksiyonu ele alindiginda 1 > a, ise us(1) = 0,a, <1< a
ise ur(A) = p(Ey), az<A<a, ise us(A) = pu(EyL U Ey) = p(E)+ pu(E,) olur.

Genellenirse, (3.6) fonksiyonunun dagilim fonksiyonu

n
B = D M Xy ap@ , AZ0 (3.7)
j=1
dir. Burada
;
m; = Zu(Ei), i=12,..,n (3.8)
i=1
dir.

3.2. Artmayan Yeniden Diizenleme
Tamim 3.8. f € My(R, 1) olmak iizere [0, o0) da
ff@=inf{1=0: D)<t} t=0 3.9

seklinde tanimlanan f* fonksiyonuna f fonksiyonunun artmayan yeniden

dizenlenmesi denir.

Tez boyunca inf @ = oo kabul edilecektir. Boylece us(4) >t, A = 0ise f*(t) =
olur. Eger (R, ) sonlu dl¢ii uzayi ise pf dagilim fonksiyonu u(R) ile smirhdir ve
dolayisiyla t > u(R) oldugunda f*(t) =0 olur. Bu nedenle f* fonksiyonu
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[0, u(R)) de taniml1 kabul edilecektir. Eger i siirekli ve kesin azalansa f*, us nin
tersidir. Gergekten de genel bir f fonksiyonu i¢in 6ncelikle u; dagilim fonksiyonu
bulunup sonrada onun [0, o) da Lebesgue 6lgiisiine gore dagilim fonksiyonu m ;
hesaplanirsa f* fonksiyonu elde edilir. Bu durum, (3.9) ile dagilim fonksiyonunun

tanimi1 Ve artmayanliginin sonucu olarak
f () = sup {AZO : uf(/’l)>t}=m#f (), t=0 (3.10)

seklinde goriilebilir.

Ornek 3.9. [4, Boliim 2, Ornek 1.6]

(@) (3.6) da verilen basit fonksiyonun artmayan yeniden diizenlemesi (3.9)
tanimindan faydalanarak hesaplanirsa t > m5 i¢in f*(t) =0, m3 >t > m, i¢in
f*(t)=a3 ve my,>t=>m,; igin f*(t) =a, olur. Benzer bigimde devam

edildiginde, my = 0 olmak iizere,

n

f @ = Z 4 X[m;_,m)(E), €20 (3.11)

Jj=1

elde edilir.

Geometrik anlamda bakildiginda f* fonksiyonunu elde etmek igcin sadece f
fonksiyonunun grafiginde yer alan dikey bloklar azalan bi¢imde siralanmistir.
Sigcrama noktalarindaki  f* degeri sagdan siireklilik saglanacak sekilde

tanimlanmustir.
(b) Bazi durumlarda dikey bloklar yerine yatay bloklarla c¢alismak daha

kullanighdir. by, pozitif sabitler, Fj, sonlu 6l¢iilii ve F; c F, c --- C F, seklinde artan

bir kiimeler dizisi olmak iizere (3.6) basit fonksiyonunun
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FG) =) b tr, () (3.12)
k=1

seklinde yazilabilmesi i¢in (a) dan
bk = Qg — k41, Fk = U?=1 Ej, k= 1,2, o n

olmalidir. Bu durumda

n
F1® =) b Koy @, €20 (3.13)
k=1

bulunur.

€ f(x) =1—- e7*, (0 < x < o) fonksiyonunun Lebesgue 6lgiisiine gore dagilim
fonksiyonu,

0, 0<1<1
m®={5 131

seklindedir. Boylece
i) =1, t=>0

bulunur.
(d) f:[0,0) — [0, ©) olmak iizere

1-(x-12% 0<x<?2
f(x)—{ 0 , x> 2

fonksiyonunun Lebesgue 0l¢iisline gore dagilim fonksiyonu,

2V1 -4, 0<1<1

mf(’l):{ 0, a1>1
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olur. Buradan

wrn (1 —1t%2/4, 0<t<?2
f(t)_{ 0o t>2
bulunur.
(e) f:[0,00) = [0, ) olmak iizere
() = — >0
flx x4+ 1’ X =

fonksiyonunun Lebesgue dlgiisiine gore dagilim fonksiyonu,

o, 0<A<1
mm={5 33

olur. Buradan
f @) =1, t=>0

dir.

Onerme 3.10. [4, Boliim 2, Onerme 1.7] f,9,f, (R,u) € My, (n=1,2,...) Ve a
herhangi bir skaler olmak {izere, f* fonksiyonu negatif olmayan, [0, o) da sagdan

stirekli, artmayan bir fonksiyondur ve asagidaki 6zellikleri saglar:

gl <|fl u—hhy = g <f~ (3.14)
(af) =lalf” (3.15)
f+9) (i +t) < f @)+t g (), t,t; 20 (3.16)
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(fg)" (t1 +t2) < f7(t1) g7 (t2),

ozel olarak,

(f+9)" () < f(t/2)+ 9" (t/2),

(fg) @) < fr(t/2) g*(t/2),

|f| < liminf|f,] u—h.h.y. = f* <liminff,;
n—o0o n—oo

ozel olarak,

Il TIfl p—hhy = fi1f"

£ (1) <2, (@) < ) ve (£ () <8, (F1(8) < )

f ve f* es olgilidir

AfIP)"=(U"P, 0<p<co.

Not 3.11.

ux eR:|f) 2D =m{t=0: f*(t) = 4}

esitligi genel olarak saglanmaz. Ornegin,

22

ti,t; =0

t =0

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)



) =,

alimirsa f*(t) = 1 dir. Fakat

X
1+x

,u({xER:| |21})=0¢00=m({t201121})

oldugu gortiliir.

Not 3.12. “*” operatorii ne alt toplamsal, ne de alt ¢arpimsaldir. Yani

f+9)@® < frO+g7(0)
(fg) () < (1) g*(0)

esitsizlikleri her zaman saglanmayabilir.
Ornek 3.13. A ve B olciilebilir kiimeler, ANB # @, 0< u(4) < u(B) olmak

tizere f(x) = y4(x) ve g(x) = yg(x) alinirsa, her t > 0 i¢in

fr @) = X [o,u0a)) ()
ve

9°(0) = X [o i) (®
dir. Dolayisiyla

2, 0< t<u(4d)

ffO+g° @) =41 ud) <t <wuB)
0, uB) <t

dir.
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(f + 9 (x) = xa(x) + x5 (x)

oldugundan
2, 0< t<u(AnB)
F+9)@®=<{1 n(AnB)< t<u(AuB)
0, Uu(AuB) <t

dir. Buradan u(B) < t < u(A U B) olacak bigimde bir t i¢in

fF+9)@®)=120=f"(1)+g(t)

olur. Yani “*” operatorii alt toplamsal degildir. Benzer sekilde bu operatoriin alt

carpimsal olmadigi da gosterilebilir.

Teorem 3.14. (Teklik) [57, s.59] f fonksiyonu ile es Olgiilebilir sagdan siirekli tek

bir fonksiyon vardir.

Onerme 3.15. [4, Boliim 2, Onerme 1.8] f € My (R, 1) olmak iizere her 0 < p < oo

i¢cin
[ rdu=p [ #rw@ar= [ o (3.24)
R 0 0
saglanir. Ayrica p = o0 i¢in
ess sup|f(x)| = inf{A >0 : pr(d) = 0} = £*(0) (3.25)
XER

dir.

Yukaridaki 6nerme bir fonksiyonun LP normunun dagilim fonksiyonu ve artmayan

yeniden diizenlemesi cinsinden yazilisini ifade etmektedir.
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Lemma 3.16. [4, Bolim 2, Onerme 2.1] g, (R, u) de negatif olmayan basit

fonksiyon ve E, R nin keyfi p-olgiilebilir bir alt kiimesi olmak {izere

u(E)
f gdu Sf g (s)ds (3.26)
E 0

esitsizligi saglanir.

Teorem 3.17.[4, Bolim 2, Teorem 2.2] (Hardy-Littlewood Teoremi) f,g €
Wy (R, 1) olmak lizere

f fgldu < f £ ()g"(s)ds (3.27)
R 0

esitsizligi saglanir.

Tamm 3.18. (R, u) o-sonlu uzay olsun. Her f, g € My (R, 1) igin

[ s =sw [ Irglan (3.28)
0 R

esitligi saglanirsa (R, u) uzayna rezonant uzay denir. Burada supremum R de

tanimli g ile es Olgiilii olan tim § fonksiyonlari iizerinden alinmaktadir.
Benzer bigimde eger her bir f, g € M (R, p) igin
[ r©g©as = [ 1rglan (329)
0 R

esitligini saglayacak bigimde R de g ile es olgiilii bir g fonksiyonu mevcutsa, (R, u)

uzayina gii¢lii rezonant uzay denir.
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Lemma 3.19. [4, Bolim 2, Lemma 2.5] (R, 1) sonlu atomsuz ol¢ii uzayi, f €
Mo (R, 1) olsun. Bu durumda her t € [0, u(R)) igin

fE |fldu = fo tf*(s)ds (3.30)

esitligini saglayan u(E;) =t olcak bi¢imde bir E, Ol¢iilebilir kiimesi mevcuttur.

Ayrica E, kiimeleri t ye gore azalandir yani

0<s<t<u(®R) > E;CE, (3.31)
dir.

Teorem 3.20. [4, Bolim 2, Teorem 2.6] o-sonlu (R, u) uzaymin giiglii rezonant
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bu uzayin

(i) atomsuz uzay;

(if) tim atomlari es 6l¢iilii olan tamamen atomik uzay;

ozelliklerinden birini saglayan sonlu 6l¢iilii bir uzay olmasidir.

Teorem 3.21. [4, Bolim 2, Teorem 2.7] o-sonlu (R, x) uzaymin rezonant olmasi
icin gerek ve yeter kosul bu uzayin

(i) atomsuz uzay;

(ii) tiim atomlar1 es Gl¢iilii olan tamamen atomik uzay;

ozelliklerinden birini saglamasidir.

Asagida verilecek sonu¢ Teorem 3.20 ve 3.21 in bir sonucudur.

Sonug 3.22. [4, Boliim 2, Sonug 2.8] g-sonlu (R, u) o6l¢ii uzaymnin giiclii rezonant
olmasi igin gerek ve yeter kosul (R,u) niin rezonant olmast ve u(R) nin sonlu

olmasidir.
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3.3. Maksimal Fonksiyon

g fonksiyonu, dl¢iisii t sayisina esit olan bir E kiimesinin Karakteristik fonksiyonu

oldugunda (3.27) Hardy-Littlewood esitsizligi

1 1 rt
5 | = | F©ds ¢ e Mm@ ) (3:32)

esitsizligine doniigiir. Dolayisiyla |[f| nin t olgilii herhangi bir kiime {izerindeKi
ortalamasi, f* 1n (0,t) tizerindeki ortalamasini asmaz. Ayrica (3.32) nin sag
tarafindaki ortalama f* m t Ol¢ilii kiimeler i¢indeki ortalamalarinin en biliytgtdir
(Bu dogrudan f* in azalanligindan ya da (3.32) de (R, u) yerine ([0,), m) ve
f = f* alinarak goriilebilir). Bu sebeple, (3.32) nin sag tarafindaki fonksiyon

maksimal fonksiyon olarak adlandirilir.

Tamim 3.23. f € My(R, u) olmak iizere

t
£ () = % f fi(s)ds, t>0 (3.33)
0

fonksiyonuna f* 1n maksimal fonksiyonu denir.
f = f*" maksimal operatoriiniin bazi temel 6zellikleri asagida verilmistir.
Onerme 3.24. [4, Béliim 2, Onerme 3.2] f, 9,1 € My(R, 1), (n=1,2,..) ve a
herhangi bir sabit olsun. Bu durumda f** negatif olmayan, (0, o) da siirekli, artma-
yan bir fonksiyondur ve agagidaki ozellikleri saglar:

f*=0 o f=0 u—hhy. (3.34)

fr<f (3.35)
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lgl <Ifl u—hhy = g < f~ (3.36)
(af)™ =lal f (3.37)

Il TIfl p—hhy = f71f" (3.38)

Onerme 3.25. [4, Boliim 2, Onerme 3.3] o-sonlu (R, u) dlgii uzay1 ve t, u niin
gortintii kiimesi i¢inde bulunan herhangi bir pozitif say1 olsun, f € My (R, u) olmak

uzere:.

(@) (R, u) rezonant ise

1
F(6) = sup { f fldu: u(E) = t} (3.39)
E

(b) (R, u) gliglii rezonant ise

@ =7 [ Il (3.40)
E

esitsizligini saglayan p(E) = t olacak bigcimde E € R mevcuttur.

(3.39) yardimiyla

(F+9)" () == sup f £ GO + g(0ldu

t u(E)=t
1
<t sw ([ i [ 1g0ota)

28



1 1
<> sup f FOldu+= sup f 19(O)ldu
t we=t Jg t ue=t Jg

=f (O +g"®

dir. Dolayisiyla t, u niin gériintii kiimesinin igindedir ve (R, u) rezonant ise

(f+9" O =<7 +97® (3.41)

esitsizligi saglanir yani, “**” operatorii alt toplamsaldir. Ayrica (R, u) atomsuz uzay
ise Teorem 3.21den (R,u) rezonanttir. Eger uzay ayni zamanda sonsuz ise g niin
goriintli kiimesi [0, o) araligindadir ve dolayisiyla (3.41), her t > 0 degeri icin
saglanir. Aynm1 sonucun atomsuz sonlu uzaylar ic¢inde saglandigimi gérmek zor
degildir. Gergekten de, t, = u(R) sonlu ise 0 <t < t, araligindaki t ler i¢in
(3.41) hemen saglanir. t > t, ic¢in f*(t), g*(t) ve (f + g)*(t) sifir olacagindan

1 (fo to
fr@ = 7 fr(s)ds = n f (o)
0

to t

1 0
g O =~ g'(s)ds=—f"(t)
0

G+ O =1 [ G +oreas =20+ w
dir. Boylece, (3.41) esitsizligi t, iin saglandigindan
(F +9)"(0) = 2(F + )" (&)
<2 (£ (t0) + g™ (1))

=M +g7 @)
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bulunur. Yani (3.41) her t > 0 igin saglanir.

Keyfi 6l¢iilii uzayda maksimal operatdriin alt toplamsalligi ise [4, Boliim 2, Kisim 3]

te verilen “retract” yontemi yardimiyla atomsuz uzaylardan tiiretilebilir.
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4. AP(w)ve I'P(w) LORENTZ UZAYLARI

X reel bir vektor uzay1 olmak iizere,

1 |lx]| >0, x€X, x +0;
2. | Ax[[ = [Al lIx]l, 2 €R;
3. lxy + 220l < CUlxq Il + 2211 ), %1, x, € X olacak bigimde x; ve x, den bagimsiz

bir C > 0 say1s1 vardir;

sartlarim1 saglayan ||-||: X — [0, o) fonksiyonuna X iizerinde bir kuasi-norm ve

(X, ||']) uzayma kuasi-normlu uzay denir.

X kuasi-normlu uzay ||-|| kuasi-normunun tiirettigi topolojiye gore tam metrikle-

nebilir ise X e kuasi-Banach uzayi denir.
X Kkuasi-Banach uzay1 i, (R™) nin alt uzayi olsun. Eger

1. Hemen hemen her yerde pozitif bir u € X vardir;
2.g€eX ve f e My(R™) icin |f| <|g| h.h.y. olmas1 f € X ve ||fllx < llgllx

olmasini gerektirir;

ozellikleri saglanirsa X uzayma (R",dx) O0l¢ii uzayr lizerinde Kkuasi-Banach

fonksiyon uzayi denir.

X bir kuasi-Banach fonksiyon uzay1r ve 0 <r < oo olsun. Eger sonlu ve ayrik

destekli her {f;, ..., f,} © X fonksiyon kiimesi i¢in

n 1/r
(ZIIEIIQ) <c

n

N

i=1

X

esitsizligini saglayacak bigimde bir pozitif C sabiti mevcutsa X uzayma alt r-

kestirim uzay denir (bkz., [63]).
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Minkowski esitsizliginin bir sonucu olarak 0 < p,r < oo i¢in €P dizi uzayinin alt r-

kestirim uzay olmasi i¢in gerek ve yeter kosul v > p olmasidir.

X, IIllx), R™ de reel degerli, Lebesgue olgiilebilir, lokal integrallenebilir

fonksiyonlardan olusan bir kuasi-Banach fonksiyon uzay1 olsun. Eger
Lg'<f'vefeX=geXvelgllx <Ifllx;
2.m(A) <o = y, €EX;

3.0< fn T ve SUPyeN ”fn”X <M = f = SUPpeN fn € Xve ”f”X = SupneN”fn”X;

ozellikleri saglanirsa X uzayma yeniden diizenleme altinda degismez (r.i.) uzay
denir (bkz., [2]).

(R™, dx) tizerinde her bir r.i. X uzayi igin, (0, o) iizerinde

fex e freX Alflx=I1f"lz

ozelligine sahip bir r.i. X uzay vardir . Bu X uzaymna X uzayinin yeniden diizenleme

altinda degismez ilisikli uzayx denir (bkz., [4]).
X, r.i. uzaylarinin pek ¢ok 6zelligi, |E| = t olmak iizere
ox () = llxellx
bi¢ciminde tanimlanan ¢y temel fonksiyonu yardimiyla formiile edilebilir.
Giriste belirtildigi ilizere fonksiyonlarin artmayan yeniden diizenlemesi yardimiyla
tanimlanan uzaylardan en 6nemlileri klasik Lorentz uzaylari AP (w) ve I'?(w) ile bu
uzaylarin zayif tipli halleri olan AP (w) ve I'P"*(w) uzaylaridir.
Klasik ve zayif tipli Lorentz uzaylan bilinen pek ¢ok fonksiyon uzaylarini da igerir

(bkz., 6rnegin, [20]).
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Klasik Lorentz uzaylarinin en temel 6rnegi p, g € (0, oo] igin

P ={f eMR,W ¢ |Ifllpq <o}

seklinde tanimlanan uzaydir. Bu uzaylar arasinda parametrelere ve agirlik

fonksiyonuna bagli olarak asagidaki gibi pek ¢ok iliski mevcuttur.
Bu uzaylarin tanimlarindan AP (w) & AP**(w) oldugu kolayca goriilebilir.
Agirlik fonksiyonu 6zel olarak v(t) = t9/P~1, q € (0, o) alindiginda,
N (v) = LP4
oldugu goriiliir. Agirlik fonksiyonu v(t) = 1 oldugunda,
AP®(v) = LP®
dur. 7(t) = | toos_lv(s) ds, t € (0,0) seklindeki agirlik fonksiyonu i¢in,
') = AY(D)
oldugu Fibuni teoremi yardimiyla goriilebilir.
Benzer bicimde, #(t) = (1/p)V ()P~ *v(t) olmak iizere p € (0, o) igin
AP (V) = AV (D) ve TP (v) = I't®(D)
dir. Ayrica p € (0, o) ve her v agirlik fonksiyonu i¢in
I'P(v) o AP(v), AP(v) o AP*®(v) ve I'P(v)  I'P*(v)

dogrudur.
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Lorentz’in [64] teki ispatina gore ||*||sr(,) Nin p = 1 durumunda norm olmasi igin
gerek ve yeter kosul v nin artmayan olmasidir. ||*||sr(,) nin bir norma denk oldugu,
bagka bir deyisle AP (v) nin bir Banach uzayma denk oldugu, agirlik fonksiyonlar
sinifi ise daha genistir. p € (1,) i¢in AP(v) uzaymin bir Banach uzayma denk

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

t

tP foos_pv(s)ds < Cf v(s)ds, t>0 (4.2)
t 0

esitsizliginin t den bagimsiz C > 0 sabiti ile saglanmasidir (bkz., 6rnegin, [77]

Teorem 4]). (4.1) i saglayan v i¢in v € B, denir.

Diger taraftan A'(v) uzaymnin Banach uzayma denk olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

1l 1S
—f v(s)dsSC—f v(y)dy, 0<s<t (4.2)
tJo S Jo

esitsizliginin t den bagimsiz C > 0 sabiti ile saglanmasidir ([8, Teorem 2.3]). (4.2) yi
saglayan v igin v € By o, denir. v € By o, kosulu v € B; kosulundan daha zayiftir.
(4.2) kosulunun (4.1) in p = 1+ iken limit durumu olmadigi goriilmektedir.
p € (0,0) olmak iizere v € B, olmasi igin gerek ve yeter kosulun AP(v) = I'?(v)
oldugunu hatirlatalim (bkz., [1]). Sawyer [77, Teorem 4] te v € B, olmas: igin gerek
ve yeter kosulun

1

1 ’ —

t o/ rt/1 (s 1-p p'
d — d d )
<]0v(s) s) <j0 (Sjov(y) y) s) <Ct t>0

oldugunu gostermistir. Bu esitsizligin

1 1

t /1 (S v’ b’ t p
(L (ELv(y)dy) v(s)ds) <J;) v(s)ds) <Ct t>0 (4.3)
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esitsizligine denk oldugu kismi integrasyonla gosterilebilir. Buradan 6zel olarak (4.3)

kosulunun p — 1 + iken limit durumunun (4.2) oldugu kolayca goriilebilir.

Bilindigi gibi [|*||ypw), 0 < p < oo fonksiyonelinin Kuasi-norm olmas1 i¢in gerek ve

yeter sart W € A, olmasidir (bkz., 6rnegin, [12, sonug 2.2]). Burada
X
W(x) :=f w(t)dt, x>0
0

seklinde tanimlanir.

Gergekten: ||:[[apcyy Nin kuasi-norm oldugunu kabul edip f = x(x/2] V€ g =

X (x/2,x] Olarak alinirsa her x € (0, ) igin

WP (x) = ”)((O,x] ”Ap(w) =C (”X(O,x/Z] ”Ap(w) * ”)((x/z,x] ”Ap(w))

= 20WV/P (;)

esitsizligi saglanir. Yani W € A, dir. Tersi de dogrudur: W € A, oldugu kabul

edilirse,

I + gllavwy = ( ] "+ 9>*<t>”w<t>dt)%
= <Lm 15+ W(t)dt>%
® (Jm r (%)]p W<t>dt)% 4 ( J v o (é)r y (t)dt>%
([T O @) (b e @)
— I lancn + llgllapn

elde edilir.
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w, (0,00) da W € A,, W(o) = o saglanacak bi¢cimde bir agirlik fonksiyonu ise
AP(w), 0 < p < o uzay: bir r.i. kuasi-Banach fonksiyon uzayidir (bkz., ornegin,
[11, Bolim 2.2] ve [54]).

Onerme 4.1. ([54], Onerme 1) 0 < p < o0, w; Ve w, agirlik fonksiyonlar1 olsun.

Her bir f fonksiyonu igin

CHIfNlarawp < Nfllarewy) < Cllifllapcwy

esitsizligi saglanacak sekilde f den bagimsiz bir C sabitinin mevcut olmasi igin gerek

ve yeter kosul W; = W, olmasidir. Burada W;(t) = fot w; (t)dt, i=12, t > 0.

X bir vektér uzayr ve @ # M < X verilsin. M de olan vektorlerin tim lineer

kombinasyonlarimin kiimesine M nin gereni denir.

Teorem 4.2. ([54, Teorem 1]) 0 < p < oo ve W € A, olmak {izere AP(w) Lorentz

uzay1 #P dizi uzaymin izomorfik kopyasini igerir.

Ispat. I = (0,1] ve £ > 0 olsun. Gereni A?(w) de £P nin izomorfik kopyas1 olacak

bicimde ayrik destekli { f]} c AP(w) fonksiyon dizisi olusturalim.

j=1
ki =1,N3 N, > ky, by >0 ve bYW(27%) =1,bPW(2™™M) < /4

olmak tzere

f1 = Dby X(l_z—k1,1)

alinirsa

1 p 1/p
Ifillapwy = ( f bY x(o,z-k1)<t)w<t)dt) =(pfw ™)) =1
0
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ve

2-N1 2~N1

&
bY X(02-k) (W (D)t = bY W (27M) <

|

(fr ©)Pw(t)de = f

0

tur.

Zy = 0 oldugunu kabul edelim. Tiimevarim yontemiyle devam edilirse her bir

j=1.2,..1¢in
fi = b; X(1—2{=1 27ki,1-y) ! 27ki )’

fonksiyonunun

f}* = jX(o_z_kj)’

1/
1fill oo, = (BF (W@ ) =1

ve

2 €
[ Gorwod=pwey < k<t <k
sartlarin1 saglayacak sekilde {Nj};o:l, {kj};:l dogal say1 dizileri ve {bj};ozl pozitif

say1 dizisi bulunabilir. b; = W@7*)~VP, je€ N oldugundan b; < bj,, dir.

Yeniden diizenleme fonksiyonunun tanimi geregince

ijp - Z by’ X5,
=1 =1

olacak bigimde her bir j =1,2,.. i¢in |B;| =27% ve UjL;B;=(0,a),a <1

ozelliklerine sahip {Bj}jozl araliklar dizisi vardir.
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{a;} € ¢P, ||{ai}||§p =¥ la;? <1 olsun. Ny =0 ve C =max{2P~1,1} olmak

lizere
iaiﬁ - | (icﬁ) (Ow(t)dt
i=1 AP (w) i

I - * b

.. ZN Gafia+ ). afi| ©F wode
j=0"? i%)+1
® - * p

SZL (aj+1fj+1)*<%>+ 2 af; (é) w(t)dt
j=0 i#j+1

o -Nj *P

oS o o @+ 3 ) @
=072 M iz 1
62 j (a,+1f,+1) ()w(t)dt

*D
+ch af (%)W(t)dt
z¢]+1
dir. Buradan
iaifi p < Cifz JCT) ( )w(t)dt
i=1 AP (w) j=0"2
«D
5[5 ) @

l¢]+1

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin sag tarafinda bulunan integral ifadeleri ayr1 ayri

incelenirse: her bir j = 0,1, ... i¢in k;j,; — 1 > N; oldugundan

—N

Piyq = J;N (aj+1f1+1) ( )W(t)dt
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= |ajs|” f o D X (g k) OW (O
2

2~ Kje1—D)
p
ijW(t)dt

“Nj+1
dir. W € A, oldugu dikkate alinirsa

2~ (kjr—1)

-~ bl wt)dt < bf+1W(2—(kj+1—1)) < Kb]P+1w(2—kj+1) _K

olur. Dolayisiyla
P <Kla|", j=01
j+1 = j+1| J yLy e
dir.

la;| < 1,i € N oldugundan her bir j = 0,1, ... i¢in

*P *D
27Nj 27N

=] | X ah) (G)wwdes | ARG

i%j+1 i%j+1

dir. Ayrica, Yeniden diizenleme fonksiyonunun tanimi geregince

*D - j
Zfl = ZbleBi-l'zbleEi
i=1

i#j+1 i=j+2

esitligini saglayacak sekilde |E;| =27k, i =1,..,j 6zelligine sahip E; araliklari
vardir  ve Uiy, B; U U{zlEi de bir arabktir. kj,, —2 = kjp 1 — 1= Njyy

oldugundan,
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o (o)

U 2B,| < z 128,

i=j+2 i=j+2
o o o
=2 z |B;| <2 z 27ki <2 Z 271 = 2=(Kjr2=2) < 2=Njna
i=j+2 i=j+2 i=kj42

dir. Dolayisiyla her bir j = 0,1, ... igin

2—N]' (¢} t 2—Nj (¢}
f N E bP 15, (E)w(t)dt= f N E BY 325, | OW(t)dE = 0
2 Jj+1 A 2 Jj+1 e
i=j+2 i=j+2

olur.

N; > k; ve |E;| = 27% oldugundan XZEin(O,Z_Nj) < )((Olz—kj), i=1,..,j dir.

Buradan

Z_Nj ] ¢ Z_Nj ]
[ (Dt | (5 weode= [ (> bpxes, | wora
2 Jj+1 n 2 Jj+1 n
i=1 =1
J ,Nj
=3 | Bl Ow(de
= 2N l
J o ,Nj
= zf bPw(t)dt
i=1"0
—N:

J

2
< jj b}’w(t)dt
0

27Nj
— 7 *PD i i
=] j fi @w()dt <ig <3
0

olur. O halde Q, =0 ve Q;4; <&/2/, j =12, ..dir.
Yukaridaki esitsizliklerden her {a;} € €7, ||[{a;}|l,» < 1 igin
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o p [e) [e) (o)
af, <CK Y gl +¢Y =<k | gl +e
iJi = j+1 2j = j+1
i=1 AP(w) j=0 j=1 j=0
elde edilir.

Boylece her {a;} € ¢P, ||{a;}|l,» < 1 igin

- - 1/p

p
Zaifi < (CK)YP 2|aj+l| e
i=1 AP (w) j=0

dogrudur.

Dolayisiyla her {a;} € €P igin

(0e]

Z a;f;

i=1

< M|l{a;}|l.»
AP (w)

olacak bigimde bir M > 0 vardir.

Diger taraftan f; ayrik destekli ve |ax,+ Bxgl = lalxa+|Blxsg, ANB=0

oldugundan her {a;} € ¢P igin

0o p 0o 2—N]- * p
Yar =D A lwasial+]| Y ak] | ©f wod
i=1 APy =0 2 T i%j+1
00} Z_NJ
p ]
> Y lapl” [, fa@rw@a
27V j+1

ve N; < kj;q < Nj;; oldugundan
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—N :

J 27 Nj+1

2 1
| fina©Pw@de = | fra@rwode - |
ve boylece
= e\1/p
Daf]l  =(1-7) " el
=1 AP (w)

dir. Sonuncu esitsizlikte € keyfi oldugundan

Daf| = lHadlle
i=1 AP (w)

olur. Sonug olarak
Daf| o~ Hadlle
i=1 AP (w)

oldugu goriiliir ve ispat tamamlanir.

fir1(OPw(t)dt

Not 4.3. Yukaridaki teorem azalan w fonksiyonu ve 1 < p < co durumunda [23] te

ispatlanmistir (artan agirlik fonksiyonlari i¢in bkz., [6] ve [7]).

Teorem 4.4. ([54, Teorem 7]) 0 < p,r < o ve w, W € A, olacak bigimde bir agirlik

fonksiyonu olmak iizere asagidaki 6zellikler denktir:

(i) AP (w) alt r-kestirim uzayidir;

(i) W(t)/tP/7, Kkuasi-artandir ve r > p dir.
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Ispat. Teorem 4.2 den r > p dir. A?(w) nin alt r-kestirim uzay1 olmas: igin gerek

ve yeter kosul AP/"(w) nin alt 1-kestirim uzay1 olmasidir. Bu nedenle

AP(w), 0 <p <1, alt 1-kestirim uzayidir & W (t)/tP kuasi-artandir

ifadesinin gosterilmesi yeterlidir.

(i) = (i): W(t)/tP kuasi-artan olsun. Lemma 2.2 den W/P(t) konveks bir
fonksiyona denktir. Onerme 4.1 den, genelligi bozmadan W/P(t) konveks kabul
edilebilir. Ek olarak W/P(0) = 0 oldugundan W'/P(t)/t artandir. Dolayisiyla
W/P st toplamsaldir ([57, Sayfa 51]). Gergekten:

wWr(t, + t,) wlr(t, +t,)
2

WYP(t, +t,) =t

t, + &, t,+t,
WP (t,) WP (t,)
=t + t,
tq L

= WP (t,)) + WP(t,)

dir.
me(t) = [{x € R™|f(x)| > t}], t>0

olmak tlizere

0 1/p
1Fllapawy = ( jo w (m,«(t))d(tp))

dir. Gergekten:

o 1/p
If lapcwy = <] f*(t)pw(t)dt>
0

© () 1/p
< f f d(Tp)W(t)dt>
0 0

0 00 1/p
0 0
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1/p
f f X{mf(r)>t}d(1'p)w(t)dt>

1/p
.f f X{mf(r)>t}W(t)dtd(Tp)>

([ [ weoaaen)

1/p
( f W(mf(t))dap))
dir.

{fi}ie; € AP(w) ayrik tasiyicili f; lerden olusan herhangi bir kiime ise myn g =

Yizqmy, dir. WP nin iist toplamsallig1 ve ters Minkowski esitsizligi kullanilirsa,

j; ) (Wl/p myn (t)))p d(tp)>1/p

D 1/p
© n
f Wwi/p mei o || aw
0 i=1

p 1/p

Il
—

n

> wip () | den)

i=1

[ee]

c—

\Y
~

=

INGE

W d p = illAP (w
(O (s, () d(t )) ;HfIIA()

1l
=

i

elde edilir.
()= (ii):0<s<t<o, n=[t/s] igin

fi = X((l’—l)t it]: i=1,..,2n

2n '2n

olsun.
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AP (w) alt 1-kestirim uzay1 oldugundan C > 0 i¢in

t 1/p o 1/p
wir(t) = <f W(T)d‘[) = <f X(0.t] (T)W(T)d‘()
0 0

0 1/p
= ( f mo,t]*(r)w(r)dr) = [lx0.a®llp 0,
0

2n
N

i=1

2n
> €7 Y lfilavc
i=1

AP (w)

=Cc! Z wi/p (i> = 2C " nWwl/p (i>
. 2n 2n

olacak bi¢imde bir € > 0 vardir. Dolayisiyla W/P(t)/t Kkuasi-artandur.
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5. T,, OPERATORUNUN SINIRLILIGI

Bu boliimde supremum igeren iteratif Hardy tipli operatdrlerin agirlikli Lebesgue
uzaylar1 arasindaki sinirliligi artmayan fonksiyonlar konisi iizerinde incelenecektir.
Oncelikle (1.9) esitsizliginin 0 < p,q < oo durumunda ¢dziimii hatirlatilacak, daha

sonra p = oo veya q = oo durumlarinda karakterizasyonu yapilacaktir.
Asagidaki teoremlerde

V(x) = fxv(t)dt, x>0
0

kabul edilecektir.

Teorem 5.1. ([41, Teorem 5.1 ve 5.5]) 0 < p,q < cove u € W(0,00) N C(0, o)
olsun. b,v,w € W(0,0), 0 < B(x) < 0,0 <V(x) <oove 0 < W(x) <oo,x>0

kabul edelim.

T f | < Cllfllpwcoey, f € TMH((0,00); 1) 5.1)

q.w,(0,00)
esitsizliginin C en iyi sabiti ile saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul
()1 <p <q veA; + A, < oo olmasidir; burada

. u(r)]” * u(r)]? Yo B\ i
el se] v [ o] voe) ([75) o)

X

. e 1/p'
A, = il;(}))([xiup e )] W (x) +f [sup VZ—()] W(t)dt) (f V' (y) U(Yﬂ)’)
<T<00 t<t<oo 5

ve bu durumda C = A, + A,.
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(i) 1 = p < q ve By + B, < oo olmasidir; burada

q . q 1/q B
s ] v [ s 5] von) (an705)

_ u(r) 17 @ u(r) 1 1
v (| o] W+ [ | gy weow) v

ve budurumda C = B; + B,.

(i) max {q, 1} < p ve C; + C, + C5 + C, < oo olmasidir; burada

I 1/r
(] s 2O L @) (B v
" (fo (] Lo 5] o) s 5] ([ (7g5) voner)  woore

r 1/r

’ 1/p’
(7w u(y)]< ’<B(y))p )
G (f WP e) Lik‘fw LSE&B@) f Ty ") | wEdx

1/r

W(x)dx>

r/p’

q x
< f vp’(y)v(y)dy)
0

— o o u(t) q r/p (@)
e (J; (fx Liffoovz—(r)] W(t)dt> ngfwvz_(r)

T 1/r
- D1 (*y w
i (fo o s s (v o) W“‘“")

ve bu durumda C = C; + C, + C5 + C,.

(iv)g <1=pveD; + D, + D3+ D, < oo olmasidir; burada

1/r

. . q r/p q B r
o ([([ g weome) o 5] (s 565) o)

1/r

oo B r
o= ([ were| s [ sn 55 75| o)
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1/r

[°) o q r/p q
D, = ( [ ( [ Li?&%] W(t)dt> nggw;‘f—g)] VT(x)w(x)dx)

1/r

- u(y) '
D, = (fo WP o) LZ?& LS;‘BOO my)] V@] W(’”d")

ve bu durumda C = D; + D, + D3 + D,.

(V) p < min{q, 1} ve E; + E, < oo olmasidir; burada

q o q 1/q
E, == sup ([ sup %] W(x) +j [sup %] W(t)dt) sup 5

x>0 X<T<0 t<T<oo 0<ysx vi/p (Y)

/q
_ up(y) q/p © up(y) a/p 1 v
E, = ilig (Lz;lfm Vz—(y)] W(x) + Jx [tss;,lfm Vz—(y)] w(t)dt VP (x)

ve bu durumda C = E; + E,.

(vijg<p<1lveF, +F, + F; + F, < o olmasidir; burada

r/p Ur
(" O, 807)
& (fo wrrE) Liﬁfw LS;‘E’OOB(y) S VoY) | WO

(] u@] e @ u@y
T (fo ([ e 5] o) [am 5] e 5] woows

1/r

- r/p
Fy = (f W’/p(x)( sup [ sup ») V(T)) W(x)dx>
0

XsT<00 | TSYy<00 V2(y)

r/p

1/r
uP(y) q/p y
Li;*i’w Vz(y)] VTP w(x)dx

N N O
Fus (fo ([ [ 3] weoue)

ve budurumda C = F; + F, + F; + F,.

48

1/r



[41] de p = o veya q = oo durumlar arastirilmamustir. Bu durumlar igin (5.1) in

karakterizasyonu, Teorem 5.5, Teorem 5.6 ve Teorem 5.7 de verilecektir. Simdi bu

ispatlar i¢in gerekli teoremler [44] ten hatirlatilacaktir.

Teorem52. 0 < f <o, 1 <s < o olsun. T: M*(0,0) - M*(0,0) operatdrii

() T(Af) =ATf, 2= 0,f € M* (0, 0);

(i)3C>0 3 f(x) <gx)h.h.x € (0,0) = Tf(x) < CTg(x) h.h. x € (0,0);

(ii)3C >0 3 T(f+9) < C(Tf+Tg), Vf,g € M*(0,);
ozelliklerini saglasin. Bu durumda,
ITfllgw0.0) < Cllfllsp00),  f €IMT((0,00);1)

esitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul

(/)

ve

< C”h”sysvl—s'(o’oo), h e 9ﬁ+(0, 00)
B.w,(0,00)

ITL g w,c0,00) < €lllls0,00,00)

esitsizliklerinin dogru olmasidir.

(5.2)

(5.3)

(5.4)

Teorem53. 0 < B <o, 1 <s < o olsun. T: M*(0,0) - M*(0,0) operatdrii

(i)-(iii) sartlarin1 saglasin. Bu durumda (5.2) esitsizliginin dogru olmasi igin gerek ve

yeter kosul

1 X
)

B.w,(0,00)
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esitsizliginin saglanmasidir.

Asagida agirhikli  Hardy esitsizliklerinin ~ artmayan fonksiyonlar  konisinde

karakterizasyonu hatirlatilacaktir.

Teorem 5.4. ([44], Teorem 3.16) ||-|lx, MM*(0, ) iizerinde bir kuasi-norm ve
k(x,v), {(x,y):x =y =0} iizerinde negatif olmayan Olgiilebilir bir fonksiyon

olsun. Bu takdirde

S Clfvllewwy  f € MT((0,0);1) (5.6)

X

X
| kConroay
0
esitsizliginin dogru olmasi icin gerek ve yeter kosul

X k(x,y)d
A=f (x,y)dy
0

ess sup v(7)
7€(0,y) X

olmasidir. Bu durumda (5.6) nin en iyi sabiti C = A dir.
Simdi (5.1) esitsizliginin p = o0 veya q = oo i¢in ¢ozlimii verilecektir.

Teorem 55. 0 <p <o olsun. 0 < B(t) < o, 0 <V(x) <o, 0 <W(x) < oo,
x > 0 olacak sekilde b € W(0,),u,w € W(0, ) N C(0, ) agirlik fonksiyonlar
i¢cin

| T f|l < Clfllpyow, [ €M((0,0);1) (5.7)

oo,w,(0,00) T

esitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul
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()1 <pve G; + G, < o olmasidir; burada

X ! 1/ ’
o= [ [ ([[ G vorer)

Gy = sup( sup [sup w(T)] Vz(t)> (f Vp’()’)V(Y)dy)l/p,

x>0 ‘\xst<owo LO<7st
ve bu durumda (5.7) esitsizliginin en iyi sabiti C = G; + G, dir.

(i) p < 1ve H; + H, < oo olmasidir, burada

. ( < (t))) Ly
L ==sup| sup (B(y) sup | sup W(‘L’)]B V=P (x)

x>0 \0<y<x y<t<oo Lo<rst ®)

B
[sup w(T) u(t))vl/(px()x)

H, = su (su
2= b W LR "B

x>0 \xst<oo
ve bu durumda (5.7) esitsizliginin en iyi sabiti C = H; + H, dir.
Ispat. F, G € M*(0, o0) olmak iizere; F, artmayan ise

esssup F(t)G(t) =ess sup F(t) ess sup G(1)
te(0,0) te(0,0) T€(0,t)

dir. Benzer bi¢imde F azalmayan ise

esssup F(t)G(t) =esssup F(t) esssup G(1)
te(0,0) te(0,0) TE(t,0)

dir. Dolayisiyla

1T N0y = SUPWE) stp 25 f &by

XsST<00
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= sup< sup W(T)) sup

x>0 \0<7t=<x xsr<a>B( )

f F b dy
= sup< sup Mﬂ)%f fb(y)dy

x>0 \0<7t=<x

= sup W (x) f (»)b(y)dy (5.8)

x>0

dir. Burada
w( )-—( ())—“(’” >0
W= S By ¥

dir. Boylece (5.7) esitsizligi

1) 1/p
sup W (x) f(Y)b(J’)dy <C (j f”(y)v(y)dy) , fEMH((0,00);1) (5.9)
0

x>0
esitsizligine denktir.

(i) p > 1 olsun. Teorem 5.2 den (5.9) un saglanmasi igin gerek ve yeter kosul

sup w(x) ’ <]mh(r)dr> b(y)dy
0 y

x>0

o) 1/p
<C (f hp(y)Vp(y)vl‘pdy> ,h € M*(0,00) (5.10)
0

ve

o 1/p
sup W(x)B(x) < C ( fo v(y)dy> (5.11)

x>0

esitsizliklerinin saglanmasidir.
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Fubini teoremi geregince her bir x > 0 icin

fox (fyooh(r)dr) b(y)dy = fox <fyxh(r)dr> b(y)dy + fox <Lwh(r)dr> POy
_ fox h(1) <forb(y)dy> dr + .l:b(Y)dy <fxooh(T)dr>

- f “ROB@dr + B < f mh(r)dr)

dir. Buradan (5.10) esitsizligi

X

sup w(x) | h(r)B(t)dt

x>0 0
oo 1/p
<C (f hp(y)V”(y)vl‘p(y)dy> ,h € MH(0,00) (5.12)
0
sup w(x)B(x) fooh(r)dr
x>0 x

o) 1/p
<C ( j hp(y)Vp(y)vl"’(y)dy> ,h € M*(0,0) (5.13)
0

esitsizliklerine denktir.

Teorem 5.2 ten (5.13) ve (5.11) in saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul

oo

1/p
sup w)Bx)f(x) < C < f f”(y)v(y)dy> , fEIMT((0,);1) (5.14)
x> 0

olmasidir.

Teorem 5.3 den (5.14) iin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul
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1 X
sul(c)) w(x)B(x) Vz—(x),f h(D)V(t)dt
x> 0
o) 1/p
<C <f hp(y)vl_p(y)dy> ,h € M*T(0,0) (5.15)
0
olmasidir.

Boylece (5.7) esitsizliginin

sp g w0555 [ w0
1/p
<cC <j hP (y )<Bgy;> 1‘p(y)dy> ,h € M+ (0,0)
ulx) *
sup  sup wo |y | ROy

*®(h(y) P 4 v +
sc(jo <Wy)) vt ”(y)dy> ,h € M*(0, o)

esitsizliklerine denk oldugu gortiliir.

Hardy esitsizlikleri teorisinden bilindigi gibi son iki esitsizligin saglanmasi i¢in gerek

ve yeter kosul sirasiyla G; < o, G, < oo olmasidir (bkz., 6rnegin [58, 59, 69]).

(if) p < 1 olsun. (5.9) esitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosulun

sup <sup B(min{x, y}) < sup | sup W(T)] B(t))) VP (x) < o0

x>0 \ y>0 y<t<oo LOLT<t
oldugu bilinmektedir (bkz., 6rnegin, [40, Teorem 5.1, (V)]).
Her bir x > 0 i¢in
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. u()
Sup Blmintx,y) <y§?fw LA B(t))

= max{ sup B(y)( sup | sup w(r)]%),B(x) sup | sup W(‘L’)] B(t)}

0<y=x y<t<oo LOLT=<t x<t<oo LO<L7=<t (t)

oldugundan sonuncu kosulun H; < oo ve H, < oo kosullarina denk oldugu agiktir. []

Teorem 5.6.0 < B(t) <o, 0 < V(x) <o, 0 < W(x) < o, x > 0 olacak sekilde
b € W(0,), u,w € W(0,) N C(0, ) fonksiyonlar1 i¢in

[eyal < Cllflleow 00y f € TMF((0,0);1) (5.16)

oo, (0,0) —

esitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul

il f _BOMy \p )
x>0 \ Jo €ss supv(s) o<rx B( )
s€(0,y)

olmasidir. Ayrica (5.16) nin en iyi sabiti C = [ dir.

Ispat. (5.8) den (5.16) esitsizligi

sup< sup [sup W(T)]%) f fO)b(y)dy
0

x>0 \xs<t<oo LO<7=<t

< Cess supf (x)v(x),h € M*((0,0);!) (5.17)

x>0
esitsizligine denktir.

Teorem 5.4 de k(x,y) = b(y), x > 0 ve

_ u(®
IRl = sup( sup | sup w(n)| 5 | o)

x>0 \x<t<oo LO<7=t

55



alinirsa, (5.17) nin saglanmasi igin gerek ve yeter kosulun

* b(y)dy
i‘iﬁ foess sup v(s) [0<T<x (T)]B()

s€(0,y)

oldugu goriilebilir. ]

Teorem 5.7. 0 < g < o 0lsun.0 < B(x) < o, x > 0 olmak tizere b, v,w € W(0, )

veu € W(0,00) N €(0,) fonksiyonlari i¢in

| Tunfl < Clifllopom),  f € DM ((0,00);1) (5.18)

aw,(0,0)
esitsizliginin dogru olmasi icin gerek ve yeter kosul

q 1/q

] = jooo (@ (*_ bG)dy w(x)dx < o

xerbe B(D) Jy ess sup v(s)
se(0,y)

olmasidir. Ayrica (5.18) in en iyi sabiti C =~ J dir.

Ispat: Teorem 5.4 de k(x,y) = b(y), x > 0, ve

1/q
||h||X=( [ (sup 38 h(t)) w(x)dx)
0 xst<oco

alinirsa, (5.18) nin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosulun
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q 1/q

su w(x)dx < o
xsTfooB(T) o €ss supv(s) )
s€(0,y)

f°° u(m) (* b(y)dy
0

oldugu goriilebilir.
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6. AP(w) KLASIK LORENTZ UZAYLARINDA GENELLESTIRILMIS
KESIRLI MAKSIMAL FONKSIYON

F, tim pozitif ve sonlu 6lgiili kiimeler tizerinde tanimli negatif olmayan fonksiyon

olmak tizere F nin maksimal fonksiyonu

MF (x) = sup F(Q)

Q3x
ile tanimlanir. Burada supremum x i igeren Q kiipleri iizerinden alinir.

MF maksimal fonksiyonunun artmayan yeniden diizenleme esitsizlikleri Lerner
tarafindan [62] de verilmistir. Bodylece literatiirde arastirilmis maksimal
fonksiyonlarm yeniden diizenleme esitsizlikleri bilinen metodlara gére ¢ok daha basit
ve kisa sekilde elde edilebilmektedir. Bu sonucu ifade etmek i¢in once asagidaki

tamim verilecektir.

Tanmm 6.1. ([62, Tanim 1]) Sonlu sayida ikiser ayrik {Q;} kiiplerinin herhangi bir

min F(Q;) < CF <U Qi) 6.1)

i

koleksiyonu i¢in

olacak bi¢imde C > 0 mevcutsa F ye pseudo-artandir denir.

Simdi ileride tanimlayacagimiz genellestirilmis kesirli maksimal operatoriin Lorentz
uzaylarinda sinirliginin aragtirilmasinda 6nemli rol oynayan teorem hatirlatilacaktir.
Teorem 6.2. ([62, Teorem 1]) F pseudo-artan kiime fonksiyonu olmak iizere

MF)* <C F(E), 0
(MFY (O <C swp FE),  t> 62)
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esitsizligi (6.1) deki € > 0 sabiti ile saglanir. Burada supremum |E| > t/3™ olacak

bi¢imde sonlu oOlgiilii tiim E kiimeleri lizerinden alinir.

Ispat. myz(1) >t olacak bigimde t > 0 ve A > 0 alinsin. Lebesgue 6lgiisiiniin
regiilerliginden

|{x: MF (x) > A}| = sup{|K|: K c {x: MF(x) > A} kompakt}
dir.

|K| >t ve K c {x: MF(x) > A} olacak sekilde kompakt K kiimesi segilirse, her
x € K i¢in F(Q,) > A olacak sekilde x i igeren Q, kiipii mevcuttur. Vitali Ortii
lemmasindan (bkz., [86, 5.12]) U,ecx Q, € U;3Q; olacak bicimde {Q;} © {Q,}xex

sonlu ayrik kiipleri mevcuttur.

Boylece

K| < <

e

X€EK

L

2

U 30,

Buradan |U; Q;| > t/3™ dir. (6.1) uygulandiginda

< ) 130l =3”Z|Qi| = 3n

ol

A<minF(Q) < CF <U Qi> <C sup F(E)

; |E|>t/3™

elde edilir ve my;z(1) > t olacak bigimde tiim A > 0 lar iizerinden supremum

alinirsa ispat tamamlanir. ]

Not 6.3. ([62]) Teorem 6.2 den (6.1) kosulu kaldirilamaz. Gergekten: ¢, [0,0) da
siirl, azalan, ¢(o0) = 0 olacak sekilde bir fonksiyon olsun. F kiime fonksiyonunu

F(E) = @(|E|) olarak tanimlayalim.
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Herhangi bir ¢ > 0 sabiti i¢in (6.1) i saglamayacak bicimde {Q;} kiipler ailesi
bulunabilir. Mesela, R de Q; = (i,i + 1) x (0,1)™ 1,i € N Kkiipleri i¢in |Q;| = 1,
i € N dir ve bu kiipler ayriktirlar. Her bir m € N i¢in

1rsri1;r1}1F(Qi) = o) ve F(UZ, Q) = o(JUZ, Qi) = o410 = @(m)

oldugundan lim,,,,,, ¢(m) = 0 olmasi nedeniyle

m

o) = minF@)>cF(| | 0)=coom

i=1
esitsizligini m yi yeterince biiyiik alarak saglatmak miimkiindiir.

Ote yandan her bir x € R™ noktasini iceren {Q,} kiipler ailesini |Q,| —» 0 + olacak
bigimde alirsak MF(x) = lim ;o4 @(t) = ||@|lo oldugu goriilebilir. Yani MF =
lollo ve dolayisiyla (MF)*(t) = |||l dir. Diger taraftan sup|gs¢/3n F(E) =
@(t/3™) dir ve (6.2) esitsizligi hi¢ bir ¢ > 0 i¢in saglanmaz.

Not 6.4. ([62]) (6.1) i saglayan ve uygulamada onemi olan genel bir F kiime
fonksiyonu asagidaki gibi olusturulabilir. v herhangi bir negatif olmayan Borel
Olglisii olsun. w ve g, (0,00) da tanimli negatif olmayan fonksiyonlar, w alt

toplamsal, g kuasi-azalan bir fonksiyon olmak tizere

v(E)

FE) = G ) ED

(6.3)

olsun. {Q;} ayrik kiipleri igin

4= min—29)
(w91

olarak gosterilirse
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ol ) -l ()]
< ac (Zwm). D
c{gaeon)
{ga)-of

i i

elde edilir. Burada C, g nin kuasi-azalanliginin taniminda bulunan sabittir.

Boylece

<l v(U; Qp)
w-g)(1U; ;1)

olur. Yani F i¢in (6.1) dogrudur. Dolayisiyla F maksimal fonksiyonu igin (6.2)

esitsizligi saglanir.

Tammm 6.5. X, R"™ de tanimhi Slgiilebilir fonksiyonlarin kuasi-Banach uzay: olsun.
¢: (0, ) — (0,00) verilsin. Her bir fe X;,. = {f € My(R™): fx, €X, Q € R"}

i¢in

fx
My o f(0):= sup £ xelly

n 6.4
wsden: T ERY 64

seklinde tamimlanan Mgxf fonksiyonuna genellestirilmis kesirli maksimal

fonksiyon denir.

Bu tanimda supremumu alinan kiime fonksiyonunun pseudo-artanligi asagidaki

lemmada incelenecektir.
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Lemma 6.6. 0 <r <oove ¢ € Q, olsun.(R", dx) ilizerinde bir alt r-kestirim X
uzay1 verilsin. Bu durumda her f € X ve R" de her ikiser ayrik sonlu {Q j} kiipler

ailesi i¢in

IFxall,  lfxvel,
. L 1A 1A 6.5
"N Saen ~ C au.al (69)

esitsizligi saglanacak bigimde bir € > O sayis1 mevcuttur.
Ispat.

Xo.
_ el

)

olsun. ¢ € Q, oldugundan

(el oo (Ser) (S )< ()

olur. X, alt r-kestirim uzay1 oldugundan

1/r
(Dbl,) =

n
ZfXQi
i=1

= ”fXUiQi”X
X

dir. Buradan

(e

dir ve ispat tamamlanir. -

) <Irvall.
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Lemma6.7. 0 <r < oove¢ € Q, olsun. X, alt r-kestirim uzay1 olmak iizere

sup If xellx
|E|>t/3™ ¢(|E|)

(Myxf) ) <C (6.6)

her t > 0 igin (6.5) teki C > 0 sayzsi ile saglanur.

Ispat. Teorem 6.2 ve Lemma 6.6 dan ispat agiktir.

Lemma6.8. 0 <r < oo, € Q, olsun. X, r.i. alt r-kestirim uzay1 olmak iizere her
t > 0 icin
If X100l

6.7
¢ 0

(Mpxf) () <C sup

esitsizligi f ve t den bagimsiz C > 0 sabiti ile saglanir.

Ispat. Lemma 6.7 den

‘ If xellx
M (1) <C su
(M) ot S UED
_ ¢ sup N xe)llx
iel>t/3n PUE])
fxoepll+
o ap Wl
ig|>t/3n Q(ED
f X100+
¢ ap W00l

™>t/3" ¢(T)

olur.

¢ € Q, ve dolayisiyla ¢ € A, oldugundan
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£ x100|l5 If*x10,3m0) [l £ x100|l5
- X < — T ' X_r - X
iy T e YIRS - 6@
dir. Boylece (6.7) elde edilir. ]

Sonu¢ 6.9. 0 < a <r <o ve ¢ € Q, olsun. b € W(0,), B(0) = o0,B € A, Ve

B(t)/t%" kuasi-artan olmak iizere f € M,(R™) fonksiyonu igin

: o (" bmay)
(M¢:A“(b)f) (t) < Csrli}é)( 0 & )

esitsizligi saglanacak bigimde bir C > 0 sabiti mevcuttur.

Ispat. Teorem 4.4 den A%(b) alt r-kestirim uzayidir. Lemma 6.8 de X = A%(b)

alinirsa ispat tamamlanir. ]

Sonu¢ 6.10. 0 < g <p < oo ve f, R" de dlgiilebilir bir fonksiyon olmak tizere

. C t 1/q
(Mpqf) (®) < tl_/P<f0 (f*)q(}’)}ﬂ/p_ld)’>

esitsizligi saglanacak bigimde bir C > 0 sabiti mevcuttur.

ispat. a = q,b(t) =t9P~1,¢(t) =tV?P (t > 0) i¢in Mgy re@py = M, 4 Oldugunu
biliyoruz. B(t) ~ t9/? (t > 0) oldugundan B € A, ve B(t)/t?", r =p = q igin
kuasi-artandir. Ayrica ¢ € Q, oldugu aciktir. Dolayisiyla Sonug 6.9 kullanilabilir.

Buradan,
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* 1 T 1/q
(MP,Qf) (t) < Cili}?m(j; (f*)q(y)yCI/p—ldy>

elde edilir.

g artmayan oldugunda F(r)zrqi/p fOT g(y)dy?/? fonksiyonunun artmayan

oldugunu gérmek kolaydir: 0 < 7; < 7, < oo olsun

1 T2
F(TZ) = q_/pf g(y)dyQ/p
‘L'Z 0

T2

= —1 & a/p 1 q/p
—Tq/pj gydy?? + — KT g(y)dy
2

T1

q/p Tf/p

T,
Q/p_f g(y)dya/ +9(T1)T—p
2

Tq/p q/p
q/pf g»dy?’? +9(T1)Wf dy/p

Tq/p q/p
o f 9(y>dy"/”+—q/,, " f g»)dy/?

q/pf g dy’? =F(zy)

dir. Sonug olarak

1 T 1/q 1/q
i‘;%—/v(fo y *W)yq/"‘ldy) ( f (F @y 1dy)
olur. Dolayistyla
* 1/q
(Mpof) (O < 75 ( f (FHGyP- 1dy>
elde edilir. [
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Sonug 6.11. s € (0,2), ye(0,n), A = (4y,4s) € R? olmak iizere her f € M(R™)
ve her t € (0, ) i¢in

T 1/s
(Mg af)*(t) < C [supr"/"=107% (1) (f*)S(Y)dYI

>t 0

(6.8)
esitsizligi saglanacak bigimde n, s,y ve A ya bagli bir C > 0 sabiti vardir.

ispat. Giriste bahsedildigi gibi a =s, b =1 ve ¢(t) = t®V/npA(£) (¢ > 0)
igin My papy = Msya dir. w(t) =t¥/S ve g(t) = ¢7Y/"¢A (¢) (t > 0) olarak

alinirsa ¢ = w - g olur. w € Qg ve g kuasi-azalandir. Dolayisiyla ¢ € Qg dir.

Diger taraftan r = s aliursa, B(t) = t, t > 0 oldugundan B € A, ve B(t)/t%/" =
B(t)/t = 1 kuasi-artandir. Béylece Sonug 6.9 dan (6.8) esitsizligi dogrudur. ]

Simdi My x in artmayan yeniden diizenleme fonksiyonu icin alttan kestirimler elde

edilecektir.

Lemma 6.12 0 <r <o ve ¢ € A, fonksiyonu kuasi-artan olsun. X in r.i. uzayi

oldugunu kabul edelim. Bu durumda

1f* X100l

rad,l mn
50 , [ € M (R™)

(Mg.xf) (©) = ¢ sup (6.9)

esitsizligi her t > 0 i¢in f ve t den bagimsiz ¢ > 0 sabiti ile saglanir.

ispat. f € M (R™) ve |y| > |x| olacak bigimde her x,y € R™ igin

Ifxzomnll,

(Myxf)0) 2 Sz DD

66



dir. f radyal azalan oldugundan (fXB(O,lyl))*(t) = () x10,150,1ypp(t), t >0 dur.

Bununla beraber X r.i. uzay1 oldugundan

£ X150, 1yn0l
¢(1B(0,lyDD

(Myxf)(x) 2

dir. Boylece

£ xro180.1yn0l
(Moxf )02 Sup =B DD

1F* X0.wnlyim |l
= sup
yl>lxl  Plwnlyl™)
_ M I1f* X100l
1:>a)n|}:9)c|" (.b(T)

elde edilir. Yeniden diizenleme i¢in

f*(®) = sup essinf [f(x)|, ¢t € (0,00)
|E|=t X€E
(bkz., 6rnegin, [15, s.33]) formiiliinden faydalanilirsa,

(M¢,Xf)*(t) = |21|1=pt esxse}:_nf (ng,xf)(X)

= ess inf M N
xEB(o,(t/lar,ln)l/n) ( ¢.Xf)( )

£ x100l

= ess inf su
) T>wn|€cln ¢(T)

xEB(O,(t/wn)l/n

= ess inf su —”f*)([o,‘r)”)?
0ss<t 15 (D)

_w I 1005
o )

bulunur ve ispat tamamlanir. B
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Lemma 6.8 ve 6.12 nin kombinasyonundan asagidaki ana teorem elde edilir.

Teorem 6.13. 0 <p,q <o, 0 <r < wve ¢ € Q, fonksiyonu (0, o) kuasi-artan

fonksiyon olsun. X r.i. uzay alt r-kestirim uzay olmak tizere

(8) Mg x in AP(v) den AY(w) ye smurli olmasi i¢in yani
”Mcl),Xf”Aq(W) < C“f”Ap(v)' f € %(Rn)

esitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul

* [Wx100l; !
(fo [i‘i‘? 5@ W“””)

esitsizliginin her 1y € M™ ((0, ), ) icin dogru olmasidir.

1/q

oo 1/p
<C (J w(t)Pv(t)dt)
0

b) My x in AP (v) den A**(w) ye sinirli olmast i¢in yani
¢, Y y
Mo flljaeoy < CNlrey,  f € T(R™)

esitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul

[xro0ll @ Y
1/ Dy
stlig Wa(t) ilili::) o) <C <Jo w(t)pv(t)dt>

esitsizliginin her 1 € M* ((0, ), 1) igin dogru olmasidur.

(€) My x in AP®(v) den A (w) ye sinirli olmast i¢in yani
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”M¢,X f||Aq'°°(w) =< C”f”Ap’w(v): f € EIR(Rn)
esitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul

VX005
sup W/4(t) sup M < Csup VYt y(t)
t>0 >t (1) t>0

esitsizliginin her 1 € M* ((0, ), ) i¢in dogru olmasidr.

(d) Mg, x in AP (v) den A?(w) ye smirli olmast igin yani
1M fll yay < Clfllapeoey, — f € MR™)
esitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul

1/q

* [Wx10.0l, ! y
(fo [i‘i‘?W W@‘“> < CoupVHAOP©)

esitsizliginin her 1 € M™ ((0, ), ) i¢cin dogru olmasidr.

Simdi ana sonuglar verilecektir.

6.1. My pap - AP (v) > A9(w), 0 <p,q < oo Operatoriiniin Simrhhg

Teorem 6.14. 0 <p,q<oo, 0<a<r <o ve ¢ € Q, fonksiyonu kuasi-artan
olsun. 0 < B(t) < oo, t >0, B() = o0, B € A, ve B(t)/t¥" kuasi-artan olmak
lizere b, v,w € W(0, ) agirlik fonksiyonlari igin My pe(py Nin AP (v) den A?(w) ye

sinirli olmasi i¢in yani
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1Mp.000) fll gy < CMfllavey,  f € MAR™)
esitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul

”TB/cp“,blp ”q/a,w,(O,oo) < Ca”l/)”p/a,v,(o,oo) (6.10)

esitsizliginin her 1 € M* ((0, ), 1) i¢in saglanmasidr.

Ispat. Teorem 6.13 (a) da X = A%(b) alinarak ispat yapilir.

Teorem 6.15. 0 <p,g<o0, 0<a<r<ow ve ¢ € Q, kuasi-artan fonksiyon
olsun. 0 < B(t) < oo, t >0, B(0) = o, B € A, ve B(t)/t*/" kuasi-artan olmak
tizere b,v,w € W(0, ) agirlik fonksiyonlar1 i¢in Mg pap)y Nin AP(v) den A9(w)

ye sinirli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

(a<p<qveA; +A, <o olmasidir; burada

p—a

1 _r_ Da
_ _ o af *(By)\r—«
Ay = i‘ié’ <¢ ()W (x) +L d7I(t) W(t)dt) (L (W)’)) v(y)dy)

a a a p-a
- B ¢ e B(r) |a * p o \a
Az = sup (Lii‘fmw(r)rﬂ(r)] W("”L Lii‘fww(r)vzm Wwdt) (fo e ”)

ve bu durumda ||M g peq || ~ Ay + A, dir.

AP (v)— Al(w)

(i) « = p < q i¢in B; + B, < oo olmasidir; burada

1

B, = xsﬁ)p (d)_q (x)W(x) + foo(j)_q(t) W(t)dt>q <Os<l;lzx %)a
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Rl

B(7) B(7)

a B 7
B, = i‘i%’([xiffwa( Wi )] weo + | Lfﬁfmw( Wi )] Wm‘“) Vo)

ve bu durumda ||My aaqp || ~ B; + B, dir.

AP (v)— Al(w)

(iif) max{a, q} < p ve C; + C, + C3 + C, < oo olmasidir; burada

/ - a_ . »_ ey \¥
G = |\J; (f ¢ q(t)w(t)dt>p q¢_q(x) (fo (%)p aU()’Ml’) w(x)dx/l

prq L
/ [ ) p;Tam rq
1 [ A T (BO)\P-@ l
e= | | wrTeo| sup @ (r)(fo (o) v(y)dy) W |
\ l |
Cs
p—q
a quq q q(p-a) pa
= f [su aw(t)dt [su L]a<foﬁv>a(p_Q)w(x)dx
t<?¢a(r)v2() P TIOTZIc) VA
r—q

© q B(y) © » N\ -0 "
C, = fo Wo-a(x) x§E<poo [rf;lfwm] <f yp-a v) w(x)dx

ve bu durumda ||My aap) || ~ €1+ Cy + C3 + ¢y diir.

AP (v)— A1(w)

(iv)g < a =pveD; + D, + D3 + D, < oo olmasidir; burada

p—q

o= ([ ssomeoe) " svc0 ( sup P o)
=1 x¢ ®w(t) ¢~7(x) S Vi w(x)dx
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p—q

o q B (p_q_) .
D, = ( fo Wpr=4(x) L:gfw¢_“(r) (;l;grvgy;)] o W(x)dX>

p—q

q

Rl

%
= (fow ([ gl s e gt ZV“‘(zq‘”(’”W(”dx)

Pq

I B Rl ™)
D= (fo wrmto Lfffoo Lfffow“(y)vz(y)] (T)] Wmdx)

ve bu durumda ||Mg e || ~D, +D, +D; +D, dir.

AP (v)— AT(w)

(V) p < min{a, q} ve & + &, < oo olmasidir; burada

1

&, = sup <¢_q (OW (x) + jwdfq @®) W(t)dt>a sup B?(y)
x>0 x O<ys=x Vo (y)

1

1 q 1 q
a o0 a 1
E, = sug ([ fupooBi(yZ) W(x) +J t<sup Bi(yz)‘ W(t)dt) VP (x)
AT o)V () * T e(Ve(y)
ve bu durumda [| Mg, aev) [| oy naqy = €1+ €2 dir.

(Vijg<p<aveF, +F,+F;+F, < oo olmasidir; burada

p-q
—Pq__ pq
© g B() a(p-q)
= f Wr=da(x) | sup ¢~9(z)| sup — w(x)dx
0 XsT<00 o<y<t Vg(y)
p—q
rq
a(p-q)

_q
F, = (f (f d79(t) w(t)dt)p_q I sup BZ(T)
0 x 0<t=x Vp(T)

pq
¢ (x) w(x)dx)
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pq

pa_ a
. q
V5(r)> w(x)dx

B
|

1
f Wﬁ(x)< sup l sup Ba—(yz)
0 XST<00 ‘rsy<oo¢(y)V5(y)

1 pq

q P—q l q
w(t)dt) l sup 730((321)
=2 p()VE(Y)

F, = f <fm[ sup ()2]) Vﬁ(x)w(x)dx

Y2 0 ()VP(y)

ve bu durumda || Mg s || ~ F; + Fp + Fz + F, diir.

AP (v)— Al(w)

Ispat: Teorem 6.14 ve Teorem 5.1 den ispat yapilir.

6.2. My pa(p): AP (V) » AT (w), 0 < p,q < o Operatériiniin Smrhihg
Teorem 6.16. 0 <p,gq< o, 0<a <r <o ve ¢ € Q, fonksiyonu kuasi-artan
olsun. 0 < B(t) < oo, t >0, B(0) = o, B € A, ve B(t)/t*/™ kuasi-artan olmak

lizere b, v,w € W(0, ) agirlik fonksiyonlart i¢in My pa(py Nin AP (v) den A?*(w)

ye sinirli olmasi i¢in yani
”Mﬁb,/\a(b)f”/\q.oo(w) = C”f”Ap(v)' f € Em(Rn)
esitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul

”TB/qbabllJ”ooWa/q (0, oo) ”lp”p/av(o ) (611)

esitsizliginin her 1 € M* ((0, ); 1) icin saglanmasidir.

Ispat. Teorem 6.13 (b) de X = A%(b) almarak ispat yaplir.
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Teorem 6.17. 0<p,q< o, 0 <a<r <o ve ¢ € Q, fonksiyonu kuasi-artan
olsun. 0 < B(t) < o, t >0, B(0) = 0, B € A, Ve B(t)/t*" kuasi-artan olmak
lizere b, v,w € W(0, o) agirlik fonksiyonlar1 i¢in Mg pa(py Nin AP (v) den AT (w)

ye sinirli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

(1) a < pveG; + G, < oo olmasidir; burada

1 _p_ T
G wa(e) f"(B(y))P-a )d
:=sup| su — v
! x>Ig xst<poo (1) o W) i
[ 1 1 b—a
Wa@)Ba(t)|( [* 2 \P
Gzi=sup| sup ————— J Vp-ay
x>0 | x<t<oo (I)(t)VE(t) 0
dir ve bu durumda ||M g e cp) ”Ap(v)—>A‘7'°°(w) ~ G, + G, dir.
(i)p < ave H; + H, < oo olmasidir; burada
1
1 a(t) 1
H; =sup| sup Be(y)| sup V P(x)
x>0 \ 0<y=sx y<t<oo d)(t)
1 1
wa(t)|Ba(x)
H, :=sup| sup o I
x>0 | xst<oo VE(X)
dir ve bu durumda || M 4 pe(p) ||Ap(v)—>Aq'°°(w) ~ H; +H, dir.

Ispat. Teorem 6.16 ve Teorem 5.5 den ispat yapulir.
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6.3. My peqp) - AP”(v) > AT”(w), 0 < p,q < o Operatoriiniin Stmirhhig

Teorem 6.18. 0 <p,g< oo, 0 <a<r<o ve ¢ € Q,fonksiyonu kuasi-artan
olsun. 0 < B(t) < oo, t >0, B() = o0, B € A, ve B(t)/t%" kuasi-artan olmak
lizere b,v,w € W(0,0) agirlik fonksiyonlari igin Mgy ey NN AP*(v) den

A?®(w) ye sinirhi olmasi i¢in yani
||M¢,A“(b)f||Aq,oo(W) < Cllf llapeowy, f € MR™)
esitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul
||TB/¢a;blp ”oo,Wa/q,(O,oo) = Ca”l/}”oo,va/p,(o,oo)
esitsizliginin her 1 € M* ((0, ), 1) igin saglanmasidr.
Ispat. Teorem 6.13 (c) de X = A%(b) almarak ispat yapilir.
Teorem 6.19. 0<p,q< o0, 0<a<r<ow ve ¢ € Q, fonksiyonu kuasi-artan
olsun. 0 < B(t) < oo, t >0, B(0) = o0, B € A, Ve B(t)/t*" kuasi-artan olmak

lizere b,v,w € W(0,0) agirlik fonksiyonlari i¢in Mg ey Nin AP*(v) den

AT (w) ye sinirli olmasi igin gerek ve kosul

I == sup
x>0

* by N\ W)
<]o wor?) e S

olmasidir ve bu durumda | M ae ) || ~ [ dir.

AP (W)—>AT® (W)

Ispat. Teorem 6.18 ve 5.6 dan ispat yapilir.
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6.4. My paqp) : AP”(v) > A1(w), 0 < p,q < o Operatoriiniin Simirhhg

Teorem 6.20. 0 <p,g <o, 0<a<r<o ve ¢ € Q, fonksiyonu kuasi-artan
olsun. 0 < B(t) < oo, t >0, B() = o0, B € A, ve B(t)/t%" kuasi-artan olmak
lizere b, v,w € W(0, ) agirlik fonksiyonlar1 igin M ey Nin AP*(v) den A9(w)

ye sinirli olmasi i¢in yani
”M(j),A“(b)f”Aq(W) < Cllf Il apeo vy f € MR")
esitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul

||TB/¢a’bl,[) ” <c“ ”lp”oolva/p’(o,oo)

q/a,w,(0,0)
esitsizliginin her 1 € M™ ((0, ), 1) i¢in saglanmasidr.

Ispat. Teorem 6.13 (d) de X = A%*(b) almarak ispat yapilir.

Teorem 6.21.0<p,g<o, 0<a<r<o ve ¢ € Q, fonksiyonu kuasi-artan
olsun. 0 < B(t) < o, t >0, B(0) =0, B € A, Ve B(t)/t*" kuasi-artan olmak
tizere b,v,w € W(0, %) agirlik fonksiyonlar1 i¢in M4 pe(py Nin AP (v) den A?(w)

ye sinirli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

)\ e
J = (jo <x§;1<poo¢ (T)J Valr (y) y) W(x)dx> < ®

olmasudir ve burada ||My zap) ||Ap'°°(w)—>Aq(W) ~ J dir.

Ispat. Teorem 6.20 ve Teorem 5.7 den ispat yapulir.
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7. SONUC VE TARTISMA

Bu doktora tezi kapsaminda; X, n-boyutlu Oklid uzayi ilizerinde tanimli, reel degerli
fonksiyonlarin bir kuasi-Banach fonksiyon uzayr olmak lzere, yeni Mgy
genellestirilmis kesirli maksimal operatorii tanimlanmis ve bu operatoriin AP (w)
agirhikli klasik Lorentz uzaylari arasinda, agirlikli klasik Lorentz uzaylari ile
AP®(w) zayif tipli agirlikli Lorentz uzaylari arasinda, ve zayif tipli agirlikli Lorentz
uzaylari arasinda sinirliliginin incelenmesi hedeflenmistir. ¢ fonksiyonu ve X uzayi
bazi dogal kosullart sagladiginda, Mgy in bu uzaylar arasinda sinirliliginin
karakterizasyonu; My x in artmayan yeniden diizenleme fonsiyonu i¢in elde edilmis
kesin esitsizlikler yardimiyla, supremum igeren agirlikli iteratif Hardy tipli
esitsizliklerinin karakterizasyonuna indirgenmistir. Literatiirde, supremum iceren
agirlikll iteratif Hardy tipli esitsizliklerin karakterizasyonunun arastirilmadigi limit
durumlar1 da bu tezde tamamlanmistir. X uzayr 6zel olarak olarak A%*(w) agirlikli
klasik Lorentz uzay1 oldugu durumda ise M g pa(,) operatoriiniin yukarida bahsedilen
uzaylar arasinda simirliligmin tam karakterizasyonu yapilmustir. Mg aa(,,) maksimal
fonksiyonu, Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunu, kesirli maksimal fonksiyonu
ve bu fonksiyonun literatiirde bilinen genellestirmelerini, Stein maksimal
operatoriinii ve diger maksimal operatorleri 6zel durumlarda igermektedir. Bu
nedenle tezde alinmig sonuglarin fonksiyon uzaylari teorisinde, diferensiyellenebilme
teorisinde, kismi tiirevli diferensiyel denklemler teorisinde ve diger dallarda ¢alisan

matematikgiler i¢in faydali olacag: diislintilmektedir.

Son yillarda, bir ¢ok matematik¢i tarafindan harmonik analizin klasik
operatorlerinin, I' agirlikl klasik Lorentz uzaylarinda ve GI" genellestirilmis Lorentz
uzaylarinda incelenmesi yOniinde arastirmalar yapilmis ve bu uzaylarda bulunan
sonuglarin matematigin farkli dallarinda uygulanabilecegi gosterilmistir. Bu nedenle
tezde tanimlanan genellestirilmis kesirli maksimal operatoriin I' ve GI' uzaylarinda

siirliliginin karakterizasyonu ileride ¢oziilmesi hedeflenen problemlerdendir.
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