KIRIKKALE UNIiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
DOKTORA TEZi

KANTOROVICH TIPLI BAZI LINEER POZITIF OPERATORLERIN
YAKLASIM OZELLIKLERI

Miizeyyen OZHAVZALI

Ekim, 2014



ONAY SAYFASI
Matematik Anabilim Dalinda Miizeyyen OZHAVZALI tarafindan hazirlanan
KANTOROVICH TiPLi BAZI LINEER POZITIF OPERATORLERIN
YAKLASIM OZELLIKLERI adli Doktora Tezinin Anabilim Dali standartlarina

uygun oldugunu onaylarim.

Porf. Dr. Kerim KOCA
Anabilim Dal1 Baskani

Bu tezi okudugumu ve tezin Doktora Tezi olarak biitin gereklilikleri yerine

getirdigini onaylarim.

Dog¢.Dr. Ali OLGUN

Danigsman
Jiiri Uyeleri

Bagkan : Prof. Dr. Kerim KOCA
Uye (Danisman) : Dog.Dr. Ali OLGUN
Uye :Prof. Dr. Fatma Tasdelen YESILDAL
Uye :Prof. Dr. Oktay DUMAN
Uye :Prof.Dr. Ali ARAL

...1...[2014

Bu tez ile Kirikkale Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Yonetim Kurulu Doktora

derecesini onaylamustir.

Dog. Dr. E. Kamil YILDIRIM

Fen Bilimleri Enstitist Mudiri



Sevgili Egim Fatih’e, Oglum Burak
Can’a, Kizim llayda’ya....




OZET

KANTOROVICH TiPLI BAZI LINEER POZITiF OPERATORLERIN
YAKLASIM OZELLIKLER]

OZHAVZALI, Miizeyyen
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Doktora tezi
Danisman: Dog¢.Dr. Ali OLGUN
Ekim,2014,80 sayfa

Bu tez calismasi, modifiye Kantorovich tipli bir operatdriin yaklasim o6zelliklerini
incelemek icin dort bolimden olusturulmustur. Birinci boliimiinde ¢aligmaya temel
olan konu ile ilgili yapilanlar hakkinda bilgi verildi ve ¢alismanin amacindan
bahsedildi. ikinci béliimde tezde kullanilacak temel tanimlar, teoremler ve agirlikl
uzaylarda yaklasim Ozellikleri ile ilgili ihtiya¢ duyulan teoremler agiklandi. Tezin
tiglincli boliim orijinal olup bu bolimde modifiye Kantorovich tipli bir operator
tanimland1 ve bu operatoriin agirlikli uzaydaki yakinsaklik 6zellikleri incelendi. Son

boliimde ise sonuglar ve 6neriler verildi.

Anahtar kelimeler: : Pozitif Lineer Operatorler, Korovkin Teoremi, Agirlikli
Uzaylar, Siireklilik Modiilii, Kantorovich Tipli Operatorler,
Yaklagim Ozellikleri, Voronovskaya Teorem.



ABSTRACT

APPROXIMATION PROPERTIES FOR SOME LINEAR POSITIVE
OPERATORS OF KANTOROVICH TYPE

OZHAVZALI, Miizeyyen
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Ph. D. Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ali OLGUN
October, 2014, 80 pages

This thesis consists of four chapters in order to investigate the approximation
properties of a modified Kantorovich-type operators in polynomial weighted space.
In the first chapter, information which is what kind of studies were done about
fundamental of the subject for this study were given and the purpose of the study
was mentioned. In the second chapter, the fundamental definitions, theorems which
will be used in this thesis and theorems which are needed about the approximation
properties in weighted spaces on were explained. The third chapter of the thesis is
original and in this chapter, a modified Kantorovich-type operators in weighted
spaces were defined and the approximation properties of these operators were

investigated. In the last chapter, conclusions and recommendations were given.

Key Words: Linear Positive Operators, Korovkin Theorem, Weighted Spaces,
Modulus of Continuity, Kantorovich-type operators, Approximation
Properties, Voronovskaya Theorem.
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1. GIRIS

Yaklagim, Matematigin bircok dalinda oOnemli bir kavramlardan birisidir.
Matematiksel olarak anlamli iki ifadeden birinin digerine hangi sartlar altinda nasil
yaklastiginin belirlenmesi &nemli problemlerden birisidir. Oyle ki bu problem
Yaklasimlar teorisi olarak bilinen teoriye temel teskil etmektedir. Bir fonksiyon
dizisinin bir fonksiyona yakinsamasi, fonksiyon dizisinin ve fonksiyonun tanim
kiimesine bagli oldugu kadar, fonksiyon dizisinin ve fonksiyonun 6zelliklerine de
baghidir. Bununla beraber yakinsamanin noktasal ya da diizgiin olmasi da oldukga

onemlidir.

Yaklasimlar teorisi halen aktif calismalarin yogun olarak devam ettigi bir ¢alisma
alani olup, bu teorideki esas amag verilen keyfi bir fonksiyonu bu fonksiyona goére
daha basit ve daha kullanigh olan bir baska fonksiyon cinsinden gosterimini elde
ederek bu basit fonksiyonun Ozelliklerinden yararlanip karmasik fonksiyonun
ozelliklerini elde etmektir. Burada amag bir fonksiyon uzaymin elemanlarini belirli
bir noktada ya da normda, bu uzayin bir alt uzaymin veya daha iyi 6zelliklere sahip
bir uzayin elemanlarindan olusturulmus dizilerin limiti seklindeki bir gésterimi elde
etmektir. Cilinkii amag, koti Ozellikli elemanlar1 iyi 6zellikli elemanlara
yaklastirmaktir. Bu tip kullanisli 6zelliklere sahip elemanlar cebirsel polinomlar,
trigonometrik polinomlar, tam fonksiyonlar vb. seklinde siralanabilirler. Burada basit
fonksiyon olarak polinomlar dizisi kullanmak isleri hep kolaylastirmistir. Ciinkii
polinomlar matematikte en kullanigh fonksiyonlardan biridir. Ayrica Weierstrass,

1885’de kapal1 bir [a,b] araliginda stirekli olan her f fonksiyonu i¢in bu
fonksiyona yakinsayan bir {Pn (X)} polinomlar dizisinin varligint gostermistir. Bu

teoremin gelistirilmesi Lineer pozitif operatorler i¢in Yaklasimlar teorisinin temelini

olusturmustur.

Bu amagla ilk olarak 1912 yilinda Bernstein, n € N olmak {izere

Bn(f;x)zgf(gj(gjxk(l—x)"k, 0<x<1



operatdriinii tanimlamustir ve bu operatdriin [0,1] araliginda f(x) fonksiyonuna

diizgiin yakinsadigini géstermistir.

Daha sonralari ise P.P. Korovkin smirli araliklarda tanimli lineer pozitif operatorlerin
yaklagim ozellikleri ile ilgilenmis ve Yaklasimlar teorisinde temel teoremlerden biri

olan Korovkin teoremini vermis ve ispatini yapmistir.

Yaklagimlar teorisi yaygin olarak calisiimakta olup bilinen bazi temel operatorlerin
degisik sekilleri olusturularak cesitli fonksiyon uzaylarinin yaklasim o6zellikleri

incelenmeye halen devam edilmektedir.

1930 yilinda L.V. Kantorovich klasik Bernstein operatdrlerinden yararlanarak
K, =L[01]—c[o1] f €L [01] ve n negatif olmayan bir tamsay1 olmak iizere

k+1

K,(f;x)=(n +1):20(EJXI( (1—x)"" Tf (s)ds

operatdriinii insa etti ve gesitli caligmalar yapti [1]. Daha sonra bu operatoriin

modifiye sekilleri lizerine ¢esitli calismalar yapildi [2-6] .

Bu temel operatorler igerisinde en bilinenlerinden bir tanesi de Szasz-Mirakyan

operatoriidiir. 1941 de G.M. Mirakyan ve 1950 de Otto Szisz, x e[0,:0) ve

neN = {L2,3,...} olmak tizere

Sn(f;x):enxi@f(%J

o K

seklinde operatorii tanimladilar ve galismalar yaptilar[7,8].

Daha sonra Szasz-Mirakyan Kantorovich operatorii x € R, :=[0,:0), neN ve

f e C{mw} olmak tizere
n n

0
k=0

T.(fix)= “e”XZ(ijk %k kff (t)dt



seklinde tanimlanmistir[9]. Sonra birgok arastirmaci Szasz-Mirakyan operatoriiniin
Kantorovich operatoriinii  kullanarak degisik sekillerini olusturmus ve bu tip
operatorlerin  gok ¢esitli  Ozellikleri incelemislerdir [10-12]. Halen de bu tip

incelemeler devam etmektedir.

1.1. Cahilsmanin Amaci

Integrallenebilen fonksiyonlar icin yaklasim &zelliklerinin incelenmesi teorideki ana
caligma konularindan birisidir. Bu tezde daha 6nce Walczak[13] tarafindan agirlikli
uzaylarda incelenmis bir operatorii kullanarak, Kantorovich operatdriine benzeyen

halini tanimlayip boyle bir operator icin yakinsaklik 6zellikleri incelenecektir.

1.2. Kaynak Ozetleri

Bu ¢alismadaki temel kaynak Walczak tarafindan 2003 yilinda yapilan [13] nolu
caligmadir. Bu kaynaktaki temel operatéor goéz Oniine alinip, bu operatoriin
Kantorovich tipine benzer bir sekli olusturulduktan sonra, bu konuda daha dnceden
yapilmis diger ¢aligmalardan temel olanlardan [12,14-17] faydalanarak g¢aligmay1
orijinal olacak sekilde ortaya koymaya c¢alisacagiz. Tezdeki Materyal ve Yontem

bolimiinde verilen tanimlar [18-23] nolu kaynaklardan alinmistir.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Lineer Pozitif Operatorler ile ilgili temel kavramlar

Bu béliimde lineer pozitif operatorlerle ilgili bazi temel kavramlar verilip daha sonra

yaklagim 6zelliklerine bakilacaktir.

2.1.1.Sonlu Aralikta Siirekli Fonksiyonlar Uzay1

Tanmim 2.1.1. N bos olmayan bir ciimle ve R, reel sayilar cismi olsun. Eger
asagidaki sartlar saglaniyorsa Nye R iizerinde lineer uzay veya vektor uzay: denir.
i) N, + islemine gore degismeli gruptur.
i) VX,y e N ve «, f € R olmak {izere asagidaki sartlar saglanir:

a) axeN,

b) alx+y)=ax+py,

¢) xX(a+B)=ax+py,

d) (ap)x=al(xB)

e) 1x=x. Burada 1,R nin birim elemanidir.
Yukaridaki c) sartindaki + sembolii birinci tarafta R deki toplamayi; ikinci tarafta
ise Ndeki toplamayi1 belirtmektedir. d)deki carpma islemleri de sirasiyla ayni
kiimelerdeki ¢carpma islemleri ile aynidir.
Tanima dikkat edildiginde lineer uzay, N ciimlesi ve sirasiyla i) ve ii) sartlarin

saglayan toplama ve skalerle carpma doniisiimlerinden ibarettir.

Tamm 2.1.2. N bir lineer uzay olsun. | |: N — R fonksiyonun x deki degerini ||

ile gosterelim. Bu fonksiyon i¢in;

)l 20,



i) x| = 0> x =0,
i) oo = o

) s vl <+ 1y

sartlarin1 sagliyorsa || || fonksiyonu N iizerinde norm denir. Eger bir Lineer uzay

tizerinde norm tanimlanmigsa bu uzaya Normlu uzay denir.

Tamm 2.1.3.(Noktasal siireklilik) Ac R ve f:A— R bir fonksiyon ve ae A

olsun. f fonksiyonu a noktasinda siireklidir << V& >0 i¢in en az bir & >0 vardir

dyleki [x—a <5 = |f(x)-f(a)<edr.

Tamim 2.1.4. (Diizgiin siireklilik) Ac R ve f : A— R bir fonksiyon olsun. f

fonksiyonu A iizerinde diizgiin siireklidir << Ve >0 i¢in 36 >0 0yle ki |X —t| <o

esitsizligini saglayan VXt € A igin |f (x)- f (t)| <egdr.

Tamm 2.1.5. [a,b] aralig1 iizerinde tanimh ve araligin tim noktalarinda siirekli

olan fonksiyonlar uzay: C|a,b] ile gosterilmektedir.

Teorem 2.1.1(Weierstrass): Ve >0 ve f(x)eCla,b] igin 6yle bir P(x) polinomu

vardir ki, VX € [a, b] i¢in |P(X)— f (X) < & esitsizligi saglanir.

Baska bir ifade ile [a,b] arahiginda siirekli her f fonksiyonu icin f(x)e, [a,b]

araliginda diizgilin yakinsayan bir {P(X)} polinom dizisi vardir.

Weierstrass teoremine gore C[a,b] uzaymdan olan her bir f fonksiyonu igin sonlu

bir max| f (X) sayist vardir. Bunun bir norm oldugu gosterebilir. Gergekten

a<x<b



i) max| f (x) = 0,

ii)Eger f uzaymn sifir1 ise yani [a,b] araliginda f =0 ise o zaman bu fonksiyonun
maksimumu ayn: aralikta sifirdir. Diger yandan eger max|f(x)=0 ise o zaman
f =0 olur.

iii) a keyfi reel say1 olmak iizere

max|af (x) = |a| max| f (x),
iv) f ve g, [a,b]de siirekli iki fonksiyon olmak iizere Vx < [a,b] icin

£ (x)+g(x) <|f(x)+|g(x)

oldugundan

ma>b<| f(x)+g(x) < ma>b<(] f(x)+|a(x))
N < ma>b<|f(x)+mai(|g(x]

dir. Boylece norm aksiyomlari saglanir.

Cl[a,b] uzayinda norm;
R

ile gosterilir. Bu uzayda yakinsakligin diizgiin yakinsaklik oldugu da gosterilebilir.

Kabul edilsin ki C[a,b]de olan bir (f, (x)) fonksiyonlar dizisi [a,b] araliginda
f(x)e diizgin yakinsasin. Bu taktirde keyfi & >0 verildiginde 6yle bir N = N(g)
bulunur ki n> N oldugunda Vx [a,b] |f,(x)- f(x) <& esitsizligi, f(x)eCl[a,b]
oldugu ve dolaysi ile |f,(x)— f(x)Cl[a,b]dir. Weierstrass teoreminden dolay:
Syle bir x* e [a,b] vardir ki f,(x)— f(x) fark fonksiyonunun x”daki degeri [a,b]nin
diger noktalarmdaki degerinden biiyiiktiir. Ayrica X" e[a,b] oldugundan

f, (X)) = f(x)

:ma>é| f,(x)—f (X)| < & saglanir ve

|f

o= |C[a’b] <&, (n>N(g)) olur.



Cla,b]de olan (f,(x)) dizisi C[a,b] uzaymin normuna gére yakimsak olsun. Bu
durumda keyfi pozitif & sayisina gore dyle bir N bulunur ki n> N olan tiim bir
nlericin

max| f,(x)—f (X)| < & saglanir. Bundan dolay1 [a, b]de tim X ler i¢in

a<x<b

f(x")- f(X*)‘ <g,n=N esitsizligi saglanir. Sonug olarak, C[a, b] uzayimnin

normuna gore yakinsama, diizgiin yakinsamadir.

Diizgiin yakinsama ;
1,002 (0, N

seklinde gosterilir.

2.2.  Lineer Pozitif Operator

X ve Y bos olmayan iki fonksiyon uzayi olsun. Eger X den alinan herhangi bir f

fonksiyonuna Y de bir g fonksiyonuna karsilik getiren bir Lf = g seklinde L kurali

varsa bu durumda Lye X den Y ye bir operatér denir.

g(x) = L(f;x)

bi¢iminde gosterilir. X uzayr L operatoriiniin tanim bolgesidir ve X = D(L) ile
gosterilir. Bu durumda L(f;x)=g(x), Y uzaymin bir eleman1 olur ve bu sekildeki
g fonksiyonlar1 kiimesine L operatdriiniin deger kiimesi denir. Bu kiime de R(L)

ile gosterilir. Yani operatorler fonksiyonu fonksiyona doniisiimlerdir.

Tammm 2.2.1. f, ve f,, X uzaymnda herhangi iki fonksiyon, a ve S keyfi iki reel
say1 olmak {lizere L operatorii;
L(cof, + fF,;X) = oL (f;; X) + pL(f,;X) kosulunu gergekliyorsa L operatoriine lineer

operator denir.



Tamm 2.2.2. Negatif olmayan bir f fonksiyonu igin X* ={f e X : f >0},

Y' = {g eY:g= O} fonksiyon smiflarmi gdz oniine alalim. Eger X uzayinda

tanimlanan L lineer operatdrii X~ kiimesindeki herhangi bir f fonksiyonunu Y*

kiimesindeki bir pozitif fonksiyona doniistiiriiyorsa o taktirde bu lineer operatore

Lineer Pozitif Operatér denir. f >0 olmasi durumunda L(f;X)>0dur.

Lemma 2.2.1: Lineer pozitif operatdrler monotondur.

Ispat:

VX igin g(x) > f(x) ise g(x)— f(x)>0dwr. L lineer pozitif operatér oldugundan
ve operatoriin pozitifliginden L(g— f;x)>0dir. Yine operatoriin lineerliginden
L(g;X)—L(f;x)>0 olur. Dolayis1 ile L(g;x)>L(f;x) saglanir. Bu esitlikte L

operatdriiniin monoton oldugunu gdsterir.

Lemma 2.2.2: Eger L lineer pozitif operator ise
IL(f;x)| < LQf|;x)

dir.

Ispat:

X <aise —a<x<a oldugundan

—|(F5 < (F;%) <|(f;)

dir. L lineer pozitif bir operator oldugundan yukaridaki lemma (2.2.1) den dolay1

monoton artandir. O halde

L— (5% < L(f;%) < L(f|: %)



yazilabilir. L operatoriiniin lineerliginden
—L(f;)| < L(F;) < L( ;%)

esitsizligi elde edilir. Bu ise,

IL(f;x)| < LQf|;x)

anlamina gelir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Yaklasim teorileri ile ilgili en 6nemli teoremlerden Korovkin Teoremi asagida

verilmigtir.

2.3. Korovkin Teoremi

Yaklasimlar teorisinde Onemli bir yer tutan asagidaki teorem 1953 yilinda P.P.

Korovkin tarafindan ispatlanmistir.

Teorem 2.3.1 (P. P. Korovkin): Eger L, lineer pozitif operatérler dizisi [a,b]

araliginda;

L, (LX) 1,

i) L, (£ %) 2 X,

i) L, (t2; ) 2 X2 2.1)
kosullarini gergekliyorsa o taktirde C[a, b] uzayinda olan ve tiim reel eksende sinirl

herhangi bir f fonksiyonu i¢in n — oo iken
L,(f;x)2 f(x), a<x<b (2.2)
olur.

Ispat:

f fonksiyonu reel eksende siirli oldugundan tiim X ler igin



1 (x)| <M (2.3)

olacak sekilde M pozitif sayis1 vardir.

fe C[a, b] oldugu i¢in V& >0 sayisina karsilik 6yle bir 6 >0 vardir ki te R ve
xela,b]icin [t—x <& oldugunda
|f -f (X)| <& (2.4)

saglanir.

x,t e[a,b] oldugunda son esitsizlik f fonksiyonunun [a,b] araliginda siirekli
olmasindan dolayr gerceklenir. x e[a,b], t ¢[a,b] oldugunda ise aym esitsizlik f
fonksiyonu a noktasinda soldan ve b noktasinda sagdan siirekli bir fonksiyon
oldugu igin gergeklenir. (2.3) ve (2.4) esitsizliklerinden dolay1 her t e R ve X [a, b]
i¢in

|f(t)—f(x)|£g+25—'\f(t—x)2

esitsizligi gergeklenir. Ciinkii |t —X| < & oldugunda |f(t)— f(X)| <. Ayrica

2M

ya (t—x)* 20 oldugundan |f(t)— f(X)|<e+ 25—|\2/I (t —x)* saglanr.

(t—x)°

|t - X| >0 oldugunda ise >

>1 olacagindan i—hf(t —X)? > 2M saglanir. Bu

durumda & > 0 igin (2.4) esitsizliginde
[F @) — OO <|f )+ F ()|

<2M

<25—'\£|(t—x)2+g (2.5)

esitsizligi gerceklenir.

Simdi L, operator dizisinin (2.2) kosullarint sagladigini gosterelim. L in lineerligi
ve liggen esitsizliginden

L, () = £ OO =L, () = F(x):%) + F (L, &%) — f ()

10



<

L, (F (1) — £ 00 %))+ f]

L, @x) -1

Cla,b]

<

L,(f ) - £ Ol x)| +] f]

|Ln & x) _1”

Cla,b]
esitsizligi mevcuttur. Bu esitsizlikteki ikinci terim (2.1) den dolayz sifira yakinsar.
Yani,

I]

esitsizligini saglayan ¢ dizisi vardir. O halde

Clab] L&x-1<e, (h—>ow, g >0

L, (f:%) - f () <

L. (f® - f ) x)\ te, (2.6)

esitsizligi saglanir.

Simdi yukaridaki (2.6) ifadesindeki birinci terimi hesaplayalim. (2.5) esitsizliginden

ve lineer pozitif operatdriin 6zelliklerinden dolayi
2M
L (- 100kx)< Ln(8+?(t - X)Z;XJ
2M
=‘9"n(1?x)+?'—n((t—X)z;x)

=&, (LX) +25—'\£|[Ln (t%;x) - 2xL, (t; x) + XL, (L; x)]

=¢[L, (LX) —1]+<9+25—|\2/|{[Ln (t?;x) - Xz]—ZX[Ln (t; x) — x]+ x?[L, (L x) —1]}

=g+(s+25—'\gx2j[Ln @ x)—1]+25—|\f[Ln(t2;x)—xz]—45—l\fx[Ln(t;x)—x]

elde edilir.

x € [a,b] oldugundan

(o020 02 o D M
o o o

dir.

11



O halde C, = 25—'\2", C, = 2bC,, C, = £ +C,b? dersek

|Ln(t;x)—x”+C3

L, @x) -1

yazilabilir ve burada & >0 istenilen kadar kiigiik sayidir. Tanim(2.2.1),(2.5) ve

L|(F () - f(x)|;x)H <e+C,

Lr1(t2;x)—x2H+C2

(2.6) esitsizliklerinden dolay1 n — oo igin

L,|(F (@) = £ ()): X)Hc[a,b] -0

olur ve operatoriin monotonluk 6zelligi kullanilarak

IL,(f;%) - f()|—>0

elde edilir. Boylece istenen sonug elde edilir.

2.4. Agirhkh Uzaylarda Yaklasim

Korovkin Teoremi reel eksenin sonlu ve kapali araliklarinda verilmistir. Reel eksenin
tamaminda veya sinirsiz alt araliklarinda yaklagim kosullarini Gadjiev [8,9]
aragtirmistir. Agirlikli uzaylar icin Korovkin yeterli olmamaktir. Bu sebeple agirlikli

uzaylarda Korovkin teoreminin karsilig1 olarak Baskakov teoremi verilmistir.

Tamm 2.4.1. ¢(x) reel eksende siirekli monoton artan bir fonksiyon olmak iizere

p(X)=1+[p(x)] 2.7)

seklinde p fonksiyonu tanimlansin:

|f (X)| <M;p(x) M;>0 (2.8)
esitsizligini saglayan reel degiskenli ve reel degerli fonksiyonlarm kiimesi B, (R) ile
bu uzaydaki siirekli fonksiyonlarin kiimesi ise C (R) ile gosterilmektedir.

Yani

B, (R)={f :| f(x} <M, .p(x)}

C,(R)=1{f B, (R): f strekli]

12



seklinde ifade edilmektedir. B, (R) uzayinda, toplama ve skalerle ¢arpma islemleri
asagidaki gibi tanimlansin.
+:B,(R)—>B,(R)
(f,g)— f+g.
Bu durumda V¥x € R igin
(f +a)x) =[f(x)+ g(x)
<|f(x)+|g(x)
<M p(x)+ M, p(x)
olur ve bu esitsizlikte (2.4.2)den dolayi
(f+g)) = (M +M Jo(x)

elde edilir. Buna gore her f,g e B (R) icin f +geB, (R)dir.

F herhangi bir cisim olmak {izere

FxB,(R)—>B,(R)
(a, f)—> of

vx e R igin (a.f)(x)=a.f(x)

seklinde tanimlansin.

f eB,(R) ise (of ()=

dir. (2.4.2) ve (af )(X) o <aM, p( ) pr( ) oldugundan Vvf € B (R) icin

a € F olmak iizere (of ) e B, (R)dir.

B, (R)yukarida tanimlanan toplama ve skalerle ¢arpma islemlerine gére bir lineer

uzaydir. Bu uzayda norm

Il SUP“ X)I (2.9)
xeR ,0

seklinde tanimlanir. Bu norm ile B (R)ve C (R) lineer normlu uzaylardir. Burada
p fonksiyonuna Agwrlik fonksiyonu, B (R) ve C (R) uzaylarina ise Agwrlikli

uzaylar denir.

C,(R) uzayinda

13



lim lx):kf <o (2.10)

kosulunu saglayan fonksiyonlarin kiimesi C/';(R) ile gosterilir. C;(R) ve C,(R),

B, (R)nin alt uzayidir.

Lemma 2.4.1: C, (R)de tamml bir lineer pozitif operatérin C (R)den B, (R)ye

doniisiim yapmasi i¢in gerek ve yeter kosul

[L(pix)|, <M (2.12)

olacak sekilde M > 0 sayisinin bulunmasidir.

Ispat:

Once f €C,(R) olsun ve L:C (R)— B, (R) doniisiimiiniin var oldugu kabul
edilsin. Buna gére Vf € C (R) igin L(f;X)e B, (R)olur.

Ozel olarak M, >0 olmak iizere |p(X] < Ml.p(X) oldugu igin p(x)eC p(x) ve
L(p; x)e B, (x) olur. Bu ise (2.8) kullanilarak

IL(o;x) < M.p(x)

olacak sekilde M >0 sayisinin bulunmast demektir. Buradan

esitsizligi elde edilir. Boylece son esitsizlik,
f(x
SUp| ( X
xeR p(X)
olur.

< M olur. (2.8) kullanilarak, buradan ||L(p; me <M sonucu elde edilmis

IL(o; X)|p <M olacak sekilde M >0 sayisinn var oldugu kabul edildiginde

[F(x)

L(p; = <M
Lo me S‘Xl:’g (%)

olduguna gore

14



IL(0; %)
p(x)
elde edilir. Bu ise

IL(p; ) < M.p(x) (2.12)

anlamina gelir.

<M

f €eC,(R) oldugu icin (2.8)den dolay |f(x)<M,.p(x) olacak sekilde M, >0

vardir. Lineer pozitif operatorlerin monotonluk 6zelligi ve Lnin lineerligi

kullanilarak
IL(f;x) < L( ;%)= L[mp; xj = Il L(p;x)
P P
<M; L(p; X)
<M ,M.p(x)

elde edilir. (2.12) 6zelligi kullanilarak M (M =M, secilirse

(o5 x)} <M, p(x)

esitsizligi elde edilir ki bu da L(f;x)e B, (R) oldugunu ispatlar.

Lemma24.2:L:C,(R) — B, (R) lineer pozitif operatrii tanimlansin. Bu durumda

e, s, =ILGo: ), (2.13)
dir.
Ispat:

Operator normu tanimindan

L3,

L I A T
Hes-a, = 3, 1,
- sup [,
Lt 5x)]
L _ e
” ”CpﬁBp sflipl{iglg IO(X)

15



olur. Lineer pozitif operatdrlerin monotonluk 6zelliginden

L f|;x
U, 208 s It )}

[ta| %k p(x)

= sup {sup
2| xr  p(x)

< sup<sup
If],-1| xeR p(x)

- sup [sup 22Uy

I%],=1( xR p(X)

=[Lo:x), (2.14)
esitsizligi elde edilir.

Diger taraftan ||p||p =1 oldugundan

I, s, = supL(F;x)| = [L(oix)] (2.15)

I,

esitsizligi bulunur. (2.14) ve (2.15)den (2.12) elde edilir.

Teorem 2.4.2: go(x) reel eksende siirekli monoton artan bir fonksiyon olmak iizere

p(x)=1+ [(p(x)]2 agirhk fonksiyonu olsun. Bu durumda C_ (R) uzayindan B (R)
uzayina dyle bir {An} lineer pozitif operatorler dizisi tanimlanabilir ki, bu operatorler
dizisi i¢in

lim|A, (0 x)-¢°(x)] =0 v=012

seklindeki ii¢ sart saglanmasina ragmen Syle bir f~ eC ,(R) fonksiyonu bulunabilir
Ki;
IimHAn(f*;x)— £7(x) =1

N—o0! P
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olur. Bu Teorem Korovkin Teoremin’nin sonsuz boélgelerde gegerli olmadigim

gosterir.

Ornek 2.4.1. f eC[0,0) olmak iizere

An(f;x){f(x)+2—1n[f(x+1)—2f(x)+f(x—l)] 0<xs<n
f(x) x & [0,n]

seklinde tanimlansin.

o(x)=x ve p(x)=1+x olsun. A, lineer pozitif operatordiir.

1
A, (p;x)= p(x)+g[P(X+1)-2p(X)+ p(x-1)]  0<x<n,
px) x &[0,n]
An(,D; X)S 2,0(X) oldugundan (2.12) ya gore A,,C smifindan B ya bir doniisim

tanimlar.

Simdi Korovkin sartlarmin  sagladigini  gosterelim. A nin tanimi  geregince

A (Lx)=1ve A (t;x)=x oldugu agiktir.

An(tz;x)= x2+%[(x+1)2—2x2+(x—1)2] 0o<x<n,
X’ x ¢[0,n]

oldugundan N — o igin A, (t2 ; X): x*dir. Buradan Korovkin Teoreminin sartlari
saglandig1 gosterilmis oldu.
Simdi ise C,dan f"(x)=x*cosax fonksiyonu goz 6niine alindiginda,

f*(x)+2_1n[f*(x+1)_zf*(x)+f*(x_l)] 0<x<n,

f7(x) x ¢ [0,n]

A(F7ix)=

n
0 X ¢|[0,n

‘An(f*;x)—f*(x)': 2i|cosm<|(4x2+2) 0<x<n,
olur. Buradan
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= 2_1n XS;E)E:JCOS 7zx|(4x2 + 2)

_2n*+1
n

elde edilir ve buradan HAq(f*;x)—f*(xj‘p >1dir. Bu ise Agirlikli uzaylarda

Korovkin teoreminin sartlari saglanmasina ragmen yakinsamanin saglanmadigini

gostermektedir.

2.5 Baskakov Teoremi

1962 yilinda Baskakov, Korovkin teoremindeki f nin tiim reel eksende sinirli olmasi

kosulu yerine 1+x? fonksiyonuyla sinirli olmasi halinde de yine diizgiin
yakinsamasinin oldugunu ispatlamistir. Baskakov’un bu teoremi ve ispati asagidaki

gibidir:

Teorem 2.5.1 (Baskakov): f eCla,b] ve tiim reel eksende |f(x)|<M, (1+x?)
olsun. L, (f;x) lineer pozitif operatorler dizisi olmak iizere X e [a,b] igin
)L, (LX) 1,

iy L, (tx)2 x,

i) L, (t2;x) 2 %2 (2.16)
kosullariin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul

L, (f;x)2 f(x) (2.17)
olmasidir.

18



ispat:

1,x x* €[a,b] ve
[f ()| <M, (@+x?) (2.18)
kosulunu sagladiklarmdan dolayt L, (f;x)2 f(x) olmasi durumunda (2.16)

kosullar1 saglanir.

(2.16)deki kosullarin saglanmasi halinde L, (f;x)> f(x) oldugunu géstermek
ispat icin yeterlidir.
fe C[a, b] olsun. f fonksiyonu siirekli oldugundan Ve >0 i¢in 36 vardir dyle ki

t € (—o0,0) Ve X e [a, b] icin |t - X| < ¢ oldugunda

|f (t)—f (X)| <& (2.19)
saglanir. Eger |t — X| >0 ise % >1 olacagindan ( _5;( )’ >1 esitsizligi gecerlidir.
(2.18)den ve tiggen esitsizliginden
@) — f)|<M; @+t +1+x?)

=M, 2+t —x+x) +x?)

=M, (2+(t—X)* +2X(t = X) + X* + x?)

<M, (2+(t—x)* +2xt — X+ 2x°)

=Mf(t—x)2£5—22+1+2§+%2] (2.20)

2
olarak elde edilir. Burada K(x):[§+1+2§+% Jdir. vx e(a,b] igin

yukaridaki K(X)in sinirli oldugu aciktir. Ve > 0 igin (2.19) ve (2.20)den
fO)— f)[<e+M, (t—x)*K(x) (2.21)

yazilabilir. L operatorii (2.21) esitsizligine uygulanir, basit diizenlemeler yapilirsa
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L (fi)-f(] <

Lo(f () T (0¥

<L,(&;X)+ M K(x)L, ((t—x)?;x)

=L, () + M, K(X)L, (t%;%) - 2xL, (t; X) + X°L, (1; X) — 2x° + 2x? |

= L, () + M KONL, (%50 = x2 |- 2x[L, (&) — x]+ %2 [L,, (1 x) 1]}

elde edilir. Bu esitsizlik ise

Lo (80 = £, < lla (1539 1]
+ M KL, (1% %) = %2 |- 2x]L, (6 X) - x]+ x2[L, @4 x) ~ 1]}
seklinde yazilabilir. (2.21)den dolay1 yukaridaki esitsizligin sag tarafi n— oo igin

€ a esit olur. &da istenilen kadar kiigiik bir sayr oldugundan, Teoremin ispat1 elde

edilmis olur.

Lemma 2.5.1: Eger A, :C, — B, lineer pozitif operatorler dizisi igin n-— oo
oldugunda

HA](go“; X)— go”(x)”p —0 v=012

seklinde ti¢ sart gegerli ise, her bir f € C  fonksiyonu igin herhangi bir [a,b] sonlu

araliginda

lim sup]|An(f x)—f(x)=0 (2.22)

N=% xela,b

olur.

Teorem 2.5.2 : {An } lineer pozitif operatorler dizisi

IimHAn ((p” : x)— @’ (x)” -0 0=012

N—0! P

seklindeki ti¢ sart1 sagliyorsa, her f € Cf icin N — oo iken,

|Af 1] —0

olur.
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2.6 Sureklilik Modiilii

Tamm 2.6.1.(Siireklilik modiilii) Kabul edelim ki f,[a,b] arahginda tammh
stirekli bir fonksiyon olsun. Keyfi 6 > 0 igin

o(f;5) = sup |f(t)— T ()
[x-t|<5
t,xela,b]

seklinde tanimlanan fonksiyona f nin sireklilik modiilii denir.

Bazen bu gosterim yerine w(0) veya o, (9) gosterimi de kullanilabilir. @(f;9);

degiskenler farkinin en fazla 6 olmasi durumunda iki fonksiyon degerinin en fazla

ne kadar fark edecegini belirler. @, 6 nin bir fonksiyonu durumundadir ve & >0 igin

w( f;0) negatif olmayan bir fonksiyondur.

Lemma 2.6.1: w(f;o) fonksiyonu monoton artandir.

Ispat:

0<9, <98, olsun. Bu durumda |X—y|£52 kosulunu saglayan (X,y) say1

ciftlerinin kiimesi |X— y| <6, kosulunu saglayan say1 giftlerinin kiimesinden daha

kapsamlidir. Kiimelerdeki supremum kavrami goz Oniine almarak siireklilik
modiiliiniin tanimindan dolay1
o(f;0,) <wo(f;0,)

yazilabilir.

Lemma 2.6.2: Kabul edelim ki f, [a,b] araliginda taniml siirekli bir fonksiyon
olsun. Bu durumda

lim, ,, o(f;5)=0

dir.
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ispat:

f fonksiyonu siirekli oldugundan siireklilik tanimi nedeniyle Ve >0 igin bir 7 >0
vardir dyle Ki

|t — X| <n oldugunda | f(t)y—f (X)| < g dir. Siireklilik modiiliinde 6 <7 alindiginda
o(f;0) < edir. Yani

lim; ,, o(f;5)=0

olur.

Lemma 2.6.3: me N i¢in
o(f;md) <ma(f;0)
dir.

Ispat:

o(f:8)= sup |f(t)— f(x)
[x-t|<ms
t,xe[a,b]

ifadesinde t =X+ mh segilirse

o(f;ms) < sup [f(x+mh)—f(x)
LES

t,xe[a,b]

=‘ ?up | f(x+mh) = f(x+(m-1)h) + f(x+(M=2)h) +...+ f (x+h) - f(x)|
t,xsefa,b]

= sup Zm:[f (x+kh) = f (x+ (k =1)h)

w(f;ma)si sup |[f (x+kh)— f (x+(k -D)h)]

hj<é
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olur. Yukaridaki toplamin igindeki ifade siireklilik modiilii olmasi ile toplananlarin
sayist m tane oldugundan
o(f;mo) <ma(f;0)

esitsizligi elde edilir.

Lemma 2.6.4: 1 >0 reel sayis1 i¢in
o(f;0)<(A+Do(f;0)
dir.

Ispat:

m, Anin tam kismi olsun. O taktirde m<A <m+1 olur. @ siireklilik modiiliiniin
monotonluk 6zelligi ve Lemma(2.6.3)den

o(F;15) < o(f;(M+1)5)

o(f;(M+1)5) < (M+De(f;5) < (A +De(f;0)
olur. Dolayzst ile

o(F;18) < (A +Da(F;5)

olarak elde edilir.

Lemma 2.6.5: §, sifira yakinsayan bir dizi olmak iizere
ao(f;0,)=k;0,

esitsizligi saglanacak sekilde f(x) e bagl bir k, sabiti vardir.
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ispat:

Stireklilik modiiliinde ¢ i¢in bir alinarak

a)(f;l):a)(f;éicsn)

n

olarak yazilabilir. Lemma (2.6.4)den

a)(f;aién)é[giJrlja)(f;&n)

n n

3(1;5” Ja)(f;én)

n

olur. ¢, nin yakinsak bir dizi olmasindan dolayr &, +1<k seklinde bir k sabiti

vardir. O taktirde

w(f;1) S%w(f;én)

n

olur. k, = “’(: Y secildiginde

o(f:5,)2K,5,

seklinde istenen sonug elde edilir.

Lemma 2.6.6: f fonksiyonu [a,b] araliginda tanimli sl bir fonksiyon ise her
X, te [a, b] i¢in

[f(t)— f(X)|<o(f;[t—x)

dir.

Ispat:

Siureklilik modiiliiniin tanim1 ve Lemma (2.6.4) den

|f(t)—f(x)|£a)(f;@5)
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s(1+ t- |Ja)(f 5)
5

sonucu elde edilir.

Lemma 2.6.7: f fonksiyonu [a,b] araligimin tiim noktalarinda tiirevi simrli ise
w(f;0)<co

esitsizligi gergeklenir.

Ispat:

f fonksiyonu [a,b] araligimin tiim noktalarinda tiirevi sinirlh ise |f(X)| <M olur.

Ortalama Deger Teoreminden

) f(x

=)

olacak sekilde bir £ noktasi vardir. f'(&) =c olarak alinirsa
w(f;8) <ct-x<cs

elde edilir.

Tammm 2.6.2.(Agirhkh Siireklilik Modiilii) p(X):l+ x* olmak iizere, her
f eCk [0,0) igin

| f(x+h)— f(x)
Q(f:0)= su
(f:9) xzo,\h[\)sa‘ 1+(X+h)2

ifadesine f fonksiyonunun C/';[O,oo) uzayinda Agrlikli siireklilik modiilii denir.

Q(f;0) agirlikl siireklilik modiiliiniin, Tanim(2.6.1)de verilen siireklilik modiiliine

benzer 6zelliklerini asagidaki Lemma’da verildi.
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Lemma 2.6.8.[10,12]: f eCﬁ[O,oo) olmak iizere Q(f;0) fonksiyonu asagidaki

ozellikleri saglar.

1) Q(f;0) =0,
ii)Her f eCK[0,00) igin lim,_ . Q(f;5)=0dur,
i) Her me N i¢cin Q(f;md) < mQ(f;0) esitsizligi saglanir,

iv) Her 1€ R" igin Q(f;A5) <(1+1)Q(F;5) esitsizligi saglanir,

W[fM)- (x| < (1+(2x+t)2{¥+1j§2(f :5)dir.

Ispatlar:

i) |f (x+h)—f (XX >0,1+(x+h)* >0 oldugundan siireklilik modiiliiniin tanimi

geregince Q(f;0)>0dur.

ii) & >0 olsun. f eCk[0,00) oldugunda

f(x)

lim ) =k, <0
e p(x)

olacaktir. Buna goére Oyle bir X, >0sayis1 vardir ki, her x, >X,+dJ olsun. Bu

durumda

Q(f;0)= sup [fx+h)- fz(X]Jr su |f(x+h)- fZ(X]
0<x<x [h[<8 1+(X+h) x=x,,|h|<8 1+(X+h)

| f(x+h)- f(x)
< f’é‘ Su
a)[O,xl]( )+ xle,\ff\)Q 1+ (X + h)z

olur. x> x, olmak iizere

26



| flx+ )2—Kf +L)2—Kf
1+(x+h) 1+(x+h)
2 2 2
s£+| (L+x?)f (x+h) 1+X 1+X K, —K,

2 ‘(1+XZX1+(x+h)2)_(1+(x+h)2)Kf " 1+(x+h)’

£ 1ex* | f L 1+X
: +(1+ X+ h )‘(1+x) KoK 1+ (x+h)’

& ¢ 1+ x? ‘ ‘ 1+X

2 2 [+(x+h) 1+ (x+h)

1+x 1+x

o 1+ (x+h)’ ‘ f“l 1+(x+h) (2.23)

esitsizligi elde edilir. (2.6.1) esitsizliginde
1+x2 | |(x+hy =x?| | h(2x+h) |
e Geen) ) [l ) | (eny)

< ¢ oldugundan

1+ x?

- | < 5(2+ 8) elde edilir. Bu esitsizlik (2.23)e uygulandiginda
1+(x+h)

f(x+h)—f(x)<€+ N
1+(x+h)y | ‘Kf‘é(Z %)

olur. Buna gore
Q(F;6) <@y, (F:6) + & +|K, [ 5(2+5)
esitsizligi elde edilir. Bu durumda lim _ . Q(f;5)=¢ elde edilir ki £>0 sayisi

keyfi oldugundan ispat tamamlanmis olur.

iii)me N olmak iizere
| (x+mh)— f(x) = i f(x+kh)— f(x+(k-1)h

k=1

dir. Burada Q(f;d)nin tanimindan
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£ (x+mh)— £ (x| < mL+ (x+h)? Jo(f;5)
esitsizligi elde edilir. Buradan

| (x+mh)— I(x) < ma(f:0)
xolh<s 1+ (X + h)

bulunur.

iv) [Al< A<[[A]]+1 esitsizligine Q(f;S)mn i) ve ii) 6zellikleri uygulanarak
A e R" olmak lizere

Q(f; A5) < (1 +1)Q(f;5) sonucuna ulastlir.

V) Q(f;0) tanimindan ve iv) 6zelliginden

HOEMOE (1+ (x+Jt =) (@ +1]Q(f ) (2.24)

elde edilir.

t>x iken
(1+ (x +t— x|)2): 1+t?,x €[0,%0) oldugundan
L+ (x+[t— x| )< 1+ (2x + 1) esitsizligi elde edilir.

t < x iken

L+ (x+[t— x| )=1+(2x-t), x[0,) oldugu igin
(l+ (X + |t - X|)2 )S 1+ (ZX + t)2 olur. Buna gore (2.24) esitsizliginde bunu yazarsak
t-X

(1) - F(x)|< (1+(2x+t)2{7+1}2(f )

istenen esitsizlik elde edilir.
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2.7 Dogurucu Fonksiyonlar

Dogurucu fonksiyonlar, 6zel fonksiyonlarin tanimlanmasinda ve bu fonksiyonlarla

ilgili bir¢ok bagintinin bulunmasinda 6nemli bir yer tutar.

Tamim 2.7.1. Iki degiskenli bir F(x,t) fonksiyonu tnin kuvvetleri cinsinden,

F(x,t) = icn f(xt" (2.25)

seklinde bir seriye acilabiliyorsa, F(x,t) fonksiyonuna {fn(x)} fonksiyonlar
ciimlesinin Dogurucu fonksiyonu denir. (2.25) bagmntisinda c ler x ve tden

bagimsiz, nnin bir fonksiyonu olup degisik degisik parametreler igerebilirler.

Tamm 2.7.2.(Bilineer Dogurucu Fonksiyon) Uc degiskenli bir G(X,y,t)

fonksiyonu t nin kuvvetleri gore,
Gy =29, f, (), (V)" (2.26)
n=0

seklinde bir seriye agilabiliyorsa, G(x,Yy,t) fonksiyonuna Bilineer Dogurucu

fonksiyonu denir. (2.26) bagmntisinda g, ler x ve y degiskenlerinden bagimsizdir.

Tamm 2.7.3.(Bilateral Dogurucu Fonksiyon) Ug¢ degiskenli bir H(X,y,t)

fonksiyonu t nin kuvvetleri cinsinden,
H(xy,t)=2 h,f,(x)g,(y}" (2.27)
n=0

seklinde bir seriye acilabiliyorsa, H(X,y,t) fonksiyonuna Bilateral(ikili) Dogurucu
fonksiyonu denir. (2.27) bagintisinda h, ler x ve y degiskenlerinden bagimsiz olup

f, (X) ve g, (y)ler farkl1 fonksiyonlardir.
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Lemma 2.7.1:

mikanzinAknk (2.28)
n=0 k=0 n=0 k=

b) 33 B(k,n)=3 > B(kn+k) (2.29)
n=0 k=0 n=0 k=0

dir.

Ispat:

Diizlemde (k,n) dogal say1 giftlerinin olusturdugu bir nokta ciimlesi
D={k,n):0<k<ow, 0<n<ow, keN}

seklinde tanimlansin. Burada yeni indisler k= j,n=m-—j olarak almirsa D
climlesi

D' ={j,m):0<j<m, 0<m<o, meN}

climlesine doniisiir. Bu doniistim geometrik olarak su sekilde gdsterilebilir:

4
3
2
1
0 1 2 3 4 _bk

Sekil 2.1 Cauchy Carpim Formiilii Sekli

:{(k,n):OSk<oo, 0<n<oo, kEN},
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Sekil 2.2 Cauchy Carpim Formiilii Dontigiim Sonrast Sekli

D' ={j,m):0<j<m, 0<m<o, meN}
Buna gore

o0

kn:
=0

s

> A(,m-j)

j=0

MS

n

1l
o

k m

1l
o

yazilabilir. m, j indisleri yerine n,k indisleri konulursa (2.28) elde edilir.

b) Onceki esitlikte, A(k, n-— k) = B(k, n) alinmasi yeterlidir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1. Operatoriin Olusturulmasi

Szasz-Mirakyan operatorlerinin agirlikli uzaylardaki caligmalarindan biri de M.

Becker tarafindan 1978de yapilmustir[11]. Becker x e R, =[0,:0), p e N, olmak

lzere
@, (x)=1,  w,(x)= L+xP)*, p=1 (3.1)
C,= {f : f,R,da sirekli} olarak gosterdi ve o, fler R, dasmirli ve diizgiin

surekli olmak lizere bu kiime lizerinde

S, (fix)= e”*i(”x)k f(E) (3.2)

—~ k! n
operatoriiniin yaklasim 6zelliklerini inceledi. Bu kiime {izerinde normu:

[£1, =IO, =sup o, (x) F(x) (33)
olarak tanimladi. Becker yaptig1 ¢alismada X, > X; >0 olmak {izere, [xl, XZ]
arahgnda f €C_,peN,ve xeR, i¢in

lims, (f;x)=f(x)

ifadesinin diizgiin yakinsak oldugunu gosterdi[11]. Bu operatoriin modifiye sekilleri
[9,10,15,25] ¢alismalarda goriilebilir.

Daha sonra 2003 de Z.Walczak, (3.2) ile tanimlanan operatérii modifiye ederek

cesitli caligmalar yapti. Bu galismalardan birisi olan [13]de, C, olarak yukarida
tanimlanan uzay1 alip, C; = {f eC, f eC, } ile gosterdi. f eC igin w,(f;.)
alisilmus siireklilik modiilii seklinde, A, f(X) = f (x + h)— f(x), vh,x e R, igin
o,(f;Cit)= (it:gHAh f(.]‘p, teR, (3.4)
olarak tamimladi. Her f eC, teR, icin

lim o, (f;C,;t)=0

t—o
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oldugunu ve f eCj ve igin
col(f;Cp;t)s M.t

olacak sekilde M, >0 varhigm gz oniine alarak; re N,pe N, ve f €C  olmak

uzere
) 1 = (nx+1)* ( K+r j
fir;x)= f , XeR,,neN 3.5
A (firix) g((nx+1)2;r)kz_;‘ k+ry (n(xty) " -0 S (3.3)
operatoriinii tanimladi. Burada
e tk
t,r)= , teR 3.6
9( I’) kz_(;(k+r)! € Ry (3.6)
olup
r-1¢j
o0r)=1, g(t:r):%[et —zLj, >0 @
r! t i J!

dir. Bu operatériin 6nce momentlerini elde etti. Daha sonra o, = o, =1,
B., (r)=r""ler s—1. dereceden polinomlar, «ler s, j lere bagli ve B;,, a; ler

S, )

ise sabitler olmak iizere A, operatdrii igin

“le5srix)=[ x+ = IS L (a o+ £.,0) }
A (i) [ nj {; n(nx + 120 (nx+1)2(r—1)!g((nx+1)2;r)J

esitliginin saglandigini ispatlamistir. Sonra p € Ny, n,r € N olmak iizere

el

saglandigin1 gosterdi. Burada M, =M, (p,r) ve M, =M,(p,r)dir. Bu esitsizlikler

<M, ve VfeC,igin [A"(f;r) <M, |f] esitsizliklerinin
p

kullanilarak her peN, ve neN ig¢in An*lerin C,den C ye pozitif lineer

operator oldugunu gosterilmistir[23]. Ayrica, A: operatori icin

<M—24 oldugunu gosterdi. Burada

2
pe Ny, reN olmak iizere HAn*[(t_') ;r;-] <
n
p

@, (t)

M, =M, (p,r)dir. Daha sonra, A"i¢in reN ve peN, olmak iizere, Vf C}

icin M, EMS(p; r) vardir yle ki;
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HAn*(f;r;.)—f(.X‘ SMT‘ ” ve Vf eCl olmak tizere

HAn*(f ; r;-)— f(X‘ <M a)l(f C,; ) oldugunu gosteren yakinsaklik teoremlerini

verdi. Burada M, =M(p;r)dir. Bu teoremlerden Vre N ve f e C; ve peN,

olmak tizere lim

n—oo

‘An*(f;r;')_ f(’j‘p =0 ve HAn*(f;r;-)— fq‘ =0(%) oldugu

p

sonuclarini verdi. Son olarak da f e C; ve r e N olmak tizere VX > 0 i¢in
lim n{A"(f;r;x)— f(x){= T '(x) oldugunu gosterdi.
Bu tezde [13]de verilen operatorii kullanarak C uzaymda Kantorovich tipli degisik

bir operatoriin yakinsaklik 6zellikleri ile incelecektir.

3.2. A, Operatoriin Ozellikleri

C,(3.1) de tamimlan uzay ve feC,, peN, ve xeR, olsun. (a,) monoton

artan pozitif bir dizi ve lima, = o olmak iizere

n—o0

K+r+1

w 2k a,
A (F;r;x)= g((a X+1 )kz_; akX:rlg kjr f((an;l)]dt (3.8)
operatériinii tanimlayalim. Diger taraftan g(t;r)= g (kt: o teR,; g(0;r)= %
g(t;r)= tir[e‘ -~ ,Zl:?tTj'j t >0 olmak tizere (3.3),(3.4)deki 6zellikler saglansin.
Ayrica
1 <rl (3.9

g(tr)

dir. g(t;r) nin agthmindan

2 3
g(t;r)= [1 t vt +j

e @+r) (2+r) (3+r)
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1 t t?
- (ﬁ+ (@+r)r! i (@+r)2+r)r! " @+r)2+r)3+r)r i

t3

t3

1 t t?
- ﬁ(“ ) @rr)2en) GeneenGan

seklinde (3.9) esitsizligi kolaylikla goriiliir. A, oOperatoriiniin lineer ve pozitif

oldugu ise agiktir. Bu operatériin - Vp e Ny ve ne N olmak iizere C den C, ye

pozitif lineer bir operatdr oldugu [13,17] nolu ¢aligmalardaki gibi gosterilebilir. A,

operatoriiniin bu 6zelliginin gosterilmesi igin gerekli olan momentler ve ispatlar

asagidaki gibidir.

) ALrx)=1

dir.

Ispat:

Kolaylik olmas1 bakimindan g ((an X+ 1)2 ; r) =0, (X) gosterimini kullanalim.

AL x)=

K+r+1
= (a,x+1)% %
1dt
gnr kz(; (k+r) kj
) k+r+1
© ax+1 an
@Jnr kZi (crry A
_ 3 i(ax+1) k+r+1 k+rJ
gn,r (X) k=0 k + r)'
a, <(ax+)*1
5.0 (erp a,
I N C
002 (er)
(%)
=1
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elde edilir.

.. 1 1 1
i trx)=| x+— 1+ +
I A LX) ( aJ{ 2(a, x +1)° (anx+1)2((anx+1)2;rXr—1)!gn'r(x)
(3.11)
dir.
ispat:
k+r+1
= (a,x+1% %t
t; dt
AL 2 e J, B
et
= (@, x+17¢  t? a
gnr kZ::; (k+r) 2(anx+1)&
2 2
(k+r+1j _(k+rj
< ax+1 1 a, a,
gnr kZ; k+r)| 2 (a,x+1)
i (ax+1* "1 (k+r+1 2_ kr)
gnr )& (k+r) 2 a, a
1 °°(ax+1)2"‘1[ 1]
= 0 K+r)+=
a0, W ey L
1 = (a, x+1)*" 1 &(ax+1)**
= . n K+r
20 (0% (o) g0 ko <
1 &lax+1)*, 4 1 & (ax+1!
— n 1 n k
220, 0% Gk Y s &k ke o
;é/——J

Gn,r (%)

1

= (a,x+1)**
Z )

2an(anx+1)+an(anx+1)(r_1)!gn,r( ) a gnr

(k+r—1)

k=1
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(a,x+1)*"*

I S 1 i
2an(anx_'_]') an(anx+1)(r_1)!gn,r() a gnr( k=1 k+l’)!

—k+1

_ 1 1 | (ax+1)
2a,(a,x+1) a,(a,x+1)r-1)g,,(x) a

olarak elde edilir. Bu esitlik diizenlenirse, (3.11)deki sonug elde edilir.

i)

2. _ 1_ 2 2 1 1
At 'r’x)_(“ anj {“ (a,x +1)* +3(anx+1)4 ' (@nx+2)°(r—1)g,, (x)
(3.12)

dir.

Ispat:

k+r+1

(a,x+1)* % t2

t%;r 3 dt
Altirx)- gn, kz=(; k+r) o (ax+1)
K+r+1
X+ a

Z ak+r)!

gnr k:O (anX+1)2 k+r

i (@ X+ [ 1 (k+r+1 Y o(k+rY
gnr kO k+r 3 an a.n

5 i a,x+ 1" ( k+r)2+(k+r)+§j

gnr a‘n k=0 k+l')|

B 1 iax+l)2k2 (k+r)s
3a‘nz(anx—i_l) a gnr k k+r 1 a'nzgn,r( )k: (k+r 1)|
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—+

+

+

= + +
3a‘nz(anx-'_:l')2 anz(anx+1)2(r_l)!gn,r(x) an2 an2

2k-2
1

i a,x+1)

OOII—‘

a gnr k:O k+r)! a gnr

= (a,x+1)*? Y
()Z; —(k+r)

1 r 1 &G(ax+1)
el

anz(anx+l)2(r_1)!gn,r(x) a‘n2

1 r 2

+ +—+

3a,’(a,x+1) a(a,x+1f(r-1)g,,.(x) a,’

n

1

a,’(a,x+1f(r-1)g,,(x)

1 r 2

+

1 i(anx+1)2k+2 N 1
a‘nzgn,r (X) X=0, (k + r)! anz(anx +1)2 (r _1)!gn,r (X)
1 r 2 1 (a,x+1)°
2 2 + 2 2 + 2 + 2 + 2
3an (a X +1) a, (anx +1) (r _1)| gn,r (X) a, a, (r _1)| gn,r (X) a
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) (X +a_1nj2{1+ (a, x2+1)2 ’ 3(ani Y —1)!19,,,r(><)(1+ (anrx++11)2 H

{ (. r+1 . 1
3a,x+1)"  (a,x+1)'(r-1)g,,(x) (a,x+1)°(r-1)g,,(x)

elde edilir.

SV (N 0 b PR 5 L
" Al )( J {“ @x1F  (ax+) +4<anx+1>ﬁj

(3.13)

. 1 o1 +7 2r2+3r+zﬂ

(anx+1)2(r_1)!gn,r(x)(“ Aax+1)  2ax+1)

dir.
Ispat:
kersd
= (a,x+1)" % 3
A5 15x)= gnr kzz(;ak”) kjﬂ(an;l)f*dt
,
T b e

ap

iax+1)2k31 k+r+14_ ker)'
gnr )& (k+r) 4( a, a,

w 2k-3
2> (@x+1) [ k+r)3+g(k+r)2 +(k+r)+%}

gnr( X)a, k=0 k+r

1

=1+ +1+
4a,’(a,x +1)
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olup I, Il ve 1l hesaplandiginda;

1 &(ax+1)7*°

= & (karoay e

an g n,r (X) k=0

B r? 13 (a,x+1)
"2 0 0,0 a7g,, W ker-D)

|- r . 13 i(anx+1) -

ans(anx+1)3(r_1)!gn,r(x) a, g k=0 (k+r)!

r? r 1

2 (a0 -9, () a ax+1Nr—11g..(x)  a’g, ()=

o 2k-1
. 2 Z (a,x+1) 1

an?’(anx+1)(r—1)!gn,,() a,’g,, ()& (k+r- 1)' a,’(a,x+1)

r? r

a X+ (r—1g,. (x) a (ax+1Nr -9, (x)

s 2k+1
2 L2 (a,x+1) . 1

+
ans(anx+1)(r_1)gn,r(x) ansgn,r(x) k=0 (k+r)! a‘ns(anx_'_l)

k—k+1

. 2k+1
Z (@,x +1) (k+r+1)
an g iz (k+r)
r’ r 1 & (ax+1f*
= n K+r
PR PR R P 9 MR Py g ey o D B e Rl
= (@, x+1)%*" 2 2(a,x+1) 1
P Z S BT ey S PR M ey
i a,x+1)°" . 2 . 2(anx+1)Jr 1
an gnr X k=0 k+r) ana(anx+1)(r_1)!gn,r(x) an3 ans(anX"_l)

r? r

8 (ax+1(r—10g,,(x) a (ax+1fr-1)g,.(x)
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2k+1

iax+1) (k1)

angko (k+r)

r? r

2 (ax+1(r—10g,, (x) & (ax+1fr -1)¥g, . (x)

= (a,x+1)*" (a X +1)
Z n

a gnr k=0 k+r 1) an3
2 2(a,x+1) 1
+ 3 + 3 + 3
a, (anx+l)(r_1)!gn,r(x) a, a, (anx+1)
B r? . r+2 . (a,x+1)
a,’(a,x+1)°(r-1)g,.(x) a,’(a,x+1)r-1kg,,(x) a,’(r-1}g, (x)

= (a,x+1* L 3ax+l 1
Sl = ),
a 9., ()& (k+r- 1)' a a,’(a,x+1)

n

r2 .\ r+2 .\ (a,x+1)
a, (a,x+1)°(r-11g,,(x) a,’(a,x+1(r-21}g,,(x) a,’(r-1)g,,(x)

= (a,x+1)*"° 3(a,x+1) 1
+ +
Z ’ a’(a,x+1)

n

a gnr :0 k+r a

k k+:
r2 r+2 (a,x+1)

a,’(a,x+1)*(r - 1)!gnyr(x)+ans(anx+l)(r—1)!gn‘r(x)+an3(r—1)!gn‘r(x)

3
+(anx+1) 3(anx+1)Jr 1

a,’ a’ a’(ax+1)

n n

olarak elde edilir. Simdi ise Il. esitligini hesaplayalim.

i = 3 : )i(anx+1)2k3 (k1)

2a,°g,, (x) = (k+r-1)

ar - (xS
- k -1+1
20 e )90 | 2879, Z krrogy Tty

~ 3r i (a,x+1)*°
zans(anx+1)3(r_1)!gn,r() 2a gnr k:1 k+r—2)!

= (a,x+1)**

28,79, (x )i (k+r)

k— l

M
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3r 3
+
28‘ns(anx + 1)3 (r _1)| gn,r (X) 2an3(an X+ 1)(r _l)l gn,r (X)

i a x+1)2k - 3
2a *g,, (x)i= (k+r-2 2an3(anx+1)
B 3r N 3
(a X+1)3(r_1)!gn,r(x) 2an3(anx+1)(r_1)!gn,r(x)
=z (a,x+1)** 3

M

2a *g0 (X) (7 (k+r}  2a°(a,x+1)

k +2

3r 3 3 3
I = + + +
2a,’(a,x+1)*(r-1)g,,(x) 2a,’(a,x+1\r-1)g,,.(x) 2a,’(a,x+1) 2a,’(a,x+1)
3r 3 3

28 (ax+1)(r—1g,, (x) 28, (@x+1Nr—1kg, (x) & (ax+1)

olarak bulunur. Il1. esitlik hesaplanirsa;

- 2k-3
o 1 Z(anx+1)

8,9, (x)i7 (k+r-1)

1 1 &(ax+1)*?
=3 3 T Z
a, (anx+1) (r_l)!gn,r(x) a, gn,r( ) k=1 (k+r 1)‘
" 2%k-1

L1 Z(anx+1)

a,’(a,x+1)°(r-1)g,,(x) a,°g,,(x) = (k+r)

k—

xl\

+1

1
" a(ax 1 (1), (x) & (ax+1)

olur.

I.,11. ve lll. esitlikler birlestirilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

1

T+ ++—
4a ’(a,x+1)

1 r? r+2
= + +

4a,’(a,x+1)  a,’(a,x+1]'(r-1)g,,(x) a,’(@,x+1)r-1kg,,(x)

(a,x+1) +(anx+1)3 +3(anx+1)Jr 1
ans(r_l)!gn,r(x) a‘n3 a‘n3 an:;(an)(_{_l)
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3r 3
28, () (g, (x) 23, (@, x+1(r -1k, ()
3 N 1 N 1
a,’(a,x+1) a,’(a,x+1)°(r-1pg,,(x) a,’(a,x+1)

—+

_ 2r? +3r+2 . 1 . 2r +7 . (a,x+1)
2an3(anx+l)3(r_l)!gn,r(x) 4an3(a‘nx+1)3 2an3(anx+1)(r_1)!gn,r(x) ans(r_l)!gn,r(x)

(a,x+1 3(a,x+1) 5
+ 3 + 3 + 3
a, a, a’(ax+1)
I+ 1+ 1+ 3 1 3
4a,’(a,x+1)
_ x+i31+ s, 5 1 . 1 L 2riasre2
a'n (a'nx +1)2 (anx +1)4 4(anx +1)6 (a'nX +1)2(r _l) gn,r(X) 2(anx + 1)6(r _1)!gn,r(x)

. 2r+7 }
2(a,x+1)'(r-1)g,,(x)

3 5 1
+

3
1
=|x+—| |1+ +
( anj{ (a,x+1° (a,x+1)" 4a,x+1)°

. 1 . 2r+7 +2r2+3r+2
(a,x+1*(r-1rg,, () 2(a,x+1)° 2(a,x+1)°

sonucu elde edilir.

3.3. A, Operatorii I¢in Bazi Lemmalar

Lemma 3.3.1: X,t € R, olmak iizere An(f ; r;.) operatoril i¢in,

1 1
2a, (a,x+1 ’ a,(a,x+1)r-1ig,,(x)’

)

i)An(t—x;r;x)=ai+

n

(3.14)

. 2.\ 2 2r=1)g, (x)+6(r+1) +6(a,x+1)°
() e P 10, ()
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—6x(a,x+1)r-1)g,,(x)-6x(a,x+1} —6x(a,x+1)*(r-1kg,,(x)

6an2(anx -|-:|_)2 (r—l)!gn’r(x) + 6an2(anx+1)2(r_1)!gn'r(x) (315)

. 6(a,x+1)*(r-1}g,, (x)+6a,’x*(a,x +1)*(r -1} g, (x)
6a,”(a,x+1)°’(r-1)g,,(x) '

iii)An((t—x)g;r;x):i3

a
. 2(a? +a, +1)a,x+17 (r—1)g,, (x)+2r> +3r + 2+ 4(a,x+1)(r -1} g, (x)
2an3(anx+1)3(r _1)!gn,r(x)
. (2r +7)a,x+1)° +6(a,x+1)’(r -1} g, (x)+a, (@, x +1)°(r -1} g, (x)
Zans(anx+1)3(r_1)!gn,r(x)

LT 2x(a,x +1)r —1}g,, (x)-6x(r +1)a,x +1)r -1}g,, (x)-12a,(a,x +1)*(r -1}g,, (x)
2a,*(a,x+1)°(r -1)g,, (x)

~3xa, (a,x+1)’ —6xa,’(a,x+1)°(r-1)g,, (x)+6x’a,’(a,x +1)°(r -1}g,, (x)

2an3(an X +1)3 (r _1)I Qs (X)
6x’a,’(a,x+1) +6x°a,’*(a,x+1)’(r -1} g, (x)

' 2 (o + 17 (r 119, () (319

+

dir.
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2k+1

~ 1 s 1 i (a,x+1"
2a,(a,x+1) a,(a,x+1)r-11g,,(x ) 2,9, (x) & (k+r)
1 1 (a,x+1) ax+l-ax

= + + +

2a,(a,x+1) a,(a,x+1)r-1)g,,(x) a, a

2 1 1
="+ +

a, 2an (anx +1) a, (an X +1)(r _1)| gn,r (X)
olarak elde edilir.

w ko a, 2
iy A ((t—xPor (a,x+1) ., & 2 | gt
“)An(( X) rx) xkzz(; (k+r) k-[, (a,x+1y (anx+1)+X
1 r+l 1 1

= + +—+
3a,"(a,x+1)°  a,"(@,x+1)°(r-1}g,,(x) a° a, (r-1}g,(x)

(a,x+1Y X X x(ax+1) ,
> - - +X
a a,(a,x+1) a,(a,x+1)\r-1)g,,(x) a,

2 +(r—1)!gm(x)+3(r+1)+3an2x (a,x+1)°(r -1)g,, (x)+3x%a,*(a,x +1)*(r -1} g,, (x)
a,’ 3a,’(a,x+1)*(r -1)1g,,(x)

_3xa,(a,x+1)r-1)g,, (x)-3xa,(a,x+1)-3xa, (@,x+1)°(r -1)g, . (x)+3(a,x+1)’
3a'nz(a'nx +l)2(r _1)gn,r (X)

elde edilir.

iii)
K+r+1

An((—x)s; ) iaml) :fr (( v 73 tx ~+3 LS )—Xstt

gn, )iz (k+r) ax+1® (ax+17 (ax+1

an

_ 2r? +3r+2 . 1 . 2r+7 . (a,x+1) +(anx+1)3
2an3(anx+l)3(r_1)gn,r(x) 4a’n3(a'nx_'_1)3 2an3(anx+1Xr_l)!gn,r(X) ans(r_l)!gn,r(x) an3

3(a,x+1) 5 X 3x(r+1) 6 3x 3x(a,x +1)°
+ 2Ty -
a

S aax+) allax+lf allax-1f(r-1g,() a’ a’(-1g,()  a’
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. 3x° N 3x° . 3x° )
a,(a,x+1) a,(ax+1)r-1)g,,(x) a,(ax+1)

1 2(%+a, +1)a,x+17°(r—1)0g,, (x)+2r% +3r+ 2+ 4(a, x+1)r 11 g,, (x)+ (2r + 7)a, x+1)?

=—+
2 28, (a,x+1 (r-11g,, (1

. 6(a,x+1)°(r—1}g,,(x)+a,*(@,x+1)(r-1)g,, (x)-2x(a,x +1)r -1)g,, (x)-6x(r +1)a,x+1)r -1)g,,(x)
2a,’(a,x+1)°(r-1)g,,(x)

~12a,(a,x +1)*(r -1}g,, (x)-3xa, (a,x +1)° - 6xa,’(a,x +1*(r -1}g,, (x)
2a,°(a,x+1)*(r-1)g,, (x)

n n

—+

(
6x°a,’(a,x+1)*(r-1) g, (x)+6x°a,’*(a,x+1)* +6x%a,’ (a,x+1)*(r -1} g, (x)
za‘ns(a'nx_'_:l‘)3 (r _1)| gn,r (X)

—+

seklinde elde edilir.

Lemma 3.3.2: Burada 2, (r)=r*", s—1. dereceden polinomlar; ag;lers, jlere

bagli; y;lerise sadece jlere bagh sabitlerdir. Ayrica S, «; de sabit olup

a,,= ag, =y =1 olmak lizere
: 1)) 1 i Bi;(r)
tr;rx)=[ x+— ——r | & Tt +
Al ( an] {;(anﬂl)z“l)( T@x+1) (@x+1f(r-1pg,, (x)
(3.17)
dir.
Ispat:

Ispat icin Walczak’m [13] nolu ¢alismasindaki Lemma (2) deki yontemi ve bu
Lemma’nin sonuglari kullanilacaktir. s =1,2,3 i¢in (3.17)nin saglandigi daha 6nce
verildi. f(x)=x1,1< j<s i¢in (3.17)nin s =s ile birlikte sagladigim kabul edip

S =S +1 i¢in dogrulugunu gosterelim.
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(3.8) ve (3.9)daki 6zellikleri de kullanilarak

k+r+1

t s+1

o1 = (a,x+1)% %
A= gnr kzz;‘ (k+r) k-‘;r(anx+1)s+ldt

an

K+r+1
= (a,x+1)* t°+? 2
2

gnr )= (k+r) (s+2)(anx+1)s+lé

© (s+1) S+2 S+2
Zax+1) 1 [(k+r+1) " (k+r
gnr )& (k+r) S+2 a, a,

elde edilir.
S+2
K+r+1} .. _. : e
Daha sonra, icin Binom ag¢ilimi yapilarak isleme devam edildiginde
an
© a X+1 —(s+1)
A i) 5 (a1

(s+2)a S+lgnr )z (k+r)

. [z(s : Zj(k e () }

io\ |

0 —(s+1) [s42
= ( 2) — z a X+1) z(s + ZJ(k + r)(s+2 (k n r)s+2 j|
S+ g

O P=T (S & I =

0 (s+1) [ s .
- 2) L Z (a, x;l)r) Z(STZJ(kWLr)(Hz)_. +1}
S+ g +r

n. r k:O =N

nr

1 & (ax+ 1) [ [S + 2) (ss2)
= + kK+r
(S + 2)an s+1(anx + 1)s+1 (S + 2) s+1g kZ; k +r— 1)' ; | ( )

nr

Si SJ_r 2 ((5+1)-
1

i\ |

= +
(s+2)a, " (a,x+1)"  (s+2)a, " (a,x+1)"*(r -1}g,,(x)

= (a x+1¢ ~{s+) 1 =, (a,x+1) ) [s1 (542 (s+2)-i
K+r
(5+2)ans*lgnr kzzf; (k+r) +(s+2)a *g,.( kZ::; (k+r) ; i (k+r)

47



= (a,x+1)% Y [ (s 42 (s+1)-i
k
" 2 (k+r—1) ,Z:l: i (k)

(S+2) S+lgnr k1

Si(s + 2) p(s1)-
i

1 i1
= +
(s+2)a, " (a,x+1)™"  (s+2)a, " (a,x+1)"™(r-1)g,,(x)

B

(S+2) S+1gn r =0 i=1

1(s+2 ,
z : - r.(s+1)—|
1 =R

(s+2)a, " (a,x+1)" i (s+2)a, " (a,x +1)"*(r-1}g,, (x)

$7)

(s+2)a,"g,,

elde edilir. Son esitlikte 1 =s+ 2 alinip, bu esitlik (anx +1)I atnI ile ¢arpip boliiniirse

Si SJ_rZ p(5+1)-
1 i1\ |

thrx )= +
Airix) (28 (axs D" s+ 2  (axs1y(r—1hg, ()

22 g

+
s+2)aMax+1) (s+2)a S+1ax+1 )3
( )n n

1=0

02 e L5 (1 e

+

" gnr kO k+r)! ":lnl(anx"_]')I
A, (t';r;x)

X(smi[(s Jrl)—i](a v 1) i a, x+1%  (k+r)

elde edilir. Buradaki An* operatorii. Walczak’in [13]de calistigi operatordiir. Bu

operatdr yerine yazilir ve gerekli islemler yapildiginda
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1
(s+2)a, " (a,x+ 1)“1

il: S+2 p(s+i S+2
=i N s+1

(s+2)a, " (a,x+1)"(r-10g,,(x) (s+2)a,"(a,x+1)

A, (%) =

+

+ : i(sle(mi((“l)_ij(anxﬂ)' a,' A (t';r;x)

(s+2)a, " (a,x+1) = i )z |
Mg+ 2 . S+2
(s+1)-i
1 . le( i jr . (S +1]
(s+2)a, (@, x+1)"  (s+2)a, " (a,x+1)*(r-1)g,,(x) (s+2)a,"(a,x+1)
s (s+2
3]

(s +2)a,*"(a,x+1)

e [ ! iy TR

(s+2)a, " (a,x+1) =\ i )13

elde edilir. Burada

(a,x+1)a, A (t';r;x)=(a,x+1) a,' (a,x +1) %

n

. £ (r)
X{; (a, x+1 (m,j +(anx+1)2(r1)!gnf(x)}

2 s 1 ﬂ"j(r)
=(a,x+1) {;W[m,, + (a,x +1)2(r—1)!gnr(x)]}

dir. Bu esitlik ve en son ifade de kullanilarak gerekli hesaplamalar yapildiginda;

fil S+2 (s S+2
1 i s+1
+ +

s+2)a,  (a,x+1f"  (s+2)a,  (@ax+1 " (r-1hg,,(x) (s+2)a, *(a,x+1)

A=
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+

fozj . (a,x+1)" s+12(s+2j

(s+2)a,"*(a,x+1) (s+2)a,(a,x+1

>((s+1)—i s (S+1)—i 1 (05 N ,B,vj(l‘) ]
3 e e e

" Si S+iz (s+1)-i 25: 8?2
2] g ety s i

a, s+2)ax+17¢? (s +2)ax+17¢ I (r-1pg, . (x) (ax+1f7  (s+2)ax+1)"

e el i)

I e (a,x +1)°0 "”L " (ax+1)° (r =1 g, (x)

1542 : s (s+2
o z r(s+1)—| )
[ 1J 1 = ZH i 1
=|X+— ( 1+ + +

ax+10° |7 (s+2)fax+1P(r-10g,,(x) | (s+2)ax+1 (s+2)ax+1y*"

el B I)ﬁ[“ ey (XJ}

G(S+2) (s S (s+2
( 1}“ 1 Zi |J Zl“(u J 1
=| X+— ( 1+ + +

ax+1f* | (s+2)ax+1f(r-10g, (x) | (s+2fax+1f° (s+2)ax+1f""

S, (s+1 1 ﬂl,j(r)
+JZ=1:|=SZJ;+1( | j(anx+l)2(j_1) [al,j + (anx+1)2(r _1)!gn’r(x)]}

~ i s+l S+1; ]/]. ﬂs+l’j(r)
[ J {,zi (ax+2f 77 (“ Maxe1p <anx+1>2<r—1)gm<x)}

elde edilir. Burada s=s+1 i¢in (3.17)nin ispatinda gerekli olan

Uppon=L o =7 =1 Burju(r)=rller j. dereceden polinomlar ve fB.,,,

Qg VE 7, ler sabitlerdir,
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Lemma 3.3.3: pe N,,r € N olmak iizere

el

ve vf eC, icin

<M,, neN (3.18)

[A(fir)], <My | f], neN (3.19)

esitsizlikleri saglayacak sekilde M, =M, ( p, r), M, =M 3(p, r) sabitleri vardir.

Not: (3.6),(3.7)-(3.9) ve (3.19) esitsizligi Vpe Ny, ne N igin A, operatdrlerinin

C,den C ye igin pozitif lineer operatdr oldugunu gosterir.

Ispat:

Ispat1 yaparken o, (X): 5 agirlik fonksiyonunun (3.4)deki tanimi gz Oniine

1+X

alinarak y,(t)=1 o, (t)= 1 , @, (t)= L, p >1 esitliklerinden faydalanilacaktir.
1+t 1+tP

p=0 i¢in
o [Wi(t) : j — 0, (OA 57 3)= 0, ()1

dir.
Esitligin 6nce her iki tarafin mutlak degeri, daha sonra x € R, tizerinden supremumu

alinirsa,

olur.

sup

p=>1i¢in

o, (X)A, (mplﬂ r;x)= @, (X)A, L+t7;r;x) (3.20)
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olur.

(3.1), (3.10)—(3.13)de elde edilenler goz oniine alinirsa

a’p(X)A{wl(t) ) XJ = 1+1xp An(lthp r; x)= a)p(x){An @ r;x)+ An(tp;r; x)}

-y 0h A i)

[EEN
/ﬂ\

>

+
O |
\_/
°

[\

/___\\

7 N B J

Tlext (L+x ) ~(a,x+1)" "I (ax+17  (a,x+1)(r-1)g,, (x)
olur. Sonra

1 Vi By
wp(X)A”(wp(t) ,r,xj£1+ p{ap"' Tlax+1E (anx+1)2(r—1)!gnyr(x)]

M, (pir)

elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafin 6nce mutlak degeri sonra X € R, {izerinden

supremumu alinirsa
1 7 B
su X ;r X | <supsl+ 4 ! 4 p.J
Py )A"[a)p(t) j p{ p[am (a,x+1) (a,x+17(r —1)!gn'r(x)}

1 .
HA”[wm“J

seklinde istenen sonug elde edilir.

< Ms(p;r)

Ispatin diger kismi igin A_ operatdriin tanimy, (3.2)-(3.3) ve agirlik fonksiyonu

kullanilarak
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p

1
HAn(f;r;x)‘p <HA{(O (t);r;x]

I,
A (Firx)], < M (pir) o]

elde edilir. (3.15) uygulanirsa, (3.19) da istenilen sonug elde edilir.

Lemma 3.3.4: pe Nj,r e N olmak iizere

(] =2 oz

_as

dir. Burada M, =M, (p,r)dir.

Ispat:

Ispati yaparken (3.4)de tanimlanan o, (X) agirlik fonksiyonunun o6zelliklerinden

faydalanilacaktir.

p =0 i¢in (3.15) kullanilarak

%(x)A{(;O‘—(f))z;r:x}wo(x)An((t—x)%r:x)

(r-1)g,,(x)+3(r +1)+3a,°x*(a,x+1)*(r -1} g, (x)+3x%a,*(a,x +1)°(r -1} g, (x)
3a,’(a,x+1f(r-1)g,,(x)
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3xa, (a,x+1)r -1}g,, (x)-3xa,(a,x +1)-3xa, (a,x +1)*(r -1} g, (x)+ 3(a,x +1)°

3an2 (an X+ 1)2 (r - 1)| g n,r (X)
elde edilir. Son esitligin 6nce her iki tarafin mutlak degeri, daha sonra x € R,

tizerinden supremumu alinirsa,

supqco0 (X)A, ((t —x)r; x])

2
n

< supa)o(x){i

(r-1rg,,(x)+3(r+1)+3a,*x*(a,x +1)*(r -1} g, (x)+3x%a,*(a,x +1)’(r -1}g,  (x)

+ n
3an2 (anx +1)2 (r _1)I gn,r (X)

_3xa,(a,x+1fr-1)g,,(x)-3xa,(a,x+1)-3xa,(a,x+1) (r —1}g,  (x)+3(a,x+1)’
3an2(anx +1)2 (r _1)l gn,r(x)

ve bdylece

il

sonucu elde edilir.

p =1 i¢in (3.15) kullanilarak

S o S P R BN B

elde edilir. Bu son esitlikte

(t—x)*@+t)=(t—x)* +t(t —x)°
= t{t? - 2xt + x°)
=t° —2xt? +tx?
=t —2xt? +tx% - xt® + 2tx* - 2tx?

ifadesi ve operatoriin lineerligi kullanilirsa

@, (A, (t = x @+ thrix)= @, (A, (€= X))+ A, (e X))
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= o, ()[A, (2 — 25t + 2 Jr; x)+ A (£ - 2xt2 + 02 1 %)

@, (A, (737 x)= 2068, (615003 A, (L )+ A (1) 208, 13m0+ XA, (67 0)
= o, (0 (¢ xPsrix)+ @ 0)A (- xrix

elde edilir. Burada

(t—x)’ =t> —3xt? +3tx2 - X°

(t—x)° + @+ x)t—x)* =t = xf [t —x+1+x)=(t—x)*(t +2)

esitligi ve (3.10) kullanildiginda

o, (X)A, ((t —x)(t+1)r; x): a)l(x)[An ((t —x);r; x)+ (1+x)A, ((t —x)r; x)]

1 2(?+a, +1)a,x+17(r-1)g,, (x)+2r2 +3r+2
:a)l(x 3 3 3
a, 2an (anx+1) (r_l)!gn,r(x)

N Ha,x+1)r—1pg,, (x)+(2r + 7)a,x+1)* + 6(a,x +1)*(r —1)
2a,*(a,x+1)°(r-1)g,,(x)

+a,°(a,x+1)*(r-10g,, —2x(a,x +1)r -1} g, (x)-6x(r +1)a,x +1)\r -1}g,, (x)
2a,*(a,x+1)*(r -1}g,, (x)

+

~12a,(a,x +1)*(r -1)-3xa, (a,x +1)° —-6xa,’(a,x +1*(r -1}g,, (x)
2an3(anx +1)3 (r _1)! Onr (X)

6x’a,’(a,x+1)’(r -1}g,, (x)+6x%a,’(a,x +1)* + 6x%a,’*(a,x +1)*(r -1} g, (x)
28, e+ D 11,, 00

N 2(r-1)g,,(x)+6(r +1) +6(a,x +1)° — 6x(a,x +1)r —1)g,, (x)—6x(a,x +1)r —1)
6anz(a‘nx +1)2 (r _1)| Onr (X)
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s 6x(a,x+1)°(r—10g,, (x)+6a,°x*(a,x +1)*(r -1} g, (x)+ 6(a,x +1)*(r -1}g,, (x)}}

6a,’(a,x+1)°(r-1)g,, (x)

elde edilir. Daha sonra her iki tarafin &nce mutlak degeri, sonra X € R, iizerinden

supremumu alinirsa

M)

sonucu elde edilir.

p>2 igin

t-x)*. .| t-x)°. .
wp(X)A”(Wp(t) X = wp(X)An V1+tP X
= o, (X)A, (t P(t—x);r; x)+ @, (X)A, L r;x)
olur. Bu son esitlikte
7 (t—x)? =t (t? - 2xt + X2 )=t "% — 2xt P 4 X2t
esitligi, operatoriin lineerligi ve genellemesi kullanilirsa
(t-x)* }

o, (X)A, (— 15X

M w, (1)

(X%l 1 22 +a, +1)a,x+1f(r—1)g,, (x)+2r? +3r +2
:a)p —

+
a: 2an3(anx+1)3(r _1)!gn,r(x)

Ha,x+1)r—1pg,, (x)+(2r +7)a,x+1)° +6(a,x +1)*(r —L}+a,’(a,x +1)*(r -1} g, (x)
2a,*(a,x+1)°(r-1)g,,(x)

—2x(a,x +1)r -1)g,, (x)-6x(r +1fa,x+1)r -1}g,,(x)
2a,’(a,x+1)"(r ~1}g,(x)

~12a,(a,x +1)*(r -1)-3xa, (a,x +1)° —6xa,’(a,x +1*(r -1}g,, (x)
Zang(anx +1)3 (r _1)! Onr (X)

—+

56



6x’a,’(a,x+1)’(r -1}g,, (x)+6x%a,’(a,x +1)* + 6x%a,’*(a,x +1)*(r -1} g, (x)

’ 23, (a,x+17(r-11g,, (x)

+(1+ x){iz+

an

(r-1)g,,(x)+3(r +1)+3a,°x*(a,x+1)*(r -1)g, , (x)+3x%a,*(a,x +1)’(r -1} g, (x)

+ 3a,%(a,x+1)(r-1)1g,,(x)

_3xa, (a,x+1fr -1)g,  (x)-3xa,(a,x+1)-3xa, (a,x +1)*(r ~1}g, . (x)+3(a,x +1)’
3an2(anx+1)2 (r _1)!gn,r(x)

=w, (X X+i (a X+1)2 S 1 (05 4 7 + ﬂp+2,j(r) ]}
p()( anJ{ a’ [J (a, x+1)" )k "2 (a, x+1)? (@,x+1*(r-1rg,,(x)

p

1 a, X+1 ol ( Vi ﬁpﬂyj(r)
_ZX()HE] { a, ,Zl‘ (a,x+1)" Lap i (a,x+1)° ’ (anx+1)2(r1)!gn’,(x)ﬂ
x2S o +— 0. (1)

[ nj LZ;‘ (a,x+1)" { P (a,x+1) (anx+1)2(rl)!gn’r(x)ﬂ}

=w, (X X+ J(ax+1y 1 :
.00 ]{ a {1 (a1 (anx+1>2<r—1)gn,r<x>}

+r = ( 4 7j n :Bp+2,j(r) J:l
“ (a,x+1)" P2 (ax+1)  (ax+17(r-1)g,,(x)
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oy L "l (a,x+1) PR S 1
2( an)[ a, [1 (a,x +1) (anx+1)2(r—1)!gn,r(x)ﬂ

p+1 1 Vi ﬂp+1,j (r)
S e e T e

) X{X ' aij[[“ o e (fl‘l’g"’f(x)ﬂ

+Z [ Vi 4 ﬂp,;(r) J}
a X +1)2(j (anx+1)2 (a,x+1)°(r-11g,,(x)

elde edilir. Son esitlikte, 5
(a,x+1)

1 < r! olmak iizere, Lemma(3.3.2)de kullanilip gerekli islemler yapildiginda
g

@, (X)A, (¢ (t— )2 r %)< wp(x)i@

a’> 1+x°
p+2 1 ( )
X2+ + ;W ap+2,j +7j +I’ﬂp+?_'j(l’)

p+1

~ (a,x+1)"1?

+x22

JzaX+1

—2X (apﬂ,j +7;+ rﬂpﬂ,j(r))

0i TV T8y (r)}

<1, a,,,=la,,, =La,, =1, m =r

olur. Yukaridaki son esitsizlikte her iki tarafin 6nce mutlak degeri, sonra X € R,da

supremumu alinirsa,

2 l p+2 1
Supa)p(XXAn(tp( —X) ,r,XJgC()p(X)a—gSUp|1X[2+r]M4(p,r)|;WM

1
< Ml(p’r)y

istenen sonug elde edilir.

(p,r)



Teorem3.3.1: re N ve pe N, olsun. Vvf eCj igin

‘e MS
|A(fir;)- f(-)”p Sa_n R (3.22)
olacak sekilde M, =M, (p;r) sabiti vardir.
ispat:
X € R, olsun. Boylece f e C; ve teR, icin
t
= | f'(u)du (3.23)

dir. (3.23) Un her iki tarafina A, operatdrii uygulanirsa;

A (F(0) f(x))= An[j f ’(u)du;r;xJ (3.24)

X

yazilabilir. Bu ifadedeki integral

'[ i[1+u +'up (1+u)f()}du

? 1+u®

ueR, 1+U ueRy 1+Up

Sj{(ljtup)supwﬁbru )sup|f (C )qdu

!

p{ . }|t—x| x,teR, (3.25)
w,(X)  ,(t)

seklinde yazilabilir.
Boylece,

o, XA (1)~ 1) - co(){A{J o

suf'np{Anqt—xnr;x)mp(x)An[';;(f');r;x}}

elde edilir. Bu son esitsizlikteki ifadelere Holder esitsizligi uygulanir ve Lemma
(3.14)- (3.16) kullanilirsa
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A, Qt —X;r; x)s {An ((t —-x)r; x)}% (A LX) < M, (3.26)

a

ve

|'[—X|._ _Xz.. ; 1 .. ; M,
a)p(x)A{m,r,X}Sa)(x){An((twp(t)) ,r,x]} {A{m,r,x} < a. (3.27)

elde edilir.  (3.26)- (3.27) sonuglar1 birlestirilirse

HAXﬁh)—NMpSBE

a

f!

p
n

istenen sonug elde edilir.

Teorem3.3.2: re N ve pe N, olsun. Bu taktirde Vf eC} igin
I (fir)- £ 0)], <Moay(f;C,i2) (3.28)

dir. Burada M, =Mg(p;r)dir.

Ispat:
fe Cf) icin
1 h
fh(x)::ﬁff(xﬂ)dt, xeR,,h>0 (3.29)
0

seklindeki Steklov fonksiyonunu g6z oniine alalim. Diger taraftan

yazilabilir. (3.29)dan

h

(%) f(x):%j F(x+t)dt -

0

=%§[f(x+t)— £ (x)]ot

f(x)dt

>
O e >
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= %TAt f(x)dt (3.30)

0

olup burada f,(x)= %At f (x)dir. (3.30)un her iki tarafinin burada 6nce mutlak

degeri, sonra da X € R, ilizerinden supremumu alinirsa
1" 1
sup| f, (x)— f(x) < supﬁ_ﬂAh f(x)dt= sup - ha, f(x)
0
[f. ] < o,(f:C:t),

[f.], <h?a(fic,ih) (3.31)

esitsizlikleri elde edilir. Buradan f e C ) ve h>0 icin f, ECJ’; oldugu séylenebilir.

Boylece

w, (A, (F;15x) = £ (x)) < w, (AL (F = f3) = £ (x)+ A (f: %)= £, (0)+ £,00) = F(x)}
swp(x){|An(f — f %)+ |A, (F5 %)= £, () +] £, (x)— £ ()

Li(x) Lo (%) Ly(x)

yazilabilir. Yukaridaki parantez i¢indeki ifadeler ayri ayri hesaplandiginda; Ll(x)
icin s6z konusu ifadenin her iki tarafinin X e R, tzerinden supremumu almip

Lemma(3.3.3) kullanilirsa

supa, (X)A, (f - f,;x) = |A(f - fh;x)”p <M, |(f - fh;x]‘p

olur.

,, (3.4) de tanimlanan siireklilik modiilii olmak tizere, (3.31)den
[A(F = f)] < M|(F = fi5x)]| < M,a,(f;C,;h) (3.32)

elde edilir.

Ayn sekilde L, (X) ifadesinin her iki tarafinin X € R, iizerinden supremumu alinip
Teorem (3.3.1) kullanilirsa

M
a

supa, (XJA, (%)= £, (x) = A, (f,:%)- f“(x)”P S%

]

; < ;a)l(f;Cp;h)

n

(3.33)
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elde edilir.

Son olarak benzer islemler, L,(x) igin yapilirsa;

@, (X)L (%) = @, () f,,(x) - f (x]

ve yukaridaki son esitligin her iki tarafinin X € R, iizerinden supremumu alinirsa,

L S <supw, (x) f, (x)~ f(x) < o,(f;C,:h) (3.34)

bulunur. Ll(X), L, (X) ve LS(X) icin sonuglar birlestirilir, sabit ne N i¢in h :i
alinir ve gerekli diizenlemeler yapildiginda;

;le(f;cp;h)

supa, (XJ(A, (f;1:x)— ()= A, (f;x)- x]‘ (1+M2+2/|—

n

SMGa)l(f;Cp;h)

sMsa)l(f;Cp;ai]

seklinde istenen sonug elde edilir.

Teorem (3.3.1) ve (3.3.2)den asagidaki Sonuglar verilebilir:

Sonu¢3.3.1.VreN ve feC, ve peN,; icin

lim A, (f;r:)- f0)] = (3.35)
dir.

Sonu¢ 3.3.2.Eger feC,,peN,vereN ise

|A(fir)=£0) =ol3,) (3.36)
dir.

Not: Teorem (3.3.1),(3.3.2) ve Sonug (3.3.1) ve (3.3.2) de ne N, peN, olmak

lizere A, operatoriinin f eC, ve f eC; icin yaklagim hizini L olarak bulduk.
a

n
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Bizim c¢alistigimiz bu operatoriin yaklagim hizi Klasik Szasz-Kantorovich

operatoriiniin 1 olan yaklasim hizindan daha hizlidir(daha iyidir).
n

Teorem 3.3.3: f e C; ve re N olsun. ¥x >0 i¢in

lim a, {A,(f;r;x)— f(x)}=f'(x) (3.37)

n—oo

dir.

Ispat:

x>0 igin sabit bir say1 olsun. Boylece Taylor formiilinden te R,,C, ya ait olan
e(t)=&(t;x) ve &(x)=0 seklinde fonksiyonlar olmak iizere

ft)=f(x)+ f(x)t—x)+e(t; x)t—x) (3.38)
esitligi vardir. (3.39)un her iki tarafa dnce A, operatoriinii uygulayip sonra A, in
lineerligi ve (3.11)-(3.13)kullanilirsa;

A (FE)rx)= A (F(x)rx)+ A, (F (XXt —x)r;x)+ A, (e(t; X\t —x); r; x)
A(F(Ehrx) = FOA LX)+ (A, (E-x)rx)+ A (G xNE—x)rx)  (3.39)
elde edilir. (3.39) esitliginde en sagdaki terime Holder esitsizligi uygulanirsa;

A (et )t =X x) < {A, (62 () r) A, (- x)2 o)) (3.40)

bulunur. Bu esitsizlikteki sagdaki ilk terime gz(x) eklenip cikarilip, A nin lineerligi

kullanilirsa
A (e @i = A, (& @) - & (x) + & (x))
A (2t x)- A, (2 (x)r x)+ A, (£2(x) r; x)
= A le2Frix)— 22 (A, (115 X)+ 22 (0)A, (15 X) (3.41)

elde edilir. Son esitlikte her iki tarafin 6nce mutlak degeri alinip, sonra iiggen

esitsizligi uygulamr ve n— oo igin limit almr, daha sonra Sonug(3.3.1), (3.41)e

uygulanirsa
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‘An(gz(t; X)r; x} = ‘Ah(gz(t); r;x)—£2(x)+ 2 (XA, (L r; X)
S‘An(gz(t);r;x)—gz(x)1+‘gz(x)An(]; r;xj —0 (3.42)
elde edilir. Burada limA (£2(thr;x)=£%(x)=0 oldugu Sonug(3.3.1)den
bilinmektedir. Ayrica (3.40)daki {A] ((t —xf;r; x)}}/2 terimin n—co igin limitinin
sifir oldugu A, ((t - X)Z; r; X) in agilimindan da bilinmektedir (Lemma (3.3.4)).

(3.37), A, in lineerligi ve (3.17)—(3.19) kullamilirsa

A (F):rix)= £ (x)= A, @ rsx)+ £ (A, (- x) %)+ A, (et XNt —x) 1 %)
elde edilir. Bu son ifadenin her iki yam a, ile ¢arpilir, Lemma(3.3.1), (3.36), (3.37),

kullanilir ve N — oo igin limit alinirsa,

a, (A, (ft)rx)- f(x)):anf'(x{iJr 1 1 j

a, 2an (anx_1)+ 2an (anx_l)(r_l)!gn,r(x)

Teorem (3.3.3)deki istenen sonug elde edilir.

Not: Teorem (3.3.3)de ne N, p e N, olmak iizere A, operatériinin f €C, ve

f eCt icin noktasal yaklasim hizini L oOlarak bulduk. Bizim ¢alistigimiz bu

n

. . 1
operatoriin noktasal yaklasim hizi Klasik Szasz-Kantorovich operatériiniin = olan
n

yaklagim hizindan daha hizlidir(daha iyidir).
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Biz bu tezde dogrudan Szasz-Mirakjan Kantorovich operatoérii olmayan ancak
temelde bu operatdrii baz alan Modifiye bir seklini olusturarak bu operatoriin

agirlikli uzaylarda sagladigi bazi esitsizlikleri ve yaklasim 6zelliklerini inceledik.

Yaklasim teorisinde yaygin olarak c¢alisilan Szasz-Mirakjan  Kantorovich
operatoriiniin degisik formlar1 gesitli aragtirmacilar tarafindan halen ¢alisiimaktadir.

Bu tezde tanimlanan A, operatoriiniin degisik ve c¢ok degiskenli formlar

olusturulabilir ve bu operatorlerin yaklagim Ozellikleri incelenebilir. Bu tezde

agirlikli uzayda yaklasim 6zeliklerine bakilan A operatorii i¢in yapilan islemler

baska ¢aligmalarda arastirmacilara bir kaynak olabilecegini diisiinmekteyiz.
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