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OZET

ALFA KUVVET DONUSTURULMUS RAYLEIGH DAGILIMI

KIZILKAYA, Hakan
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
[statistik Anabilim Dal, Yiiksek Lisans tezi
Danisman: Dog. Dr. Cenker BICER
Mart 2021, 77 sayfa

Rayleigh dagilimi, Lord Rayleigh (1880) tarafindan tanitilmasindan giiniimiize kadar
genis uygulama alani olan ve birgok arastirmaya konu olmus bir olasilik dagilimidir.
Bu dagilimmnin tek parametresi Olgek parametresidir ve dagilimin gesitli
davraniglarini betimlemede hayati bir rolii vardir. Fakat farkli yapilardaki verileri
modellemede tek bir parametre her zaman yeterli olmayabilmektedir. Dagilimin
modelleme yetenegini artirmak igin gesitli yontemler altinda bazi genellestirmeleri
sunulmustur. Bu calisma, Rayleigh dagilimindan ve bilinen bazi genellemelerinden
daha esnek bir modelin tiiretilmesine odaklanmaktadir. Bu amagla, pozitif degerli ve
carpik verileri modellemek igin, alfa kuvvet doniistiiriilmiis Rayleigh ve alfa kuvvet
doniistiiriilmiis iki parametreli Rayleigh dagilimlari alfa kuvvet doniisim yontemi

kullanilarak elde edilir.

Caligmada tiiretilen dagilimlarin karakteristik fonksiyon, moment ¢ikaran fonksiyon,
momentler, ylizdelik fonksiyon, medyan gibi bazi1 temel o6zellikleri de elde
edilmektedir. Buna ilave olarak, tiiretilen dagilimlarin bilinmeyen parametrelerini
tahmin etmek i¢in en ¢ok olabilirlik, en kiigiik kareler, agirliklandirilmis en kiigiik
kareler ve momentler tahmin edicileri elde edilmektedir. Bu tanmin edicilerin tahmin
performanslari, gergeklestirilen Monte-Carlo simiilasyon ¢aligmalar1 aracilifiyla
kapsamli sekilde degerlendirilmektedir. Ayrica, alfa Kuvvet doniistiiriilmiis Rayleigh

ve alfa kuvvet doniistiiriilmiis iki-parametreli Rayleigh dagilimlarini kullanarak veri



modellemeyi gostermek igin gercek bir veri seti lizerinde bir uygulamaya yer

verilmektedir.

Anahtar kelimeler: Rayleigh Dagilimi, Iki-parametreli Rayleigh Dagilimi, Alfa
Kuvvet doniisiim, Parametre tahmini, En ¢ok olabilirlik, Momentler, En kii¢iik

kareler, Simiilasyon.



ABSTRACT

ALFA POWER TRANSFORMED RAYLEIGH DISTRIBUTION

KIZILKAYA, Hakan
Kirikkale University
Institute of Science
Department of Statistics, Master thesis
Supervisor: Assoc. Dr. Cenker BICER
March 2021, 77 pages

The Rayleigh distribution is a probability distribution that has been widely applied
and has been the subject of many researches since it was introduced by Lord
Rayleigh (1880). The only parameter of this distribution is the scale parameter, and
the single parameter has a vital role in describing the various behaviors of the
distribution. However, a single parameter is not always sufficient for modeling data
in different structures. In order to increase the modeling capability of the distribution,
some generalizations are presented under various methods. This study focuses on the
derivation of a more flexible model than the Rayleigh distribution and some of its
known generalizations. For this purpose, to model the positive valued and skewed
data, alpha power transformed Rayleigh and alpha power transformed two-parameter

Rayleigh distributions are derived by using the alpha power transformation method.

Some basic features of the distributions derived in the study, such as characteristic
function, moment generating function, moments, percentile function, and median are
also obtained. In addition, the maximum likelihood, the least-squares, the weighted
least-squares, and the moments estimators are obtained to estimate the unknown
parameters of the derived distributions. The estimation performances of these
estimators are extensively evaluated through the performed Monte-Carlo simulation
studies. In addition, an application on a real dataset is included to demonstrate data
modeling using the alpha power transformed Rayleigh and the alpha power

transformed two-parameter Rayleigh distributions.
Y%



Keywords: Rayleigh Distribution, Two-Parameter Rayleigh Distribution, Alpha
Power Transformation, Parameter Estimation, Maximum Likelihood, Moments,

Least squares, Simulation.
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Tezimin bir¢ok asamasinda yardim gordiigiim ve bana bir¢ok konuda oldugu gibi
tezimi hazirlama esnasinda da yardimlarini esirgemeyen, fedakarliklariyla borcunu
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ve minnettarligimi sunarim.

vii



ICINDEKILER DiZiNi

Sayfa

L0 /. 1 SRR il
ABSTRACT w.ooooeeeeeteee ettt et s sttt s st an et s aes s v
TESEKKUR ......oooviiiiiieeeeeeeeee oot enes st s sttt vii
ICINDEKILER DIZINI ........ooooviiiiieceeeeeeeeee et viii
CIZELGELER DIZINT ........cooviiiiieeeceeceeeeee e X
SEKILLER DIZINT ........coooiiiiiiiicece e en s, Xi
SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINT .........ccocoooviiiiiiceececeeeee, Xiv
Lo GIRIS oottt 1
2. ALFA KUVVET DONUSUMU .....ccoviiiiiiisc et 8
3. RAYLEIGH DAGILIMI ..........coviviiietceseeesssiesssesessessssessesassssesssssssessesnens 11
3.1, RAYIEIGh DAGIIMI cvvevviiiie it et 11
3.2. Iki-Parametreli Rayleigh Dagilimi ..........c.cocevevivcecucieiiiieceie e, 15

4. ALFA KUVVET DONUSTURULMUS RAYLEIGH DAGILIMI VE TEMEL
OZELLIKLERI .......oocoooiiiviieeeeeeeeeeeeeee et 21
4.1, APR DABIIMI c.ooiiiiiiicce e 21
4.2. APR Dagiliminin Temel OZelliKIEri..........cooviveviiiveiirereiieiesieeese e 21
4.3, APTR Dagiliml.....cocoviiiiiiiiiiiiiiiiici s 32
4.4. APTR Dagilimmin Temel OZelliKIEri .........coviveveveriiicrereieiiecreieeeseseienans 32

5. BAZI PARAMETRE TAHMIN YONTEMLERI ...........ccccoovvviniiiiisrnn, 49
5.1. En Kiiciik Kareler ve Agirliklandirilmis En Kiiciik Kareler Yontemi ........... 49
5.2. En Cok OlabilirliK YONteMI ...c.vveiivvieiiiiie it siee et 50
5.3. Momentler Tahmin YONTEMI.......oooevuvvriiiieiiiiiiiiiriii e e e sssrbraaee s 51

6. APR VE APTR DAGILIMLARI iCiN PARAMETRE TAHMINLERI ....... 53

viii



6.1. APR Dagiliminin Parametrelerinin En Kiiciik Kareler ve Agirliklandirilmig

En Kiiciik Kareler Tahmin EdiCileri.........ccoiiiiiiiiiiiiiiiiiiieee e 53
6.2. APR Dagiliminin Parametrelerinin En Cok Olabilirlik Tahmin Edicisi........ 54
6.3. APR Dagiliminin Parametrelerinin Momentler Tahmin Edicisi.................... 55

6.4. APTR Dagiliminin Parametrelerinin En Kiigiik Kareler ve Agirliklandirilmig

En Kiiciik Kareler Tahmin Edicileri.........ccoiiiiiiiiiiiieiiciccce e 56
6.5. APTR Dagiliminin Parametrelerinin En Cok Olabilirlik Tahmin Edicisi ..... 57
6.6. APTR Dagiliminin Parametrelerinin Momentler Tahmin Edicisi ................. 58
7. SIMULASYON CALISMAST ........oiviiieieteeeeseeetesese s s 60
B. UYGULADMA . ettt ettt et et e be e e e 69
0. SONUC ... ettt sttt e b et e bt e sbb e e bt e st b e e nbeesbeeebeesaneenbee e 71
KAYNAKLAR ottt b ettt nae e beesnne s 73



CIZELGELER DiZiNi

Cizelge Sayfa

Cizelge 3. 1. iki-parametreli Rayleigh dagiliminin temel karakteristik 6zellikleri ... 16
Cizelge 7.1. Farkli A ve a = 0.25 parametre degerlerinde APR dagilimi i¢in tahmin
edicilerin Bias ve HKO degerleri.........ccoviiiiiiiiiiiiiiiicec e 61
Cizelge 7.2. Farkli A parametre degerlerinde ve & = 1.5 APR dagilimi i¢in tahmin
edicilerin Bias ve HKO deZerleri.........ccooiiiiiiiiiiiiiiciiccecce e 62
Cizelge 7.3. Farkli A ve a = 0.25, 8 =5 parametre degerlerinde APTR dagilimi
icin tahmin edicilerin Bias ve HKO degerleri..........coooviiiiiiiiiiiiiceieec e 64
Cizelge 7.4. Farkli Ave a = 0.25,0 = 15 parametre degerlerinde APTR dagilimi
icin tahmin edicilerin Bias ve HKO degerleri..........cocoiiiiiiiiiiiiiiiiicee 65
Cizelge 7.5. Farkli Ave a = 1.5,0 = 5 parametre degerlerinde APTR dagilimi i¢in
tahmin edicilerin Bias ve HKO degerleri..........ccoovviiiiiiiiiiiiciiiic 66
Cizelge 8. 1. Ortalama riizgar hizlari veri seti ig¢in Rayleigh, iki-parametreli
Rayleigh, APR, APTR ve Weibul modellerine ait K-S, AIC ve parametre tahmin
AEGETIRTI. ...t 69



SEKILLER DiZiNi

Sekil Sayfa

Sekil 3.1. Farkli A degerleri igin Rayleigh dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu

Sekil 3.2. Farkli A degerleri i¢in Rayleigh dagiliminin dagilim fonksiyonu grafigi.. 14
Sekil 3.3. Farkli A degerleri i¢in Rayleigh dagiliminin bozulma fonksiyonu grafigi 15
Sekil 3.4. 6 =2.5 alindiginda farkli A degerleri igin iki-parametreli Rayleigh
dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu grafigi.........ccccceoeviiiiniiniiiiiiiiicne 17
Sekil 3.5. 6 =5 alindiginda farkli A degerleri igin iki-parametreli Rayleigh
dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu grafigi.........cccccooiiiieiiiniiiniiiiicneee 18
Sekil 3.6. 6 =2.5 alindiginda farkli A degerleri igin iki-parametreli Rayleigh
dagiliminin dagilim fonksiyonu grafigi ........ccccooiiiieiiiiiiiniee e 18
Sekil 3.7. 6 =5 alindiginda farkli A degerleri igin iki-parametreli Rayleigh
dagiliminin dagilim fonksiyonu grafigi .......ccoevviiiiiiiiiiniiiic s 19
Sekil 3.8. 6 = 2.5 alindiginda farkli A degerleri icin iki-parametreli Rayleigh
dagiliminin bozulma fonksiyonu grafigi.........cccccvveiiiiiiiiiiciiee 19
Sekil 3.9. 6 =5 alindiginda farkli A degerleri icin iki-parametreli Rayleigh
dagiliminin bozulma fonksiyonu grafigi........ccccoviieriiiiiiicse e 20
Sekil 4.1. a =1.5 alindiginda farkli A degerleri i¢cin APR dagiliminin olasilik
yogunluk fonksiyonu grafigi........ccccoviiiiiiiiiiiiii 25
Sekil 4.2. a =0.25 alindiginda farkli A degerleri i¢in APR dagilimmnin olasilik
yogunluk fonksiyonu grafigi........cccccviiiiiiiiiiiiii 25
Sekil 4.3. 4 =1 alindiginda farkli a degerleri i¢in APR dagiliminin olasilik
yogunluk fonksiyonu grafigi........ccccoviiiiiiiiiiiiii 26
Sekil 4.4. A =2 alindiginda farkli a degerleri i¢in APR dagiliminin olasilik
yogunluk fonksiyonu grafigi.......ccccoooiiiiiiiiiii s 26
Sekil 4.5. a =1.5 alindiginda farkli A degerleri icin APR dagiliminin dagilim
fONKSIYONU rAfIZ1 ..vviieiiiieiee e 27

Xi



Sekil 4.6. a =0.25 alindiginda farkli A degerleri icin APR dagiliminin dagilim
FONKSTYONU GLAfIS1 ..viivviiiiiiicii s 28
Sekil 4.7. A =1 alindiginda farkli a degerleri icin APR dagilimmnin dagilim
FONKSTYONU GLAfIS1 ..viiiviiiiiiicii s 28
Sekil 4.8. A =2 alindiginda farkli a degerleri i¢cin APR dagiliminin dagilim
FONKSTYONU GLAfIST ..viiiviiiiiiici s 29
Sekil 4.9. a =1.5 alindiginda farkli A degerleri i¢in APR dagiliminin bozulma
TONKSTYONU FATIGT ..oivviiiiiiiiiciiie e 30
Sekil 4.10. a =0.25 alindiginda farkli A degerleri icin APR dagiliminin bozulma
TONKSTYONU LIS ..iivviiiiiiiiiiiie i 30
Sekil 4.11. A =1 alindiginda farkli a degerleri i¢in APR dagilimmin bozulma
TONKSTYONU Gafi@i . .oviiveiieiiieiieieie e et 31
Sekil 4.12. A =2 alindiginda farkli a degerleri i¢in APR dagilimmin bozulma
TONKSTYONU GLATIST ..viiiviiiieiicic e 31
Sekil 4.13. « = 0.25 ve 8 = 2.5 alindiginda farkli A degerleri i¢cin APTR dagiliminin
olasilik yogunluk fonksiyonu grafifi ..........ccoveeiiiiieiiieniiiiiieie e 35
Sekil 4.14. = 1.5 ve 6 = 2.5 alindiginda farkli A degerleri icin APTR dagiliminin
olasilik yogunluk fonksiyonu grafifi .......cccccooveiiiieiieniiiiiieie e 36
Sekil 4.15. ¢ = 0.25 ve 8 = 0.5 alindiginda farkli A degerleri i¢cin APTR dagiliminin
olasilik yogunluk fonksiyonu grafigi ........ccccooeiiiiiiiiiiiiiiiicc s 36
Sekil 4.16. a = 1.5ve 8 = 0.5 alindiginda farkli A degerleri i¢in APTR dagiliminin
olasilik yogunluk fonksiyonu grafigi ........ccccooeiiiiiiiiiiiiiiiici s 37
Sekil 4.17. A = 0.5ve 6 = 3 alindiginda farkli a degerleri i¢in APTR dagiliminin
olasilik yogunluk fonksiyonu grafigi ........ccccooeviiiiiiiiiiiiiiiici 37
Sekil 4.18. 4 = 0.5ve 6 =5 alindiginda farkli a degerleri i¢in APTR dagiliminin
olasilik yogunluk fonksiyonu @rafigi ........ccccoeriiiiiiiiiii e 38
Sekil 4.19. A =2ve 6 =3 alindiginda farkli a degerleri icin APTR dagiliminin
olasilik yogunluk fonksiyonu @rafigi ........ccccoeioiiiiiiiiiii e 38
Sekil 4.20. A =2ve 6 =5 alindiginda farkli a degerleri icin APTR dagiliminin
olasilik yogunluk fonksiyonu @rafigi ........cccoceiiiiiiiiiiiiiic e 39
Sekil 4.21. a = 0.25 ve 8 = 2.5 alindiginda farkli A degerleri i¢in APTR dagiliminin
dagilim fonksiyonu rafifi.......cccoiiiiiiiiiiiiici s 40



Sekil 4.22. o = 1.5 ve 8 = 2.5 alindiginda farkli A degerleri icin APTR dagiliminin
dagilim fonksiyonu rafifi........ccoiiiiiiiiiiiiiies e 40
Sekil 4.23. « = 0.25 ve 8 = 0.5 alindiginda farkli A degerleri i¢cin APTR dagiliminin
dagilim fonksiyonu rafifi........ccoiiiiiiiiiiiiiiei e 41
Sekil 4.24. « = 1.5 ve 6 = 0.5 alindiginda farkli A degerleri i¢in APTR dagiliminin
dagilim fonksiyonu rafifi........ccoiiiiiiiiiiiiieie e 41
Sekil 4.25. A = 0.5ve 8 = 3 alindiginda farkli @ degerleri icin APTR dagiliminin
dagilim fonKSiyonu GrafiZi.......ccccveiiiieiiiieiiii e 42
Sekil 4.26. A =2ve 6 =3 alindifinda farkli a degerleri icin APTR dagiliminin
dagilim fonKSiyonu GrafiZi.......ccccveiiiiiiiiieiiiie s 42
Sekil 4.27. 2 =0.5ve 8 =5 alindiginda farkli a degerleri i¢in APTR dagiliminin
dagilim fonksSiyonu grafii.......ccccceiiiiiiiiiiiiiie e 43
Sekil 4.28. A =2ve 6 =5 alindiginda farkli a degerleri icin APTR dagiliminin
dagilim fonksiyonu rafifi........cccoviiiiieiiiiiiie i 43
Sekil 4.29. o« =0.25 ve 6 =0,5 alindiginda farkli A degerleri icin APTR
dagiliminin bozulma fonksiyonu grafigi.........ccccevveiiieiiiiiniciii e 44
Sekil 4.30. a = 1.5ve 8 = 0.5 alindiginda farkli A degerleri icin APTR dagiliminin
bozulma fonksiyonu grafifi .........ccccuvvrieiiiiiiiiciiei s 45
Sekil 4.31. «a =0.25ve§ = 2.5 alindiginda farkli A degerleri icin APTR
dagiliminin bozulma fonksiyonu grafigi.........ccccocvvviiiiiiiiiiiiiiii 45
Sekil 4.32. a = 1.5 ve 8 = 2.5 alindiginda farkli A degerleri i¢in APTR dagiliminin
bozulma fonksiyonu grafifi ........cccceviiiiiiiiiiiicii 46
Sekil 4.33. 2 = 0.5ve 6 = 3 alindiginda farkli a degerleri i¢in APTR dagiliminin
bozulma fonksiyonu grafifi .........ccceviiiiiiiiiiiiiciie 46
Sekil 4.34. A =2ve 6 =3 alindiginda farkli a degerleri icin APTR dagiliminin
bozulma fonksiyonu Grafifl .........ccceiiiiiiieii s 47
Sekil 4.35. 4 =0.5ve 6 =5 alindiginda farkli a degerleri i¢in APTR dagiliminin
bozulma fonksiyonu Grafifi .........cccovoiiiiiiiiie s 47
Sekil 4.36. A =2ve 6 =5 alindiginda farkli a degerleri icin APTR dagiliminin
bozulma fonksiyonu Grafifi ........cccouiiiiiiiei s 48
Sekil 8.1. Ortalama riizgar hizlar1 verisi i¢in ampirik dagilim fonksiyonu ve model

dagilim fonKSIYONIATT ......cooviiiiiiiii s 70



Simgeler

a
Aveya A
0 veya O
r

€

F7()
erf(.)
erfi(.)

Kisaltmalar

APT
APR
APTR

F
f
H
HKO
LS
M
MCF
ML
Q)
S
WLS

SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Aciklamalar

Alfa

Lamda

Teta

Gamma

Elemani

Dagilim Fonksiyonunun Tersi
Hata Fonksiyonu

Sanal Hata Fonksiyonu

Aciklamalar

Alfa Kuvvet Doniistim

Alfa Kuvvet Déoniistiiriilmiis Rayleigh
Alfa Kuvvet Déniistiiriilmiis Iki-Parametreli
Rayleigh

Dagilim Fonksiyonu

Olasilik Yogunluk Fonksiyonu
Bozulma (Hazard) Fonksiyonu

Hata Kareler Ortalamasi

En Kiigiik Kareler

Medyan

Moment Cikaran Fonksiyon

En Cok Olabilirlik

Yiizdelik (Kuantil) Fonksiyon

Yasam Fonksiyonu

Agirliklandirilmis En Kiiglik Kareler

Xiv



1. GIRIS

Rayleigh dagilimi ilk olarak 1880 yilinda akustik alanindaki bir problemi
modellemek amaciyla Lord Rayleigh tarafindan, pozitif degerli tek bir 6lgek
parametresi kullanilarak tanitilmis bir dagilimdir. Rayleigh dagilimi tanitildig
giinden itibaren bir¢cok arastirmaci tarafindan arastirma konusu olmus ve dagilimin
bircok genellemesi {lizerine calismalar yapilmistir. Dagilim yogun olarak fen,
mihendislik, giivenilirlik analizi, haberlesme miihendisligi, riizgar hizi dagilimi
izerine yapilan caligmalar, dmiir boyu analizinde ve saglik gibi farkli alanlarda,
pozitif degerli ve carpik verileri modellemede basariyla kullanilmaktadir. Weibull
dagilimimin 6zel bir hali olarak da bilinen Rayleigh dagilimi, carpik verilerin
analizinde tek bir 6l¢ek parametresine sahip olmasindan dolay1 kimi zaman Weibull
dagilmma tercih sebebi olmaktadir. Ornegin riizgr hizinin modellenmesinde,
sadece ortalama riizgar hiz1 ile ilgilenildiginde, Weibull dagilimma gore tercih
sebebidir, bknz(Kurban vd. 2007; Gilersoy ve Cetin 2010). Haberlesme
mithendisliginde, herhangi bir alictya birden fazla yolla ulagan daginik sinyalleri
modellemek i¢in kullanilir. Rayleigh Dagilimi, Lord Rayleigh tarafindan bir¢cok
farkli sekilde meydana gelen sesin genliginden tiiretilmistir. Rayleigh dagilimi
“rastgele ylirime” (random walk) frekans dagilimi olarak da adlandirilir. Weibull
dagilimi gibi Rayleigh dagilimi da riizgar hiz1 i¢in bir model olarak kullanilir. Model,
rizgar hizinin dagilimimi bir yil boyunca verileri elde ederek aciklar. Bu tiir bir
analiz, bir riizgar tiirbininden enerji geri kazanimini tahmin etmek i¢in kullanilir.
Rayleigh dagilimina olasilik teorisi uygulamalarinda da karsilasilmaktadir (Aktas,
2011).

Rayleigh dagilimimin tek parametresi olan Olgek parametresi, dagilimin cesitli
davraniglarin1 betimlemede hayati bir rol oynamaktadir fakat tek bir parametre farkli
yapilardaki verileri modellemede her zaman yeterli olamamaktadir. Bu durumu goz
Online alan bir¢cok arastirmaci tarafindan Rayleigh dagiliminin, Genellestirilmis
Rayleigh(Kundu ve Ragab, 2005), iki-parametreli Rayleigh(Dey vd., 2014),
Ustellestirilmis Rayleigh (Szynal ve Wolynski, 2012), Kumaraswamy iistellestirilmis
Rayleigh (Ul Haq, 2016), ters Rayleigh (Rosaiah ve Kantam, 2010) gibi bir¢ok



genellemesi, farkli senaryolar altinda denenmistir. Ozellikle riizgar verilerinin
modellenmesinde sik¢a kullanilan Rayleigh dagilimi ile ilgili bir¢cok ¢alisma
bulunmaktadir. Dyer ve Whisenand (1973) yaptiklar1 ¢calisma ile II tip sansiirleme
durumunda Rayleigh dagilimimin parametresi i¢in en iyi yansiz tahmin ediciyi elde
etmistir. Surles ve Padgett (2001), Burr Type X dagilimimin bir genellestirilmesi
olarak genellestirilmis Rayleigh dagilimmi tanitmistir. Salo vd. (2006) bagimsiz
Rayleigh rasgele degiskenlerinin ¢arpimlarinin dagilimlarini elde etmistir. Gomes vd
(2014) yeni bir yasam modeli olarak Kumaraswamy genellestirilmis Rayleigh
dagilimini Onermislerdir. Mahmoud ve Ghazal (2017) ikinci tip sansiirlii hibrit
sansiirlii veriler icin {stellestirilmis Rayleigh dagilimi ig¢in parametre tahmin

problemini incelemistir.

Rayleigh dagilimi ile ilgili literatiirde ¢ok genis bir ¢alisma yelpazesi bulunmaktadir.
Calismalarin bir kismi, dagilimin teorik ve istatistiksel ozelliklerinin arastirilmasi
tizerindeki ¢aligmalardir, diger bir kismi da veri setlerini modellemede kullanimi

tizerine olan calismalardir.

Dyer ve Whisenand (1973) yaptiklar1 calisma ile II. tip sansilirleme durumunda

Rayleigh dagiliminin parametresi i¢in en iyi yansiz tahmin ediciyi elde etmistir.

Celik (2003), Tirkiye'nin giiney bolgesindeki riizgar enerjisi yogunlugunu Weibull

ve Rayleigh modellerini kullanarak incelemistir.

Kaplan (2016), Tirkiye gibi gelismekte olan iilkelerin yenilenebilir enerji
kaynaklarima yonelmesini ele almis ve bu konu ile ilgili olarak c¢aligmasinda
Osmaniye bdlgesindeki riizgdr enerjisini, Rayleigh ve Weibull dagilimlarim

kullanarak modellemistir.

Caglar (2017), Antalya bolgesi i¢in riizgar karakteristigini incelemis ve riizgar
potansiyeli ile ilgili olay degerlendirmelerini Weibull ve Rayleigh gibi ¢esitli dagilim

modellerini kullanarak ele almistir.

Balpetek ve Akpmar (2018) yaptiklari ¢alismada, Weibull ve Rayleigh dagilim
modellerini goz Oniine alarak Elazig ilinin riizgar enerji potansiyeli i¢in gesitli

istatistiksel sonuglar ortaya koymuslardir.



Emeksiz vd. (2016), Tokat bolgesinin riizgar enerjisi potansiyelini degerlendirmek
icin hazirladiklar1 ¢aligmada, bdlgenin riizgar enerji potansiyelini Weibull, Rayleigh,

Log-normal ve Gama dagilim modellerini kullanarak modellemisler.

Giilersoy ve S. Cetin (2010) hazirladiklar1 ¢alisma ile Menemen bolgesi riizgar
enerjisi potansiyelini Rayleigh ve Weibull dagilimlarin1i g6z Oniline alarak

incelemislerdir.

Mert vd. (2014), Antakya bdlgesi riizgar karakteristigini Weibull ve Rayleigh

dagilimlarin1 kullanarak incelemislerdir.

Bacanli ve Kose (2007) yaptiklar1 ¢alismada Rayleigh dagilimimin parametresinin
Wald’ n ardisik olasilik oran testi ile test edilebilmesi i¢in gerekli karakteristik islem

ve ortalama 6rneklem sayis1 fonksiyonlarini vermislerdir.

D. Biger ve Biger (2017), iki-parametreli Rayleigh dagilimlarinin sonlu karmalarinda
mevcut bilinmeyen parametreler icin parametre tahmini problemini yaptiklari

calisma ile ele almiglardir.

Dokur vd. (2019), Tiirkiye’nin alt1 farkli bolgesi (Gokgeada, Bozcaada, Bandirma,
Bilecik, Yalova ve Sakarya) i¢in riizgar hizlarin1 Rayleigh, iki-parametreli Weibull
ve ters Weibull dagilimlarini kullanarak modellemis ve bazi karsilagtirmali sonuglar

sunmuslardir.

Dey vd. (2014), iki-parametreli Rayleigh dagilimmin bilinmeyen parametrelerinin
tahmin edilmesi problemini hem frekans¢i hem de Bayesci bakis acist ile

incelemislerdir.

Paraschiv vd. (2019), Rayleigh dagilimini1 kullanilarak Romanya'nin liman sehri olan

Kostence’deki riizgar hizi verilerini analiz etmislerdir.
Aktas (2011), Rayleigh dagiliminin yiizdelik fonksiyonunu ve diger dagilimlarla
iliskisini incelemistir.

Kose vd. (2015), Eskipazar yoresinin riizgar enerjisi potansiyelini modellemek i¢in
Rayleigh, Lognormal ve Weibull dagilimlarim1 kullanarak tahminlemesini

incelemislerdir.



Sarhan ve Zaindin (2009), Degistirilmis Weibull dagiliminda dogrusal ariza orani
dagilimi ve verilerin analizi icin Rayleigh dagilimi, Ustel dagilimi ve Weibull

dagiliminmi kullanmiglardir.

Korukg¢u (2011), Bababurnu, Belen, Datga ve Gokgeada yorelerinin riizgar enerji

potansiyelini ve gii¢ yogunlugunu Rayleigh dagilimi ile modellemistir.

Badr (2019), Bilesik Rayleigh dagilimi igin gercek verilere uygunluk testleri
yapmigtir.

Al-Omari ve Zamanzade (2016) yaptiklar1 ¢alismada basit rastgele 6rnekleme ve
sirali kiime Ornekleme tekniklerine dayanarak Rayleigh dagilimi i¢in farkli uyum

1yiligi testlerini incelemislerdir.

Best vd. (2010), Rayleigh dagilimi i¢in kolayca uygulanan uyum iyiligi testini

incelemislerdir.

Rayleigh dagilimi lizerine hazirlanan ¢alismalarin diger bir kismi da dagilimin veri
modelleme basarimini artirabilmek igin ¢esitli genellestirmelerinin tanitilmasi
tizerinedir. Farkli yapilardaki verileri modellemede tek parametre her zaman yeterli
olmayacagi goriisline sahip bir¢ok arastirmaci Rayleigh dagiliminin farkli senaryolar

altinda c¢esitli genellestirilmeleri lizerine ¢calismalar hazirlamiglardir.

Mahmoud ve Ghazal (2017), Genellestirilmis Tip II hibrit sanstirlii veriler igin

tistellestirilmis Rayleigh dagilimindan parametre tahmin problemini incelemistir.

Surles ve Padgett (2001), Burr Type X dagiliminin bir genellestirilmesi olarak

genellestirilmis Rayleigh dagilimini tanitmigtir.

Ashour vd. (2018), Gamma-Rayleigh Dagilimi ile Gamma dagiliminin ve Rayleigh
dagiliminin yeni bir genellemesini diisiinerek bu modelin esnekligini ve potansiyelini

incelemislerdir.

Afify (2011), Tip 1 ilerletilmis sansiir altinda karma Rayleigh Dagilimi
parametrelerini tahminini ve karistk Rayleigh dagilimi adi verilen yeni bir

istatistiksel modeli incelemistir.



Salo vd. (2006), Bagimsiz Rayleigh rasgele degiskenlerinin ¢arpimlarinin

dagilimlarini elde etmistir.

Gomes vd (2014), yeni bir yasam modeli olarak Kumaraswamy genellestirilmis

Rayleigh dagilimini 6nermislerdir.

Kundu ve Ragab (2005), iki-Parametreli Burr Type X dagilimini Genellestirilmis
Rayleigh olarak adlandirmislardir.

Bicer (2019), Yeni bir Genellestirilmis Rayleigh Dagilimimin 6zelliklerini ve

¢ikarimlarini incelemistir.

Ahsan (2016), dort-parametreli Kumaraswamy Ustel Ters Rayleigh Dagiliminm

incelemistir.

Kopriilii (2019), genellestirilmis Rayleigh dagilimi icin istatistiksel sonug¢ ¢ikarimin

farkli prensiplere gore incelemistir.

Alfa kuvvet doniisiim yontemi mevcut bir dagilim ailesini temel dagilim alarak,
temel dagilima yeni ek bir parametre ekleyerek temel dagilimdan daha esnek yeni bir
dagilim tiireten bir yontemdir. Yontem ilk olarak Mahdavi ve Kundu (2017)
tarafindan yapilan ¢alisma ile ortaya konmustur. Metot stirekli dagilim ailelerine
basarili bir sekilde uygulanabilirlige sahiptir. Ozellikle iistel dagilim ailelerine yeni
bir parametre ekleyerek, yeni dagilimin temel dagilima gore daha esnek olmasini
saglamaktadir, bknz (Mahdavi ve Kundu, 2017). Yontem her ne kadar yeni de olsa,
literatiirde alfa kuvvet doniisim yontemi kullanilarak tiiretilmis dagilimlar

mevcuttur.

Hassan vd. (2019), alfa kuvvet doniisiim metodu ile Lindley dagilimini tanitmislar ve

istatistiksel ¢ikarimlarini incelemislerdir.

Nassar vd. (2017), alfa kuvvet doniisiim metodu ile Weibull dagilimini ele almislar

ve istatistiksel ¢ikarimlarini incelemislerdir.

Dey vd. (2019), alfa kuvvet doniisiim metodunu Lindley dagilimi kullanarak ele

almislar ve deprem verileri {izerinde bir uygulama ile ¢ikarimlar1 incelemislerdir.



Dey vd. (2019), alfa kuvvet doniisiim metodunu ters Lindley dagilimi kullanarak ele

almisglar ve bir uygulama ile ¢ikarimlari incelemislerdir.

Hassan vd. (2018), alfa kuvvet doniistiiriilmiis genisletilmis tistel dagilimi tanitmislar

ve ¢ikarimlarini incelemislerdir.

D. Biger (2019), alfa kuvvet donlisim metodu ile Genellestirilmis Rayleigh

dagilimini ele alarak istatistiksel sonug ve ¢ikarimlarda bulunmustur.

Unal vd. (2018), alfa kuvvet doniisiim metodu ile Ters Ustel dagilimini ele almislar

ve bir uygulama ile esnekligini ve dnemini incelemislerdir.

Nassar vd. (2019), Mashall-Olkin alfa kuvvet doniisiim ailesini tanitmislardir. Bu
yeni dagilimm  Marshall-Olkin  genellestirilmis  Lindley, = Marshall-Olkin
genellestirilmis tistel, Marshall-Olkin ile karsilagtirildiginda daha uygun oldugunu

gostermislerdir.

Efe-Eyefia vd. (2020), Weibull Alfa kuvvet ters Ustel dagiliminin teorik analizini ele

almiglar ve bu dagilimin 6zelliklerini incelemislerdir.

Bu tez calismasinin temel amaci, Rayleigh ve iki-parametreli Rayleigh dagilimlar
temel dagilimlar alinarak, alfa kuvvet doniisiim yontemine gore iki yeni olasilik

dagilim modeli tanitmaktadir.

Bu baglamda calismanin ikinci bdliimiinde, Mahdavi ve Kundu (2017) tarafindan

verilen alfa kuvvet donilisiim yontemi incelenmektedir.

Ugiincii  béliimde, Rayleigh ve iki-parametreli Rayleigh dagilimlart ve bu

dagilimlarin temel 6zellikleri verilmistir.

Dordiincii boliimde, ikinci boliimde ele alinan alfa kuvvet doniisim yontemi ve
iciincli boliimde incelenen Rayleigh ve iki-parametreli Rayleigh dagilimlar goz
onlinde bulundurularak, alfa kuvvet donistiiriilmiis Rayleigh ve alfa kuvvet
doniistiiriilmiis iki-parametreli Rayleigh dagilimlarn tiiretilmektedir. Ayrica tiiretilen

dagilimlarin temel istatistiksel karakteristikleri elde edilmektedir.



Besinci boliimde, tez calismasi ile tiiretilen alfa kuvvet doniistiiriilmiis Rayleigh ve
alfa kuvvet doniistiiriilmiis iki-parametreli Rayleigh dagilimlarinda mevcut
bilinmeyen parametrelerin tahmin edilmesi {izerinde durulmaktadir. Bu kapsamda
besinci boliimde ilk olarak, literatirde mevcut olan en kii¢iik kareler yontemi,
momentler yontemi ve en ¢ok olabilirlik yontemi gibi bazi tahmin edici elde etme

yontemleri verilmektedir.

Altinc1 boliimde verilen yontemlere dayali olarak tiiretilen dagilimlarin bilinmeyen

parametrelerinin tahmin edicileri elde edilmektedir.

Tez ¢alismasimin yedinci boliimiinde, altinci béliimde elde edilen tahmin edicilerin
bilinmeyen parametreleri tahmin etmedeki performanslarini ortaya koymak igin

gerceklestirilen kapsamli Monte-Carlo simiilasyon ¢alismalarina yer verilmektedir.

Sekizinci bolimde tiiretilen dagilimlarin  gercek diinya verileri iizerinde

uygulanabilirliklerini gostermek i¢in yapilan uygulamalara yer verilmektedir.

Son boliim olan dokuzuncu boliimde ise ¢alisma ile ulasilan sonuglar tartisilmaktadir.



2. ALFA KUVVET DONUSUMU

Bu kisimda, Mahdavi ve Kundu (2017) tarafindan tanitilan alfa kuvvet

doniistim(APT) yontemi agiklanmaktadir.

Varsayalim X, F(x) dagilim fonksiyonuna sahip mutlak siirekli bir rasgele degisken
olsun. F(x) temel dagilim fonksiyonunu g6z 6niinde bulundurarak, APT dagilimin

dagilim fonksiyonu

af® —1

Fppr(x) = a—1
F(x) , a=

) a>0,a¢1 (21)

biciminde verilir. (2.1) esitligi ile verilen Fpr(x) fonksiyonu dagilim fonksiyonu
olma ozelliklerini tasiyan bir fonksiyondur. Eger temel dagilimin dagilim fonksiyonu
F(x) ‘e karsilik gelen olasilik yogunluk fonksiyonu olan f(x) siirekli bir fonksiyon
ise, Fypr(x) ‘e karsilik gelen fypr(x) olasilik yogunluk fonksiyonu da siirekli bir

olasilik yogunluk fonksiyonu olur ve

log a f(x)aF™
farr =" q-1  » *70e*d (2.2)
fx) ,  a=

olarak verilir (Dey, Ghosh, vd., 2019; Dey, Nassar, vd., 2019; Mahdavi ve Kundu,
2017; Unal vd., 2018). Asikar olarak a # 1 iken; fupr(x), f(x)’ in agirhkli bir
fonksiyonu gibidir,

w(x) = af® (2.3)
bir agirlik fonksiyonu olmak tizere; fypr(x)

fEw( ) 2

Cc

fapr(x) =



biciminde yazilir. Esitlik (2.4) de verilen ¢ sabiti agirliklandirilmis fonksiyonun
beklenen degeridir, yani ¢ = E(w(x)) dir. Bu durumda bu agirlagtirilmig fonksiyon

a > 1 durumuna ve a < 1 durumuna bagli olarak azalan veya artan olabilir.

Temel dagilimin dagilim fonksiyonu F(x) g6z 6nlinde bulundurularak APT yontemi

ile tiiretilen dagilimin yagam fonksiyonu (Survival Function) S,pr(x),

a
1 _ SF()-1 , > 0’
Sapr(x) = Ja — 1( “ ) * a#1 (2.5)
1—F(x) , a=1
bi¢iminde, bozulma orani fonksiyonu (Hazard Rate Function- HRF) Hypr(x),
aF(x)—l
Hypr(x) = loga f(x) 1= gFo1 a>0,a+1 (2.6)
1—F(x) , a=1

bi¢iminde elde edilir. y, ile Fypr(x)" in p. ¢eyrekligi gosterilmek {izere; a#1 icin

doniistiiriilmiis dagilimin p. yiizdeligi

Yy = F~1 (lOQ(l + (a — 1)1?)) 27)

loga

bi¢iminde elde edilir. Burada F~1(.) temel dagilimm dagilim fonksiyonunun tersini
ifade etmektedir. Eger x,, ile temel dagilimin p. yiizdeligi gosterilirse, esitlik (2.7)

g0z oniinde bulundurulmasiyla a#1 igin

log(1+ (a — 1)p) -

< x, icin
Y p 16 loga

(2.8)

yazilabilir. Boylece donistiiriilmiis dagilimin medyan1 esitlik (2.7) de p = 0.5

yazilarak



R log(Z + (a — 1)) —log 2
Yp=F ( log ) (2.9)

olarak elde edilir.
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3. RAYLEIGH DAGILIMI

Calismanin bu boliimiinde Rayleigh dagilimi ile iki-parametreli Rayleigh dagilimina

ve temel karakteristiklerine genel bir bakis yapilmaktadir.

3.1. Rayleigh Dagilim

X rasgele degiskeni negatif degerler almayan mutlak siirekli bir rasgele degisken
olmak {tizere; X rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu ve olasilik yogunluk

fonksiyonu sirasiyla,

x2

Fx,))=1—-e22 , x>0 ,1>0 (3.1.1)
ve

x _x*
f(x,/’l)=/1—2e 222, x>0 ,1>0 (3.1.2)

biciminde ise X rasgele degiskenine Rayleigh dagilimina sahiptir denir. Esasinda
Rayleigh dagilimi, Weibull dagiliminin 6zel bir halidir. Weibull dagilimina sahip bir

Y rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonu ve olasilik yogunluk fonksiyonu sirasiyla,

1/y\¢
F(y)=1—e_5(7), y>0,1>0,a>0 (3.1.3)

ve

a—-1 ]_ya

1
f@an =5 (3) ed®)  y>0,1>0,a>0 (3.1.4)

biciminde verilir. Burada A, dagilimm o6l¢ek parametresi ve a ise sekil

parametresidir. (3.1.3) ve (3.1.4) esitliklerinde sekil parametresi a = 2 olarak



secilirse, dagilim Rayleigh dagilimina doner. Rayleigh dagiliminin tek parametresi
olmasi ve parametre tahmininde karsilagilan kolayliktan dolayi, farkli aragtirmalarda

Weibull dagilimina karsi tercih sebebi olmustur (Balpetek ve Akpinar, 2017).

X Rayleigh dagilimina sahip bir rasgele degisken ve p € (0,1) reel bir deger olmak

lizere x,, ile Rayleigh dagiliminin p. yiizedigi gosterilsin. Bu durumda

x =Qp,A) =F(p) =inf{x € R; p < F(x)} (3.1.5)

olmak tizere esitlik (3.1.5) kullanilarak Rayleigh dagiliminin p. yilizdeligi
Xp = A/=2In(1-p) (3.1.6)

olarak elde edilir. Esitlik (3.1.6) da p = 0.5 olarak segilirse Rayleigh dagiliminin
medyan1 (M)

M = Q(0.5,1) = 1{/2In(2) (3.1.7)
olarak elde edilir.

r > 0 bir tamsay1 olmak iizere; Rayleigh dagiliminin r. momenti E(X"), esitlik (3.1.2)

ile verilen olasilik yogunluk fonksiyonu géz 6ntinde bulundurularak,

o) x2

E(X") = fooxrf(x)dx = f xrﬁe_m dx (3.1.8)

—00 0

integralinin ¢6ziimiinden elde edilir. Esitlik (3.1.8) integralini ¢6zebilmek icin

x2

== doniistimii géz 6niine alinirsa, Rayleigh dagiliminin . momenti

u

E(XT) = fo Y e du = 1 fo CwF et du=ar (% +1) (3.1.9)
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olarak elde edilebilir. Burada I'(a) = fooo(u)a‘le‘u du = (a —1)! olup gamma
fonksiyonunu ifade etmektedir bknz (Abramowitz ve Stegun 1965). Boylece

Rayleigh dagiliminin beklenen degeri (3.1.9) esitliginde r = 1 alinmasiyla,

E(X) = A \E (3.1.10)

olarak elde edilir. Ayrica (3.1.9) esitliginde r = 2 alinmas1 ve esitlik (3.1.10)'nin goz
Oniinde bulundurulmasiyla, Rayleigh dagiliminin varyanst ve standart sapmasi

sirasiyla,

4 —1
2

Var(X) = 0% = A? (3.1.11)

4-n (31.12)
2

Standart Sapma =0 = A

olarak elde edilir.

Rayleigh dagiliminin yagam fonksiyonu ve bozulma orani fonksiyonu ise sirasiyla

2

S =1-F()=e2% ,A>0, x>0 (3.1.13)
ey =L X 150, x>0 (31.14)
S(x) A2 ’ ’

bi¢iminde verilir.

A parametresinin farkli degerleri i¢in dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonunun,
dagilim fonksiyonunun ve bozulma orani fonksiyonun davranislart sekil 3.1. — 3.3.

ile orneklendirilmektedir.

13
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Sekil 3.1. Farkli A degerleri i¢in Rayleigh dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu
grafigi

A=0.5

A=1.5

7 8 9 10

Sekil 3.2. Farkli A degerleri icin Rayleigh dagiliminin dagilim fonksiyonu grafigi
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Hrf(x, A)

Sekil 3.3. Farkli A degerleri i¢in Rayleigh dagiliminin bozulma fonksiyonu grafigi

3.2. Iki-Parametreli Rayleigh Dagilim

Iki-parametreli Rayleigh dagiliminin dagilim fonksiyonu ve olasilik yogunluk

fonksiyonu sirastyla,

S (3.2.1)
F(x,0,A))=1—¢e 222 , x>60,L>060 €RrR e
ve

x—0 _(x=6)?
f(x,0,2) = e X, x>0,1>00€R (3.2.2)
olarak verilir.
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Burada A 6lgek parametresi, 8 ise dagilimin konum parametresidir. Iki-parametreli
Rayleigh dagilimi {i¢ parametreli Weibull dagilimmin 6zel bir halidir (Dey vd.,
2014). iki-parametreli Rayleigh dagilimmin yasam fonksiyonu ve bozulma orani

fonksiyonu sirasiyla

SX)=1-FX) = e‘(xz_aez_)z , A1>0, x>0 (3.2.3)
ve
T1e s AN Clnl)) 1>0, x>0 (3.2.4)

SX) a2 ’

dir. Dagilimin diger bazi temel karakteristikleri ise, Rayleigh dagiliminin temel

ozellikleri géz onilinde bulundurarak Cizelge 3.1. de verildigi bigimde elde edilir.

Cizelge 3. 1. iki-parametreli Rayleigh dagiliminin temel karakteristik 6zellikleri

r
r. Moment E(X™) A'r (E + 1) +0
Beklenen Deger E (X) 2 \/g +6
4—m
Varyans Var(X) 5 A2
4—-m
Standart Sapma 1 .

p. Yizdelik MN-2n(1-p)+6

Medyan M2In2)+ 86

Tepe Deger A+6
. 6°
Moment Cikaran Fonksiyon e—(T) /1t Jocs /12t2 \/* 0 + ,12
M, () 2
02
o) 3

Karakteristik Fonksiyon ¢, (t)

_ Azt2+1te\/7[er l<19 + A%t )l
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Burada erf(a) = foae‘tzdt seklinde tanimlanan hata fonksiyonudur. Ayrica,

erfi(a) = erf(ia)/i seklinde tanimlanan sanal hata fonksiyonudur bknz (Bergsma,
2006)

Iki-parametreli Rayleigh dagilimmm A ve 6 parametresinin farkli degerleri icin
olasilik yogunluk fonksiyonunun, dagilim fonksiyonunun ve bozulma oran

fonksiyonlarimin davranislar: sekil 3.4. — 3.9. ile verilen grafiklerde gosterilmistir.

1.4 T
0=25, A=0.
8=25, M=1

1.2 .,.A.,l 4=25, I=15]|7

[ §=25, A=2

4 : l|I

B |
| ‘ll
l| I!
N 08 l
< |
X { il
“o6 | ﬁ
' / II
e
04 |
| | 'll
[ X
02 T .‘1' \‘_’, o Yl e $
f //\ S
Ve 8 i~ S
LN s &
2 3 4 5

Sekil 3.4. 6 =2.5 alindiginda farkli A degerleri icin iki-parametreli Rayleigh
dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu grafigi
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5 6 7 8 9 10 1" 12 13 14 15

Sekil 3.5. 6 =5 alindiginda farkli A degerleri igin iki-parametreli Rayleigh
dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu grafigi

2 3 & 5 6 7 8 9 10

Sekil 3.6. 6 =2.5 alindiginda farkli A degerleri igin iki-parametreli Rayleigh
dagiliminin dagilim fonksiyonu grafigi
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Sekil 3.7. 6 =5 alindiginda farkli A degerleri igin iki-parametreli Rayleigh
dagiliminin dagilim fonksiyonu grafigi

14 T . | | I I
4=25. A=05
#=25, 25
12 4=25. A=15 -
4=25, A=2
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| 4
2r "—"-"—”"—"-“—“ -
0 A—--_;.—’—‘—I I ; ' I}
. 3 35 g 4.5 5 5.5 6

Sekil 3.8. 6 = 2.5 alindiginda farkli A degerleri igin iki-parametreli Rayleigh
dagiliminin bozulma fonksiyonu grafigi
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Sekil 3.9. 6 =5 alindiginda farkli A degerleri igin iki-parametreli Rayleigh
dagiliminin bozulma fonksiyonu grafigi
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4. ALFA KUVVET DONUSTURULMUS RAYLEIGH DAGILIMI VE TEMEL
OZELLIKLERI

Bu boliimde alfa kuvvet doniistiiriilmiis Rayleigh (APR) dagilimi ve alfa kuvvet
doniistiiriilmiis iki-parametreli Rayleigh (APTR) dagilimi tiiretilerek APR ve APTR

dagilimlarinin temel karakteristikleri elde edilmektedir.

4.1. APR Dagilim

APT yonteminde temel dagilim olarak Rayleigh dagilimi segildiginde, Rayleigh
dagilimina karsilik gelen APR dagilimiin dagilim fonksiyonu ve olasilik yogunluk

fonksiyonu, sirastyla

x2

x2

ra1—e_2/12_

FAPR(X)=JT 5 a>0,a¢1, 1> O,X>O (411)

I
|\ 1-e22 , a=1 A1>0,x>0

2

(

loga x _x* X

J _12 € 2217 2 g>0,a#1,1> 0,x>0
fapr(x) =% N 2 (4.1.2)

X
— e 2% a=1,2>0,x>0

A? ’

bi¢iminde elde edilir.

4.2. APR Dagihminin Temel Ozellikleri

APR dagiliminin yasam fonksiyonu Sypg(x) Ve bozulma orani fonksiyonu Hypg (X)
esitlik (4.2.1) ve esitlik (4.2.2) 'de verildigi gibidir,



( x2

aloga -

' _gl (1—a-e 212), 2>0, a1, >0x>0
SAPR(x):4a

(4.2.1)
x2
l e 222 a=1,1>0, x>0
x2 x2
/:lx_z e 2/12(16 21 lOga
22 ’ a>0, ail,/1>0,x>0
Hypr(x) = | g 22 (4.2.2)
X
z ) a=1,1>0 x>0

Xp, F4pr(x) " in p. geyrekligini gostermek {izere, a # 1 i¢in esitlik (2.7) den

loga

%, = F-1 <log(1 + (a — 1)p)> (4.23)

olup, esitlik (3.1.6) ile verilen Rayleigh dagiliminin yiizdelik fonksiyonu g6z dniinde
bulundurulursa

Ina
Xp = A [2In

(4.2.4)

In a
pla@a—-1D+1)

olarak bulunur. Dagilimin medyani, (4.2.4) denkleminde p = 1/2 segcilip yerinde
kullanilmastyla

(4.2.5)

olur.

Diger taraftan dagilimin tepe degerini elde edebilmek icin (4.1.2) esitliginin x’ e gore

birinci tiirevinin aliip sifira esitlenmesiyle,
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2

0 l X
ngi(x) = _mll)/lz e 22q17¢ (1 + x2? + xlna) = 0 (4.2.6)

denklemine ulasilir. (4.2.6) esitliginin saglanabilmesi igin
1+ x%+xlna) =0 (4.2.7)

esitliginin saglanmasi gerekir. Boylece (4.2.7.) esitliginin ¢oziimiinden dagilimin

tepe degert,

X = %[—lna ++/In2a — 4] , a=>e? (4.2.8)

olarak elde edilir.

X rasgele degiskeni a ve A parametreleri ile APR dagilimina sahip bir rasgele

degisken olmak iizere;

. - (—loga)kuk (4.2.9)

B k!
k=0

* > m! (logu)™k
¢ Mdu = u™t! 4.2.10
fo w'(logu)™du = u £ Gm— Kl (n+ D)F1 (4.2.10)
acilimlarinin dikkate alinmasiyla, APR(a, 1) dagiliminin moment ¢ikaran
fonksiyonu (MCF) t < A igin
la o (—loga)k*?
Mapr(t) = 7 (4.2.11)

— — |
a £ (kA =t + Dk!

olarak elde edilir.
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X’ rasgele degiskeninin r. (r = 1,2,...) momenti (4.2.11) esitliginin géz Oniinde

bulundurulmasiyla
E(XT) = ar! - (—loga)* (4.2.12)
CAr(Q-a) & KTk -

olarak elde edilir. Boylece APR(a,A) dagiliminin beklenen degeri (4.2.12)

esitliginde r = 1 alinmasiyla

a = (—loga)¥
1-a) kk!

E(X) =~ (4.2.13)

olarak bulunur.
APR dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonunun davranigini gosterebilmek

amacityla A ve a parametrelerinin farkli degerleri i¢in c¢izilmis olasilik yogunluk

fonksiyonunun grafigi Sekil 4.1. - 4.4. de verilmistir.
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1.8

f(x,\)

a=1.5
a=15
a=15
a=15

A=0.5
A=1
A=1.5
A=2

Sekil 4.1. a =15 alindiginda farkli A degerleri i¢cin APR dagiliminin olasilik

yogunluk fonksiyonu grafigi

2.5

f(x,\)

a=0.25
a=0.25
a=0.25
a=0.25

A=0.5
A=1
A=1.5
A=2

Sekil 4.2. o =0.25 alindiginda farkli A degerleri i¢cin APR dagilimmin olasilik

yogunluk fonksiyonu grafigi
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a=0.5

a=1.25(

a=35
a=5

Sekil 4.3. A =1 alindiginda farkli a degerleri i¢in APR dagilimmin olasilik

yogunluk fonksiyonu grafigi

0.5
A=2 a=05
045 A=2 a=1.25|7
A A=2 a=35
041 / ’ A=2  a=5
035 / \
/ \
/ \

0.3r / \
? / I\
% 0.25[ \
= /

| /

02 |/ \

0.15} /,.' \

01/

II‘
0.05 i/ ,
{ \
—_— —
0 1 1
0 2 4 6 10

Sekil 4.4. 1 =2 alindiginda farkli a degerleri i¢cin APR dagilimmin olasilik

yogunluk fonksiyonu grafigi
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Sekil 4.5. -4.8. A ve a parametrelerinin farkli degerleri icin APR dagiliminin

dagilim fonksiyonun davranigini 6rneklendirmektedir.

d
13

-
(4]

B
0 nn
—
Il

2
N .
1

9 10

Sekil 4.5. a =1.5 alindiginda farkli A degerleri icin APR dagiliminin dagilim
fonksiyonu grafigi
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1 T T 1 ——— T
09t -
0.8 1
0.7 1
0.6 -

= /
X05fT T
(1 ’rl
04r !z .
o3f [ ]
/ a=025 X=05
0.2 a=025 X=1 ]
a=025 A=15
0.1 a=025 A=2 ~l
0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Sekil 4.6. a =0.25 alindiginda farkli A degerleri icin APR dagiliminin dagilim

fonksiyonu grafigi

Sekil 4.7. A =1 alindiginda farkli a« degerleri icin APR dagilimmin dagilim

fonksiyonu grafigi
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a=0.5
a=125
a=3.5
a=5

Sekil 4.8. 41 =2 alindiginda farklh a degerleri i¢cin APR dagilimmnin dagilim
fonksiyonu grafigi

Sekil 4.9. -4.12. 1 ve a parametrelerinin farkli degerleri icin APR dagiliminin

bozulma fonksiyonun davranisini 6rneklendirmektedir.
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a=15 X=05
a=15 I=1
a=15 A=15

201 =

= 15
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X
‘=
X

107
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0
0

Sekil 4.9. a =1.5 alindiginda farkli A degerleri icin APR dagilimiin bozulma
fonksiyonu grafigi

25 T T T T T T T T T
a=025 A=05
a=025 A=1
| a=025 A=15
20 a=025 A=2
157 i
=
X
=
T
1071 1
5 F I
0 1 1
0 4 4.5 5

Sekil 4.10. « =0.25 alindiginda farkli A degerleri i¢in APR dagiliminin bozulma
fonksiyonu grafigi
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A=1 a=05
— =1 =125

Sekil 4.11. A =1 alindiginda farkli a degerleri i¢in APR dagilimimin bozulma
fonksiyonu grafigi

2.5 T T T T T T T
A=2 a=05
A= a=1.25
i A=2 a=35
- A=2 a=5
= 1Dk
<
X
't
=
1 -
05 E //// .
//
*
////
0 = Il Il Il Il
0 1 2 3 4 5 6 7 8
X

Sekil 4.12. 1 = 2 alindiginda farkli a degerleri i¢in APR dagiliminin bozulma
fonksiyonu grafigi
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4.3. APTR Dagilim

Bu bolimde, APT yonteminde temel dagilim olarak iki-parametreli Rayleigh
dagilimi segilerek, iki-parametreli Rayleigh dagilimina karsilik gelen APTR dagilimi

tiretilmektedir.

APTR dagiliminin dagilim fonksiyonu (2.1) ile verilen esitlikte (3.2.1) esitligi ile

verilen iki-parametreli Rayleigh dagiliminin dagilim fonksiyonunun kullanilmasiyla

(x=6)?
al—e_ 222 -1
FAPTR(x): T , (l>0,(l¢1,/1> 0,X>0 (431)
(x-9)?
1—e 222 , a=1,1>0,x>86

olarak elde edilir. Diger taraftan APTR dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu,
esitlik (2.2) de iki-parametreli Rayleigh dagiliminin (3.2.2) esitligi ile verilen olasilik

yogunluk fonksiyonunun kullanilmasiyla

Ina x—6 —M _(x_(,;)Z
——e gl * | g>0,a#¥1, 1>0,x>0
faprr(x) =11 4 ()2 (4.3.2)
%98_2/12 , a=1,2>0,x>0

bi¢iminde elde edilir.

4.4. APTR Dagiliminin Temel Ozellikleri
APTR dagiliminin yasam fonksiyonu Syprp(x) ve bozulma orami fonksiyonu

Haprr(x), (4.3.1) esitligi ile verilen dagilim fonksiyonunu ve (4.3.2) esitligi ile

verilen olasilik yogunluk fonksiyonunun g6z 6niinde bulundurulmasiyla, sirastyla
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_(x-6)?
(alna (1_a—e 222 )) a>0 a+1,1>0, x>0

Saprr(x) =4 7 (4.4.1)
_ (x=6)?
e 24 ,a=1,1>0,x>0
ve
(x—6)2 (x-6)2
((x—ze) o g 22 g
41 — ,a>0, a1, 1A >0, x>0
Hpprr(x) = | g€ 22 (4.4.2)
\ S ,a=1,1>0 x>0

bi¢iminde elde edilir.

xp ile APTR dagiliminin p. yiizdeligi gosterilsin, a@ # 1 i¢in Cizelge 3.1. de verilen
iki-parametreli Rayleigh dagiliminin p. yiizdeligi ve (4.2.4) esitliginin dikkate

alinmasiyla

Ina
In a
pla—-1D+1)

Xy, = |2A%In + 0 (4.4.3)

olarak elde edilir. Ayrica (4.4.3) esitliginde p = 1/2 yazilarak, APTR dagilimin

medyan1
Ina
M = Xp = 2/12 In IT + 0 (444)
n (a+1)

olarak elde edilir.

Lemma 1. Varsayalim X, (4.3.2) esitligi ile verilen olasilik yogunluk fonksiyonuna

sahip bir rasgele degisken olsun. a > 0,L > 0,7 = 0 ve 6 = 0, reel sayilari i¢in
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2

_(L)Z (&)
xT+le 2L/ gl=e WL/ péx gy (4.4.5)

o)

éa L, o) = J.

0

integralinin sonucu

Sl r0)=30 T -1) ()1 () G+ DI x
<6r () (5 4<1+32 )2> '

R [ P (r;z; ()_()) @46

dir. Burada 1F1 hipergeometrik fonksiyonu ifade etmektedir bknz(Abramowitz ve
Stegun, 1965).

Lemma 1’in kullanilmasiyla APTR dagiliminin . momenti, E(X")

T k
l
E6) =) () (AZ(”(“) sé@ 0)> ok @47)

k=0

moment ¢ikaran fonksiyonu My (t)

r k
l
M (1) = Z (Z) < % §(a,2,0, t)) ok (4.4.8)

k=0

ve karakteristik fonksiyonu ¢y (t)

T k
!
bx (1) =Z(,:) (Az(n( e )E( 4,0, lt)) orx (4.4.9)

k=0

olarak hesaplanir.
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APTR dagilimmin olasilik yogunluk fonksiyonunun davranmigini gdsterebilmek
amaciyla 4,0 ve «a parametrelerinin farkli degerleri i¢in ¢izilmis olasilik yogunluk

fonksiyonunun grafigi Sekil 4.13. - 4.20. de verilmistir.

2.5 T T T
—a=025 6=25 =05
a=025 6=25 =1
a=025 6§=25 XI=15
27 —a=025 §=25 i=2 |1
s: 10
o
<
=
N 1 -
05
_\\\\
.\\
0 g S — s
2 3 & 5 6 ¥ 8 9 10
X

Sekil 4.13. « = 0.25 ve 8 = 2.5 alindiginda farkli A degerleri i¢cin APTR dagiliminin
olasilik yogunluk fonksiyonu grafigi
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1.8

a=15 #=25 Ai=05
16 F a=15 #=25 I=1
a=15 6§=25 XI=15
A=2

14

12

14

Sekil 4.14. o = 1.5 ve 6 = 2.5 alindiginda farkli A degerleri icin APTR dagiliminin
olasilik yogunluk fonksiyonu grafigi

2.5

a=025 #=05 A=05
a=025 6=05 Ai=1

05

Sekil 4.15. ¢ = 0.25 ve 8 = 0.5 alindiginda farkli A degerleri igin APTR dagiliminin
olasilik yogunluk fonksiyonu grafigi
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a=15 #=05 X=05
A=1 | 1
A=15
A=2

16

14

12}

Sekil 4.16. a = 1.5ve 8 = 0.5 alindiginda farkli A degerleri i¢cin APTR dagiliminin
olasilik yogunluk fonksiyonu grafigi

2 T T T T T
A=05 6=3 a=0.25
187 A=05 6=3 a=1.25|
A=05 46=3 a=35
16 A=05 4=3 a=5 z
141 \\ 7
’Q: 1.2:F .\\. g
< \
§ [ \ -
x" \
o8l \\ !
/ \
/ \\
06 ’|,'I \ T
0 4 | 'l \ |
{ \\
0.2 o :
\‘\_
0 1 1 Il I =
3 3.5 4 4.5 5 5.5 6
X

Sekil 4.17. A = 0.5ve 6 = 3 alindiginda farkli a degerleri i¢in APTR dagiliminin
olasilik yogunluk fonksiyonu grafigi
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Sekil 4.18. A = 0.5ve 6 =5 alindiginda farkli a degerleri i¢in APTR dagiliminin

olasilik yogunluk fonksiyonu grafigi

05 T T T T
a=0.25
045 a=125(7
a=35
04r a=5 7
0.35r i

0.05

Sekil 4.19. A1 = 2ve 6 = 3 alindiginda farkli a degerleri icin APTR dagiliminin

olasilik yogunluk fonksiyonu grafigi
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0.5

0451

0.05¢1

Sekil 4.20. A =2ve 6 =5 alindiginda farkli a degerleri icin APTR dagiliminin
olasilik yogunluk fonksiyonu grafigi

Sekil 4.21. -4.28. de A ,0 ve a parametrelerinin farkli degerleri i¢in APTR

dagiliminin dagilim fonksiyonunun davranigini1 gostermektedir.
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Sekil 4.21. a = 0.25 ve 8 = 2.5 alindiginda farkli A degerleri i¢in APTR dagiliminin
dagilim fonksiyonu grafigi

Sekil 4.22. o = 1.5 ve 6 = 2.5 alindiginda farkli A degerleri i¢cin APTR dagiliminin
dagilim fonksiyonu grafigi
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071 :
QA_ 06 5
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/ a=025 6=05 A=15
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X

Sekil 4.23. « = 0.25 ve 8 = 0.5 alindiginda farkli A degerleri i¢in APTR dagiliminin
dagilim fonksiyonu grafigi

a=15 #=05 A=05
a=15 6=05 i=1 ]
a=15 #=05 i=15
a=15 #=05 i=2 7

1 I 1 It 1 1

4 5 6 7 8 9 10

Sekil 4.24. o = 1.5 ve 8 = 0.5 alindiginda farkli A degerleri i¢cin APTR dagiliminin
dagilim fonksiyonu grafigi
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a=0.25
a=1.25
a=3.5
a=5

Sekil 4.25. A2 = 0.5ve 6 = 3 alindiginda farkli a degerleri i¢in APTR dagiliminin
dagilim fonksiyonu grafigi

09r

08

F(x,cx, A, 0)
o o
o [=2}

<
E=N
T

14

Sekil 4.26. A =2ve 6 = 3 alindiginda farkli a degerleri icin APTR dagiliminin
dagilim fonksiyonu grafigi
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a=025| |
a=1.25
a=3.5
a=5

Sekil 4.27. A = 0.5ve 8 =5 alindiginda farkli a degerleri i¢in APTR dagiliminin
dagilim fonksiyonu grafigi

091

087

F(x, v, A, 0)
o o
w [=2}

o
S
T

16

Sekil 4.28. A =2ve 6 =5 alindiginda farkli a degerleri icin APTR dagiliminin
dagilim fonksiyonu grafigi
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Sekil 4.29. -4.36. A , 0 ve a parametrelerinin farkli degerleri icin APTR dagiliminin

bozulma fonksiyonun davranisini 6rneklendirmektedir.

25
—a=025 #=05 I=05
a=025 #=05 Ai=1
a=025 6=05 Ai=15
20 —a=025 6=05 Ai=2
T 151
<
é
X
=
I 10r
al X -
0 1
0 1 2 3 4 5 6
X

Sekil 4.29. o =0.25 ve 6 =0,5 alindiginda farkli A degerleri icin APTR
dagilimimin bozulma fonksiyonu grafigi
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0
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Sekil 4.30. a = 1.5ve 8 = 0.5 alindiginda farkli A degerleri i¢cin APTR dagiliminin
bozulma fonksiyonu grafigi

25 T T T T T

a=025 6=25 Ai=05

-
&))
T

Hf(x, cx, A, 0)
=)

Sekil 4.31. a =0.25ve 8 = 2.5 alindiginda farkli A degerleri icin APTR
dagiliminin bozulma fonksiyonu grafigi
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Sekil 4.32. a = 1.5ve 8 = 2.5 alindiginda farkli A degerleri i¢in APTR dagiliminin
bozulma fonksiyonu grafigi
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Sekil 4.33. 4 = 0.5ve 6 = 3 alindiginda farkli a degerleri i¢in APTR dagiliminin
bozulma fonksiyonu grafigi
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Sekil 4.34. A =2ve 6 = 3 alindiginda farkli a degerleri icin APTR dagiliminin
bozulma fonksiyonu grafigi

A=05 68=5 a=0.25

o (=2}

HIf(x, cx, A, 0)
F -

Sekil 4.35. 4 =0.5ve 8 =5 alindiginda farkli a degerleri igin APTR dagiliminin
bozulma fonksiyonu grafigi
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Sekil 4.36. A =2ve 6 =5 alindiginda farkli a degerleri icin APTR dagiliminin

bozulma fonksiyonu grafigi

48
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5. BAZI PARAMETRE TAHMIN YONTEMLERI

Bu kisimda en kiigiik kareler, agirliklandirilmis en kiigiik kareler, momentler ve en

cok olabilirlik tahmin yontemleri agiklanmaktadir.

5.1. En Kiiciik Kareler ve Agirhiklandirilmis En Kiiciik Kareler Yontemi

En kiigiik kareler tahmin yontemi ilk kez Swain ve arkadaslar1 (1988) tarafindan
yapilan bir ¢alisma ile 6nerilmis bir parametre tahmin yontemidir.

X1,X,, ..., X, rasgele degiskenlerinin A = [/11,/12, ...,/1]-]’ parametreli F(x, 4)
dagilimindan se¢ilmis rasgele bir 6rneklem oldugu varsayilsin ve x(1y < x) < =+ <
Xy ile de bu dagilimdan alinan orneklem igin sirali gozlemler gosterilsin. Bu
varsayimlar ile A parametre vektoriiniin en kiigiik kareler tahmin edicisi

n
. %) 2
Q= m/llnz(F(x(l-),&) — Pi) (5.1.1)

i=1

optimizasyon probleminin ¢éziimiinden elde edilir. Burada

P = 5.1.2
on+1 .12)
dir. Agirliklandirilmis en kiiciik kareler tahmin edicileri ise
n . 2
_ [
Qy = m&an w; (F(x(j)) pes 1) (5.1.3)
l:

biciminde verilen optimizasyon probleminin ¢oziimiinden elde edilir. Burada wy, i.

nokta i¢in agirliklar olup



_(n+1)*(n+2)

dir.(Dey vd., 2014)

5.2. En Cok Olabilirlik Yontemi

A= [Al,/'lz, .../’lj]’ €A, AcCR/, parametre vektori ve Xi,X,, ..,X, rasgele
degiskenleri f(x; 1) olasilik (yogunluk) fonksiyonlu dagilimdan alinmis rasgele bir
orneklem olsun. Xi,X,,...,X, rasgele ornekleminin ortak olasilik (yogunluk)

fonksiyonu

fOo i) = | | FO02) (5.2.1)
i=1

biciminde olmak {izere
L(A;x) = f(x; 1) (5.2.2)
bi¢iminde yazilan L(A;x) ifadesine X = (xq,x5,...,%,) i¢in A nin olabilirlik

fonksiyonu denmektedir. (5.2.2) esitligi kullanilarak A parametre vektdriiniin en ¢ok

olabilirlik tahmin edicileri
n

L0 = e | [ Fo ) (5.23)
i=1

optimizasyon probleminin ¢oziimiinden elde edilir. Diger bir ifadeyle (5.2.2) ile
verilen olabilirlik fonksiyonunu A parametre kiimesi iizerinde maksimum yapan A

degerine, var olmast durumunda A nm en ¢ok olabilirlik tahmini ve 1 istatistigine de

A’nin en ¢ok olabilrlik tahmin edicisi denir (Oztiirk, 2006).
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Bazi durumlarda (5.2.3) denklemi ile verilen optimizasyon probleminin ¢oziimii zor
olmaktadir. Bu tiir durumlarda en c¢ok olabilirlik tahmin edicileri, olabilirlik
fonksiyonunun en biiyliklenmesi yerine, olabilirlik fonksiyonunun dogal logaritmasi

alinarak yazilan

InL(%; x) = Z in(f (xs ) (5.2.4)
i=1

log-olabilirlik fonksiyonunun en biiyiiklenmesi ile elde edilmeye g¢alisilir. (5.2.4)
esitliginde verilen optimizasyon problemini ¢6zmek ¢ogu durumda (5.2.3) ile verilen
optimizasyon problemini ¢6zmekten daha kolaydir. Bundan dolayr genellikle,
olabilirlik fonksiyonu yerine onun dogal logaritmasi olan log-olabilirlik fonksiyonu
en biiyliklenmeye caligilir. Analitik olarak ¢6ziim elde edilemediginde en ¢ok
olabilirlik tahmin edicisi bigimsel olarak bilinememektedir, kisaca 6rneklemin bir
fonksiyonu olarak acik bigcimde yazilamamaktadir. Bdylesi durumlarda,
optimizasyon problemi belli bir sayisal algoritma ile ¢oziiliir ve parametrelerin en

¢ok olabilirlik tahminleri elde edilir (Akdi, 2010; Oztiirk, 2006).

5.3. Momentler Tahmin Yontemi

Momentler yontemi, Karl Pearson tarafindan 1800’1l yillarin sonuna dogru tanitilan
bir yontemdir(Oztiirk, 2006). Bu yontemi kullanabilmek igin en az dagilimin
parametre sayist kadar kitle momentinin var olmasi1 gerekir. Aksi halde

parametrelerin momentler tahmin edicileri elde edilemez(Akdi, 2010).

Varsayalim ki, X1, X,, ..., X;, olasilik (yogunluk) fonksiyonu f (x; /_1) olan dagilimdan
rasgele bir Orneklem olsun ve A= [A4,4;,..,4;])" dagilimm Dbilinmeyen
parametrelerinin vektoriinli gostersin.

X rasgele degiskeninin kesikli oldugu durumlarda f (x; 4) olasilik fonksiyonuyla

temsil edilen dagilimin r. (r = 1,2, ..., k) kitle momenti
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B(XD) = = ) 27f(x: ) (5:31)

X€EDy

biciminde hesaplanir.

X rasgele degiskeninin siirekli oldugu durumlarda da f (x; i) olasilik yogunluk

fonksiyonuyla temsil edilen dagilimin r. (r = 1,2, ..., k) kitle momenti ise

RO == [ xfeD) (532)

biciminde hesaplanir.

M, iler.(r = 1,2, ..., k) drneklem momenti gosterilmek {izere;

M, = x; (5.3.3)

Sl

n
i=1
biciminde hesaplanir.

Boylece A4,4,, ..., A, parametreleri igin momentler tahmin edicileri k tane Kitle

momenti ile karsilik gelen orneklem momentlerinin esitlenmesiyle elde edilecek

denklem sisteminin ¢6ziimiinden elde edilir.(Akdi, 2010)
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6. APR VE APTR DAGILIMLARI iCiN PARAMETRE TAHMIiNLERIi

Bu boliimde APR dagilimi ve APTR dagiliminin bilinmeyen parametrelerini tahmin
edebilmek icin en kiigiik kareler, agirlikli en kiiciik kareler, momentler ve en ¢ok

olabilirlik yontemlerine dayali tahmin ediciler elde edilmektedir.

6.1. APR Dagiliminin Parametrelerinin En Kiiciik Kareler ve Agirhklandirilmis

En Kiiciik Kareler Tahmin Edicileri

Varsayalim X, X,, ..., X,, rasgele 6rneklemi APR(«, 8) dagilimindan alinmis rasgele
bir drneklem olsun ve X1y, X(2), ---, X(n) ile sirali gdzlemler gosterilsin. Bilinmeyen a
ve A parametrelerinin en kii¢iik kareler tahminleri esitlik (4.1.1) ile verilen APR

dagiliminin dagilim fonksiyonunun ve esitlik (5.1.1)'in goz 6niine alinmasiyla

a
Q “é}‘a“z a—1 n+1

olarak yazilan @ fonksiyonunu a ve A parametrelerine gore minimum yapacak

sekilde (6.1.1) ile verilen minimizasyon probleminin ¢éziimiinden elde edilir.

Benzer sekilde esitlik (5.1.4) goz oniinde bulundurularak APR dagiliminin a ve 4

parametreleri i¢in agirliklandirilmis en kiigiik kareler tahmin edicileri,

2

2
0]
0 _ ”(n+1)2(n+2) at -1 i \
= min

_ (6.1.2)
al - im—i+1) a—1 n+1/

minimizasyon probleminin a ve A parametrelerine gore ¢oztiimiinden elde edilir.



6.2. APR Dagiliminin Parametrelerinin En Cok Olabilirlik Tahmin Edicisi

X1,X5, ..., X, rasgele oOrneklemi APR(a,A) dagilimindan alinmis rasgele bir
orneklem olsun. X;, X5, ..., X, rasgele degiskenleri i¢in log-olabilirlik fonksiyonu

esitlik (5.2.4)"lin g6z Oniine alinmasiyla

n
InL(a, A1) = nin(lna) —nin(a — 1) + lnl_[ x? —

i=1

xf
2nlnd — Zﬁ + lnaz <1 - e_m> (6.2.1)

bi¢ciminde elde edilir. Esitlik (6.2.1) ile elde edilen log-olabilirlik fonksiyonunun «

ve A parametrelerine gore tlirev alinip sifira esitlenirse;

l(a,d) n "‘12”: 1 2;2 ¥ 6.2.2
da alna a-—-1 « - p (6.22)
i=
ol ) 2n 1< 1 (-5
1 :—7+FZx —lnaFin e 222 |=0 (6.2.3)
i=1 i=1

olabilirlik denklemlerine ulasilir. Béylece a ve A parametrelerinin en ¢ok olabilirlik
tahmin edicileri, (6.2.2) ve (6.2.3) esitlikleri ile olusturulan denklem sisteminin
¢oziimiinden elde edilir. Ne yazik ki, elde olusturulan denklem sistemi analitik olarak
coziilememektedir. Fakat parametrelere ait en ¢ok olabilirlik tahmin degerleri (6.2.2)
ve (6.2.3) denklemlerini es zamanli olarak sayisal bir yontemin kullanilmasiyla

¢oOziilerek elde edilebilir.

a Ve A parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahminleri sirasiyla @ ve A ile gosterilir ise @
ve 1 tahminleri, Newton-Raphson metodu gibi standart bir sayisal yontem
kullanilarak elde edilebilir. Buna alternatif olarak (6.2.3) ile verilen olabilirlik

denkleminden a parametresi, A parametresinin bir fonksiyonu olarak
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2nA% + Y1 x?
&(1) = exp{ — Z‘-:z : (6.2.4)
?=1xi23_ﬁ

bi¢iminde yazilabilir. (6.2.4) esitligi ile verilen @(A) esitlik (6.2.2) de a yerinde

kullanilirsa
a() —1-a@®na(l) < A
@® - Dna® Zl (1 —e ) =0 (6.2.5)

yazilabilir. Boylece A parametresi i¢in bir baslangi¢ degeri belirlenip esitlik (6.2.4)
g0z oniinde bulundurularak sabit nokta yonteminin isletilmesiyle @(A) tahminine
ulasilir. Diger taraftan elde edilen @(4) tahmini kullanilarak (6.2.5) esitligini A

parametresine gore sayisal olarak ¢ozerek, 4 ' y1 elde edebiliriz.

6.3. APR Dagiliminin Parametrelerinin Momentler Tahmin Edicisi

X1, X5, ..., Xy rasgele oOrneklemi APR(a,A) dagilimindan alinmis rasgele bir
orneklem olsun. a ve A parametrelerinin momentler tahmin edicilerini elde
edebilmek icin iki kitle momentinin karsilik gelen iki Orneklem momentine
esitlenmesi gerekir. Esitlik (4.2.12) goz Onilinde bulundurularak APR(a, A7)

dagiliminin ilk iki kitle momenti, sirastyla

a = (—loga)¥

B = 35— 52 (6.3.1)
o« = (—loga)¥
EXT) = A1 -a) L k2k! (6:3.2)

olarak elde edilir. Diger taraftan ilk iki 6rneklem momenti de sirasiyla M; = Y7t =,
n

X7 ... T " L
M, = ?=171 bi¢ciminde gosterilsin. Boylece a ve A parametrelerinin momentler
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tahmin edicileri, ilk iki kitle momentinin karsilik gelen 6rneklem momentlerine

esitlenmesiyle
a = (=loga)* iXi (6.3.3)
_ T
Al —a) ] kk! i n
a o (—loga)* B = X? (6.3.4)
A1 —a) k2k! Luin
k=1 i=1

olusturulan denklem siteminin ¢éziimiinden elde edilirler. (6.3.3) ve (6.3.4) esitlikleri
ile verilen denklem sisteminin agik ¢oziimii mevcut olmamakla birlikte ilgili
parametrelere ait momentler tahmin degerleri s6z konusu denklem sisteminin sayisal

olarak ¢6zliimlenmesi ile elde edilir.

6.4. APTR Dagilimmnin Parametrelerinin En Kiiciik Kareler ve

Agirhiklandirilmis En Kiiciik Kareler Tahmin Edicileri

X1, X5, ..., Xy, rasgele degiskenleri APTR(a,0,1) dagilimindan alinmis rasgele bir
orneklem olsun ve X4y, X(2), ..., X(n) 1le bu drnekleme ait sirali gozlemler gosterilsin
Bu varsayimlar ile «, 8 ve A parametrelerinin en kiiciik kareler tahminler (5.1.2) ve

(5.1.3) 'lin g6z 6niinde bulundurulmasiyla yazilan

(x;—0)2
n 1- 2 .
e 22 _1 i

a
_ -E: 6.4.1
0 =min a—1 n+1 (41)

i=1

fonksiyonu «a, 8 ve A parametrelerine gére minimum yapacak sekilde sayisal olarak

¢Ozerek elde edilir.

Benzer sekilde (5.1.4) esitliginden yararlanilarak o, 6 ve A parametrelerinin

agirhiklandirilmig en kiigiik kareler tahminleri ise
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_(x=6)?

_ . m+1D?n+2)[a® #* -1 i
= min - - —
a0 im—i+1) a—1 n+1

i=1

(6.4.2)

denklemini minimum yapacak sekilde sayisal olarak bulunur.

6.5. APTR Dagiliminin Parametrelerinin En Cok Olabilirlik Tahmin Edicisi

X1, X5, ..., Xy, rasgele orneklemi APTR(«,0,4) dagilimindan alinmis rastgele bir
orneklem olsun. Xy, X,,...,X, rasgele 6rneklemi igin log-olabilirlik fonksiyonu,

esitlik (4.3.2)'nin g6z Oniine alinmasiyla,

n
InL(a,A) =nln(lna) —nin(a — 1) + lnl_[ (x; —0)? —2ninA
i=1
n n
x; — 9 2 _(xl-—e)z
—Z%+lna2<1—e 242 )
(65.1)

seklinde yazilir. Log-olabilirlik fonksiyonunun «, 8 ve A parametrelerine gore birinci

tiirevlerinin alinip sifira esitlenirse;

ol n__ n IS5 65
da  alna a-1 ad ¢ B e

0l(a,6,2) 2n 1x 1o [ o)
T=—T+FZ(xi—9)2—lna—in e 222 |=0 (6.5.3)

( J n
0L(a,0,3) (—6)e 27 On-Yi,x Z L _ . (654
——= —In(a) E —o) 0
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olabilirlik denklemlerine ulasilir. Bdylece a, € ve A parametrelerinin en ¢ok
olabilirlik tahmin edicileri, (6.5.2)-(6.5.4) esitlikleri ile verilen denklem sisteminin
¢Oziimiinden elde edilir. Ancak s6z konusu denklem sistemi analitik olarak
¢ozillememektedir. Bununla birlikte a, 8 ve A parametrelerinin en ¢ok olabilirlik
tahmin degerlerine (6.5.2), (6.5.3) ve (6.5.4) ile verilen olabilirlik denklemlerinin

Newton-Raphson metodu ile ¢oziimiinden ulasilir.

6.6. APTR Dagiliminin Parametrelerinin Momentler Tahmin Edicisi

Varsayalim ki; X, X,, ..., X;, rasgele orneklemi APTR(a, 6, 1) dagilimindan alinmig

rasgele bir 6rneklem olsun.

APTR(a, 8, A) dagiliminin ilk i momenti esitlik (4.4.7) de r yeriner = 1,r = 2 ve

r = 3 alinmasiyla

1 k
! (6.6.1)
E(X) = kz (]1) <,12(n( ) 6@ 0)) g1k
=0
2 k
! (6.6.2)
E(X?) = kz %) (AZ(”(“) TCER: 0)> g2k
=0
ve
(6.6.3)

3 k
l
=) () (AZ(n(a) et 30)) o

k=0

T 2
olarak elde edilir. Ilk i¢ 6rneklem momenti de sirasiyla M; = Y7t X‘ =y, X

ve M3 = ?:171 bigiminde gosterilirse @, A ve 6 parametrelerinin momentler

tahminleri, (6.6.1) — (6.6.3) esitlikleri ile verilen ilk ii¢ kitle momentinin karsilik

gelen 6rneklem momentlerine esitlenmesiyle
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1 k n
1 In(a) Xi
Z(k (/12( )E( /110)> g1k — 27 (6.6.4)

=0

2 k n
In(a) ok X (6.6.5)
Z ( o hi@ ,120)>9 k_.27

k=0

k
In(a) L x} (6.6.6)
(AZ( 5é@, 30)> o>k =)

on

biciminde elde edilen lineer olmayan denklem siteminin ¢oziimiinden elde edilirler.
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7. SIMULASYON CALISMASI

Tez calismasimnin bu boliimiinde, bir 6nceki boliimde hem APR hem de APTR
dagilimlarinin bilinmeyen parametrelerini tahmin edebilmek i¢in elde edilen en ¢ok
olabilirlik (ML), en kiigiik kareler (LS) ve agirliklandirilmig en kiigiik kareler (WLS)
tahmin edicilerinin tahmin performanslarin1 degerlendirmek i¢in Monte-Carlo

simiilasyon caligmalar1 gerceklestirilmektedir.

Ik olarak APR dagilimmin parametreleri i¢in elde edilen tahmin edicilerin
performanslarint ortaya koyabilmek icin gergeklestirilen simiilasyon caligmasinda
APR dagiliminin bilinmeyen parametrelerinin degerleri, « < 1 ve a > 1 durumlarini
g6z oniinde bulundurarak, @ = {0.25,1.5} ve A = {0.25,1,2} olarak ayarlanmistir.
n = 30,50,100 ornek genisliklerinde parametre degerlerinin her bir kombinasyonu
icin 1000 tekrara dayali olarak gerceklestirilen simiilasyon ¢alismasinda, her bir
tahmin edici i¢in yan (Bias) ve hata kareler ortalamasi (HKO) degerleri elde
edilmistir. Gergeklestirilen simiilasyon ¢alismasi ile elde edilen sonuglar Cizelge 7.1.

—7.2. ile gizelgelenmistir.



Cizelge 7.1. Farkli A ve a = 0.25 parametre degerlerinde APR dagilimi i¢in tahmin
edicilerin Bias ve HKO degerleri

8 A
A n Yontem Tahmin Bias HKO Tahmin  Bias HKO
0.25 30 ML 0.3344 0.0844 0.0420 0.2465 -0.0035  0.0006
LS 0.3221 0.0721 0.0713 0.2572 0.0072 0.0014
WLS  0.3238 0.0738 0.0592 0.2526 0.0026  0.0009
50 ML 0.3022 0.0522 0.0265 0.2492 -0.0008  0.0005
LS 0.3143 0.0643 0.0546 0.2533 0.0033  0.0009
WLS  0.3083 0.0583 0.0394 0.2510 0.0010  0.0007
100 ML 0.2723 0.0223 0.0085 0.2499 -0.0001  0.0002
LS 0.2710 0.0210 0.0190 0.2540 0.0040  0.0006
WLS 0.2694 0.0194 0.0117 0.2515 0.0015  0.0003
1 30 ML 0.2955 0.0455 0.0301 1.0121 0.0121  0.0220
LS 0.3019 0.0519 0.0597 1.0354 0.0354  0.0239
WLS 0.3040 0.0540 0.0492 1.0197 0.0197 0.0176
50 ML 0.2939 0.0439 0.0190 0.9924 -0.0076  0.0056
LS 0.3167 0.0667 0.0503 1.0095 0.0095 0.0174
WLS 0.3034 0.0534 0.0342 1.0032 0.0032 0.0124
100 ML 0.2609 0.0109 0.0089 1.0053 0.0053  0.0035
LS 0.2511 0.0011 0.0211 1.0320 0.0320  0.0116
WLS 0.2532 0.0032 0.0123 1.0164 0.0164 0.0056
2 30 ML 0.3351 0.0851 0.0451 1.9660 -0.0340  0.0401
LS 0.3280 0.0780 0.0796 2.0554 0.0554  0.1081
WLS 0.3344 0.0844 0.0679 2.0113 0.0113 0.0671
50 ML 0.2856 0.0356 0.0195 2.0090 0.0090 0.0360
LS 0.2992 0.0492 0.0413 2.0401 0.0401 0.0739
WLS 0.2920 0.0420 0.0310 2.0315 0.0315 0.0634
100 ML 0.2630 0.0130 0.0075 2.0011 0.0011 0.0123
LS 0.2363 -0.0137 0.0165 2.0825 0.0825  0.0566
WLS  0.2486 -0.0014 0.0112 2.0356 0.0356  0.0229
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Cizelge 7.2. Farkli A parametre degerlerinde ve a« = 1.5 APR dagilim1 i¢in tahmin
edicilerin Bias ve HKO degerleri

8 A
A N Yontem Tahmin  Bias HKO Tahmin  Bias HKO
0.25 30 ML 1.6315 0.1315 0.3339 0.2489 -0.0011  0.0001
LS 1.5916 0.0916 0.3597 0.2503 0.0003  0.0002
WLS 16082 0.1082 0.3461 0.2497 -0.0003  0.0001
50 ML 15912 0.0912 0.2519 0.2499 -0.0001  0.0001
LS 1.6080 0.1080 0.3212 0.2498 -0.0002  0.0001
WLS 15977 0.0977 0.2672 0.2498 -0.0002  0.0001
100 ML 1.5547 0.0547 0.1489 0.2503 0.0003  0.0001
LS 1.5516 0.0516 0.1916 0.2506 0.0006  0.0001
WLS 15624 0.0624 0.1719 0.2502 0.0002 0.0001
1 30 ML 1.6738 0.1738 0.4000 0.9948 -0.0052  0.0018
LS 1.7207 0.2207 0.7855 0.9966 -0.0034  0.0027
WLS 1.7027 0.2027 0.6008 0.9953 -0.0047  0.0022
50 ML 15379 0.0379 0.1625 1.0048 0.0048 0.0013
LS 15316 0.0316 0.2036 1.0069 0.0069 0.0018
WLS 15315 0.0315 0.1803 1.0060 0.0060 0.0014
100 ML 1.5326 0.0326 0.0908 0.9981 -0.0019  0.0008
LS 1.5649 0.0649 0.1751 0.9972 -0.0028 0.0014
WLS 15570 0.0570 0.1429 0.9973 -0.0027  0.0011
2 30 ML 1.6440 0.1440 0.3305 1.9968 -0.0032  0.0072
LS 1.6251 0.1251 0.4440 2.0057 0.0057 0.0107
WLS 1.6411 0.1411 0.3700 1.9997 -0.0003  0.0087
50 ML 16115 0.1115 0.2014 1.9913 -0.0087  0.0056
LS 1.6000 0.1000 0.2452 1.9963 -0.0037  0.0072
WLS 1.6033 0.1033 0.2133 19936 -0.0064  0.0058
100 ML 15710 0.0710 0.1128 1.9962 -0.0038  0.0033
LS 1.6060 0.1060 0.1709 1.9922 -0.0078  0.0053
WLS 15898 0.0898 0.1464 1.9942 -0.0058  0.0042

Ikinci olarak APTR dagiliminmn bilinmeyen parametreleri @, A ve 8' nmin tahmin
edicilerin performanslarin1 ortaya koyabilmek icin gergeklestirilen simiilasyon
caligmasinda APR dagiliminin bilinmeyen parametrelerinin degerleri, « = {0.25,1.5}

A =1{0.251,2} ve 0 = {5,15} olarak ayarlanmstir. ilk simiilasyon caligmasina
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benzer olarak n = 30,50,100 &rnek genisliklerinde parametre degerlerinin her bir
kombinasyonu i¢in 1000 tekrara dayali olarak gerceklestirilen simiilasyon
caligmasinda, her bir tahmin edici i¢in Bias ve HKO degerleri elde edilerek Cizelge

7.3. - 1.6. ile ¢gizelgelenmistir.
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Cizelge 7.3. Farkli A ve a = 0.25, 8 = 5 parametre degerlerinde APTR dagilimi
icin tahmin edicilerin Bias ve HKO degerleri

a A 0

A n Yontem Tahmin Bias HKO |Tahmin Bias HKO | Tahmin Bias HKO

0.25 30 ML 0.2230 -0.0270 0.0342 | 0.2937 0.0437 0.0116| 5.0012 0.0012 0.0000
LS 0.3310 0.0810 0.1221| 0.2636 0.0136 0.0018 | 4.9959 -0.0041 0.0001

WLS  0.2715 0.0215 0.0576| 0.2642 0.0142 0.0012| 4.9972 -0.0028 0.0002

50 ML 0.2077 -0.0423 0.0270 | 0.3077 0.0577 0.0159| 5.0008 0.0008 0.0000

LS 0.3025 0.0525 0.0559| 0.2616 0.0116 0.0016 | 4.9978 -0.0022 0.0001

WLS  0.5476 0.2976 0.3209| 0.4109 0.1609 0.0322| 4.9163 -0.0837 0.0165

100 ML 0.1738 -0.0762 0.0213 | 0.3171 0.0671 0.0175| 5.0006 0.0006 0.0000

LS 0.2799 0.0299 0.0280 | 0.2559 0.0059 0.0006 | 4.9984 -0.0016 0.0000

WLS  0.1108 -0.1392 0.1078| 0.4380 0.1880 0.0400| 4.9818 -0.0182 0.0034

1 30 ML 0.2891 0.0391 0.0354 | 0.9947 -0.0053 0.0082| 5.0102 0.0102 0.0006
LS 0.3344 0.0844 0.1161| 1.0572 0.0572 0.0403 | 4.9955 -0.0045 0.0020

WLS  0.4002 0.1502 0.1191] 1.0266 0.0266 0.0167 | 4.9573 -0.0427 0.0164

50 ML 0.2742 0.0242 0.0157 | 1.0002 0.0002 0.0065| 5.0034 0.0034 0.0003

LS 0.2933 0.0433 0.0592 | 1.0502 0.0502 0.0267 | 4.9896 -0.0104 0.0011

WLS  0.3289 0.0789 0.0601| 1.0154 0.0154 0.0135| 4.9796 -0.0204 0.0070

100 ML 0.2511 0.0011 0.0073| 1.0059 0.0059 0.0026| 5.0034 0.0034 0.0002

LS 0.2755 0.0255 0.0241 | 1.0241 0.0241 0.0110| 4.9938 -0.0062 0.0007

WLS  0.3011 0.0511 0.0418| 1.0071 0.0071 0.0075| 4.9944 -0.0056 0.0005

2 30 ML 0.3195 0.0695 0.0471| 1.9880 -0.0120 0.0360| 5.0015 0.0015 0.0025
LS 0.3351 0.0851 0.1111| 2.1332 0.1332 0.1548 | 4.9665 -0.0335 0.0094

WLS  0.3142 0.0642 0.0562 | 2.0509 0.0509 0.0641| 4.9800 -0.0200 0.0044

50 ML 0.2758 0.0258 0.0247 | 2.0147 0.0147 0.0270| 5.0091 0.0091 0.0016

LS 0.2659 0.0159 0.0321| 2.0931 0.0931 0.0844 | 4.9935 -0.0065 0.0058

WLS  0.2734 0.0234 0.0247 | 2.0457 0.0457 0.0453 | 4.9968 -0.0032 0.0028

100 ML 0.2800 0.0300 0.0178| 1.9918 -0.0082 0.0117| 5.0006 0.0006 0.0012

LS 0.2573 0.0073 0.0238 | 2.0619 0.0619 0.0462| 4.9994 -0.0006 0.0023

WLS  0.3640 0.1140 0.0890| 1.9749 -0.0251 0.0299 | 4.9838 -0.0162 0.0042
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Cizelge 7.4. Farkli A ve @ = 0.25, 8 = 15 parametre degerlerinde APTR dagilimi i¢in
tahmin edicilerin Bias ve HKO degerleri

a A 0

A n Yontem Tahmin Bias HKO |Tahmin Bias HKO | Tahmin Bias HKO

0.25 30 ML 0.1633 -0.0867 0.0494| 0.4491 0.1991 0.0752|15.0005 0.0005 0.0000
LS 0.3445 0.0945 0.0713| 0.2567 0.0067 0.0014 |14.9964 -0.0036 0.0001

WLS  0.3041 0.0541 0.0507| 0.2577 0.0077 0.0013|14.9986 -0.0014 0.0001

50 ML 0.1829 -0.0671 0.0403 | 0.4756 0.2256 0.1853|14.9918 -0.0082 0.0080

LS 0.2928 0.0428 0.0427 | 0.2565 0.0065 0.0009 |14.9978 -0.0022 0.0001

WLS  0.0902 -0.1598 0.0443| 0.3670 0.1170 0.0248 | 14.9998 -0.0002 0.0001

100 ML 0.1755 -0.0745 0.0485| 0.4809 0.2309 0.0775|14.9984 -0.0016 0.0000

LS 0.3101 0.0601 0.0270| 0.2513 0.0013 0.0006 | 14.9969 -0.0031 0.0000

WLS  0.0161 -0.2339 0.0566 | 0.4603 0.2103 0.0541 |14.9970 -0.0030 0.0000

1 30 ML 0.2927 0.0427 0.0439| 1.0100 0.0100 0.0209 |15.0058 0.0058 0.0006
LS 0.3561 0.1061 0.0811| 1.0161 0.0161 0.0250 |14.9858 -0.0142 0.0019

WLS  0.3155 0.0655 0.0537| 1.0208 0.0208 0.0222 |14.9936 -0.0064 0.0012

50 ML 0.2439 -0.0061 0.0150| 1.0127 0.0127 0.0051 |15.0071 0.0071 0.0004

LS 0.3074 0.0574 0.0528 | 1.0268 0.0268 0.0195|14.9887 -0.0113 0.0011

WLS  0.2678 0.0178 0.0340| 1.0307 0.0307 0.0155|14.9971 -0.0029 0.0006

100 ML 0.2413 -0.0087 0.0095| 1.0533 0.0533 0.0670|15.0032 0.0032 0.0002

LS 0.2916 0.0416 0.0210| 1.0000 0.0000 0.0066 |14.9942 -0.0058 0.0006

WLS  0.2715 0.0215 0.0183| 1.0057 0.0057 0.0045|14.9974 -0.0026 0.0008

2 30 ML 0.2888 0.0388 0.0347| 2.0254 0.0254 0.0651 |15.0059 0.0059 0.0023
LS 0.3213 0.0713 0.0677| 2.0772 0.0772 0.0892 |14.9628 -0.0372 0.0090

WLS  0.2904 0.0404 0.0570| 2.1034 0.1034 0.1075|14.9801 -0.0199 0.0050

50 ML 0.2564 0.0064 0.0182| 2.0527 0.0527 0.1072|15.0111 0.0111 0.0011

LS 0.3049 0.0549 0.0482| 2.0361 0.0361 0.0551 |14.9853 -0.0147 0.0033

WLS  0.2700 0.0200 0.0283 | 2.0482 0.0482 0.0639 |14.9976 -0.0024 0.0018

100 ML 0.2719 0.0219 0.0120| 1.9999 -0.0001 0.0180 |15.0026 0.0026 0.0005

LS 0.3144 0.0644 0.0249| 1.9843 -0.0157 0.0273|14.9819 -0.0181 0.0022

WLS  0.3517 0.1017 0.0649| 1.9728 -0.0272 0.0259 | 14.9780 -0.0220 0.0050
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Cizelge 7.5. Farkli Ave a = 1.5,0 = 5 parametre degerlerinde APTR dagilimi igin

tahmin edicilerin Bias ve HKO degerleri

54 A 0

A n Yontem Tahmin Bias HKO |Tahmin Bias HKO | Tahmin Bias HKO
0.25 30 ML 1.4483 -0.0517 0.0346 | 0.3418 0.0918 0.0355| 5.0015 0.0015 0.0000
LS 1.6216 0.1216 0.0857 | 0.2544 0.0044 0.0015| 4.9963 -0.0037 0.0001

WLS 15478 0.0478 0.0578| 0.2625 0.0125 0.0016| 4.9987 -0.0013 0.0001

50 ML 1.4627 -0.0373 0.0270| 0.3222 0.0722 0.0310| 4.9998 -0.0002 0.0001

LS 1.5854 0.0854 0.0454 | 0.2517 0.0017 0.0009 | 4.9963 -0.0037 0.0001

WLS  1.4921 -0.0079 0.0935| 0.3277 0.0777 0.0131| 4.9901 -0.0099 0.0012

100 ML 1.4289 -0.0711 0.0231| 0.3487 0.0987 0.0540| 4.9976 -0.0024 0.0005

LS 1.5461 0.0461 0.0267 | 0.2520 0.0020 0.0006 | 4.9982 -0.0018 0.0000

WLS  1.2923 -0.2077 0.0652 | 0.4289 0.1789 0.0387 | 4.9945 -0.0055 0.0009

1 30 ML 1.5403 0.0403 0.0318| 1.0031 0.0031 0.0097| 5.0046 0.0046 0.0007
LS 1.5963 0.0963 0.0907 | 1.0328 0.0328 0.0215| 4.9805 -0.0195 0.0023

WLS 15669 0.0669 0.0581| 1.0293 0.0293 0.0199| 4.9886 -0.0114 0.0013

50 ML 15315 0.0315 0.0245| 1.0068 0.0068 0.0081| 5.0038 0.0038 0.0004

LS 1.6224 0.1224 0.0815| 1.0144 0.0144 0.0242| 4.9839 -0.0161 0.0014

WLS 15612 0.0612 0.0415| 1.0210 0.0210 0.0187 | 4.9934 -0.0066 0.0007

100 ML 1.5203 0.0203 0.0074 | 0.9931 -0.0069 0.0023| 5.0028 0.0028 0.0002

LS 1.5567 0.0567 0.0338| 1.0036 0.0036 0.0095| 4.9942 -0.0058 0.0006

WLS 15403 0.0403 0.0203| 0.9963 -0.0037 0.0045| 4.9978 -0.0022 0.0004

2 30 ML 1.5490 0.0490 0.0365| 2.0155 0.0155 0.0590| 5.0166 0.0166 0.0035
LS 1.6315 0.1315 0.0803| 2.0034 0.0034 0.0866 | 4.9729 -0.0271 0.0078

WLS 15844 0.0844 0.0631| 2.0587 0.0587 0.1217| 4.9879 -0.0121 0.0051

50 ML 1.5224 0.0224 0.0207 | 2.0166 0.0166 0.0394| 5.0099 0.0099 0.0017

LS 1.5582 0.0582 0.0463| 2.0559 0.0559 0.0881| 4.9734 -0.0266 0.0045

WLS 15240 0.0240 0.0307 | 2.0719 0.0719 0.0882| 4.9911 -0.0089 0.0026

100 ML 1.5255 0.0255 0.0100| 1.9954 -0.0046 0.0144| 5.0017 0.0017 0.0007

LS 1.5851 0.0851 0.0374| 1.9947 -0.0053 0.0351| 4.9696 -0.0304 0.0034

WLS 15685 0.0685 0.0384| 1.9932 -0.0068 0.0226 | 4.9818 -0.0182 0.0025
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Cizelge 7.6. Farkli A ve a« = 1.5, 6 = 15 parametre degerlerinde APTR dagilimi
icin tahmin edicilerin Bias ve HKO degerleri

Q A 0

A n Yontem Tahmin Bias HKO |Tahmin Bias HKO | Tahmin Bias HKO
0.25 30 ML 1.3419 -0.1581 0.0474| 0.4539 0.2039 0.0735|15.0010 0.0010 0.0000
LS 1.5990 0.0990 0.0917 | 0.2605 0.0105 0.0019 |14.9965 -0.0035 0.0001

WLS 15450 0.0450 0.0634| 0.2623 0.0123 0.0015 |14.9990 -0.0010 0.0001

50 ML 1.3484 -0.1516 0.0415| 0.4325 0.1825 0.0628 |15.0001 0.0001 0.0000

LS 15672 0.0672 0.0441| 0.2546 0.0046 0.0011 |14.9974 -0.0026 0.0001

WLS 13242 -0.1758 0.0526| 0.3911 0.1411 0.0312|14.9990 -0.0010 0.0000

100 ML 1.3217 -0.1783 0.0476 | 0.5030 0.2530 0.1646 |14.9914 -0.0086 0.0058

LS 15561 0.0561 0.0299 | 0.2520 0.0020 0.0007 |14.9973 -0.0027 0.0000

WLS  1.2740 -0.2260 0.0561| 0.4364 0.1864 0.0425|14.9979 -0.0021 0.0000

1 30 ML 15123 0.0123 0.0368 | 1.0331 0.0331 0.0135|15.0080 0.0080 0.0007
LS 15721 0.0721 0.0870| 1.0552 0.0552 0.0300|14.9879 -0.0121 0.0019

WLS 15347 0.0347 0.0608| 1.0661 0.0661 0.0325|14.9949 -0.0051 0.0012

50 ML 1.5090 0.0090 0.0273| 1.0679 0.0679 0.0947 |15.0066 0.0066 0.0004

LS 1.5629 0.0629 0.0537| 1.0248 0.0248 0.0209 | 14.9931 -0.0069 0.0011

WLS 15305 0.0305 0.0362| 1.0313 0.0313 0.0210 | 14.9991 -0.0009 0.0006

100 ML 1.4955 -0.0045 0.0151| 1.1022 0.1022 0.1415|15.0022 0.0022 0.0002

LS 1.5572 0.0572 0.0311| 1.0001 0.0001 0.0086 | 14.9937 -0.0063 0.0005

WLS 15367 0.0367 0.0238]| 1.0073 0.0073 0.0094 | 14.9979 -0.0021 0.0003

2 30 ML 1.5407 0.0407 0.0366| 2.0524 0.0524 0.1113|15.0117 0.0117 0.0024
LS 1.6002 0.1002 0.0721| 2.0259 0.0259 0.0739|14.9789 -0.0211 0.0067

WLS 15821 0.0821 0.0581| 2.0203 0.0203 0.0605 | 14.9882 -0.0118 0.0046

50 ML 15171 0.0171 0.0151| 2.0111 0.0111 0.0293|15.0097 0.0097 0.0015

LS 1.6096 0.1096 0.0630| 1.9869 -0.0131 0.0532|14.9727 -0.0273 0.0044

WLS 15516 0.0516 0.0359| 2.0390 0.0390 0.0840 | 14.9908 -0.0092 0.0026

100 ML 1.5243 0.0243 0.0109 | 1.9949 -0.0051 0.0134 |14.9998 -0.0002 0.0006

LS 1.5863 0.0863 0.0343| 1.9687 -0.0313 0.0266 | 14.9785 -0.0215 0.0025

WLS 15717 0.0717 0.0375]| 1.9796 -0.0204 0.0230 | 14.9851 -0.0149 0.0027

Verilen Monte-Carlo simiilasyon ¢alismasi sonuglarima gére APR ve APTR

parametrelerine ait tahmin edicilerin Bias ve HKO degerleri karsilastirildiginda,

kiigiik orneklem hacimlerinde ML tahmin edicilerinin performansinin diger tahmin

edicilerin performanslarina nazaran daha diisiik Bias ve HKO degerleri ile daha

tatminkar oldugu sdylenebilir. Ornek sayisim arttik¢a tiim tahmin edicilerin Bias ve

HKO degerlerinin azalis gosterdigi goriilmektedir. Dolayisiyla elde edilen tahmin
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edicilerin asimptotik olarak yansiz ve tutarli olduklar1 sdylenebilir. Iliml ve biiyiik
orneklem hacimlerinde ise yine ML tahmin edicilerinin tahmin performansi
kullanilan karsilastirma olgiitlerine gore digerlerinden daha iyi oldugu sonucuna

varilabilir.

APR dagilimi i¢in gergeklestirilen simiilasyon sonug¢larindan ML tahmin edicilerinin
hem o hem de A parametresinin tahminindeki performansinin tim o6rneklem
biiyiikliikklerinde goreceli olarak diger tahmin edicilere gore daha iyi oldugu
gorilmektedir. Genelleme yapmadan simiilasyon sonuglarindan A = 0.25 degerinde

hem Bias hem de HKO degerlerinin daha kii¢iik oldugu goriilmiistiir.

APTR dagilimi1 i¢in gergeklestirilen simiilasyon sonuglarindan ML tahmin
edicilerinin daha kiigiik Bias ve HKO degerleri ile o, Ave 8 parametrelerinin
tahmininde diger tahmin edicilere gore daha iyi tahmin performans sergiledigi
sOylenebilir. Genelleme yapmadan yine A = 0,25 degerinde tiim tahmin ediciler daha
kiicik Bias ve HKO degerlerine sahip olmustur. EK olarak, A parametre degeri

biiytidiikge tahminlerindeki sapmalarda da kismi bir artis gézlemlenmistir.
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8. UYGULAMA

Bu boliimde, tez calismasinda ele alinan APR dagilimi ve APTR dagiliminin giincel
veriler iizerinde kullanimini agiklamak ve alternatif model olarak Weibull dagilim
modeline kars1 degerlendirmek i¢in Canakkale bolgesinin santral sahasinin ortalama
riizgar hiz degerleri (Gengel ve Tarhan, 2019) verileri kullanilarak bir modelleme

uygulamasina yer verilmektedir.

Canakkale bolgesinin santral sahasinin ortalama riizgar hiz degerleri veri seti 2012-2017
yillart arasinda ilgili bolgede aylik olarak gozlemlenen 72 tane ortalama riizgar hizim

(m/s) igermektedir. Veriler asagidaki gibidir (bknz: Gengel ve Tarhan 2019)

692 763 64 816 729 478 813 738 815 578 851 742
938 7.08 7.72 681 641 567 776 896 6.27 586 690 6.24
71 699 695 605 701 567 6.18 551 6.26 7.13 6.61 554
817 979 694 656 637 638 64 739 6.73 623 742 6.15
849 794 762 552 589 572 76 823 815 6.08 7.47 7.56
789 84 637 632 562 6.18 6.02 72 758 6.85 793 725

Ortalama riizgar hizlari veri seti i¢in model olarak Rayleigh, iki-parametreli
Rayleigh, APR, APTR ve Weibul olasilik dagilim modelleri dikkate alinarak
modellenmistir. Hesaplanan Kolmogorov-Smirnov (K-S) test degerleri, K-S
istatistiklerine karsilik gelen p degerleri, modellere ait Akaike Bilgi Kriteri (AIC)

degerlerini ve parametre tahmin degerleri Cizelge 8.1. ile verilmistir.

Cizelge 8. 1.Ortalama riizgar hizlar1 veri seti i¢in Rayleigh, iki-parametreli Rayleigh,
APR, APTR ve Weibul modellerine ait K-S, AIC ve parametre tahmin degerleri

Dagilim Modeli
Rayleigh iki Par. Rayleigh APR APTR Weibull
K-S 0.4260 0.1274 0.1129 0.0799 0.0823
P-degeri 0.0000 0.1773 0.2954 0.7173 0.6828
AlC 331.9952 218.0297 219.2125 212.3566 214.8794
A @ =11.8342 .

Parametre 1=50102 A =1.8939 @ = 6.3438 x 10° f{_ 0 4§28 A =17.4940
Tahminleri =~ 6 =4.6598 1=0.2531 o 0 = 7.4677

0 = 4.4429
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Ortalama Rizgar Hizlar

Sekil 8.1. Ortalama rlizgar hizlar verisi i¢in ampirik dagilim fonksiyonu ve model

dagilim fonksiyonlari

Sekil 8.1. ile ortalama riizgar hizlar1 veri seti i¢in ampirik dagilim fonksiyonunun ve
Cizelge 8.1. ile veri setine uygun bulunan modellere ait dagilim fonksiyonlarinin
grafikleri iist {iste cizdirilmigtir. Sekil 8.1." den APTR dagiliminin grafigi, ampirik
dagilima ait grafigi yakindan takip ettigi agik olarak goriilmektedir.

Cizelge 8.1. ile verilen K-S istatistigi degerleri ve karsilik gelen p-degerleri dikkate
alindiginda Rayleigh dagilimin bu veri seti icin uygun bir model olmadigi
sOylenebilir. Bununla birlikte iki-parametreli Rayleigh, APR, APTR ve Weibull
modellerinin bu veri setini modellemede birer olasilik modeli olarak kullanilabilecegi
sOylenebilir. Ayrica Cizelge 8.1. de verilen AIC degerleri incelendiginde 212.3566

degeri ile APTR dagiliminin bu veri seti i¢in en uygun model oldugu sdylenebilir.
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9. SONUC

Bu caligmada, APR ve APTR dagilimlar1 yeni birer olasilik modeli olarak, sirasiyla
Rayleigh ve iki-parametreli Rayleigh dagilimlarindan alfa kuvvet doniisiim yontemi
kullanilarak tiiretildi. Ayrica tiiretilen APR ve APTR dagilimlarinin istatistiksel
ozellikleri incelendi. Her iki dagiliminda bilinmeyen a, A ve 6 parametreleri i¢in elde
edilen en ¢ok olabilirlik, en kiiglik kareler ve agirliklandirilmis en kiiciik kareler
tahmin edicilerinin tahmin performanslarin1i ortaya koymak icin kapsamli bir
simiilasyon c¢alismast gerceklestirildi. Simiilasyon ¢alismasi sonuglarindan elde
edilen bilgiler 1s18inda APR ve APTR dagilimlarinin tahmin edicilerin sonuglar1 Bias
ve HKO kriterlerine gore karsilastirildi. Kiigiik 6rneklem hacimlerinde ML tahmin
edicilerinin tahmin performansinin daha diisikk Bias ve HKO degerleri ile diger
tahmin edicilerin performanslarina nazaran daha tatminkar oldugu sdylenebilir.
Omek sayis1 arttikca tiim tahmin edicilerin Bias ve HKO degerlerinin azalis
gosterdigi goriilmektedir. Simiilasyon sonuglarina dayali olarak incelenen tahmin
edicilerin asimptotik olarak yansiz ve tutarli olduklar sdylenebilir. Ilimli ve biiyiik
orneklem hacimlerinde de ML tahmin edicilerinin tahmin performansinin kullanilan

karsilastirma oOlgiitlerine gore digerlerinden daha iyi oldugu sonucuna varilmistir.

Calismada ayrica Canakkale bolgesinde bulunan bir riizgar enerji santralinden 2012-
2017 yillarinda elde edilen aylik ortalama riizgar hizi (m/s) verileri kullanilarak bir
uygulama caligmasina yer verilmistir. Yapilan uygulama ile temel dagilimi iki-
parametreli Rayleigh olan APTR dagiliminin iki-parametreli Rayleigh dagilimindan
daha iyi bir basarim sergiledigi gorilmistir. Bu da, APTR dagiliminin iki-
parametreli Rayleigh dagilimma gére daha ¢ok veri setine model olabilecegini
gostermektedir. Dahasi, APTR dagilimi daha kiiglik AIC degeri ile genis bir

yelpazede uygulama alanina sahip olan Weibull dagilimini geride birakmustir.

Sonug olarak her ne kadar Rayleigh dagilimi Weibull dagiliminin, iki-parametreli
Rayleigh dagilimi ii¢ parametreli Weibull dagilimmin 6zel bir halleri olsalar da,
Weibull dagilimi, ti¢ Parametreli Weibull dagilimi ve alfa kuvvet doniistiiriilmiis
Weibull dagiliminin bazi temel 6zellikleri analitik olarak ortaya konamadig1 i¢in AP

dagilimi ve APTR dagilimi ile bu dagilimlarin istatistiksel sonug ¢ikarimlari olduk¢a



onem kazanmaktadir. Calisma ile elde edilen veriler 1s183iInda APR ve APTR
dagilimlarinin pozitif degerli ve carpik verilerin modellenmesi konusunda giiclii birer

alternatif dagilim olduklar s6ylenebilir.
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