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ÖZET
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Dan�³man: Prof. Dr. Halit GÜNDOGAN

Ocak 2021, 72 sayfa

Bu tez çal�³mas� dört bölümden olu³maktad�r. Birinci bölüm giri³ için ay-

r�lm�³t�r. �kinci bölümde, bir sonraki bölüm için kullan�lacak temel kavramlar,

metrik uzaylarda yol tan�m�, yol uzunlu§u ve bu yollar�n olu³turdu§u uzaylar ele

al�nm�³t�r. Uzunluk uzaylar� ve geodezik uzaylar üçüncü bölümde incelenmi³tir.

Dördüncü bölüm tart�³ma ve sonuç için ayr�lm�³t�r.

Anahtar Kelimeler: Geodezik uzay, metrik uzaylarda yol, uzunluk uzay�
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ABSTRACT

LENGTH SPACE and GEODESIC SPACE

MERCAN, Metin

K�r�kkale University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics, M. Sc. Thesis

Supervisor: Prof. Dr. Halit GÜNDOGAN

January 2021, 72 pages

This thesis consists of four sections. The �rst section is reserved for

introduction. In the second section, the basic concept that we use in the following

section, the de�nition of the paths in metric space, the length of the path, and the

space that formed these paths are discussed. The length space and geodesic space

are examined in the third section. The fourth section is reserved for discussion

and conclusion.
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S�MGELER D�Z�N�

‖.‖ Norm fonksiyonu

A◦ A kümesinin içi

Ā A kümesinin kapan�³�

d Metrik fonksiyonu

diam(A) A kümesinin çap�

d` Uzunluk metri§i

B(x, r) x merkezli ve r-yar�çapl� yuvar

(X,�) K�smi s�ral� küme

`([a, b]) Yollar�n kümesi

σ [a, b] kapal� aral�§�n alt bölümü

|σ| σ' n�n modülü

card(σ) σ' n�n kardinalitesi

L(γ) γ yolunun yol uzunlu§u

[x, y] x ve y noktalar�n� birle³tiren geodezik parça

(γn)n≥0 Yollar�n olu³turdu§u dizi

Vσ(γ) σ' ya ba§l� γ' n�n toplam de§i³imi

X1 ×X2 Çarp�m uzay�

dp, d∞ Çarp�m topolojisinden indirgenen metrik

vi



1 G�R��

Üzerindeki herhangi iki nokta çifti aras�ndaki uzakl�k, bu iki noktay� birle³-

tiren yollar�n yol uzunluklar�n�n olu³turdu§u kümenin en büyük alt s�n�r�na e³it

olan metrik uzaya uzunluk uzay� denir. (X, d) düzeltilebilir yollarla ba§lanm�³ bir

metrik uzay olsun. Bu uzay üzerindeki do§al metrik d`, (X, d) uzay� üzerinde bir

metrik ise (X, d`) metrik uzay�na uzunluk uzay� denir. E§er (X, d) bir uzunluk

uzay� ise uzunluk metri§i d` ile orjinal metrik d çak�³�r.

Üzerindeki herhangi iki nokta çifti aras�ndaki uzakl�k, bu iki noktay� birle³ti-

ren yollardan herhangi birinin yol uzunlu§una e³it olan bu metrik uzaya geodezik

uzay denir. Metrik uzaylardaki geodezik yol uzunlu§u, uç noktalar aras�ndaki

uzakl�§a e³ittir. Bu bilgi �³�§�nda geodezik uzay; üzerindeki herhangi iki noktay�

geodezik yolla birle³tiren metrik uzayd�r.

Menger, aras�ndal�k kavram�n� kullanarak metrik uzaylarda yeni bir konvekslik

tan�m� yapm�³t�r.X bir metrik uzay olsun. ∀x, y ∈ X ve x 6= y için x ve y noktalar�

aras�nda yer alan bir nokta varsa X' e Menger konveks uzay denir. X' de key�

bir çift farkl� nokta için, bu noktalar aras�nda yer alan ba³ka bir noktan�n varl�§�

ile bu noktalar� birle³tiren geodezik yolun varl�§� denktir.

Bu çal�³mada metrik uzaylar üzerindeki uzakl�k kavram� kullan�larak düzel-

tilebilir yollar tan�mlanm�³, bu yollar�n yol uzunluklar� tan�mlanarak incelenmi³,

uzunluk uzaylar� ve geodezik uzaylar tan�mlanarak çe³itli örneklerle tan�t�lm�³,

Menger konveksli§i ve geodezik parça kavramlar� aras�ndaki ili³ki incelenmi³tir.
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1.1 Kaynak Özetleri

Temel tan�m ve teoremlerde; T. Ba³kan, O. Bizim, �. N. Cangül (2006) " Met-

rik Uzaylar ve Genel Topolojiye Giri³ " , M. Bayraktar, (2006) " Fonksiyonel

Analiz " , Ratcli�e J. G. (1994) " Foundations of Hyperbolic Manifolds " ,

Stolzenberg G. ,(1970) " Review: Errett Bishop, Foundations of constructive

analysis " , Maddox I.J. (1970) " Elements of Functional Analysis " , Yüksel

�. ,(1995) " Genel Topoloji " , Özer O. ,(1997) " Metrik ve Topolojik Uzaylara

Giri³ " , Nesin A. ,(1997) " Analiz lV " düzeltilebilir yollar�n tan�m� ve topolojik

özelliklerinde; H. H. Hac�saliho§lu, (2000) " Diferensiyel Geometri I. Cilt " yol-

lar�n olu³turdu§u uzaylarda yak�nsakl�k ve süreklilik tan�mlar� için; B. O' Neill,

(1983) " Elemantary of Di�erential Geometry " , G. Walschap, (2004) " Metric

Structures in Di�erential Geometry" geodezik örne§inde; S. Hartanto, Mhd.

Furqan, Andysah P. U. Siahaan, W. Fitriani, "Haversine Method in Looking for

the Nearest Masjid", Özlü M., "E-�mza Güvenli§inin Ara³t�r�lmas�na Yönelik

Konum Damgas� Sistemi ve Uygulamas�" Uzunluk uzaylar� ve Geodezik Uzaylar

için; M.R. Bridson, A. Hae�iger,(1999) " Metric Spaces of Non-positive

Curvature " , Papadopoulos A. , (2005) " Metric Spaces, Convexity and Non-

positive Curvature " ve Çoban H. Ü., ( 2011) " Geodezikler ve Geodezik Metrik

Uzaylar " kaynaklar� referans al�nm�³t�r.

1.2 Çal�³man�n Amac�

Metrik uzay tan�m� iki nokta aras�ndaki uzakl�k kavram� ile elde edilir. Met-

rik uzaylarda düzeltilebilir yollar�n tan�mlanmas�, bu yollar�n olu³tudu§u uzay�n

topolojik özelliklerinin incelenmesi, yine bu yollar�n yard�m�yla uzunluk uzay� ve

geodezik uzaylar�n ayr�nt�l� bir biçimde örneklerle aktar�lmas� amaçlanm�³t�r.
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2 MATERYAL VE YÖNTEM

Bu bölüm be³ k�s�mdan olu³maktad�r.

�lk k�s�mda ileride bölümde kullan�lmak üzere tan�mlara ve teoremlere yer

verilmi³tir. Bunlar s�ras�yla s�n�rl� küme, in�mum ve supremum, kapal� küme,

konveks küme, metrik uzay, kompakt uzay, lokal kompakt uzay, tam metrik uzay,

süreklilik, fonksiyon dizilerinde yak�nsakl�k, K-Lipschitz dönü³ümü, Öklid uzay

ve ayr�labilir uzay ve ara de§er teoremi ile Bolzano-Weierstrass teoremidir.

�kinci k�s�mda metrik uzayda yol tan�m� ve bu yolun uzunlu§u tan�mlanm�³-

t�r. Bu tan�mlanan yolun baz� özellikleri önermeler ve örneklerle gösterilmi³tir.

Parametre de§i³imi ve modül tan�m� ifade edilmi³tir.

Üçüncü k�s�mda yol uzunlu§u ile sonraki bölümde daha da anlam ve önem

kazanacak olan parametrize edilmi³ yol tan�m� ve bu yolun baz� özellikleri öner-

melerle ifade edilmi³tir.

Dördüncü k�s�mda Öklid uzay�nda diferensiyellenebilir yolun uzunlu§u ifade

edilmi³ ve bu ifadenin ispat�na yer verilmi³tir.

Son k�s�mda yollar�n olu³turdu§u uzay tan�mlanm�³t�r. Uzunluk fonksiyonun

süreksiz oldu§u örneklerle gösterilmi³tir. Uzunluk fonksiyonun alt-yar� sürekli ol-

du§u gösterilmi³tir. Ascoli teoremine yer verilmi³tir. Minimal yollar�n varl�§�ndan

bahsedilmi³tir.

3



2.1 Temel Tan�m ve Teoremler

Tan�m 2.1.1 (S�n�rl� Küme).

(X,�) k�smi s�ral� bir küme A 6= ∅ ⊂ X . ∀x ∈ A için u � x olacak ³ekilde

u ∈ X varsa u' ya A' n�n X' deki alt s�n�r�, ∀x ∈ A için x � v olacak ³ekilde

v ∈ X varsa v' ye A' n�n X'deki üst s�n�r� denir.

Üst s�n�r� olan kümeye üstten s�n�rl�, alt s�n�r� olan kümeye alttan s�n�rl� küme

denir. Alttan ve üstten s�n�rl� bir kümeye s�n�rl� küme denir[3].

Tan�m 2.1.2 (�n�mum ve Supremum).

(X,�) k�smi s�ral� bir küme A 6= ∅ ⊂ X olsun. A' n�n (X deki) alt s�n�rlar�n�n

kümesini A1, üst s�n�rlar�n�n kümesini A2 ile gösterelim.

α ∈ A1 iken ∀u ∈ A1 için u � α ise α' ya A' n�n en büyük alt s�n�r� veya A'

n�n in�mumu denir ve inf A ile gösterilir.

β ∈ A2 iken ∀v ∈ A2 için β � v ise β' ya A' n�n en küçük üst s�n�r� veya A'

n�n supremumu denir ve supA ile gösterilir.

Tan�mdan anla³�laca§� üzere in�mum ve supremum de§erleri o kümeye ait

olmak zorunda de§ildir [9].

Tan�m 2.1.3 (Kapal� Küme).

(x, τ) topolojik uzay�n bir alt kümesi V ' yi gözönüne alal�m. X − V kümesi

aç�k bir küme ise, V ' ye X' de kapal� bir küme denir.

Ba³ka bir tan�m da e§er V ' nin kapan�³� kendisine e³it ise V ' ye X' de kapal�

bir küme denir[10].
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Tan�m 2.1.4 (Konveks Küme).

L bir lineer uzay A ⊂ L ve ∀q, p ∈ A olmak üzere;

B = {z ∈ L : z = αp+ (1− α)q, 0 ≤ α ≤ 1}

ise A' ya konveks küme denir.

E§er z ∈ B ise z = αp + (1 − α)q e³itli§indeki p ve q' nun katsay�lar� için

α+(1−α) = 1 e³itli§i her zaman sa§lan�r. Bu sebeple konveks küme tan�m�nda α,

(1− α) yerine α+ β = 1 ³art�n� sa§layan ve negatif olmayan α ve β reel say�lar�

al�nabilir.

Geometrik olarak B kümesi uç noktalar� p ve q olan bir do§ru parças�d�r. Bu

durumda, sezgisel olarak, konveks küme; bo³ olmayan ve herhangi iki noktas�n�

birle³tiren do§ru parças�n� ihtiva eden kümedir [4].

Tan�m 2.1.5 (Metrik Uzay).

x 6= ∅ bir küme olmak üzere;

d : X ×X → R, ∀x, y, z ∈ X için d fonksiyonu;

� (i) d(x, y) = 0⇔ x = y, d(x, y) ≥ 0

� (ii) d(x, y) = d(y, x) (simetri)

� (iii) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (üçgen e³itsizli§i)

özelliklerini gerçekleyen d fonksiyonuna X üzerinde bir metrik, d metri§i ile ta-

n�ml� olan X cümlesine de metrik uzay denir. (X, d) veya Xd ile gösterilir [11].

Tan�m 2.1.6 (Kompakt Uzay).

Bir T topolojik uzay�n her aç�k örtüsünün sonlu bir alt örtüsü varsa, T ' ye

kompakt uzay denir [11].
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Tan�m 2.1.7 (Lokal Kompakt Uzay).

(X, τ) bir topolojik uzay olsun. ∀x ∈ X noktas�, X uzay�nda kompakt bir

kom³ulu§a sahip ise X uzay�na lokal kompakt uzay denir [11].

Tan�m 2.1.8 (Tam Metrik Uzay).

M metrik uzay olsun. Bu uzay üzerindeki her Cauchy dizisi (M ' de bir nok-

taya) yak�nsak ise M metrik uzay�na tam metrik uzay denir [3].

Önerme 2.1.9.

Herhangi bir kompakt uzay tamd�r [11].

Tan�m 2.1.10 (Süreklilik).

a ∈ A ⊆ R ve f : A −→ R bir fonksiyon olsun. Eger ∀ε > 0 için,

∀x ∈ A için, |x− a| < δ ise |f(x)− f(a)| < ε

ko³ullar�n� sa§layan bir δ > 0 say�s� varsa, o zaman f fonksiyonuna a'da sürekli

denir. Ayr�ca ∀a ∈ A için f sürekli ise f, A' da düzgün süreklidir denir.

Tan�m� simgesel olarak a³a§�daki gibi yazabiliriz:

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ A (|x− a| < δ −→ |f(x)− f(a)| < ε [12]

6



Teorem 2.1.11 (Ara De§er Teoremi).

I = [a, b] ⊂ R olmak üzere f : I → R sürekli fonksiyon olsun. c ∈ R say�s�

f(a) ≤ c ≤ f(b) ko³ulunu sa§l�yor ise öyle en az bir x ∈ I vard�r ki f(x) = c'dir

[9].

Tan�m 2.1.12 (Fonksiyon Dizilerinde Yak�nsakl�k).

X herhangi bir küme ve Y metrik uzay olsun. fn : X → Y bir (fn)n≥0 fonksi-

yon dizisi olsun. ∀x ∈ X için (fn(x))n≥0 fonksiyon dizisinin limiti var ve

(fn)n≥0 fonksiyon dizisinin, her x ∈ X için,

f(x) = lim
n→∞

fn(x)

olarak tan�mlanan f : X → R fonksiyonuna noktasal yak�nsad�§� söylenir. f 'ye

(fn)n≥0 fonksiyon dizisinin noktasal limiti denir.

Tan�m� daha aç�k ³ekilde ifade edecek olursak; ∀x ∈ X ve ∀ε > 0 için,

|fn(x)− f(x)| < ε

ve n > N için N say�s� bulunabilirse (fn : X → Y )n fonksiyon dizisi f : X → Y

fonksiyonuna yak�nsakt�r denir.

Tan�mdan anla³�laca§� üzere belirli bir N ' den büyük n say�lar� yukar�daki

e³itsizli§i ∀x ∈ X noktalar� için sa§lar. Bu durumda fn fonksiyon dizisi

f fonksiyonuna düzgün yak�nsakt�r denir [12].
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Tan�m 2.1.13 (K-Lipschitz Dönü³ümü).

X ve Y metrik uzaylar ve K negatif olmayan reel say� olmak üzere;

∀x, y ∈ X için |f(x)− f(y)| ≤ K|x− y| olacak ³ekilde

f : X → Y dönü³ümüne K-Lipschitz dönü³ümü denir.

Ayr�ca f dönü³ümü her K için K-Lipschitz dönü³ümü ko³ulunu sa§l�yorsa f

dönü³ümüne Lipschitz dönü³ümü denir [7].

Teorem 2.1.14 (Bolzano-Weierstrass).

Herhangi reel (kompleks) say� terimli s�n�rl� dizinin, yak�nsak bir alt dizisi

vard�r [13].

Tan�m 2.1.15 (Öklid Uzay�).

n-boyutlu Öklid uzay�; standart analitik model n-boyutlu reel vektör uzay� ile

e³le³en Rn a�n uzayd�r.

∀x, y ∈ Rn olmak üzere bu iki nokta aras�ndaki uzakl�k; dE = ‖x− y‖ ³eklinde

tan�mlan�r. Rn uzay� üzerinde tan�mlanan dE metri§ine Öklid metri§i denir [7].

Tan�m 2.1.16 (Ayr�labilir Uzay).

X topolojik uzay olsun. A ⊂ X olacak ³ekilde say�labilir yo§un bir A alt kümesi

varsa, X' e ayr�³t�r�labilir uzay ya da ayr�labilir uzay denir [3].
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2.2 Metrik Uzaylarda Yol Uzunlu§u

X bir metrik uzay olsun. Bu uzay üzerindeki herhangi x, y ∈ X noktalar� ara-

s�ndaki mesafe kavram�ndan d(x, y) ile bahsedebiliriz. Genelde d(x, y) = |x− y|x

ve d(x, y) = |x− y|d gibi notasyonlar kullan�l�r. Bu çal�³mada d(x, y) = |x − y|

görece basit olan notasyonu kullanmaya özen gösterece§iz.

a ≤ b olacak ³ekilde a, b ∈ R ve γ : [a, b]→ X dönü³ümü sürekli bir dönü³üm

olsun. γ(a) = x ve γ(b) = y olacak ³ekilde x, y ∈ X noktalar�na γ dönü³ümünün

uç noktalar� ve γ' ya, x ve y noktalar�n� birle³tiren yol denir.

σ, [a, b] kapal� aral�§�n�n a ve b' yi içeren sonlu bir alt bölümü olsun. E§er

n = card(σ) ise γ' n�n yol uzunlu§u n' dir. σ' n�n boyu n+ 1 ise üzerinde

a = t0, t1, t2 · · · , tn = b olacak ³ekilde sonlu ve artan (ti)i=0,1,2··· ,n dizisi tan�mla-

nabilir. Daha sonraki notasyonlarda σ = (ti)i=0,1,2··· ,n ve a 6= b notasyonu kulla-

n�lacakt�r.

Tan�m 2.2.1 (Yol Uzunlu§u).

γ : [a, b]→ X yolunun yol uzunlu§u;

LX(γ) = L(γ) = sup
σ

n−1∑
i=0

|γ(ti)− γ(ti+1)|

e³itli§i ile hesaplan�r. Bu denklemde supremum [a, b] kapal� aral�§�n�n alt

bölümünde(parçalanmas�) tan�ml� olan σ = (ti)i=0,1,2··· ,n dizisi üzerinden al�n�r[6].

Tan�m 2.2.2 (Düzeltilebilir Yol).

Herhangi bir yolun, yol uzunlu§u sonlu ise bu yola düzeltilebilir (recti�able)

yol denir[13].
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Genel olarak yol uzunlu§unun pozitif tan�ml� olmas� dikkate al�n�rsa

0 ≤ L(γ) ≤ ∞ e³itsizli§i elde edilir.

Özel olarak σ = {a, b} olacak ³ekilde seçilirse ve x, y ∈ X için γ(a) = x ve

γ(b) = y noktalar� γ' n�n uç noktalar� olarak tan�mlan�rsa;

|x− y| ≤ L(γ) (1)

e³itsizli§i elde edilir. Yol uzunlu§u tan�m�ndan esinlenerek;

Vσ(γ) =
n−1∑
i=o

|γ(ti)− γ(ti+1)|

yolun toplam de§i³imi tan�mlanabilir. Bu tan�mla beraber γ : [a, b]→ X yolunun

yol uzunlu§u;

L(γ) = supVσ(γ) (2)

³eklinde tan�mlanabilir. Burada supremum [a, b]' nin σ alt bölümü üzerinden al�-

n�r.

Önerme 2.2.3.

γ : [a, b]→ X olmak üzere;

γ' n�n yol uzunlu§u 0'd�r ancak ve ancak γ sabit bir dönü³ümdür.

Ba³ka bir söylemle; x0 ∈ X olacak ³ekilde öyle bir x0 vard�r ki ∀t ∈ [a, b] için

γ(t) = x0 ancak ve ancak L(γ) = 0' d�r[1].
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�spat.

[a, b] aral�§�nda al�nan key� σ dizisi için L(γ) = 0 olsun. t ∈ [a, b] olacak

³ekilde bir t eleman�yla birlikte σ = {a, t, b} dizisini seçelim.

Vσ(γ) = |γ(a)− γ(t)|+ |γ(t)− γ(b)| ≤ L(γ) = 0

Bu e³itsizlikten yola ç�karak;

|γ(a)− γ(t)| = 0 yani ∀t ∈ (a, b) için γ(a) = γ(t) oldu§undan γ yolu sabittir.

∀x ∈ [a, b] için γ(x) = c olacak ³ekilde c ∈ X olsun.

[a, b] üzerinde σ = (ti)i=0,1,2,··· ,n dizisi tan�mlayal�m. ∀ti ∈ [a, b] için γ(ti) = c' dir.

Bu durumda;

Vσ(γ) =
n−1∑
i=0

|γ(ti)− γ(ti+1)| = 0

yaz�labilir. Sonuç olarak L(γ) = sup
σ
Vσ(γ) = 0' d�r.

Örnek 2.2.4.

X ayr�k metrik uzay olsun.Bu üzerindeki metrik ;

|x− y| =

 x = y ise 0

x 6= y ise 1

ile tan�mlan�r.Bu uzay üzerindeki noktalar izole noktalar oldu§undan ve tan�m-

lanabilecek bütün yollar sabit yol olaca§�ndan bu yollar�n yol uzunluklar� da s�f�r

olacakt�r.

Tan�m 2.2.5 (Vektör Uzaylarda A�n Yol).

E bir vektör uzay� olsun. γ : [0, 1]→ E ve ∀x, y ∈ [0, 1] olmak üzere

γ(t) = (1− t)x+ ty ³eklinde tan�mlans�n. Bu ³ekilde tan�mlanan γ dönü³ümü E

üzerinde tan�mlanabilecek herhangi bir metrik için sürekli oldu§undan γ a�n yolu

E üzerinde bir yoldur[6].
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Önerme 2.2.6 (Normlu Vektör Uzaylarda A�n Yol Uzunlu§u).

E normlu vektör uzay� olsun. γ : [0, 1]→ E, x, y ∈ E olacak ³ekilde x ve y' yi

birle³tiren a�n yol olsun. Böylece γ' n�n yol uzunlu§u L(γ) = ‖x− y‖' dir[6].

�spat.

0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ 1 olacak ³ekilde t1, t2 ∈ [0, 1] olsun.

|γ(t1)− γ(t2)| = ‖(1− t1)x+ t1y − (1− t2)x− t2y‖

= ‖(t2 − t1)x+ (t1 − t2)y‖

= (t2 − t1)‖x− y‖

[0, 1] aral�§� üzerinde σ(ti)i=0,1,2,··· ,n alt bölümünü alal�m.

Vσ(γ) =
n−1∑
i=0

|γ(ti)− γ(ti+1)| =
n−1∑
i=0

(ti+1 − ti)‖x− y‖ = ‖x− y‖

Böylece L(γ) = sup
σ
Vσ(γ) = ‖x− y‖' dir.

Örnek 2.2.7 (R' de Düzeltilebilir Olmayan Yol).

γ : [0, 1]→ R, R üzerindeki standart metrik ile;

γ(t) =

 0 ise t = 0

t(sin
(
1
t

)
) ise t 6= 0

³eklinde tan�mlanan γ yolu düzeltilebilir yol de§ildir. Bunu ispatlamak için:
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∀n ≥ 1 için [0, 1] aral�§� üzerindeki alt bölümü a³a§�daki gibi seçelim;

σ =

ß
2

π(2i+ 1)
, i = 0, 1, 2, · · · , n

™
∪ {0, 1}

Böylece ∀n ≥ 2 için;

Vσ(γ) =

∣∣∣∣0− 2

π(2n+ 1)

sin π(2i+ 1)

2

∣∣∣∣+
n−1∑
i=0

∣∣∣∣ 2

π(2i+ 1)

sin π(2i+ 1)

2
− sin π(2i+ 3)

2

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ 2π sin(π/2)− 1

∣∣∣∣
=

n−1∑
i=0

Å
2

π(2i+ 1)
+

2

π(2i+ 3)

ã
=

2

π
+

2

π(2n+ 1)
+

4

π

n−1∑
i=0

1

2i+ 1

Burada;
n−1∑
i=0

1

2i+ 1

�raksak seri oldu§undan n→∞ iken Vσ(γ)→∞' dir .

Sonuç olarak L(γ) =∞ oldu§undan γ yolu düzeltilebilir yol de§ildir.

Tan�m 2.2.8 (Parametre De§i³tirme).

γ : [a, b] → X ve γ′ : [c, d] → X, X üzerinde iki yol olsun. E§er γ′ = γ ◦ ψ

olacak ³ekilde ψ : [c, d]→ [a, b] monoton ve örten dönü³ümü bulunabiliyorsa

γ′' ne γ n�n parametre de§i³tirmesi ile elde edilmi³ yol denir[2].

Burada ψ' nin homeomor�zm olmas�na gerek yoktur. Ayr�ca R' nin iki kapal�

aral�§�nda monoton ve örten olarak tan�mland�§�ndan ψ sürekli dönü³ümdür.
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Önerme 2.2.9 (Parametre de§i³imi yol uzunlu§undan ba§�ms�zd�r.).

γ′ : [c, d] → X yolu γ : [a, b] → X yolunun parametre de§i³tirmesiyle elde

edilen yol olsun. Bu durumda L(γ′) = L(γ)' d�r[2].

�spat.

Öncelikle L(γ′) ≥ L(γ) oldu§unu gösterelim. ψ : [c, d] → [a, b] parametre

de§i³imi olsun.

[a, b]' nin herhangi bir alt bölümü σ = (ti)i=0,1,2,···n ile ψ−1(ti) kümesinin herhangi

i = 0, 1, 2, · · ·n noktas� için gerekirse yeniden s�ralama yap�larak [c, d]' nin alt

bölümü olan σ′ = (ti
′)i=0,1,2,···n ile birebir e³leme yap�labilir. Bu durumda

Vσ′(γ′) ≥ Vσ(γ)' dir.

[c, d]' nin bütün alt bölümleri σ′ üzerinden supremum al�n�rsa L(γ′) ≥ Vσ(γ)' d�r.

Ayr�ca [a, b]' nin bütün alt bölümleri σ üzerinden supremum al�n�rsa L(γ′) ≥ L(γ)

e³itsizli§i elde edilir.

L(γ) ≥ L(γ′) durumunu ispatlamak için [c, d]' nin alt bölümü σ' y� ele alal�m.

ψ monoton oldu§undan ψ(σ) = σ′ görüntüsü [a, b]' nin Vσ(γ′) = V ′σ(γ) ko³ulunu

sa§layan bir alt bölümüdür.

[c, d]' nin bütün alt bölümleri σ′ üzerinden supremum al�n�rsa Vσ(γ′) ≤ L(γ)

bulunur. Ayr�ca [a, b]' nin bütün alt bölümleri σ üzerinden supremum al�n�rsa

L(γ′) ≤ L(γ) e³itsizli§i elde edilir.

Sonuç olarak L(γ′) ≥ L(γ) ve L(γ) ≥ L(γ′) e³itsizlikleri ispatland�§�ndan

L(γ′) = L(γ) e³itli§i ispatlanm�³ olur.

Önerme 2.2.10.

γ : [a, b]→ X bir yol ve σ ⊂ σ′ olacak ³ekilde [a, b]' nin alt bölümleri olsun.

Bu durumda Vσ(γ) ≤ V ′σ(γ)' d�r[6].
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Tan�m 2.2.11 (Modül).

γ : [a, b]→ X yol olsun. [a, b]' nin alt bölümü σ = (ti)i=0,1,2··· ,n olmak üzere

σ' n�n modülü;

|σ| = sup
i=0,1,2··· ,n−1

(ti+1 − ti) ³ekinde tan�mlan�r[13].

Önerme 2.2.12.

Her γ : [a, b]→ X yolunun yol uzunlu§u a³a§�daki e³itlikteki gibidir:

L(γ) = lim
|σ|→0

Vσ(γ)

�spat.

M ≤ L(γ) ko³ulunu sa§layan reel say� olsun. Burada γ düzeltilebilir yol olmak

zorunda de§ildir.

Bu önermeyi ispatlamak için; [a, b]' nin herhangi bir alt bölümü σ için |σ| < η

ko³ulunu sa§layan bir η ∈ R say�s�n�n varl�§�n� göstermek yeterlidir.

M ≤ Vσ(γ) ≤ L(γ) (3)

e³itsizli§ini ele alal�m. E³itsizli§in sa§ taraf� L(γ)' n�n tan�m� gere§i her zaman

sa§lan�r. E³itsizli§in sol taraf�n� ispatlayal�m.

M + ε < Vτ (γ) (4)
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ko³ulunu sa§layan ε = (L(γ))
2

ve [a, b]' nin bir alt bölümü τ = (ti)i=0,1,2,··· ,n olsun.

γ : [a, b] → X dönü³ümü düzgün sürekli oldu§undan öyle bir η reel say�s�

vard�r ki 0 < τ < 1
4

Å
inf

i=0,1,2,··· ,n
(ti+1 − ti)

ã
olsun. Ayr�ca

|u− v| ≤ η ko³ulunu sa§layan ∀u, v ∈ [a, b] için |γ(u)− γ(v)| ≤ ε
2(n−1) ' dir.

|σ| < η ko³ulunu sa§layan [a, b]' nin alt bölülümü σ ve η reel say�s� bulunabilir.

∀i = 1, 2, 3, · · · , n−1 için t′i (ayn� ³ekilde t
′′
i ), σ' n�n t

′
i ≤ ti (benzer ³ekilde ti < t′′i )

olacak ³ekilde ti' ye yeterince yak�n tepe noktas� olsun.

∀i = 1, 2, 3, · · · , n − 1 için |σ| < η e³itsizli§ine uygulan�rsa ti < t′′i < t′i+1 ≤ ti+1

e³itsizli§i elde edilir.

�imdi [a, b]' nin σ ⊂ τ alt bölümünü ele alal�m.

Vσ⊂τ − Vσ(γ) =
n−1∑
i=1

(|γ(ti)− γ(t′i)|+ |γ(ti)− γ(t′′i )| − |γ(t′i)− γ(t′′i )|)

≤
n−1∑
i=1

(|γ(ti)− γ(t′i)|+ |γ(ti)− γ(t′′i )|)

≤ 2(n− 1).
ε

2(n− 1)

Bunun sonucunda a³a§�daki e³itsizlik yaz�labilir.

Vσ⊂τ ≤ Vσ(γ) + ε (5)

τ ⊂ σ∪τ oldu§unda (2.2.10)' dan yola ç�karak Vτ ≤ Vσ∪τ (γ) e³itsizli§i yaz�labilir.

Son iki e³itsizlikten dolay�;

Vτ (γ) ≤ Vσ(γ) + ε (6)

e³itsizli§i yaz�labilir. (4) ve (6)' daki e³itsizlikler M ≤ Vσ(γ) e³itsizli§ini ispatla-

mak için yeterlidir. Böylece M ≤ Vσ(γ) ≤ L(γ) e³itsizli§i ispatlanm�³ olur.
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Önerme 2.2.13 (Uzunlu§un Toplan�rl�§�).

γ : [a, b]→ X yol olsun. ∀c ∈ [a, b] için L(γ) = L (γ[a, c]) + L (γ[c, b])' dir[6].

�spat.

[a, b] aral�§�nda (σn)n≥0 serisi c ∈ σn, ∀n ≥ 0 için n→∞ iken |σn| → 0 olsun.

∀n ≥ 0 için σ′n = σn ∩ [a, c] ve σ′′n = σn ∩ [c, b] olsun. Bu durumda

Vσn(γ) = Vσ′
n

(γ[a, c]) + Vσ′′
n

(γ[c, b]) ve lim
n→∞
|σ′n| = lim

n→∞
|σ′′n| = 0' d�r. (2.2.12)'den

bilindi§i üzere;

L(γ) = lim
n→∞

Vσn(γ)

= lim
n→∞

(
Vσ′

n
(γ[a, c]) + Vσ′′

n
(γ[c, b])

)
= L(γ[a, c]) + L(γ[c, b])

dir.

Bu önerme ile birlikte ilerideki bölümlerde notasyon aç�s�ndan kolayl�k sa§-

lanmas� için a³a§�daki tan�m yap�labilir.

Her γ : [a, b] → X yolu ve t ∈ [a, b] olmak üzere γ[a, t] notasyonu yerine γt

notasyonu kullan�labilir.

Önerme 2.2.14.

Her düzeltilebilir γ : [a, b] → X yolu için ∀t ∈ [a, b] iken t → L(γt) olacak

³ekilde tan�mlanan dönü³üm artan ve sürekli dönü³ümdür[6].

�spat.

Bu dönü³ümün artan oldu§unu göstermek için t1 < t2 olacak ³ekilde

∀t1, t2 ∈ [a, b] için t1 → L(γt1) ve t2 → L(γt2)' dir.
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L(γt2)− L(γt1) = L (γ[a, t2])− L (γ[a, t1])

= (L (γ[a, t1]) + L (γ[t1, t2]))− L (γ[a, t1])

= L (γ[t1, t2])

> 0

Böylece ∀t1, t2 ∈ [a, b] için t1 < t2 iken L(γt1) < L(γt2) oldu§undan t → L(γt)

dönü³ümü artan dönü³ümdür.

Bu dönü³ümün sürekli oldu§unu gösterelim.

ε > 0 olsun. (2.2.9)' dan ve γ yolunun düzgün sürekli olmas�ndan dolay� öyle bir

η > 0 reel say�s� bulunabilir ki a³a§�daki iki özelli§i sa§las�n.

� |σ| < η ko³ulunu sa§layan [a, b]' nin alt bölümü σ için;

L(γ)− Vσ(γ) ≤ ε (7)

� |u− v| < η ko³ulunu sa§layan ∀u, v ∈ [a, b] için;

|γ(u)− γ(v)| ≤ ε (8)

�imdi 0 ≤ u − v ≤ η ko³ulunu sa§layan iki nokta u, v ∈ [a, b], |σ| < η ve

σ ∩ [u, v] = {u, v} ko³ullar�n� sa§layan [a, b]' nin alt bölümü σ olsun.
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Ayr�ca σ1 = σ ∩ [a, u] ve σ2 = σ ∩ [v, b] olsun. Bu durumda ;

L(γ) = L (γ[a, u]) + L (γ[u, v]) + L (γ[v, b])

≤ Vσ(γ) + ε · · · ( (7)' den dolay� )

= Vσ1(γ[a, u]) + |γ(u)− γ(v)|+ Vσ2(γ[v, b]) + ε

≤ L (γ[a, u]) + ε+ L (γ[v, b]) + ε · · · ( (8)' den dolay�)

Yukar�daki e³itsizlikten dolay� L (γ[u, v]) ≤ 2ε e³itsizli§ini elde edebiliriz.

Sonuç olarak t→ L(γt) dönü³ümü sürekli dönü³ümdür.

Tan�m 2.2.15 (Yollar�n Birle³tirilmesi).

a ≤ c ≤ b olacak ³ekilde a, b, c ∈ R olsun. γ1 : [a, c]→ X ve

γ2 : [c, b]→ X yollar� γ1(c) = γ2(c) ko³ulunu sa§larsa γ1 ∗ γ2 : [a, b]→ X yolu

γ1 ve γ2 yollar�n�n birle³imi a³a§�daki gibi tan�mlan�r.

γ1 ∗ γ2 =

 γ1(t) ; a ≤ t ≤ c

γ2(t) ; c ≤ t ≤ b

Ayr�ca (2.2.13)' den bilindi§i üzere L(γ1 ∗ γ2) = L(γ1) + L(γ2) yaz�labilir[6].

Önerme 2.2.16 (Uzunluk Fonksiyonunun Karakterizasyonu).

`, X üzerinde tan�ml� yollar�n kümesi olsun ve L : ` → [0,∞] dönü³ümü bu

yollar� yol uzunlu§una e³leyen dönü³üm olsun. L : `→ [0,∞] dönü³ümü a³a§�daki

ko³ullar� sa§layan en küçük dönü³üm olsun.

(i) Her γ : [a, b]→ X için L(γ) ≥ |γ(a)− γ(b)|

(ii) E§er γ yolu γ1 ve γ2 yolunun birle³mesi ise L(γ) = L(γ1) + L(γ2)' dir[4].
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�spat.

L : `→ [0,∞) (i) ve (ii)' yi sa§layan bir dönü³üm olsun. [a, b]' nin alt bölümü

σ = (ti)i=0,1,2,··· ,n olsun. Bu durumda;

L(γ) =
n−1∑
i=0

(γ[ti, ti+1]) ≥
n−1∑
i=0

|γ(ti)− γ(ti+1)| ≥ Vσ(γ)

Sonuç olarak L ≥ L(γ)' d�r. L dönü³ümü (i) ve (ii)' yi sa§lad�§�ndan ispat ta-

mamlanm�³ olur.

2.3 Parametre Olarak Yol Uzunlu§u

Önerme 2.3.1.

γ : [a, b] → X düzeltilebilir yol olsun. Her bir u ∈ [0, L(γ)] için x = γ(t),

L(γt) = u ko³ullar�n� sa§layan t ∈ [a, b] ve tek bir x ∈ X noktas� vard�r.

Ayr�ca bu ko³ullar� sa§layan u ile ili³kilendirilen t' lerin olu³turdu§u küme

[a, b]' nin kapal� bir alt aral�§�d�r. Son olarak γ bu alt aral�kta sabittir[13].

�spat.

(2.2.14)' den bilindi§i üzere t → L(γt) dönü³ümü süreklidir. (2.1.1)'den yola

ç�karak;

0 ≤ u ≤ L(γ) ko³ulunu sa§layan her u için öyle bir t ∈ R vard�r ki

L(γt) = u' dur.

a ≤ t ≤ t′ ≤ b ve L(γt) = L(γt′) ko³ullar�n� sa§layan t ve t' reel say�lar�n�

alal�m. (2.2.13)' den bilindi§i üzere L(γ[t, t′]) = L(γt′)− L(γt) = 0' d�r.
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L(γ[t, t′]) = 0 oldu§undan (2.2.3) gere§ince γ yolu [t, t′] aral�§�nda sabittir.

Bu ayn� zamanda u ile ili³kilendirilen t' lerin olu³turdu§u kümenin [a, b]' nin alt

aral�§� oldu§unu gösterir. Ayr�ca t→ L(γt) dönü³ümü sürekli oldu§undan bu alt

aral�k kapal�d�r.

Önerme 2.3.2.

γ : [a, b] → X düzeltilebilir yol olsun. λ : [0, L(γ)] → X, λ(u) = γ(t) dö-

nü³ümünü dü³ünelim. Burada (2.3.1)' den bilindi§i üzere L(γt) = u ko³ulunu

sa§layan tek bir γ(t) ∈ X noktas� vard�r. λ dönü³ümü 1-lipschitz' dir. Bu ne-

denle sürekli bir yoldur. Ayr�ca γ yolu, λ yolunun ψ(t) = L(γt) ile tan�mlanan

ψ : [a, b]→ [0, L(γ)] parametrizasyonu ile elde edilmi³ yoldur[13].

�spat.

u ≤ u′ ko³ulunu sa§layan u, u′ ∈ [0, L(γ)] ve L(γt) = u, L(γt′) = u′ ko³ullar�n�

sa§layan t, t′ ∈ [a, b] olsun. λ(u) = γ(t) ve λ(u′) = γ(t′) e³itliklerini (2.1.1)' e

uygulayal�m:

|λ(u)− λ(u′)| = |γ(t)− γ(t′)| ≤ L(γ[t, t′])

= L(γt′)− L(γt) = u′ − u

Bundan dolay� λ dönü³ümü 1-Lipschitz' dir. ψ dönü³ümü artan ve örten bir

dönü³ümdür. (2.3.1)' deki x noktas�n�n tekli§inden dolay� γ = λ ◦ ψ' dir. Bu

bilgiler ispat� tamamlamak için yeterlidir.
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Önerme 2.3.3.

γ : [a, b]→ X düzeltilebilir yol olsun. λ : [0, L(γ)]→ X dönü³ümü (2.3.2)' de

tan�mlanm�³ dönü³üm olsun. Bu durumda ∀u ∈ [0, L(γ)] için u = L(γu)' dur[6].

�spat.

u ∈ [0, L(γ)] ve L(γt) = u olacak ³ekilde t ∈ [a, b] olsun. λu = λ[0,u] ve

γt = γ[a,t] yollar�n� ele alal�m.

γt = λu ◦ ψt olacak ³ekilde ψt : [0, t]→ [0, u] dönü³ümü vard�r. Burada γt yolu

λu' nun parametre de§i³imi ile elde edilmi³ halidir. (2.2.9)'dan dolay� ayn� uzun-

lu§a sahip bu yollar için L(λu) = u yaz�labilir.

Tan�m 2.3.4 (Yol Uzunlu§u ile Parametrize Edilmi³ Yol).

γ : [a, b] → X yol olsun. a ≤ u ≤ v ≤ b ko³ulunu sa§layan ∀u, v ∈ [a, b] için

v − u = L(γ[u, v]) oluyorsa γ' ya yol uzunlu§u ile parametrize edilmi³ yol denir.

Özel olarak γ : [a, b]→ X yol uzunlu§u ile parametrize edilmi³ yol oldu§undan

L(γ) = b− a yaz�labilir[6].

Önerme 2.3.5.

γ : [a, b] → X yol uzunlu§u ile parametrize edilmi³ yol olsun. [a, b] aral�§�nda

tan�ml� t→ L(γt) dönü³ümü artand�r[6].

Önerme 2.3.6.

γ : [a, b]→ X düzeltilebilir yol olsun. (2.3.2)' de tan�mlanm�³

λ : [0, L(γ)]→ X yol uzunlu§u ile parametrize edilmi³ yoldur[6].
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�spat.

(2.3.3)' den a ≤ u ≤ v ≤ b ko³ulunu sa§layan ∀u, v ∈ [0, L(γ)] için;

v − u = L(λ[o,v])− L(λ[o,u]) = L(λ[u,v])

oldu§undan her γ : [a, b] → X düzeltilebilir yolu için tan�mlanan λ yolu, yol

uzunlu§u ile parametrize edilmi³ yoldur.

Önerme 2.3.7 (Yol Uzunlu§u ile Parametrize Edilmi³ Yollar�n Birle³tirilmesi).

γ yolu; γ1 ve γ2 yol uzunlu§u ile parametrize edilmi³ yollar�n birle³imi ise

γ da yol uzunlu§u ile parametrize edilmi³ yoldur[6].

�spat.

(2.2.15)' deki notasyonlar� kullanacak olursak; γ = γ1 ∗ γ2' dir. a ≤ u ≤ v ≤ b

ko³ulunu sa§layan ∀u, v ∈ R olsun.

A³a§�daki üç durumu inceleyelim.

� (i) E§er a ≤ u ≤ v ≤ c ise γ1 yolu, yol uzunlu§u ile parametrize edilmi³ yol

oldu§undan;

v − u = L(γ1[u,v]) = L(γ1 ∗ γ2[u,v])

� (ii)E§er c ≤ u ≤ v ≤ b ise γ2 yolu, yol uzunlu§u ile parametrize edilmi³ yol

oldu§undan;

v − u = L(γ2[u,v]) = L(γ1 ∗ γ2[u,v])
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� (iii) E§er a ≤ u ≤ c ≤ v ≤ b ise;

v − u = (v − c) + (c− u)

= L(γ1[u,c]) + L(γ2[c,v])

= L(γ1 ∗ γ2[u,c]) = L(γ1 ∗ γ2[c,v])

= L(γ1 ∗ γ2[u,v])

yaz�labilir.

Tan�m 2.3.8 (A�n Yolla Parametrize Edilmi³ Yol).

γ : [a, b] → X, a < b yol olsun. γ sabit yol veya öyle bir γ′ : [c, d] → X yol

uzunlu§u ile parametrize edilmi³ yol vard�r ki ψ : [a, b]→ [c, d],

ψ(x) = (d− c)x+ (bc−ad)
b−a ³eklinde bu iki aral�k aras�nda a�n homeomor�zm olmak

üzere γ = γ′ ◦ ψ bulunabilsin. Bu durumda γ' ya a�n yolla parametrize edilmi³

yol denir[6].

Önerme 2.3.9.

γ : [a, b] → X a�n yolla ile parametrize edilmi³ yol olsun. Bu durumda γ bir

L(γ)-Lipschitz' dir[6].

�spat.

E§er γ : [a, b]→ X sabit bir yol ise sonuç kolayl�kla görülebilir. Kabul edelim

ki γ = γ′ ◦ ψ olacak ³ekilde γ′ : [a, b] → X yol uzunlu§u ile parametrize edilmi³

yol ve ψ : [a, b]→ [c, d], ψ(x) = (d− c)x+ (bc−ad)
b−a olsun.

24



0 ≤ u ≤ v ≤ 1 ko³ulunu sa§layan ∀u, v ∈ [0, 1] için;

|γ(u)− γ(v)| = |γ′(ψ(u))− γ′(ψ(v))|

= L(γ′[ψ(u),ψ(v)])

= ψ(u)− ψ(v) ( γ′ yol uzunlu§u ile parametrize edilmi³ yol oldu§undan )

= (d− c)(v − u)

= L(γ′)(v − u)

= L(γ)(v − u)

2.4 Öklid Uzayda Diferensiyellenebilir Yollar

∀n ≥ 1 E = En n-boyutlu Öklid uzay� tan�mlanabilir. Yani

‖(x1, x2, x3, · · · , xn)‖ =
√
x12 + x22 + x32 + · · ·+ xn2

normu ile yine bu normdan indirgenmi³ metrik ile Rn uzay�n� dü³ünelim.

Önerme 2.4.1.

γ : [a, b]→ E, C1 s�n�f�ndan yol olsun. Ayr�ca γ′ : [a, b]→ E, γ yolunun türevi

olsun. Bu durumda γ' n�n yol uzunlu§u;

L(γ) =

∫ b

a

‖γ′(t)‖dt

dir[2].
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�spat.

E uzay� kanonik baz ile donat�lm�³ ve γ1, γ2, · · · , γn; γ' n�n temel bile³enleri

olsun. Bu durumda;

‖γ′(t)‖ =

Ã
n∑
j=1

γj(t)2 (9)

dir. ∀t ∈ [a, b] için γt = γ[a,t] olsun. s(t) = L(t) ³eklinde tan�mlanan s : [a, b]→ R

dönü³ümünü ele alal�m. Bu dönü³ümün diferensiyellenebilir oldu§unu ve türevinin

‖γ′(t)‖' ye e³it oldu§unu gösterelim. (9)' daki denkleme göre s(a) = 0' d�r.

a ≤ t ≤ t′ ≤ b ko³ulunu sa§layan t ve t′ reel say�lar� için;

s(t′)− s(t) = L(γ[t,t′]) (10)

d�r. ε > 0 reel say�s� olsun. ∀j = 0, 1, 2, · · · , n için γ′j : [a, b] → R dönü³ümü

düzgün süreklidir. Bu durumda a ≤ t ≤ t′ ≤ b ko³ulunu sa§layan ∀t, t′ ∈ R için

öyle bir η > 0 bulunabilir ki t′ − t < η ve j = 1, 2, · · · , n, ∀τ ∈ [t, t′] iken

γ′j(τ)2 ≤ γ′j(t) + ε e³itsizli§i sa§lan�r.

�imdi a ≤ t ≤ t′ ≤ b ve t′ − t < η ko³ullar�n� sa§layan t ve t′ reel say�lar�n�

alal�m. Ayr�ca [t, t′] kapal� aral�§�n�n bir σ = (ti)i=0,1,2,··· ,n rastgele dizisi olsun.

Böylece;

Vσ(γ[t,t′]) =
n−1∑
i=0

|γ(ti)− γ(ti+1)| =
k∑
i=0

Ã
n∑
j=1

(γj(ti)− γj(ti+1))
2

dir.

(2.1.11) Ara de§er teoreminden; ∀i = 1, 2, · · · , k − 1 ve ∀j = 1, 2, · · · , n için;

γj(ti)− γj(ti+1) = γ′j(τi,j)(ti+1 − ti)

olacak ³ekilde τi,j ∈ [ti, ti+1] bulunur.
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Bu e³itlik a³a§�daki gibi düzenlenebilir;

(γj(ti)− γj(ti+1))
2 = γ′j(τi,j)

2(titi+1 − ti)2

Bundan dolay�;

n∑
j=1

(γj(ti)− γj(ti+1))
2 ≤

n∑
j=1

(
γ′j(t)

2 + ε
)

(ti+1 − ti)2

=

(
nε+

n∑
j=1

γ′j(t)
2

)
(ti+1 − ti)2

=
(
nε+ ‖γ′(t)‖2

)
(ti+1 − ti)2

�lk e³itlikten yola ç�karak;

Vσ(γ[t,t′]) ≤
k−1∑
i=0

»
nε+ ‖γ′(t)‖2(ti+1 − ti) =

»
nε+ ‖γ′(t)‖2(t′ − t)

Yukar�daki ifadeyi inceledi§imizde e³itsizli§in sa§ taraf�n�n σ seçiminden ba§�ms�z

oldu§u kolayca görülebilir. �fadeyi düzenleyecek olursak;

L(γ[t,t′]) ≤
»
nε+ ‖γ′(t)‖2(t′ − t)

(10)' dan yararlanarak;

s(t′)− s(t)
t′ − t

≤
»
nε+ ‖γ′(t)‖2 (11)

yaz�labilir. (1) ve (10)' dan yararlanarak;

‖γ(t′)− γ(t)‖ ≤ |s(t′)− s(t)|

ifadesi yaz�labilir.
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(2.2.14) ' den s' nin artan dönü³üm oldu§u kolayca görülebilir;

|γ(t′)− γ(t)|
t′ − t

≤ s(t′)− s(t)
t′ − t

yaz�labilir. �fadeyi biraz daha düzenleyecek olursak;

∥∥∥∥γ(t′)− γ(t)

t′ − t

∥∥∥∥ ≤ s(t′)− s(t)
t′ − t

(12)

yazmak mümkündür. a ≤ t ≤ t′ ≤ b ile t′ − t ≤ η için (11) ve (12) e³itlikleriyle

t 6= t′ ve t′ − t ≤ η ko³ulllar�n� sa§layan t, t′ ∈ [a, b] varl�§�n� ispatlam�³ olduk.

�fadenin limiti al�n�rsa;

lim
|t−t′|→0

∥∥∥∥γ(t′)− γ(t)

t′ − t

∥∥∥∥ = ‖γ′(t)‖

dir. Böylece öyle bir η′ > 0 bulunabilir ki |t− t′| < η′ ve;

‖γ′(t)‖ − ε ≤ s(t′)− s(t)
t′ − t

sa§lan�r. Bu son ifade ve (11)' deki e³itlik birlikte dü³ünüldü§ünde:

∀ε > 0 için ∀t, t′ ∈ [a, b] ve |t− t′| < inf{η, η′} al�nd�§�nda;

‖γ′(t)‖ − ε ≤ s(t′)− s(t)
t′ − t

≤
»
nε+ ‖γ′(t)‖2

elde edilir. ε say�s� 0' a yeterince yakla³t�§�nda s′(t) = ‖γ′(t)‖ e³itli§i elde edilir

ki bu da ispat� tamamlamak için yeterlidir.
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2.5 Yollar�n Olu³turdu§u Uzay

Bu çal�³man�n ilerleyen bölümlerinde yollar�n olu³turdu§u uzaylardan bahse-

debilmek ad�na gerekli bir tak�m bilgiler ve ileride kullan�lacak notasyonlardan

bahsetmek gerekmektedir.

X bir metrik uzay ve [a, b] kapal� aral�§� R' nin kompakt bir aral�§� olsun.

X üzerindeki tan�m kümesi [a, b] olan yollar�n kümesini `([a, b]) ile gösterelim.

Ayr�ca bu küme üzerinde düzgün yak�nsakl�§�n topolojisini dü³ünelim. Bu bahse-

dilen topoloji a³a§�da verilen metrik taraf�ndan üretilmi³ olsun.

∀γ1, γ2 ∈ `([a, b], X)

|γ1 − γ2| = sup
t∈[a,b]
|γ1(t)− γ2(t)|

L dönü³ümünü `([a, b], X)' den [0,∞) ∪ {∞}' a olacak ³ekilde tan�mlayal�m.

X' den seçilen herhangi bir γ yolun uzunlu§u L(γ) genel olarak sürekli de§ildir.

Bunu birkaç örnekle gösterelim.

Örnek 2.5.1 (Uzunluk Fonksiyonun Süreksizli§i).

� (i) Her pozitif n say�s� için Fn : [0, 1] → R parçal� a�n dönü³ümü a³a§�da

verilen nokta dizisini birle³tiren a�n parçalar�n olu³turdu§u sürekli dönü-

³ümlerdir. R2' deki bu nokta dizisi;Å
p

2n
,
ε(p)

2n

ã
, (0 ≤ p ≤ 2n)

Burada tan�mlanan ε(p);

ε(p) =

 ε(p) = 0 ; p tek say�

ε(p) = 1 ; p çift say�
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∀n ≥ 0 ve ∀t ∈ [0, 1], için γn : [0, 1]→ E2 olacak ³ekilde

γn(t) = (t, Fn(t)) dönü³ümlerini tan�mlayal�m.

Böylece γ1, γ2, γ3 ve γ4 dönü³ümlerinin görüntüleri a³a§�daki gibidir.

1. ad�m 2. ad�m 4. ad�m3. ad�m

�ekil 1 : γ1, γ2, γ3 ve γ4 dönü³ümlerinin görüntüleri

(γn) yollar�n dizisi, uzunlu§u 1 olan γ : [0, 1] → E, γ(t) = (t, 0) yoluna

yak�nsar. Ayr�ca ∀n ≥ 0 için L(γn) =
√

2' dir.

γn → γ iken L(γn) 9 L(γ) oldu§undan L dönü³ümü sürekli de§ildir.

� (ii) γn(t) = (1/n) cos (n2t) ile tan�mlanan γn : [0, π]→ R yolunu ele alal�m.

t, [0, π] aral�§�nda de§er ald�§�nda cos (n2t) ifadesi n2 kere 1 ve −1

de§erlerini al�r. Böylece yol uzunlu§u;

L (γn) ≥ 1

n
× 2n2 = 2n

γn yollar�n dizisi, uzunlu§u 0 olan γ : [0, π] → R , ∀t ∈ [0, π] için γ(t) = 0

yoluna düzgün yak�nsar. Ayr�ca L (γn)→∞' dur.

(γn)→ γ iken L (γn) 6→ L(γ) oldu§undan L dönü³ümü sürekli de§ildir.

� (iii) Her n ≥ 1 için γn(t) = (t/n) sin(1/t) ile tan�mlanan γn : [0, 1] → R

yollar�n dizisini ele alal�m.

(2.2.7)' den bildi§imiz üzere L (γn) =∞' dur. Öte yandan
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∀t ∈ [0, 1] için |γn(t)| ≤ 1/n oldu§undan (γn) yollar�n dizisi, yol uzunlu§u

0 olan γ(t) = 0 sabit yoluna düzgün yak�nsakt�r.

(γn)→ γ iken L (γn) 6→ L(γ) oldu§undan L dönü³ümü sürekli de§ildir.

Buradaki bütün örneklerde 0 = L(γ) ≤ lim
n→inf

inf L(γn) =∞ oldu§unu gördük.

Bu uzunluk fonksiyonunun alt-yar� sürekli olmas�yla aç�klanabilir.

Tan�m 2.5.2 (Alt-yar� Süreklilik).

E topolojik uzay ve x0 bu uzay üzerindeki bir nokta olsun.

f : E→ R = R∪{−∞,∞} dönü³ümü tan�mlans�n. m < f(x0) ko³ulunu sa§layan

herhangi bir m reel say�s� için öyle bir E' de x0' �n kom³ulu§uW vard�r ki ∀x ∈ W

için m ≤ f(x) olsun. Bu durumda f dönü³ümüne x0 noktas�nda alt-yar� süreklidir

denir.

E§er f dönü³ümü E' nin üzerindeki bütün noktalarda alt-yar� sürekli ise;

f ' ye E üzerinde alt-yar� sürekli dönü³üm denir[12].

Önerme 2.5.3 (Üst Limit).

(fi)i∈I , E' den R 'ye tan�ml� dönü³ümlerin ailesi ve f : E → R, ∀x ∈ E

olmak üzere f(x) = sup
i∈I

fi(x) dönü³ümü bu ailenin üst-limiti olsun. x0 ∈ E için

bütün fi dönü³ümleri bu noktada alt-yar� sürekli ise f de x0 noktas�nda alt-yar�

süreklidir[12].

Teorem 2.5.4 (Uzunluk Fonksiyonunun Alt-yar� Süreklili§i).

L : ` ([a, b], X)→ R ∪ {∞} uzunluk fonksiyonu alt-yar� süreklidir[6].
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�spat.

E = `([a, b], X) ve t ∈ [a, b] olsun. ∀γ, γ′ ∈ E için |γ(t)− γ′(t)| ≤ |γ − γ′|E'

dir. Bu nedenle γ → γ(t), E' den R' ye tan�mlanan dönü³üm süreklidir. [a, b]' nin

her alt bölümü σ = (ti)i=0,··· ,n için Vσ : E→ R ³ekinde tan�mlanan;

γ → Vσ(γ) =
n−1∑
i=0

|γ (ti+1)− γ (ti)|

dönü³ümü sürekidir. Sonuç olarak (2.5.3)'ten γ → L(γ) = supσ Vσ(γ) dönü³ümü

alt-yar� süreklidir.

Önerme 2.5.5.

(γn : [a, b]→ X)n≥0 yollar�n dizisi γ : [a, b] → X yoluna düzgün yak�nsak

olsun. Bu durumda L(γ) ≤ lim
n→∞

inf L(γn)' dir[6].

Önerme 2.5.6.

E bir topolojik uzay ve f : E → R dönü³ümü E üzerinde x' e yak�nsayan

(xn)n≥0 noktalar�nda alt-yar� sürekli olsun.

Bu durumda f(x) ≤ lim
n→∞

inf f(xn)' dir[12].

�spat.

f , x noktas�nda alt-yar� sürekli olsun. Bu durumda her m < f(x) için x' in

öyle bir kom³ulu§u W vard�r ki ∀y ∈ W için m ≤ f(y)' dir. (xn) ∈ W için

yeterince büyük her n için n → ∞ iken xn → x oldu§undan m ≤ f(xn)' dir.

Böylece f(x) ≤ lim
n→∞

inf f(xn) yaz�labilir.
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Önerme 2.5.7.

(γn : [a, b]→ X)n≥0 düzeltilebilir yollar�n dizisi γ yoluna düzgün yak�nsak

olsun. ∀n ≥ 0 için L(γn) ≤M olacak ³ekilde M reel say�s� bulunabilirse γ

düzeltilebilir yoldur[6].

Önerme 2.5.8.

M herhangi bir reel say� olsun. L(γ) ≤ M ko³ulunu sa§layan γ : [a, b] → X

yollar�n�n kümesi `([a, b], X)' in kapal� bir alt kümesidir[6].

�spat.

Sürekli dönü³ümler dizisinin limiti de süreklidir. γn : [a, b] → X, (n ≥ 0)

yollar�n dizisi, her n için L(γn) ≤ M oldu§undan γ yoluna düzgün yak�nsar.

(2.5.5)' ten bilindi§i üzere L(γ) ≤M yaz�labilir.

Yol dizilerinin limitleri ile ilgili di§er sonuçlara geçmeden önce yol dizisinin

e³süreklilik ve (2.5.11) Ascoli teoreminin notasyonlar�n� inceleyelim.

Tan�m 2.5.9 (Düzgün E³süreklilik).

X ve Y metrik uzaylar olsun. (fn)n≥0, X' den Y ' ye dönü³ümlerin dizisi olsun.

∀ε > 0 için öyle bir η > 0 say�s� vard�r ki ∀n ≥ 0 ve ∀x, y ∈ X için

|x− y| < η ⇒ |fn(x)− fn(y)| < ε

ko³ulu sa§lan�rsa bu diziye düzgün e³sürekli denir[12].
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n'den ba§�ms�z K ile K-Lipschitz dönü³ümler dizisi düzgün e³sürekli dizilere

örnek olarak verilebilir. Tan�m� geni³letecek olursak;

∀n ≥ 0 ve ∀x, y ∈ X için |fn(x) − fn(y)| ≤ K|x− y|α e³itsizli§ini sa§layan

α > 0 ve K > 0 sabitleri bulunabilirse (fn) dizisi düzgün e³süreklidir.

E³süreklilik kavram�n�n temelinde (2.5.11) Ascoli teoremi vard�r. A³a§�da ve-

rilecek topolojik uzaylar aras�ndaki sürekli dönü³üm dizileriyle alakal� sonuçlar

Ascoli ve Arzela teoremlerinin sonuçlar�d�r. Ascoli fonksiyon uzaylar�n�n kom-

pakt olmas� için yeter ko³ulu, Arzela ise gerek ko³ulu ispatlam�³t�r. Ascoli-Arzela

teoreminin metrik uzay uygulamalar�na adapte edilmesi Fréchet taraf�ndan ya-

p�lm�³t�r. Bu teoreme geçmeden önce birkaç tan�m verelim.

Tan�m 2.5.10 (Uygun (Proper) Uzay).

X metrik uzay olsun. X' in kapal� ve s�n�rl� her alt kümesi kompakt ise X

metrik uzay�na uygun (proper) uzay denir[6].

Ba³ka bir deyi³le X' in noktalar�n�n olu³turdu§u her sonsuz ve s�n�rl� dizisinin

yak�nsak alt dizisi vard�r. Uygun uzay ile Rn' de Balzano-Weierstrass' �n diziler

hakk�ndaki teoremiyle yani Rn' deki herhangi sonsuz ve s�n�rl� dizisinin yak�n-

sak alt dizisinin olmas�yla benzerdir. Örne§in R üzerindeki standart metrik ile

donat�lm�³ Q rasyonel say�lar kümesi uygun uzay de§ildir.

Teorem 2.5.11 (Ascoli).

Y ayr�labilir uzay, X uygun uzay olsun. (fn)n≥0, Y ' den X' e dönü³ümlerin

düzgün e³sürekli dizisi için ∀y ∈ Y için (fn(y))n≥0 dizisi s�n�rl� olsun. Y 'nin bütün

kompakt kümelerinde f : Y → R dönü³ümüne düzgün yak�nsayan (fn)' nin bir

alt dizisi vard�r. Ayr�ca f limit dönü³ümü düzgün yak�nsakt�r[6].
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Önerme 2.5.12.

X bir kompakt metrik uzay olsun. M negatif olmayan reel say� ve ∀n ≥ 0

için γn : [a, b] → X, L(γn) ≤ M ko³ulunu sa§layan yol uzunlu§u ile parametrize

edilmi³ yollar olsun. (γn)n≥0 dizisinin düzgün yak�nsak bir alt dizisi vard�r ve limit

yolunun uzunlu§u M ' den küçük e³ittir[6].

�spat.

∀n ≥ 0 için γn : [a, b] → X, M -Lipschitz ve (γn)n≥0 yollar�n dizisi düzgün

e³süreklidir. Ayr�ca ∀t ∈ [a, b] için X kompakt oldu§undan (γn(t))n≥0 dizisi s�n�r-

l�d�r.

Yak�nsak alt dizinin varl�§� (2.5.11)Ascoli teoreminden, limit yolun uzunlu§u-

nun M ' den küçük olmas� ise (2.5.8)' den söylemek mümkündür.

Önerme 2.5.13.

X uygun uzay ve M negatif olmayan reel say� ve ∀n ≥ 0 için γn : [0, 1]→ X,

L(γn) ≤ M ko³ulunu sa§layan yol uzunlu§u ile parametrize edilmi³ yollar olsun.

X' in {γn(0), n ≥ 0} alt kümesinin s�n�rl� oldu§unu varsayal�m. (γn)n≥0 yollar�n

dizisinin L(γ) ≤M olan γ yoluna düzgün yak�nsayan bir alt dizisi vard�r[6].

Önerme 2.5.14 (Minimal Yollar�n Varl�§�).

X uygun uzay, x, y ∈ X olsun. x ve y' yi birle³tiren düzeltilebilir yolun var

oldu§unu kabul edelim. Yol uzunlu§u x ve y' yi birle³tiren yollar�n yol uzunlukla-

r�n�n in�mumuna e³it olan bir yol vard�r[12].
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3 ARA�TIRMA ve BULGULAR

Bu bölüm alt� k�sma ayr�lm�³t�r.

�lk k�s�mda düzeltilebilir yollarla ba§lanm�³ uzay ve uzunluk uzay� tan�m�na

yer verilmi³tir. Uzunluk uzay� örnekleri ve uzunluk uzay� özellikleri ta³�mayan

örneklere yer verilmi³tir. Hopf-Rinow teoremi ifade edilmi³ ve bu teoremin ko³ul-

lar�n� sa§lamayan örneklere yer verilmi³tir.

�kinci k�s�mda geodezik yol, geodezik çizgi, geodezik �³�n ve geodezik parça

tan�mlanm�³t�r. Aras�ndal�k kavram� ve baz� özelliklere yer verilmi³tir. Aras�n-

dal�k kavram� ile geodezik parça aras�ndaki ili³ki gösterilmi³tir. Rota ve konum

hesaplar�nda kullan�lan Havarsine formülü tan�t�lm�³ ve örneklerle aç�klanm�³t�r.

Üçüncü k�s�mda geodeziklerin olu³turdu§u dizilerin yak�nsakl�§� incelenmi³tir.

Bu yak�nsaman�n düzgün yak�nsakl�k oldu§u ifade edilmi³tir.

Dördüncü k�s�mda geodezik uzay tan�m� ve geodezik uzay örneklerine yer ve-

rilmi³tir. Uzunluk uzay� ile geodezik uzay aras�ndaki ili³ki gösterilmi³tir. Geodezik

uzaylar�n baz� özelliklerine yer verilmi³tir. Hopf-Rinow teoremin özel bir hali ifade

edilmi³tir.

Be³inci k�s�mda geodeziksel konveks alt uzay ve geodeziksel alt küme tan�m�na

yer verilmi³tir. Bu alt kümenin sa§lad�§� özellikler önermelerle ifade edilmi³tir.

Son k�s�mda Menger konveksli§i tan�t�lm�³t�r. Geodezik uzay ile olan ili³ki

gösterilmi³tir. Çarp�m metri§i tan�mlanm�³t�r. Çarp�m uzay� üzerinde tan�ml� a�n

yolla parametrize edilmi³ geodezik yolun, yol uzunlu§u gösterilmi³tir.
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3.1 Uzunluk Uzay�

Tan�m 3.1.1 (Düzeltilebilir Yollarla Ba§lanm�³ Uzay).

X bir metrik uzay olsun. ∀x, y ∈ X için γ : [a, b]→ X, γ(a) = x ve γ(b) = y

olacak ³ekilde γ düzeltilebilir yolu varsa X metrik uzay�na düzeltilebilir yollarla

ba§lanm�³ uzay denir[13].

Tan�m 3.1.2 (Uzunluk Uzay�).

X bir metrik uzay olsun. ∀x, y ∈ X olmak üzere;

|x− y| = lim
γ
L(γ)

burada in�mum x ve y' yi birle³tiren yollar kümesi üzerinden al�narak tan�mlan�r.

Yukar�daki ko³ullar� sa§layan metrik uzaya uzunluk uzay� denir. Bu uzay üze-

rinde tan�mlanan metri§e ise uzunluk metri§i denir[6].

(3.1.1)' den yola ç�karak uzunluk uzay�n�n ayn� zamanda düzeltilebilir yol-

larla ba§lanm�³ uzay oldu§unu söylemek mümkündür. Devam eden bölümlerde

uzunluk uzay� örnekleri ve uzunluk uzay� özellikleri ta³�mayan ters örneklere yer

verilecektir.

Örnek 3.1.3 (Öklid Uzay).

∀n ≥ 1 için En, n-boyutlu Öklid uzay� yani Rn Öklid metri§i ile donat�lm�³

uzay olsun. Klasik Öklid geometrisinden bilindi§i üzere, Öklid uzay üzerindeki

herhangi iki nokta aras�ndaki uzakl�k yine bu noktalar� birle³tiren a�n yolun

uzunlu§una e³it oldu§undan En Öklid uzay� bir uzunluk uzay�d�r.
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Benzer ³ekilde, En' nin konveks bir altkümesi (Bu altküme üzerinde bulunan

herhangi iki noktay� birle³tiren yol yine bu kümeye aittir. ) En' den indirgenmi³

metrik ile donat�lm�³ bir uzunluk uzay�d�r.

∀n ≥ 2 için En Öklid uzay�ndan s�n�rl� say�da nokta ç�kar�lmas� ile olu³an

uzay yine uzunluk uzay�d�r.

Aksine; En Öklid uzay�ndan pozitif r-yar�çapl� aç�k-yuvar B' nin ç�kar�lmas�

ile olu³an uzay bir uzunluk uzay� de§ildir.

Bu iddiay� kan�tlamak için B yuvar�n�n s�n�rlar� üzerinde kar³�l�kl� iki nokta x

ve y olsun. Kapal� B yuvar�na ait projeksiyon dönü³ümünün Lipschitz sürekli

oldu§unu biliyoruz. Bu durumda x, y ∈ En/B için x ve y noktalar�n� birle³tiren

herhangi bir yolun uzunlu§u S = ∂B küre yüzeyinin uzunlu§u ile alttan s�n�rl�d�r.

Daha aç�k bir ³ekilde ifade edecek olursak x ve y noktalar�n� birle³tiren herhangi

bir γ : [a, b] → En/B yolunun L(γ) ≥ πr olacak ³ekilde alttan s�n�rl�d�r ancak

|x− y| = 2r' dir. Bundan dolay� En/B uzay� uzunluk uzay� de§ildir.

Ayr�ca En Öklid uzay�ndan pozitif r-yar�çapl� kapal� B yuvar�n�n ç�kar�lmas�

ile elde edilen uzay da uzunluk uzay� de§ildir.

Örnek 3.1.4 (Normlu Vektör Uzay�).

Normlu vektör uzaylar� uzunluk uzaylar� için geni³ bir örnek s�n�f�

olu³tururlar.

∀x, y ∈ X için d(x, y) = ‖x − y‖ metri§i ile dü³ünüldü§ünde (X, d) metrik

uzay� üzerinde bulunan herhangi iki nokta aras�ndaki uzakl�k; yine bu noktalar�

birle³tiren a�n yolun uzunlu§una e³it oldu§undan (X, d) normlu vektör uzay� bir

uzunluk uzay�d�r.

Genel olarak; normlu vektör uzay� X' den indirgenmi³ metrik d ile bu uzay�n

konveks bir altkümesini dü³ünülürse A ⊂ X, konveks altkümesi ve d metri§i ile

elde edilen bu (A, d) uzay� da bir uzunluk uzay�d�r.
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Örnek 3.1.5 (Küre).

∀n ≥ 3 için S = Sn−1 , En üzerinde birim küre olsun ve d metri§i En' den in-

dirgenmi³ metrik olsun. Burada tan�mlanan (S, d) metrik uzay� bir uzunluk uzay�

de§ildir.

Temel geometri bilgileri �³�§�nda küreden seçilen herhangi iki nokta aras�ndaki

uzakl�k d(x, y) = 2 sin (α/2), α ∈ [0, π], α orijin ile x ve y' den geçen iki �³�n

aras�ndaki aç�d�r.

Öte yandan herhangi bir γ : [a, b] → S yolunun yol uzunlu§u kürede bulunan

en büyük çemberin en küçük yay�ndan daha büyüktür. Yani;

∀x, y ∈ S ve d(x, y) 6= 0 için L(γ) ≥ α > 2 sin (α/2)

dir. Bunun sonucu olarak d(x, y) 6= 0 olacak ³ekilde ∀x, y ∈ S için;

inf
γ
L(γ) > d(x, y)

dir. Sonuç olarak (S, d) metrik uzay� bir uzunluk uzay� de§ildir.

Aksine x ile y aras�ndaki uzakl�§�n α' ya e³it oldu§u metrik ile (S, d) metrik

uzay� bir uzunluk uzay�d�r.

Genel olarak metrik uzaylara geri dönecek olursak; (X, d) metrik uzay üzerinde

d` : X ×X → R ∪ {∞} kural� a³a§�da verilen metri§i tan�mlayal�m:

d`(x, y) = inf
γ
L(γ)

burada in�mum de§eri x ve y' yi birle³tiren yollar�n kümesi üzerinden al�n�r.
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Önerme 3.1.6.

X bir uzunluk uzay� olsun. x, y ∈ X ve α + β ≥ |x− y| ko³ulunu sa§layan

α, β negatif olmayan reel say�lar olsun. ε > 0 için öyle bir z ∈ X noktas� bulu-

nabilir ki |x− z| ≤ α ve |z − y| ≤ β + ε' dur[13].

�spat.

L(γ) ≤ |x − y| + ε ko³ulunu sa§layan γ : [a, b] → X, x ve y' yi birle³tiren γ

yolunu ele alal�m. Genelli§i kaybetmeden α ≤ L(γ) oldu§unu varsayabiliriz.

(2.3.2)' den yararlanarak ve γ' n�n yol uzunlu§u ile parametrelendirilmi³ yol ol-

du§unu dü³ünelim. z = γ(a+ α) olarak seçildi§inde;

|x− z| ≤ L
(
γ|[a,a+α]

)
= α

ve

|z − y| ≤ L
(
γ|[a+α,b]

)
= L(γ)− α ≤ |x− y|+ ε− α ≤ β + ε

dir.

Önerme 3.1.7 (d` metri§i ).

(X, d) düzeltilebilir yollarla ba§lanm�³ metrik uzay olsun. d`, X üzerinde bir

metriktir ve ∀x, y ∈ X için |x− y|d ≤ d`(x, y)' dir[6].

�spat.

x ve y, X üzerinde herhangi iki nokta olsun ve γ : [a, b] → X, x ile y' yi

birle³tiren yol olsun. (1)' den kolayca görülebilece§i üzere |x− y|d ≤ L(γ)' d�r.

x ve y' yi birle³tiren yollar�n kümesi üzerinden in�mum al�n�rsa |x− y|d ≤ d`(x, y)

elde edilir.
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d`(x, y)' nin X üzerinde bir metrik oldu§unu ispatlayal�m.

γ : [a, b]→ X olacak ³ekildeki tüm yollar γ′(t) = γ(a+ b− t), t ∈ [a, b]

³eklinde tan�mlanan γ′ : [a, b] → X yoluyla ili³kilendirilebilir. Tan�mdan kolayca

görülebilece§i üzere γ′ yolu, x ve y' yi birle³tiren yoldur ve L(γ′) = L(γ)' dir.

∀x, y ∈ X için d`(x, y) ≤ d`(y, x) oldu§unu biliyoruz. Böylece d` metrik olman�n

simetri ³art�n� sa§lar. Yani d`(x, y) = d`(y, x)' dir.

d`(x, y) = 0 oldu§unu kabul edelim. |x − y| ≤ d`(x, y) e³itsizli§inden yola

ç�karak |x− y| = 0 e³itli§i elde edilir. Böylece x = y bulunur.

Son olarak d`' nin X üzerinde metrik oldu§unu göstermek için üçgen e³itsiz-

li§ini sa§lad�§� ispatlanmal�d�r. x, y ve z noktalar� X üzerinde rastgele noktalar

olsun. k = d`(x, y) ve k′ = d`(y, z) olsun. ∀ε > 0 için L(γ) ≤ d`(x, y) + ε/2 ko³u-

lunu sa§layan x ve y' yi birle³tiren γ : [a, b] → X yolu ve L(γ′) ≤ d`(y, z) + ε/2

ko³ulunu sa§layan y ile z' yi birle³tiren γ′ : [a, b]→ X yolu olsun.

γ′′(t) =

 γ(t) ; t ∈ [a, b]

γ′(t− b+ a′) = 1 ; t ∈ [b, b+ b′ − a′]

ko³ulunu sa§layan γ′′ : [a, b + b′ − a′] → X yolunu tan�mlayal�m. Tan�mdan

yola ç�karak L
(
γ′′[a,b]

)
= L(γ) e³itli§i yaz�labilir. Öte yandan γ′′[b,b+b′−a′] yolu;

ψ(t) = t+a′−b ile tan�mlanan ψ : [b, b+b′−a′]→ [a′, b′] yolunun parametrizasyonu

ile elde edilebilir. Bu nedenle L
(
γ′′[b,b+b′−a′]

)
= L(γ′)' dür. Böylece a³a§�daki

e³itsizlik yaz�labilir.

L(γ′′) = L(γ) + L(γ′) ≤ d`(x, y) + d`(y, z) + ε

x ile z' yi birle³tiren γ′′' ler üzerinden in�mum al�n�rsa;

d`(x, z) ≤ d`(x, y) + d`(y, z) + ε
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∀ε > 0 için bu e³itsizlik sa§land�§�ndan;

d`(x, z) ≤ d`(x, y) + d`(y, z)

yaz�l�r. Sonuç olarak metrik olma ko³ullar�n� sa§lad�§�ndan d` , X üzerinde bir

metriktir.

Tan�m 3.1.8 (Uzunluk Metri§i ).

(3.1.7)' de belirtilen d` metri§ine (X, d) uzay�n�n uzunluk metri§i denir[13].

Önerme 3.1.9.

(X, d) düzeltilebilir yollarla ba§lanm�³ uzay olsun.

(X, d`)→ (X, d) birim dönü³ümü süreklidir[6].

Önerme 3.1.10.

(X, d) metrik uzay ve γ : [a, b]→ (x, d) düzeltilebilir yol olsun. Bu durumda γ

dönü³ümü d` metri§i ile süreklidir. Ba³ka bir söylemle γ : [a, b] → (x, d`) dönü-

³ümü yoldur[6].

�spat.

∀t0, t ∈ [a, b] için (2.2.13)' ten;

d` (γ(t0), γ(t)) ≤ L
(
γ[t0,t]

)
=
∣∣L (γ[a,t])− L (γ[a,t0])∣∣

ayr�ca (2.2.14)' ten t→ t0 iken d` (γ(t0), γ(t))→ 0 oldu§u a³ikard�r.

Sonuç olarak γ dönü³ümü d` metri§i ile süreklidir.
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Önerme 3.1.11.

(X, d) düzeltilebilir yollarla ba§lanm�³ uzay olsun. (X, d) uzay� uzunluk

uzay�d�r ancak ve ancak d` = d' dir[6].

Önerme 3.1.12.

(X, d) metrik uzay olsun. γ : [a, b] → X, d` uzunluk metri§i ile donat�lm�³

(X, d`) metrik uzay�nda tan�ml� bir yol olsun. Bu durumda γ, (X, d) uzay�nda da

bir yoldur ve ayr�ca Ld`(γ) = Ld(γ)' dir[6].

�spat.

(X, d`) → (X, d) birim dönü³ümünün sürekli oldu§unu (3.1.9)' da göstermi³-

tik. Bu iki uzay üzerinde tan�mlanacak yollar�n yol uzunlu§unun e³it oldu§unu

göstermek için [a, b]' nin bir alt bölümü σ(ti)i=0,1,2,··· ,n olsun.

(3.1.7)' den d ≤ d` oldu§unu biliyoruz. Bu nedenle;

Vσ
d(γ) ≤ Vσ

d`(γ)

yaz�labilir. Bütün alt bölümler σ' lar üzerinden supremum al�n�rsa;

Ld(γ) ≤ Ld`(γ)

yaz�l�r. Öte yandan;

V d`
σ (γ) =

n−1∑
i=0

d` (γ (ti) , γ (ti+1)) ≤
n−1∑
i=0

Ld
(
γ|[ti,ti+1]

)
= Ld(γ)

oldu§undan dolay� Ld`(γ) ≤ Ld(γ) yaz�labilir.

Sonuç olarak Ld`(γ) = Ld(γ) e³itli§i elde edilir.
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Önerme 3.1.13.

(X, d) düzeltilebilir yollarla ba§lanm�³ uzay olsun. Bu durumda (X, d`) uzunluk

uzay�d�r[13].

�spat.

∀x, y ∈ X için;

d`(x, y) = inf
γ
Ld(γ)

Yukar�daki e³itlik uzunluk metri§inin tan�m�n�n do§al bir sonucudur. Burada

in�mum de§eri γ yollar�n�n kümesi üzerinden al�n�r. Genelli§i bozmadan;

düzeltilebilir yollar�n s�n�rland�r�labilece§ini varsayabiliriz. (3.1.10)' dan d metri§i

baz al�narak elde edilen γ yolunu d` metri§i için de elde edebiliriz.

E§er γ yolu d` metri§i için düzeltilebilir yol ise (3.1.12)' den γ yolu d metri§i

için de yoldur ve Ld`(γ) = Ld(γ) e³itli§i söz konusudur. Böylece;

d`(x, y) = inf
γ
Ld`(γ)

burada in�mum de§eri x ve y' yi birle³tiren d` için sürekli ve düzeltilebilir

γ' lardan olu³an küme üzerinden al�n�r.

Tan�m 3.1.14 (Altuzaya Ait Do§al Metrik).

X ′, (X, d) metrik uzay�n�n alt uzay� olsun. X ′ üzerinde tan�ml� do§al metrik; d

metri§inden indirgenmi³ metriktir. E§er X ′ uzay� düzeltilebilir yollarla ba§lanm�³

uzay ise bu indirgenmi³ metrik uzunluk metri§idir[13].
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Tan�m 3.1.15 (Metrik Uzay�n Çap�).

(X, d) bir metrik uzay olsun. Bu uzay�n çap�;

diam(X) = sup
x,y∈X

d(x, y)

³eklinde tan�mlan�r. Metrik uzay�n s�n�rl� alt kümesi indirgenmi³ metrikle birlikte

sonlu bir çapa sahiptir[6].

Teorem 3.1.16 (Hopf-Rinow).

X lokal kompakt ve tam uzunluk uzay� olsun. X' in kompakt alt kümeleri, bu

uzay�n kapal� ve s�n�rl� alt kümeleridir[13].

�spat.

diam(X) = ∞ olsun. x ∈ X için merkezi x ve r-yar�çapl� B(x, r) kapal�

yuvar� olsun.X lokal kompakt oldu§undan dolay� yeteri kadar küçük r için B(x, r)

kompaktt�r.

Kan�tlanmas� gereken ifade ∀r > 0 için B(x, r) yuvar�n�n kompakt olmas�d�r.

�spata devam etmeden önce a³a§�daki önermeyi incelemek gerekir.

Önerme 3.1.17.

X tam uzunluk uzay� olsun. x ∈ X için B(x, r) kapal� yuvar� kompakt olsun.

r < p olacak ³ekilde p reel say�s� için B(x, p) kapal� yuvar� da kompaktt�r[13].

�spat.

Genelli§i bozmadan p − (ε/3) > 0 ko³ulunu sa§layacak ³ekilde ε > 0 say�s�

seçilebilir. p− (ε/3) < r < p ko³ulunu sa§layan r say�s�n� alal�m.

B(x, r)' nin kompakt olmas�ndan dolay� öyle bir x1, x2, x3, · · · , xn ∈ X sonlu

dizisi bulunabilir ki B(x, r), B(xi, ε/3) kapal� yuvarlar�n birle³iminde bulunur.
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y ∈ B(x, p) olsun. X uzunluk uzay� oldu§undan (3.1.6)' dan öyle bir z ∈ X

vard�r ki |x− z| ≤ p− ε/3 ve |z − y| ≤ p− 2ε/3 ko³ullar�n� sa§las�n. Bu nedenle

z ∈ B(x, r)' dir. Ayr�ca z ∈ B(xi, ε/3) olacak ³ekilde i ∈ {1, 2, 3, · · · , n} tam say�s�

vard�r.

|y − z| ≤ 2ε/3 e³itsizli§i ile;

|y − xi| ≤ |y − z|+ |z − xi| ≤ ε

e³itsizli§i elde edilir. Bundan dolay� B(x, r)' nin , B(xi, ε) kapal� yuvarlar�n�n bir-

le³iminde bulundu§unu söylemek mümkündür. Sonuç olarak B(x, p) kapal� yuvar�

kompaktt�r.

Kan�ta devam ederken; herhangi bir x ∈ X ve

Ix = {B(x, r) kapal� yuvar�n�n kompakt olmas�n� sa§layan r ≥ 0}

Yukar�da tan�mlanan küme için r = 0 ∈ Ix oldu§u aç�kt�r. Ix' de öyle bir t nok-

tas� vard�r ki [0, t] aral�§�ndaki noktalar Ix' in eleman�d�r. Kompakt bir kümenin

kapal� alt kümesinin kompakt oldu§unu biliyoruz. Ix, [0,∞]' nin 0 biti³ nokta-

s�na sahip bir aral�§�d�r. (3.1.17)' den Ix' in kapal� oldu§u a³ikard�r. Ix, p < ∞

iken [0, p] formunda ya da [0,∞) formundad�r. E§er Ix' in ilk formda olamayaca§�

ispatlan�rsa teorem kan�tlanm�³ olur.

Çeli³ki elde edebilmek için Ix' in p <∞ iken [0, p] formunda oldu§unu kabul

edelim.

∀y ∈ X için B(y, ry) kapal� yuvar�n�n kompakt olmas�n� sa§layan ry pozitif

reel say�s� olsun.
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X lokal kompakt uzay oldu§undan böyle bir ry vard�r. ∀r ≥ 0 için y merkezli

ve r-yar�çapl�
o

B(x, p) aç�k yuvar� tan�mlanabilir. Böylece,

B(x, p) ⊂
⋃

y∈B(x,p)

o

B(y, ry/2)

yaz�labilir. B(x, p) kompakt oldu§undan öyle sonlu bir küme F ⊂ B(x, p) vard�r

ki

B(x, p) ⊂
⋃
y∈F

o

B(y, ry/2)

olsun. r0 = min
y∈F

ry/2 olarak seçilsin. Tan�m�ndan dolay� r0 > 0' d�r.

B(x, p+ r0/2) yuvar�n�n kompakt oldu§u kan�tlan�rsa istenilen çeli³ki elde edilir.

z, B(x, p + r0/2) yuvar�n�n herhangi bir noktas� olsun. |x − z| ≤ p + r0/2

yaz�labilir. X uzunluk uzay� oldu§undan ve (3.1.6)' dan öyle bir u ∈ X vard�r

ki |x − u| ≤ p ve |u − z| ≤ r0 özelliklerini sa§las�n. u ∈ B(x, p) oldu§u a³ikard�r

ve bu nedenle öyle bir y ∈ F elaman� vard�r ki u ∈
o

B(y, ry/2)' dir. Öte yandan

|z − u| ≤ r0 ≤ p+ r0/2 e³itsizli§inden;

|z − y| ≤ |z − u|+ |u− y| ≤ ry/2 + ry/2 = ry

e³itsizli§i yaz�labildi§inden z ∈ B(y, ry)' dir.

B(x, p+ r0) ⊂
⋃
y∈F

B(y, ry/2)

oldu§undan B(x, p+ r0) yuvar� kompaktt�r.
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Örnek 3.1.18 (Hopf-Rinow'a Ters Örnekler).

Hopf-Rinow teoreminin ko³ullar�n� sa§lamayan üç örne§i inceleyelim.

� (i) δ(x, y) = min (1, |x − y|) ko³ulunu sa§layan δ metri§i ile donat�lm�³

R' yi ele alal�m. δ' dan indirgenmi³ topolojinin al�³�lm�³ standart topoloji

oldu§u a³ikard�r. (R, δ) tam ve lokal kompakt uzayd�r.

|x − y| > 1 ko³ulunu sa§layan ∀x, y ∈ R için δ(x, y) = 1' dir. Fakat

δ`(x, y) = |x− y| > 1 oldu§undan (R, δ) uzunluk uzay� de§ildir.

(R, δ) uzay� kendisinin kapal� ve s�n�rl� alt kümesi olmas�na kar³�n kompakt

de§ildir.

� (ii) (0, 1) aç�k aral�§� al�³�lm�³ metrik ile lokal kompakt ve tam olmayan

uzunluk uzay�d�r. Bu uzay kendisinin kapal� ve s�n�rl� alt kümesi olmas�na

kar³�n kompakt de§ildir.

� (iii) X sonsuz boyutlu Banach uzay� olsun. Herhangi normlu uzay gibi X

de bir uzunluk uzay�d�r. Bu uzay lokal kompakt olmad�§�ndan

B(0, 1) ⊂ X birim yuvar�, X' in kapal� ve s�n�rl� alt kümesi olmas� kar³�n

kompakt de§ildir.

Önerme 3.1.19.

X bir uzunluk uzay� olsun. x ∈ X ve r ∈ R+ olsun. Merkezi x ve r-yar�çapl�

B(x, r) aç�k yuvar�na ait her y ve z için yol uzunlu§u 2r' den daha az olan y ve

z' yi birle³tiren γ : [a, b] → X yolu vard�r. Ayr�ca böyle bir yolun görüntüsü x

merkezli ve 2r-yar�çapl� B(x, 2r) aç�k yuvar�n�n içinde bulunur[6].
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�spat.

Üçgen e³itsizli§inden;

|y − z| ≤ |y − x|+ |z − x| < 2r

yaz�labilir. X uzunluk uzay� oldu§undan dolay� y ve z' yi birle³tiren, yol uzunlu§u

2r' den daha az olan γ : [a, b] → X yolu vard�r. Böyle bir yolun görüntüsünün

B(x, 2r) aç�k yuvar�nda olmas� gerekti§ini gösterelim.

Çeli³ki elde edebilmek ad�na öyle bir t ∈ [a, b] için γ(t)' nin B(x, 2r)' de

olmad�§�n� varsayal�m. Bundan dolay�;

|y − γ(t)| ≥ |x− γ(t)| − |x− y| > r

ve

|z − γ(t)| ≥ |x− γ(t)| − |x− z| > r

e³itsizlikleri yaz�labilir. Böylece;

L(γ) = L
(
γ|[a,t]

)
+ L

(
γ|[t,b]

)
≥ |y − γ(t)|+ |z − γ(t)| > 2r

e³itli§inin yaz�labilmesi ile γ(t)' nin B(x, 2r)' de olmas� ile çeli³ir.

Sonuç olarak γ(t)' nin B(x, 2r)' de oldu§u kan�tlanm�³ olur.
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3.2 Geodezikler

Tan�m 3.2.1 (Geodezik Yol, Geodezik Çizgi, Geodezik I³�n).

X metrik uzay olsun. ∀t1, t2 ∈ [a, b] için |γ(t1)− γ(t2)| = |t1 − t2| ko³ulunu

sa§layan uzakl�§� koruyan γ : [a, b]→ X yoluna geodezik yol denir.

γ : [0,∞)→ X uzakl�§� koruyan dönü³üme geodezik �³�n denir.

γ : R→ X uzakl�§� koruyan dönü³üme geodezik çizgi denir[14].

Geodezik yol, geodezik �³�n ve geodezik çizgi tan�mlar�ndan kolayca görülebi-

lece§i üzere bu dönü³ümler birebirdir. Geodezik bir yolun tan�m kümesinin kapal�

bir alt aral�§a k�s�tlanm�³� da geodezik yoldur.

Tan�m 3.2.2 (Geodezik Parça).

X bir metrik uzay olsun. X' de bulunan bir geodezik yolun görüntüsüne yine

X' de bir geodezik parça denir.

E§er γ : [a, b]→ X yolu x ve y' yi birle³tiren bir yol ise geodezik parça

γ([a, b])' nin bu noktalar� birle³tirdi§i söylenir[14].

Geodezik parça üzerindeki [x0, x1] noktalar�n�n do§al parametrizasyonu [0, 1]

aral�§� kullan�larak yap�l�r. [x0, x1] aral�§�ndaki xt ya da (1 − t)x0 + tx1 ³eklinde

tan�mlanan nokta ile x0 aras�ndaki uzakl�k t|x0 − x1|'dir.
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Önerme 3.2.3.

[x, y], X metrik uzay�nda geodezik parça olsun. Görüntüleri [x, y] olan

γ1 : [a1, b1]→ X ve γ2 : [a2, b2]→ X olan geodezik yollar olsun.

R' nin iki aral�§� olan [a1, b1] ve [a2, b2] aral�klar�n boylar� e³ittir. Ayr�ca öyle

bir tek α ∈ R vard�r ki t ∈ [a2, a1] için γ2(t) = γ1(t+ α)' d�r.

Son olarak γ1 ve γ2' nin yol uzunluklar� e³ittir[13].

�spat.

Geodezik dönü³üm birebir oldu§undan γ′1 : [x, y] → [a, b] ve γ′1 ◦ γ1 = �d[x,y]

ko³ullar�n� sa§layan γ′1 dönü³ümü vard�r.

Geodezik dönü³ümler uzakl�§� korudu§undan γ′1 ◦ γ1 : [a1, b1]→ [a2, b2] dönü-

³ümü de geodezik dönü³üm oldu§undan bu aral�klar�n boylar� e³ittir.

t ∈ [a2, b2] için öyle bir α ∈ R ve γ2(t) = γ1(t + α) olsun. α' n�n tekli§ini

ispatlamak üzere β 6=∈ R eleman� γ2(t) = γ1(t+ β) e³itli§ini sa§las�n.

γ2(t) = γ1(t+ α) = γ1(t+ β)

oldu§undan;

γ1(t+ α) = γ1(t+ β)

e³itli§i elde edilir. γ1 birebir dönü³üm oldu§undan t+ α = t+ β' d�r.

Sonuç olarak α = β e³itli§i elde edildi§inden çeli³ki elde edilir.
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Tan�m 3.2.4 (Geodezik Parçan�n Uzunlu§u).

X metrik uzay�nda bulunan [x, y] geodezik parçan�n uzunlu§u, görüntüsü [x, y]

olan herhangi bir geodezik yolun yol uzunlu§una e³ittir[6].

Önerme 3.2.5.

X metrik uzay ve γ : [a, b] → X geodezik yol olsun. γ yol uzunlu§u ile para-

metrize edilmi³tir[6].

�spat.

a ≤ u ≤ v ≤ b olacak ³ekilde u, v ∈ R olsun. σ = (ti)i=0,1,2,··· ,n dizisi [a, b]' nin

bir alt bölümü olsun. Bu durumda;

Vσ
(
γ[u,v]

)
=

n−1∑
i=0

|γ (ti)− γ (ti+1)| =
n−1∑
i=0

(ti+1 − ti) = v − u

dir. Ayr�ca a³a§�daki e³itlik yaz�labilir;

L
(
γ[u,v]

)
= sup

σ
Vσ
(
γ|[u,v]

)
= v − u

Sonuç olarak γ yol uzunlu§u ile parametrize edilmi³ yoldur.

Önerme 3.2.6.

X metrik uzay ve γ : [a, b]→ X yol uzunlu§u ile parametrize edilmi³ yol olsun.

Bu durumda a³a§�daki üç önerme denktir[14].

� (i) γ geodeziktir.

� (ii) Her u ve v reel say�s� için a ≤ u ≤ v ≤ b olsun. Bu durumda;

|γ(a)− γ(v)| = |γ(a)− γ(u)|+ |γ(u)− γ(v)|

� (iii) L(γ) = |γ(a)− γ(b)|
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Tan�m 3.2.7 (A�n Yolla Parametrize Edilmi³ Geodezik).

X metrik uzay ve γ : [a, b] → X bu uzay üzerinde yol olsun. γ sabit yol veya

öyle bir γ′ : [c, d]→ X geodezik yol vard�r ki ψ : [a, b]→ [c, d],

ψ(x) = (d − c)x + (bc−ad)
b−a ³eklinde bu iki aral�k aras�nda tek a�n homeomor�zm

olmak üzere γ = γ′ ◦ ψ bulunabilsin. Bu durumda γ' ya a�n yolla parametrize

edilmi³ geodezik denir[6].

Önerme 3.2.8.

γ : [0, 1] → X a�n yolla parametrize edilmi³ geodezik olsun. 0 ≤ u ≤ v ≤ 1

ko³ulunu sa§layan ∀u, v ∈ R olsun. Bu durumda γ(u)−γ(v) = L(γ)|u−v|' dir[6].

Önerme 3.2.9.

X bir metrik uzay ve γ : [0, 1]→ X bir yol olsun. ∀u, v ∈ [0, 1] için

|γ(u) − γ(v)| = K|u − v| ko³ulunu sa§layan K negatif olmayan reel say� olsun.

Bu durumda γ a�n yolla parametrize edilmi³ yol ve K = L(γ)' d�r[6].

Önerme 3.2.10.

X bir metrik uzay ve [x, y] ve [y, z] bu uzay üzerinde iki geodezik parça olsun.

[x, y] ∪ [y, z] geodezik parçad�r ancak ve ancak |x− z| = |x− y|+ |y − z|' dir[13].

Tan�m 3.2.11 (Aras�ndal�k Kavaram�).

X bir metrik uzay olsun. Çiftler halinde birbirinden farkl� x, y, z ∈ X noktalar�

olsun. Bu durumda;

|x− z| = |x− y|+ |y − z|

e³itli§i varsa y noktas� x ve z noktalar�n�n aras�ndad�r denir[6].
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Önerme 3.2.12 (Aras�ndal�k Kavram�n�n Geçi³kenli§i).

X bir metrik uzay olsun. x, y, z ve t noktalar� bu uzay�n iki³erli olarak

birbirinden farkl� noktalar� olsun.

y, x ve z' nin aras�ndad�r ve z, x ve t' nin aras�ndad�r.

m

y, x ve t' nin aras�ndad�r ve z, y ve t' nin aras�ndad�r[6].

�spat.

E§er y, x ve z' nin aras�nda ve z, x ve t' nin aras�nda ise;

|x− y|+ |y − z| = |x− z|

ve

|x− z|+ |z − t| = |x− t|

dir.

|x− t| = |x− z|+ |z − t| = |x− y|+ |y − z|+ |z − t|

e³itli§inden dolay�;

|x− t| ≥ |x− y|+ |y − z| ≥ |x− t|

e³itsizli§i yaz�labilir. Sonuç olarak;

|x− y|+ |y − t| = |x− t| ve |y − z|+ |z − t| = |y − t|

dir. Bu e³itlik sayesinde y, x ve t' nin aras�ndad�r ve z, y ve t' nin aras�ndad�r.

Bu önermenin tersi de do§rudur.
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Önerme 3.2.13 (Aras�ndal�k Kavram� ve Geodezik Parça).

X metrik uzay ve x, y, z ∈ X olsun. y, x ve z' nin aras�ndad�r ancak ve ancak

bu üç nokta çiftler halinde birbirinden farkl� ve y ∈ [x, z] olacak ³ekilde geodezik

parça vard�r[6].

Önerme 3.2.14.

X metrik uzay ve x ∈ X, r ∈ R+ olsun. y ve z, x merkezli ve r-yar�çapl�

aç�k(kapal�) yuvar�n eleman� ve γ : [a, b] → X geodezik yolu y ve z' yi birle³tiri-

yorsa; γ' n�n görüntüsü x merkezli ve 2r-yar�çapl� aç�k(kapal�) yuvardad�r[13].

Örnek 3.2.15 (Rota ve Konum Hesab�).

Dünya geoid bir ³ekle sahip oldu§undan üzerinde belirlenen iki koordinat ara-

s�ndaki mesafeyi hesaplamak oldukça zordur. Günümüzde hava araçlar�n�n(Uçak,

helikopter ve �HA gibi) belirlenen koordinatlara en k�sa rota hesaplanarak ula-

³�lmas� gerek maliyet gerek uçu³ güvenli§i aç�s�ndan kritik önem arz etmektedir.

Belirlenen bu rota ve dünya üzerinde iki konum aras�ndaki yol geodezik yol örne-

§idir.

Haversin dünyan�n geoid ³eklini de hesaba katacak ³ekilde yeni bir ölçüm for-

mülü geli³tirmi³tir. Küresel üçgenin aç�lar�n� ve kenar uzunluklar�n� çözmek için

çe³itli teoremler kullan�l�r. Haversin formülü küresel kosinüs formülü yard�m�yla

elde edilir[16].
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u

v

wb

a

C
c

�ekil2 : Küre

cos(c) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) cos(C)

Burada a, b, c s�ras�yla u ile v, u ile w ve v ile w noktalar�n� birle³tiren büyük

çember yaylar�d�r. Birim küre üzerindeki a, b ve c uzunluklar� merkez aç�lar ile

hesaplanabilir.

Haversin fonksiyonu bu formüle uyguland�§�nda;

hav(c) = hav(a− b) + sin(a) sin(b) hav(C)

Haversin formülünde dünya üzerinde iki nokta aras�ndaki mesafeyi kolayca

hesaplamak için kosinüs formülünde özel bir durum olarak; u noktas�n� kuzey ku-

tubu olarak al�n�r. v ile w noktalar� aras�ndaki mesafe d ile hesaplan�r. r dünyan�n

yar�çap uzunlu§udur. v ile w aras�ndaki merkezi aç�:

Θ =
d

r
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Dünya üzerinde verilen iki nokta aras�ndaki mesafeyi %0, 5' lik hata ile bulan

Haversin formülü;

hav(Θ) = hav (ϕ2 − ϕ1) + cos (ϕ1) cos (ϕ2) hav (λ2 − λ1)

hav : Havarsine fonksiyonu

d : �ki nokta aras�ndaki uzakl�k

r : Dünyan�n yar�çap�

ϕ1, ϕ2 : 1. ve 2. noktalar�n enlemlerinin radyan cinsinden de§erleri

λ1, λ2 : 1. ve 2. noktalar�n boylamlar�n�n radyan cinsinden de§erleri

Haversine fonksiyonu a³a§�daki gibi oldu§undan;

hav(θ) = sin2

Å
θ

2

ã
=

1− cos(θ)

2

d uzunlu§unu elde edebilmek için hav fonkisiyonun tersini bulmam�z gerekir;

d = r archav(hav(Θ)) = 2r arcsin
(»

hav(Θ)
)

e³itlitlikte hav fonksiyonu yerine yaz�l�rsa;

d = 2r arcsin
Ä√

hav (ϕ2 − ϕ1) + cos (ϕ1) cos (ϕ2) hav (λ2 − λ1)
ä

= 2r arcsin
(»

sin2
(
ϕ2−ϕ1

2

)
+ cos (ϕ1) cos (ϕ2) sin2

(
λ2−λ1

2

))
e³itli§i elde edilir[15].

57



Bu formül ile hesaplanm�³ iki örnek a³a§�daki gibidir.

Miami (25047′N, 80013′W ) , Manila (14035′N, 120058′N)→ d = 9, 308

Chicago (41053′N, 87038′W ) , Tokyo (35041′N, 139042′E)→ d = 6, 306

3.3 Geodeziklerin Limitleri

Önerme 3.3.1 (Geodezik Yollar�n Limiti).

X metrik uzay ve ∀n ≥ 0 tamsay�s� için γn : [a, b] → X geodezik (a�n yolla

parametrize edilmi³ geodezik) olsun. E§er (γn) dizisi γ : [a, b] → X dönü³ümüne

noktasal olarak yak�ns�yor ise γ geodeziktir(a�n yolla parametrize edilmi³

geodezik)[13].

�spat.

γ' n�n a�n yolla parametrize edilmi³ geodezik oldu§u durum uygun a�n dönü-

³ümler tan�mlanarak kan�tlanabilir. Burada γ' n�n herhangi bir geodezik oldu§u

durumu kan�tlayaca§�z.

(γn) geodeziklerin dizisi oldu§undan ve geodeziklerin uzakl�§� koruyan dönü-

³üm olmalar�ndan dolay� ∀t1, t2 ∈ [a, b] ve ∀n = 1, 2, 3, · · · , n için

|γn(t1)−γn(t2)| = |t1− t2|' dir. Ayr�ca uzakl�k fonksiyonunun sürekli olmas�ndan;

lim
n→∞
|γn(t1)− γn(t2)| = |γ(t1)− γ(t2)| = |t1 − t2|

γ uzakl�§� koruyan dönü³üm oldu§undan geodeziktir.
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Önerme 3.3.2.

X kompakt metrik uzay ve ∀n ≥ 0 tamsay�s� için γn : [a, b] → X a�n yolla

parametrize edilmi³ geodezik olsun. (γn)n≥0 dizisinin bir a�n yolla parametrize

edilmi³ geodezi§e düzgün yak�nsayan bir alt dizisi vard�r[6].

�spat.

∀n ≥ 0 için L(γn) = |γn(a) − γn(b)|' dir. X kompakt oldu§undan s�n�rl� bir

çapa sahiptir. (diam(X) <∞)

(L(γn))n≥0 dizisi n' den ba§�ms�z olarak üstten s�n�rl�d�r. Böylece (γn)n≥0 dizisinin

γ yoluna düzgün yak�nsak olan bir alt dizisi bulunabilir. (3.3.1)' den γ a�n yolla

parametrize edilmi³ geodezik yoldur.

Önerme 3.3.3.

X metrik uzay ve ∀n ≥ 0 tamsay�s� için γn : [a, b]→ X a�n yolla parametrize

edilmi³ geodezik olsun. (γn)n≥0 dizisi γ : [0, 1]→ X a�n yolla parametrize edilmi³

geodezi§e noktasal yak�nsak ise bu yak�nsama, düzgün yak�nsamad�r[6].

�spat.

Çeli³ki elde edebilmek için (γn)' nin γ' ya olan yak�nsakl�§�n�n düzgün yak�n-

sakl�k olmad�§�n� varsayal�m.

∀n0 ≥ 0 için öyle bir ε > 0 say�s� bulunabilir ki n ≥ n0 tamsay�s� vard�r ve

|γn(tn)− γ(tn)| ≥ ε, t ∈ [a, b] ko³ulu sa§lans�n.

Böylece i→∞ iken (ni)i≥0 tamsay� dizisi sonsuza gider.
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∀ni ≤ 0 için |γni(tni) − γ(tni)| ≥ ε olacak ³ekilde [a, b]' nin reel say� terimli

dizisi (tni)i≥0' d�r. [a, b] aral�§� kompakt oldu§undan (tni) dizisi i → ∞ iken

herhangi t ∈ [a, b] noktas�na yak�nsar. ∀i ≥ 0 için γni yolu geodezik yoldur.

Böylece L(γni) = |γni(0)−γni(1)|' dir ve i→∞ iken (γni)i≥0 dizisi γ' ya noktasal

yak�nsak oldu§undan (L(γni))i≥0 dizisi L(γ) = |γ(0)− γ(1)|' e yak�nsar.

M = L(γ) + 1 olsun.

∀ni ≥ N ko³ulunu sa§layan öyle bir N > 0 tamsay�s� vard�r ki a³a§�daki üç

ko³ulu sa§lan�r.

L(γni) ≤ M

|γni(t)− γ(t)| ≤ ε
4M

|tni − t| ≤ ε
4

∀ni ≥ 0 için;

ε ≤ |γni (tni)− γ (tni)|

≤ |γni (tni)− γni(t)|+ |γni(t)− γ(t)|+ |γ(t)− γ (tni)|

= L (γni) |tni − t|+ |γni(t)− γ(t)|+ L (γni) |tni − t|

≤M |tni − t|+ |γni(t)− γ(t)|+M |tni − t|

=
ε

4
+
ε

4
+
ε

4
=

3ε

4

Böylece çeli³ki elde edildi§inden (γn) dizisi γ' ya düzgün yak�nsakt�r.

3.4 Geodezik Uzay

Tan�m 3.4.1 (Geodezik Uzay).

X metrik uzay� üzeriden seçilen herhangi iki nokta için bu noktalar� birle³tiren

geodezik yol varsa X metrik uzay�na geodezik uzay denir[13].
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Örnek 3.4.2 (Öklid Uzay).

∀n ≥ 1 için En Öklid uzay� üzerindeki noktalar x ve y olsun. ∀x, y ∈ En ve

t ∈ [0, 1] için γ : [0, 1] → En, γ(t) = (1 − t)x + ty ³eklinde tan�mlanan a�n yol

ayn� zamanda En' de x ve y' yi birle³tiren geodezik yol oldu§undan En geodezik

uzayd�r. Buradaki geodezik tek geodezik oldu§undan En tek geodezik uzayd�r.

En' nin herhangi konveks alt kümesi de geodezik uzayd�r.

Örnegin; E2' nin alt kümesi olan herhangi bir çember geodezik uzay de§il-

dir. Fakat E2' nin alt kümesi olan herhangi bir disk konveks oldu§undan geodezik

uzayd�r.

Örnek 3.4.3 (Normlu Vektör Uzay�).

V reel vektör uzay� olsun. α : V → R dönü³ümü α(V ) = ‖V ‖ olacak ³ekilde

tan�ml� olsun. ∀v ∈ V ve λ ∈ R için ‖λv‖ = |λ|‖v‖ ve d(v, w) = ‖v−w‖ ko³ulunu

sa§layan d metri§i olsun. ∀v, w ∈ V için ‖u+w‖ ≤ ‖u‖+ ‖w‖ üçgen e³itsizli§ini

sa§layan normdan üretilmi³ metrik ile V normlu vektör uzay�d�r.

Her d(v, w) = ‖v − w‖ metri§i ile donat�lm�³ normlu vektör uzay� geodezik

uzayd�r. γ : [0, 1] → V , γ(t) = (1 − t)v + tw a�n yol ile parametrize edilmi³

yoldur.

Önerme 3.4.4.

Geodezik uzay bir uzunluk uzay�d�r[6].

�spat.

X bir geodezik uzay olsun. x ve y, X uzay� üzerindeki herhangi iki nokta

olsun.
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X bir geodezik uzay oldu§undan x ve y' yi birle³tiren γ : [a, b]→ X geodezik

yolu vard�r. γ uzakl�§� koruyan bir dönü³üm oldu§undan |a − b| = |x − y| ve γ

yol uzunlu§u ile parametrize edilmi³ yol oldu§undan |a− b| = L(γ) yaz�labilir.

Bu durumda |x− y| = L(γ) e³itli§i yaz�labilece§inden X uzunluk uzay�d�r.

Örnek 3.4.5 (Geodezik Uzay Olmayan Uzunluk Uzay�).

∀n ≥ 2 için En Öklid uzay�ndan, bu uzay�n bir eleman� olan p noktas�n�n

ç�kar�lmas� ile olu³an En/p uzay� uzunluk uzay�d�r ancak geodezik uzay de§ildir.

x ve y, En/p uzay�nda iki nokta olsun. [x, y], p noktas�n� içeren bir aral�k olsun.

Bundan dolay� En/p uzay�nda x ve y' yi birle³tiren bir geodezik yol bulunamaz.

Önerme 3.4.6.

X lokal kompakt uzunluk uzay� olsun. x ∈ X için x' in öyle bir U = U(x)

kom³ulu§u vard�r ki ∀y, z ∈ U için bu noktalar� birle³tiren geodezik yol vard�r[6].

�spat.

x ∈ X olsun. X lokal kompakt uzay oldu§undan öyle bir r ∈ R+ vard�r ki

merkezi x ve 2r-yar�çapl� B(x, 2r) aç�k yuvar�n�n kapan�³� kompaktt�r.

U , B(x, r) aç�k yuvar� olsun. y ve z, U ' nun herhangi iki eleman� olsun. X

uzunluk uzay� oldu§undan X' de y ve z' yi birle³tiren yollar�n dizisi (γn)n≥0

vard�r ki n → ∞ iken L(γn) → |y − z|' dir. Yeterince büyük seçilen n için

L(γn) < 2r ve (3.1.19)' dan γn' in görüntüsü B(x, 2r) yuvar�n�n kapan�³�nda

bulunur. Bu kapan�³ kompakt ve tam oldu§undan ve (2.5.11) Ascoli teoreminden

γ' ya yak�nsayan (γn)n≥0 dizisinin alt dizisi (γni)n≥0 vard�r. z ile y' yi birle³tiren γ

yolunun uzunlu§u |y − z| ve genelli§i kaybetmeden yol uzunlu§u ile parametrize

edilmi³tir. (3.2.6)' dan γ geodezik yol ve (3.2.14)' den γ' n�n görüntüsü B(x, 2r)

yuvar�ndad�r.
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NOT: Hopf-Rinow (3.1.16) teoreminin özel bir hali a³a§�da (3.4.7) ile veril-

mi³tir.

Teorem 3.4.7 (Hopf-Rinow: Uygun Uzunluk Uzay� Geodezik Uzayd�r.).

X uygun(proper) uzay olsun. ∀x, y ∈ X için bu noktalar� birle³tiren geodezik

yol vard�r[13].

Önerme 3.4.8.

X lokal kompakt uzunluk uzay� olsun. A³a§�daki üç önerme denktir.

� (i) X' de bulunan kapal� yuvarlar kompaktt�r.

� (ii) X tam uzayd�r.

� (iii) ∀γ : [a, b] → R uzakl�§� koruyan γ dönü³ümü γ′ : [a, b] → R uzakl�§�

koruyan dönü³üme geni³letilebilir[14].

Tan�m 3.4.9 (Lokal Geodezik).

X metrik uzay ve γ : [a, b]→ X yol olsun. ∀t ∈ [a, b] için öyle bir t' yi içeren

bir kapal� aral�k I(t) vard�r ki γ' n�n I(t) ∩ [a, b]' ye k�s�tlanm�³� geodezik olsun.

Bu durumda γ' ya lokal geodezik denir[6].

Önerme 3.4.10.

γ : [a, b]→ X lokal geodezik olsun. γ yolu yol uzunlu§u ile parametrize edilmi³

yoldur[6].
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Tan�m 3.4.11 (A�n Yolla Parametrize Edilmi³ Lokal Geodezik).

γ : [a, b] → X yol olsun. γ sabit dönü³üm veya ψ : [a, b] → [c, d] bu iki aral�k

aras�nda tek a�n homeomor�zm olmak üzere γ = γ′◦ψ olcak ³ekilde γ′ : [c, d]→ X

lokal geodezi§i varsa γ' ya a�n yolla parametrize edilmi³ lokal geodezik denir[6].

Tan�m 3.4.12 (Tek Geodezik Uzay).

X metrik uzay olsun. ∀x, y ∈ X için bu noktalar� birle³tiren tek geodezikler

varsa X metrik uzay�na tek geodezik uzay denir[13].

Örnek 3.4.13 (Lokal Tek Olmayan Geodezik Uzay ).

‖(x1, y1)− (x2, y2)‖ = |x1− y1|+ |x2− y2| ³eklinde tan�mlanan L1 normundan

üretilmi³ metrikle donat�lm�³ R2 vektör uzay�n� dü³ünelim.

Bu uzaydaki herhangi bir yolun görüntüsü merdiven ³eklindedir. Ayr�ca bu

uzayda herhangi monoton fonksiyonun görüntüsü geodezik parçad�r. Birinci ve

ikinci koordinatlar� farkl� olma ko³uluyla bu noktalar� birle³tiren sonsuz say�da

geodezik parça vard�r.

�ekil 3 : Merdiven
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3.5 Geodezik Konvekslik

Tan�m 3.5.1 (Geodeziksel Konveks Alt Uzay).

X tek geodezik uzay ve A, X' in alt uzay� olsun. ∀x, y ∈ A için geodezik parça

[x, y] A' ya ait ise bu alt uzaya geodeziksel konveks alt uzay denir[6].

Tan�m 3.5.2 (Geodeziksel Konveks Alt küme).

X tek geodezik uzay ve A, X' in alt kümesi ve f : X → X izometri ise f(A)

geodeziksel konveks alt küme denir[6].

Önerme 3.5.3 (Arakesit ve Birle³im).

X tek geodezik uzay olsun. X' in herhangi geodeziksel konveks alt kümesinin

ailesinin arakesiti geodeziksel konveks ve X' in herhangi geodeziksel konveks alt

kümesinin ailesinin birle³imi geodeziksel konvekstir[6].

Önerme 3.5.4 (Kapan�³).

X uygun tek geodezik uzay ve A, X' in geodeziksel konveks alt kümesi olsun.

A' n�n kapan�³� A geodezik konvekstir[6].

Tan�m 3.5.5 (Geodeziksel Konveks Örtü).

X tek geodezik uzay ve A ⊂ X olsun. A' y� içeren X' in tüm geodeziksel

konveks alt kümelerinin arakesitine A' n�n geodezik konveks örtüsü denir[6].
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Önerme 3.5.6.

X tek geodezik uzay ve A ⊂ X olsun. ∀n ≥ 0 tamsay�s� için Cn(A) =

A ve Cn+1(A), Cn(A)' da bulunan nokta çiftlerini birle³tiren geodezik parçala-

r�n birle³imi olsun. Böylece A' n�n geodezik örtüsü C(A) için a³a§�daki e³itlik

verilebilir[6].

C(A) =
⋃
n≥0

Cn(A)

3.6 Menger Konveksli§i

Tan�m 3.6.1 (Menger Konveks).

X metrik uzay olsun. X' in her x ve y birbirinden farkl� noktalar� için x ve y

aras�nda bu noktalardan farkl� bir z ∈ X için;

|x− z|+ |z − y| = |x− y|

e³itli§i sa§lan�yorsa X' e Menger konveks denir[13].

Önerme 3.6.2 (Menger Konveksli§i ve Geodezik Metrik).

X uygun uzay olsun. A³a§�daki dört önerme denktir.

� (i) X uzay� Menger konveks

� (ii) ∀x, y ∈ X için öyle bir z ∈ X vard�r ki

|x− z| = |y − z| = (1/2)|x− y|' dir.

� (iii) ∀x, y ∈ X ve d1 + d2 = |x − y| ko³ulunu sa§layan ∀d1, d2 ∈ R+ için

öyle bir z ∈ X vard�r öyle ki |x− z| = d1 ve |y − z| = d2' dir.

� (iv) X geodezik uzayd�r[14].
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Önerme 3.6.3.

X uygun geodezik uzay x ve y, X'in herhangi ik noktas� ve

d1+d2+d3+· · ·+dn = |x−y| ko³ulunu sa§layan pozitif reel dizisi d1, d2, d3, · · · , dn

olsun.

Her i = 0, 1, 2, · · · , n− 1 için |xi − xi+1| = di ve x0 = x ko³ullar�n� sa§layan

X' in noktalar�ndan olu³an x0, x1, x2, · · · , xn dizisi vard�r[6].

Önerme 3.6.4 (Minkowski E³itsizli§i).

∀n ≥ 1 tam say�s� için Rn herhangi koordinatlar� negatif olmayan iki vektör

(a1, · · · , an) ve (b1, · · · , bn) olsun. p ∈ [1,∞) için;

(
n∑
i=1

(ai + bi)
p

) 1
p

≤

(
n∑
i=1

api

) 1
p

+

(
n∑
i=1

bpi

) 1
p

d�r. Herhangi p > 1 de§eri için bu e³itsizlik e³itli§e dönü³ür ancak ve ancak

(a1, · · · , an) ve (b1, · · · , bn) vektörleri kolineerdir.

p = 1 de§eri için e³itsizlik e³itli§e dönü³ür[13].

Önerme 3.6.5 (Çarp�m Metri§i).

[0,∞)∪{∞} aral�§�ndaki herhangi bir p için dp dönü³ümü X1×X2 uzay�nda

metriktir[14].

Önerme 3.6.6.

X1 ve X2 uygun (geodezik) uzay olsun. Bu durumda p ∈ [0,∞)∪{∞} için her-

hangi dp metri§i ile donat�lm�³ X1×X2 çarp�m uzay� uygun (geodezik) uzayd�r[6].

67



Önerme 3.6.7.

X1 ve X2 geodezik uzay ve p ∈ [0,∞) ∪ {∞} için herhangi dp metri§i ile

donat�lm�³ X = X1 ×X2 çarp�m uzay� olsun. x1 ve y1 X1 uzay�n�n, x2 ve y2 X2

uzay�n�n herhangi iki eleman� olsun.

γ1 : [0, 1] → X1, x1 ve y1 noktalar�n� birle³tiren a�n yolla parametrize edil-

mi³ geodezik olsun. γ2 : [0, 1] → X2, x2 ve y2 noktalar�n� birle³tiren a�n yolla

parametrize edilmi³ geodezik olsun.

Bu durumda γ(t) = (γ1(t), γ2(t)) ³eklinde tan�mlanan γ : [0, 1]→ X

(x1, y1) ve (x2, y2) noktalar�n� birle³tiren a�n yolla parametrize edilmi³ geodeziktir.

p ∈ [0,∞) oldu§u durumda;

L(γ) = (L(γ1)
p + L(γ2)

p)
1
p

p =∞ oldu§u durumda;

L(γ) = max (L(γ1), L(γ2)) ' dir[6].

�spat.

(x1, y1) ve (x2, y2) noktalar�n� birle³tiren γ yolu sürekli dönü³ümdür. Bu dö-

nü³ümün a�n yola parametrize edilmi³ geodezik oldu§unu gösterelim.

p ∈ [0,∞) oldu§u durumda ∀u, v ∈ [0, 1] için;

dp(γ(u), γ(v)) = (|γ1(u)− γ1(v)|p + |γ2(u)− γ2(v)|p)
1
p

= (L (γ1)
p |u− v|p + L (γ2)

p |u− v|p)
1
p

= (L (γ1)
p + L (γ2)

p)
1
p |u− v|

(3.2.9)' dan γ, (L (γ1)
p + L (γ2)

p)
1
p uzunlu§unda a�n yolla parametrize edilmi³

geodeziktir.
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p =∞ oldu§u durumda;

d∞(γ(u), γ(v)) = max (|γ1(u)− γ1(v)| , |γ2(u)− γ2(v)|)

= max (L (γ1) |u− v|, L (γ2) |u− v|)

= max (L (γ1) , L (γ2)) |u− v|

(3.2.9)' dan max (L (γ1) , L (γ2)) uzunlu§unda a�n yolla parametrize edilmi³

geodeziktir.
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4 TARTI�MA ve SONUÇ

Bu çal�³mada; düzeltilebilir yol ve bu yollar�n olu³turdu§u uzay üzerinde ya-

k�nsakl�k ve süreklilik kavramlar� incelenmi³tir. Uzunluk uzaylar�n�n genel özellik-

leri incelenmi³, tam ve lokal kompakt uzunluk uzay�n�n kompakt alt kümeleri ile

Rn' in kompakt alt kümelerinin karakterizasyonun benzer oldu§u gösterilmi³tir.

Uzunluk uzay� ile geodezik uzay aras�ndaki ili³ki gösterilmi³tir. Geodezik uzay

tan�m� ve bu uzaya ait örneklere yer verilmi³tir. Geodezik uzay ile Menger ara-

s�ndal�k kavramlar� aras�ndaki ili³ki gösterilmi³tir.

Çal�³man�n devam� olarak geodezik uzaylar üzerinde yak�nsakl�k kavram� in-

celenebilir.
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