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OZET

DUAL UZAYIN TEMEL YAPILARI VE DIFERENSIYEL GEOMETRISI

DURMAZ, Olgun
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Doktora Tezi
Danisman: Prof. Dr. Halit GUNDOGAN
Ocak 2022, sayfa

Bu tez dort boliimden olugsmaktadr.

[k boliim giris kismina ayrilmigtir. Bu boliimde, calismanin konusu ile ilgili literatiirde
yer alan bilgilere yer verilmistir. Ayrica, bu kisimda ¢alismanin amaci ve 6nemi belir-

tilmisgtir.

Ikinci boliimde, sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel tanim ve teoremlere yer

verilmistir.

Ugl’incﬁ boliimiin ilk kisminda, R? iizerinde tanimli olan sdzliik siralama bagintisinin
yardimiyla tanimlanan dual siralama bagintisinin 6zellikleri detayl bir sekilde incelen-
migtir. Bu boliimiin ikinci kisminda, dual analitik fonksiyonlarin tanimina yer verilmis
ve bu tanim 1s181nda dual analitik fonksiyonlarin 6zellikleri bir akis i¢erisinde birkac

ornekle de desteklenerek ele alinmugtir.



Dordiincii boliimiin ilk kisminda, diferensiyel geometride 6nemli bir yere sahip olan
yone gore tiirev, vektor alani, tiirev doniisiimii ve lie ¢carpimi tanimlar1 dual uzayda ele
alinmigtir. Daha sonra, dual parametreye sahip D-modiil egrisinin tanimina yer veril-
mis ve bu egrinin ozellikleri verilen teoremlerle ayrintili bir sekilde incelenmistir. Bu
boliimiin son kisminda, dual kovaryant tiirevin tanim1 yapilmis ve 6zellikleri aragtiril-

mistir.

Anahtar Kelimeler: Dual Uzay, Dual Analitik Fonksiyon, D—modiil Egrisi,

Dual Yone Gore Tiirev, Dual Kovaryant Tiirev

il



ABSTRACT

BASIC STRUCTURES AND DIFFERENTIAL GEOMETRY OF DUAL SPACE

DURMAZ, Olgun
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematic, PhD. Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Halit GUNDOGAN

January 2022, pages

This thesis consists of four chapters.

The first chapter is devoted to the introduction. In this section, the information in the
literature regarding the subject of the study is given. In addition, the purpose and im-

portance of the study are specified in this chapter.

In the second chapter, basic definitions and theorems that will be used in the following

chapters are given.

In the first part of the third chapter, the properties of the dual order relation defined
with the help of the dictionary order relation defined on R? are examined in detail. In
the second part of this chapter, the definition of the dual analytic functions is included
and in the light of this definition, the properties of dual analytic functions are investi-

gated in a flow supported with a few examples.
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In the first part of fourth chapter, the definitions of directional derivative, vector field,
tangent map and lie product which have an important place in differential geometry
are studied in dual space. Then, the definition of D-module curves with dual parameter
is examined and the properties of these curves are studied with the given theorems in
detail. At the end of this chapter, the definition of dual covariant derivative is presented

and the properties of this definition are investigated.

Key Words: Dual Space, Dual Analytic Function, D—module curve, Dual Di-

rectional Derivative, Dual Covariant Derivative.

v



TESEKKUR

Calismalarim boyunca ilminden faydalandigim, insani ve ahlaki degerleri ile de 6rnek
edindigim, bilgi, birikim ve destegini hi¢bir zaman esirgemeyen, yaninda ¢alismaktan
onur duydugum ve ayrica tez calismam sirasinda tecriibelerinden yararlanirken goster-
mis oldugu sabir ve hosgoriiden dolay1 degerli hocam Saym Prof. Dr. Halit GUNDO-
GAN’a, tez calismalarimda degerli bilgilerini benimle paylasan, kiymetli zamanlarini
bana ayirip her daim yardimci olan saygideger tez izleme kurulu iiyesi hocalarim Sa-
yin Prof. Dr. Hasan Hiiseyin UGURLU (Gazi Universitesi Matematik Egitimi Anabi-
lim Dalr) ve Sayin Dog. Dr. Osman KECILIOGLU (Kirikkale Universitesi Matematik
Anabilim Dali)’na, bilgi, birikim ve deneyimiyle destegini her zaman hissettiren de-
gerli hocam Sayin Prof. Dr. Nejmi CENGIZ (Atatiirk Universitesi Matematik Anabi-
lim Dali)’e, lisans hayatimdan bugiine, bana her zaman destek olan ve kendime 6rnek
aldigim degerli hocam Sayin Dog. Dr. Tuncer ACAR (Selguk Universitesi Matematik
Anabilim Dali)’a, tez ¢calismalarim boyunca destegini hi¢bir zaman esirgemeyen de-
gerli arkadasim Ars. Gor. Dr. Busra AKTAS’a, biiylik fedekarliklarla bana her daim
destek olan sevgili esim Sevgi ACARSOY DURMAZ’a ve bugiinlere gelmemde en
biiyiik emege sahip olan, maddi ve manevi olarak hayatim boyunca beni motive eden
sevgili aileme sonsuz tesekkiirlerimi sunarim. Ayrica, ¢caligmalarim sirasinda bana her
zaman destek olan Atatiirk Univesitesi Matematik boliimiiniin kiymetli hocalarina ve
Tiirkiye Bilimsel ve Teknolojik Arastirma Kurumu (TUBITAK) na doktora 6grenimim
boyunca 2211-A Genel Yurt i¢ci Doktora Burs Programi kapsamindaki desteklerinden

dolay1 sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.



ICINDEKILER

iii

vi

2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER! 6

2.1 Genel Matematik ve Diferensiyel Geometri ile Ilgili Temel Kavramlay 6

2.2 Dual Sayillarve Dual Uzay| . . . . .. .. ... ... ... ... ... 9

3. DUAL ESITSIZLIKLER VE DUAL ANALITIK FONKSIYONLAR| 15

(3.1  Dual Mutlak Deger Fonksiyonu ve Dual Esitsizlikler, . . . . .. . .. 15
[3.2  Dual Analitik Fonksiyonlary . . . . . ... ... ... ... ... ... 36

| - - i 6s
“.1 Dual Yone Gore Tiirevl . . . . . . ... .. .. Lo 74

2 Dual Vektor Alanil . . . . . ... .. o 91

#.3  Dual Vektor Alanlarinin Lie Carpimgf . . . . . . . .. .00 000 94
4.4 Dual Turev Dontisimlert) . . . . . .. ... ... ... ........ 100
4SS D-modilEgrisi| . . ... ... .. .. ... 104
4.6  Dual Kovaryant Turev|] . . . .. ... ... ... .. ... ... ... 129

vi



. SONUQ 133

KAYNAKLAR! 134

137

vii



SIMGELER DIiZIiNi

i-inci koordinat fonksiyonu

i-inci dual koordinat fonksiyonu

Dual sayilar ctimlesi

n-boyutlu dual uzay

Oklid uzayinda i¢ carpim

Dual uzayda i¢ ¢carpim

Oklid uzayinda norm

Dual uzayda norm

D" uzayinin p dual noktasindaki dual tanjant uzay1
Egri

D-modiil egrisi

Dual analitik fonksiyonlarin ctimlesi
Dual analitik vektor alanlarinin ciimlesi
Kovaryant tiirev

Dual Kovaryant tiirev

P dual noktasindaki dual tanjant vektorii
Dual vektor alani

Dual siralama bagintisi

Lie carpimi

Dual Lie carpimi

viii



1. GIRIS

Nokta, dogru ve diizlem Oklidyen geometrinin temel elemanlar1 oldugundan dolayi
antik Yunan doneminden modern ¢aga kadar egemen teori olan fonksiyon ve tiirev
kavramlari o zamandan beri matematigin gelisiminde merkezi hale gelen matematiksel
analizin temelini olusturur. Fonksiyon kavrami, matematigin biitiin alanlarinda kulla-
nilan en 6nemli kavramlardan biri olarak kabul edilir. Fonksiyon kavraminin ortaya
cikmasina tarihi siirec icerisindeki gelisimine bakildiginda degiskenler arasindaki ilis-
kilerin incelenmesiyle ilgili calismalarin onciiliik ettigi goriilmektedir. Antik caglarda
fonksiyonlarin belirli drnekleri bulunabilir. Ornegin: kare, kare kok, kiibik ve kiibik
koklerin Babil tablolari... Tarihsel olarak, baz1 matematik¢ilerin fonksiyon kavrami-
nin modern formiilasyonunu 0ngordiigii ve buna yaklasti§1 kabul edilebilir. Bunlarin
arasinda farkli yogunluk ve genlesme derecelerini ortaya koyan enlem formlarinin ge-
ometrik teorisini gelistiren Oresme (1323-1382) vardir. Onlarin teorisinde bagimsiz
ve bagiml degisken miktarlar1 hakkinda bazi genel diisiinceler sunuldugu goriiliir. 16.
yiizyilda G. Galileo (1564-1642)’nun basinda bulundugu ve devinim ve hareketin in-
celenmesiyle ilgili calismalar esnasinda fonksiyon diisiincesinin ilk olarak farkina va-
rilmigtir. Fakat, agik bir sekilde bireysellestirilmis bir kavram ve kendi bagina bir aras-
tirma nesnesi olarak matematik aragtirmalarinda fonksiyonlarin ortaya ¢ikisi oldukca
yenidir ve 17. yiizyilin sonlarina kadar uzanir. Bireysellestirilmis matematiksel bir var-
lik olarak fonksiyon kavraminin ortaya ¢ikist sonsuz kiiciikler hesabinin baglangicina
kadar uzanabilir. R. Descartes (1596-1650) geometrik olarak bir egri ile temsil edilen
iki degiskenli bir denklemin deg8isken nicelikler arasindaki bir bagimliligi gosterdigini
acikca ifade etmistir. Daha sonraki yillarda J. Bernoulli, G. W. Leibniz, L. Euler ve
J. B. J. Fourier gibi pek cok bilim insaninin yaptig1 calismalar fonksiyon kavraminin
gelismesine 6nemli Olciide katkida bulunmugtur. I. Newton (1642-1727) fonksiyon-

larin sonsuz kuvvet serilerinde nasil gelistirilebilecegini gosteren ve boylece sonsuz



islemlerin yapilmasina olanak saglayan ilk matematikg¢ilerden birisidir. G. W. Leibniz
(1646-1716), 1673 yilinda matematiksel bir kavram olarak fonksiyon ifadesini ilk kez
kullanmistir. Cok genel terimlerle, bir egrinin sekli tizerindeki alt tanjantlar ve alt nor-
maller gibi geometrik niceliklerin bagimliligini dizayn etmek icin fonksiyon kavramini
ele almistir . Yine Leibniz; sabit terim, parametre ve degisken terimlerini de literatiire
kazandirmistir. Egrilerin cebirsel metodlarla incelenmesinin gelismesiyle birlikte bir
degiskene bagli nicelikleri analitik bir ifadeyle temsil edecek bir terim giderek daha
da gerekli hale gelmistir. Fonksiyon kavrami 1694 ve 1698 yillar1 arasinda Leibniz
ve Bernoulli (1667-1748) arasindaki yazigmalarda bu amag icin benimsenmigtir. 1718
yilinda, Bernoulli bir nicelik olarak bir degiskenli fonksiyonun tanimini iceren ¢ok ge-
nig bir alana yayilan bir makale yayimlamistir. Bernoulli’nin eski bir 68rencisi olan
L. Euler (1707-1793) nicelik yerine analitik ifadeden bahseden bu tanima bir doku-
nus yapmistir. Bu donemde fonksiyon kavrami hem gelismis hem de matematiksel
anlamu itibariyle nitelik kazanmaya baglamistir. Boylece fonksiyon kavrami pratikte
analitik kavram ile tanimlanmistir. Bu formiilasyonun kisa zamanda birkac tutarsizlifa
yol actig1 fark edilmistir. Aslinda, ayn1 fonksiyon birkag¢ farkli analitik ifade ile tem-
sil edilebilir. Giiniimiiz terminolojisinde Euler’in tanim1 sadece siirekli fonksiyonlarin
kiiciik simiflarinin kisitlanmig alt ciimlesi olan analitik fonksiyonlar1 igerir. Bu eksik-
lerin farkinda olan Euler o zamanda ¢ok ilgi cekmeyen alternatif bir tanim gelistir-
migtir. 19. ylizyilda ise fonksiyon kavramina dogasin1 ve anlamini derinden degistiren
gelismeler ve aciklamalar yapilmigtir. 1837 yilinda, giiniimiiz matematik kitaplarinda
degiskenler arasindaki iligki manti81 {izerine insa edilmis olan fonksiyon tanimi P. G.
L. Drichlet (1805-1859) tarafindan ortaya konulmustur. G. Cantor (1805-1918)’un kii-
meler teorisini ortaya atmasinin ardindan fonksiyon teriminin gelisme siireci yeni bir
boyut kazanmustir. Bu teori ile birlikte fonksiyon, iki climlenin elemanlar1 arasinda ya-
pilan eslemeler olarak anilmaya baglanmistir. Fonksiyonlar iizerinde degiskenler ara-
sindaki baglantilarin incelenmesinin ancak fonksiyonlarin tanimli oldugu ciimleler i¢in
miimkiin oldugu diisiincesi kabul gdrmiistiir. Fonksiyon terimi iki climlenin elemanlari
arasinda eglemeler yapan 6zel bir bagint1 olarak Bourbaki tarafindan 1939 yilinda ta-
nimlanmistir. Bu tanim bugiinkii modern matematik kitaplarinda bulunan fonksiyon

diistincesini icermektedir ([1]] ve [2]).



Tiirev teriminin tarihsel gelisimi icin "Tiirev ilk once kullanildi, sonra kesfedildi, daha
sonra incelenip gelistirildi ve en sonunda tanimlandi." ifadesi kullanilmigtir. Bu ifade-
nin kullanilmasinin nedeni tiirevin 1630’larda P. de Fermat (1607-1665) ile baglayip L.
Newton, J. L. Lagrange, G. W. Leibniz, A. L. Cauchy ile devam eden ve 1870’lerde
K. Weierstrass (1815-1897) ile olgunluga ulasan gelisim siirecidir. Polinom fonksi-
yonlarinin maximum degerini bulmasindan dolay1 tiirev kavramina yonelik fikirlerin
ilk ortaya atilmasi Serafeddin el Tusi (1135-1213)’ye atfedilmektedir. Daha sonra, 17.
yiizyilin baglarinda Fermat, polinom fonksiyonlarinin grafiginin maximumunu, mini-
mumunu ve tegetlerin egimini bulma yontemlerini kullanarak tiirev kavramina hazirlik
yapmustir. Tiirev kavraminin nasil meydana geldigi incelendiginde, 1500 ve 1600’li
yillarda fizik, matematik ve astronomi alanlarinda ¢aligan bilim insanlarimin (Galileo,
Descartes vb.) evren ile ilgili bilgiler sunmak icin yaptiklart ¢alismalarin dnemli rolii
oldugu goriilmektedir. Bu siirecte, evrenin anlasilmasi geometri ve cebirle ilgili ¢a-
lismalar yardimiyla daha kolay duruma gelmistir. Donemin fizikle ilgilenen bilim in-
sanlari, hiz1 her an degisim gosteren hareketli cisimlerin belirli bir andaki hizinin ne
oldugu ve belirli bir zaman diliminde ne kadar yol aldig1 sorularina yanit bulmaya ca-
lismiglardir. Matematik brangi ile ilgilenen bilim insanlari, geometrik sekillerin anali-
zinin nasil daha sistematik yapilabilecegi sorularina yanit bulmaya caligmiglardir. Ma-
tematigin bir alt dali olan Analiz’i (Calculus) gelistiren ilk bilim insanlar1 Newton ve
Leibniz bu sorulara yanit bulunmasina yardimci olacak sistematik yaklasimlarin te-
melini atmiglardir. Egri iizerinde bir degiskene baglh degisim durumlart Newton ve
Leibniz’in tiirev yaklagimlarinda incelenir. Her iki yaklasimda da tiirev, e8rinin egi-
minin bir degiskene bagl hesaplanmasi, bir oran olarak algilanmaktadir. Leibniz ve
Newton’un ortaya attig1 tiirevle ilgili bu yaklasimlar, egrinin tegeti ve cisimlerin hizi
ile ilgili sorulara yanit bulmak icin yeterli olmustur. Esasen, 19. yiizyilda A. L. Ca-
uchy (1789-1855)’nin limit teriminden faydalanarak olusturdugu tiirev tanimiyla bu
kavram tutarli ve saglam bir temele ulagmigstir. Cauchy’nin tanimi dikkate alindiginda

Sx+k)—6(x)
k

& bir fonksiyon olmak iizere, lim
k—0

fonksiyonunun tiirevi bu limite esittir ve &’ ile sembolize edilir. Cauchy bu limitin x

limiti mevcut olmasi sartiyla &

degiskenine bagli oldugunu ve her x degeri i¢in kesin bir degeri oldugunu belirtmistir.
Tiirev, degisen niceliklerin hangi hizda ve nasil degistigini ve belirli bir andaki degisim

hizinin belirlenmesinde kullanilan bir kavramdir. Matematiksel anlamda fonksiyonla-



rin davraniglarinin analizi de tiirev kavrami araciligiyla yapilabilir [3]].

Dual sayilar, 19. yiizyilda W. K. Clifford (1845-1879) [4]] tarafindan tamimlanmugtir.
Clifford, bu sayilar1 geometrik arastirmalar i¢in bir ara¢ olarak kullanmigtir. 1895°te
A. P. Kotelnikov (1865-1944) [5] bu kavram1 mekanige uygulamigtir. Bu sayilar; diiz-
lemsel joint (eklem) modellemesi, vida sistemleri, uzaysal mekanizmalarin yer degis-
tirme analizi icin tekrarli yontemler ve uzaysal mekanizmalarin kuvvet analizi gibi
bir cok uygulama alanina sahiptir. E. Study (1862-1930), dogrularin geometrisi ve ki-
nematikle ilgili yaptig1 caligmalarda dual sayilar1 ve dual vektorleri etkin bir sekilde
kullanmugtir. Dogrular geometrisi, R? 3-boyutlu Oklid uzayinda dogrulari ve bu dog-
rularin hareketlerini inceler. Bu dogrular bir dogrular uzay1 olusturur. Dual, projektif
ve vektorel gosterimler bu uzaydaki elemanlar1 incelemek i¢in kullanilir. J. Pliicker
(1801-1868), dogruyu sirali altili bir koordinat olarak gostermistir. Bu kordinatin ilk {i¢
bileseni dogrunun dogrultman vektoriiniin koordinatlarini, son ii¢ bileseni ise bu dog-
rultman vektGriine ait moment vektoriiniin R 3-boyutlu Oklid uzayindaki koordinat-
larim gostermektedir. Dogrunun bu ifadesi dual sayilardan faydalanilarak dual vektor
uzayina J. Pliicker’in 6grencisi olan E. Study tarafindan tasinmustir. D3 uzayinda birim
dual kiire iizerindeki her bir nokta ile R? uzayimndaki yonlendirilmis dogrular arasinda
birebir bir esleme oldugu Study tarafindan gosterilmistir [6]. Bu esleme, Study do-
niisiimii olarak adlandirilmaktadir. Bir cemberin Study doniisiimii 1977 yilinda H. H.
Hacisalihoglu tarafindan tanimlanmustir [[7]. C* programlama dili dual sayilar kullani-
larak 1993 yilinda H. H. Cheng tarafindan tamtilmistir ([8]] ve [9]). Bu sayilar, Alan te-
orisinde de dnemli bir role sahiptir. Alan teorisinde dual sayilarin en ilging kullanimina
R. M. Wald’un birka¢ makalesinde rastlanmaktadir [10]]. Dual sayilar; dinamik, insan
viicudunun modellemesi, kinematik, mekanik dizayn gibi modern uygulama alanlarina

sahiptir ([L1] ve [12]).

Reel sayilar iizerinde tanimlanmis olan esitsizlik sistemi matematik ve fizigin bir¢cok
alt dalinda yogun bir sekilde kullanilmaktadir. Bu esitsizliklerin varlig1 bircok brangin
olugmasina biiyiik dl¢iide katkida bulunmusgtur. Bir arastirma alani olarak esitsizlikler
uzun bir tarihe sahip degildir. Fakat, bir matematiksel konu olarak eski matematikciler

tarafindan kullamlmistir. Ornegin, Oklid bir bolgenin digerinden daha genis veya uzun
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oldugunu ifade etmek icin "agmak" veya "kisa gelmek" sozciiklerini kullanmugtir ([[13]]
ve [14]]). Esitsizlikler ve esitsizlik tarihi iizerine bir¢ok calisma yapilmistir ([[15],[16]
ve [17]). Esitsizlikler; cebir, geometri, trigonometri ve modern kalkiiliisii iceren ma-
tematigin bircok bransinda kullanilan temel araglardir. Ozellikle, bir uzayin en temel
yapilarindan biri olan metrik kavramini inga etmek i¢in esitsizliklerin varligina ihtiyag
vardir [18]. Giiniimiizde, esitsizlik sistemi cesitli teorik ve pratik alanlarda uygulama-

lara sahiptir [19]].

1.1. Tezin Amaci

Bu calismada, dual sayilar sistemi iizerinde tanimlanan dual siralama bagintisinin 6zel-
likleri detayl bir sekilde incelenmis ve ayrica, Cauchy-Schwartz, Minkowski, Chebys-
hev ve aritmetik-geometrik esitsizlikleri dual siralama bagintis1 kullanilarak dual say1-
lar sisteminde ele alinmistir. Bu siralama bagintis1 kullanilarak baz ve topolojiler olus-
turulabilecegi de gosterilmistir. Daha sonra, dual analitik fonksiyonlarin 6zellikleri var
olan bilgiler 1s181nda sistematik bir sekilde verilmistir. Yone gore tiirev, vektor alani,
tiirev doniisiimii ve lie ¢arpimi tanimlarinin dual uzaydaki karsiliklart incelenmistir.
Tezin son kisminda, D-modiil egrilerinin 6zellikleri ayrintili bir sekilde calisilmis ve

dual kovaryant tiirev kavrami incelenmisgtir.

Bu tezin temel amaci, 6ncelikle matematigin bir¢cok bransinda kullanilan reel sayilar
tizerindeki esitsizlik kavraminindan esinlenilerek dual sayilar sistemi iizerinde tanim-
lanan esitsizlik sisteminin 6zelliklerini ayrintili bir sekilde incelemektir. Ayrica, dife-
rensiyel geometrinin temel yapi taglari olan diferensiyellenebilir fonksiyonlar, yone
gore tiirev, vektor alani, tiirev doniisiimii, lie carpimi, egri gibi kavramlar1 dual uzayda

ele almaktir.



2 . TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Genel Matematik ve Diferensiyel Geometri ile Ilgili Temel Kavramlar

Tanmm 2.1.1. H # @ bir ciimle ve bu ciimledeki iki i¢ islem T ve L olmak iizere,
(H,T,1l) uclistinii ele alalim. Eger (H, T) bir abel grubu iken ikinci i¢ islem olan
1, H ciimlesinde birlesmeli ve birinci iglem iizerine dagilhimli ise (H, T, L) ticliisiine

halka ad1 verilir [20].

Tanim 2.1.2. Bir (H, T, L) halkasinda ikinci isleme gore H ciimlesinin birim elemant
var ve ikinci iglemin degisme 6zelligi mevcut ise bu halkaya birimli ve degismeli halka

denir [20]].

Tanmm 2.1.3. (H, T, L) birimli ve degismeli bir halka ve M # ¢ bir ciimle olsun.
@ :MxM — M birig igslem ve ® : H x M — M bir dis islem olmak iizere, (M, @) bir
abel grubu ve © dis islemi asagidaki ozellikleri sagliyor ise M ciimlesine bir modiil ad1
verilir: a,b € H, | i¢ islemine gore birim eleman ¢ € H ve x,y € M olmak iizere,
i)a®(x®y) = (a0x)®(@0y),

i) (aTh)Ox=(a®x)® (bOX),

iii) (alb)Ox=a0® (bOx),

) LOx=x.

H {izerindeki bir modiil H-modiil olarak adlandirilir ([20], [21] ve [22]).

Tamim 2.14. 1 <i<nve p=(p1,p2,---,Pn) € R" i¢in

xi:R" =R, x;(p) =pi

seklinde tanimlanan fonksiyona R”" iizerinde i-inci koordinat fonksiyonu denir ([23],

[24]] ve [25]]).



Tanim 2.1.5. £, R" den R ye tanimli bir fonksiyon ve p € R” olsun.

hmé (Pla-~-7Pj—l;Pj‘f‘tapj-i-lw-'apn) _é (Pla---an—l;Pjan—H,---»Pn)

t—0 t

limiti varsa bu limite & fonksiyonunun j-inci degiskene gore kismi tiirevi denir ve

)
8—5 |p veya &, (p) seklinde gosterilir [23].
Xj

Tamim 2.1.6. U, R” nin bir agik alt ciimlesi, p € U ve &, U dan R ye tamimli bir fonk-
siyon olsun. & fonksiyonu p noktasinda k-inc1 basamaga kadar siirekli kismi tiirevlere
sahip ise & fonksiyonuna p noktasinda C¥-siifindandir denir. Eger & fonksiyonu U
ciimlesinin her noktasinda k-inc1 basamaga kadar siirekli kismi tiirevlere sahip ise &
fonksiyonuna U iizerinde C*-sinifindandir denir. U iizerindeki C*-sinifindan olan bii-
tiin fonksiyonlarin ciimlesi C* (U, R) ile gosterilir. Ayrica, & fonksiyonu her basamak-
tan siirekli kismi tiirevlere sahip ise & fonksiyonuna C*-sinifindandir denir ([23]], [24]]

ve [123]).

Tanm 2.1.7. 1 < j < m i¢gin & it Up Caak R" — R fonksiyonlar Ck-smifindan ise
E UL Cagk R" — Up Coeix R™, & (x) = (&1 (x),E2(x) ..., Em (x)) fonksiyonu C*- s1-
nifindandir denir. Eger biitiin §; fonksiyonlart C**-siifindan ise & fonksiyonuna C*-

siifindandir denir ([23]], [24] ve [25]).

Tamm 2.1.8. &, R” iizerinde reel degerli C*-sinifindan bir fonksiyon olsun. & fonksi-

Ve (26,98 %)

ox;’ dxy’ 7 dxy,

yonunun gradiyenti

biciminde tanimlanir [25]].

Tanmmm 2.1.9. é Uy Qagk R" — U, Qaglk Rm, é (x) = (61 (x) ,52 (x) R 7§m (x)) fonk-
siyonu C”-sinifindan olmak iizere, bu fonksiyonun p € R” noktasindaki tiirevi

9 %y ... b
ox; 'P dxp IP ox, 1P
9, %2 ... %
Dé (P) _ 8x1’ p axz. p an. p
IEm IEm IEm
_a_xl|p aT2|p T Oxa |P_

seklindedir.



Teorem 2.1.10. £ : U C R? — R fonksiyonunun ve birinci kismi tiirevlerinin (xo, o)
noktasini iceren agik bir U C R? bolgesinde tamimli ve &, ile &, kismi tiirevleri (xo, yo)
noktasinda siirekli olsun. Bu durumda, (xg,yo) dan bagka bir (xo + Ax,yo + Ay) nok-

tasina hareketinden dolay1 & de olusacak
A& =& (xo+ Lx,yo+ LAy) — & (x0,0) (2.1.1)
degisikligi, Ax, Ay — 0 iken €1, & — 0 olmak tizere,
AL = & (x0,y0) Ax+ &y (x0,Y0) Ay + €1 Ax+ & Ay

seklindeki bir denklemi saglar ([26] ve [31]]).

Teorem 2.1.11. Bir & : R" — R, & (x1,x2,...,x,) ve onun &y, &, Exix; Ve &y, Kismi tii-
revleri a = (ay, ..., a,) noktasini iceren bir agik bolgenin her yerinde tanimli ve bunlarin

tiimu a noktasinda siirekli ise, bu durumda

gxixj (a) = éxjxi (a)

dir [26]].

Tamm 2.1.12. p € R" sabit bir nokta olmak iizere,
T,R" = {(p, V)| V € R"}
climlesini ele alalim. Bu ciimle iizerinde bir i¢ iglem
(P, V) +(p, W) = (p.V + W) € T,R"
ve A € R i¢in bir dig islem
A-(p,V)=(p,AV) € T,R"

seklinde olup bu islemlerle birlikte (7, R",+, (R, +,-),-) altlis1 bir vektor uzayidir. Bu

vektor uzayina R” uzayinin p noktasindaki tanjant uzayi denir. (p, 7) € T,R" elema-



nina p noktasindaki tanjant vektorii denir ve v p ile gosterilir ([23] ve [23]).
Tanmm 2.1.13. pc U CR", £ € C*(U,R) ve 717 € T,R" olmak iizere, & fonksiyonu-

nun v p tanjant vektorii yoniindeki tlirevi

18] = € (7)) o

seklinde tanimlanir [23]].

Tamm 2.1.14. U, R" uzayinin bir acik alt climlesi olmak iizere, U nun her noktasina
bu noktada bir tanjant vektor karsilik getiren fonksiyona U {istiinde bir vektor alani

denir [23]].

Tamim 2.1.15. £ : U CR" - R, & (x) = (& (x),& (x),...,En (x)) fonksiyonu C*-

sinifindan olsun. v p € T,R" i¢in

é*p (717) = (719 [51] 7717 [52] ) -"7719 [ém])

esitligi ile tammlanan &, : T,R" — Tt (,)R™ fonksiyonuna, & fonksiyonunun p nokta-

sindaki tiirev doniistimii denir ([23]] ve [25]]).

Tanim 2.1.16. /, R nin bir acik alt aralig1 olmak iizere, o : I — R",

o(t)=(o1(t),02(t),...,04(t))
bi¢iminde tamimlanan C*-sinifindan bir fonksiyon ve V¢ € I igin 30/ (1) # 0 ise ©
fonksiyonuna bir egri (regiiler egri) ad1 verilir [23].

2.2. Dual Sayilar ve Dual Uzay

Tanim 2.2.1.
D=RxR={a=(a,a")|a,a" eR}

climlesini ele alalim. Bu ciimle iizerinde bir esitlik ve iki i¢ islem asagidaki sekilde

tanimlanir:



i) @ = b olmast icin gerek ve yeter sart a = b ve a* = b* olmasidur.

i) +p :DxD — D, a = (a,a*) ve b= (b,b*) igin
a+pb=(a+b,a* +b"),

iii) p:DxD — D, a=(a,a*) ve b= (b,b*) igin
a-pb=(ab,ab* +ba*).

D ciimlesi tizerindeki esitlik ve iki i¢ islem goz Oniine alindiginda D ciimlesi dual
sayilar sistemi olarak adlandirilir ve @ = (a,a™) elemanina bir dual say1 denir. Burada,
a reel sayisina a nin reel kismi ve a* reel sayisina da @ nin dual kismi denir ([27], [28]

ve [29]).

Teorem 2.2.2.
D=RxR={(a,a") |a,a” € R}

ciimlesi iizerinde tanimlanan iki i¢ islem +p ve -p ile birlikte (D,+p, -p) ii¢liisii birimli
ve degismeli bir halkadir. Burada, D ciimlesinin +p islemine gore birim elemani (0,0)

ve -p iglemine gore birim elemant (1,0) dir [27].

Sonug 2.2.1. (D,+p, p) ticliisii birimli ve degismeli bir halka olup bir cisim degil-
1

dir. Gergekten, a = (a,a”) € D elemaninin ikinci igleme gore tersi, a # 0 i¢in @~

1 *
(—, —a—z) seklindedir. O halde, a* # 0 i¢in (0,a*) € D elemaninin -p i¢ islemine gore
a a

tersi yoktur [27]].
Teorem 2.2.3. A= {a = (a,0) | a € R} C D olmak iizere, . :ACD — R, & (a,0) =a

seklinde tanimlanan doniisiim izomorfizmdir [27]].

Aciklama 1. Teorem 2.2.3 iin bir sonucu olarak, (a,0) seklindeki dual sayilar a reel

sayist ile gosterilecektir. Yani, (a,0) = a dir [27]].

Tanim 2.2.4. D dual sayilar sisteminin eleman1 olan (0, 1) seklindeki dual say1 € ile
gosterilir ve bu eleman dual birim olarak adlandirilir. (0,1) = € eleman1 asagidaki
ozelligi saglar [27]:

e?=¢e-pe=(0,0)=0.
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Sonug 2.2.2. Yukaridaki tanim ve teoremler dikkate alindiginda @ = (a,a*) dual sayist

asagidaki sekilde yazilabilir:

Qf
I

(a,a)
= (a,O) +D (07‘1*)
= (a,O) +D (07 1) ‘D (a*70)

= a+p€pa’.

Kolaylik i¢in bu ¢alisma boyunca +p ve -p islemleri yerine + ve - islemlerini kullana-

cagiz. Bu durumda, biitiin dual sayilarin ciimlesi asagidaki sekilde verilir:
D= {ﬁ:a-l-Ea* |a,a” € R, e’ :0}.
Boylece iki dual saymin toplami ve carpimi

(at+ea”)+ (b+eb*) = (a+b)+e(a*+b"),

(a+€ea”)-(b+eb*) = ab+e(ab™+ba")

seklinde tanimlanir. Ayrica, @ = a + €a* ve b = b+ eb* dual sayilari icin eger b # 0

ise, bu durumda % dual sayis1

Sl Kl

B a+8 ba* — ab*
b b2

seklindedir.

Tanim 2.2.5. Bir
s
D'=DxDx..xD= { T = (31,52, %) | T €D, i= 1,2,...,n}

climlesini ele alalim. Bu ciimle iizerinde esitlik, bir i¢ iglem ve bir dis islem asagidaki
sekilde tanimlanir [27]]:

i) x = y olmasi i¢in gerek ve yeter sart X; = y; olmasidir (1 <i < n).

11



= = ..
ii) +pr : D" x D" = D" x = (X1,%,....,%,) ve Yy = (¥],¥2,..-,,) i¢in

%

= o _
X +pny = (xl +y17"'7-xn+yn)7

- -
iii) pr :DXxD" D" A =A+€eL" ve x = (X1,%2,...,X,) i¢in

I-Dn? = (I-;‘q,...,)t-)—cn).

%
Teorem 2.2.6. D" = { X = (X1,X2,., %) | i €D, i=1,2, ,n} ciimlesi iizerinde ta-
nimlanan +p- ve -p» islemleri g6z oniine alindiginda, (D", +pr, -pn) ticlisi (D,+,-)

birimli ve degismeli halkas1 tizerinde bir modiil olusturur [27]].

Tanim 2.2.7. (D", +p»,-pr) tgliisiiniin (D, 4+, -) birimli ve degismeli halkas iizerinde
olusturdugu modiile D-Modiil ve D-Modiil’iin elemanlarina da dual vektor adi verilir

[27].

Sonuc 2.2.3. D" {izerinde tanimlanan i¢ islem ve dis islem dikkate alindiginda bir dual

vektor asagidaki sekilde yazilabilir:

_>

X = (31,)_62,...,)_6,,)
= (xj+e-x],x0+€X5,....xn+€-X)
= (X1,X2,.--sXn) +Dn € Dn (XT,XS,...,XZ)

= ?-l—l)ne-])n)?.

=

Burada, ¥ ve x* vektorleri R” nin vektorleridir.

= o= ~ = - e
Tanim 2.2.8. 0 = (0,07 ...,O) = 0 +pn€-pr 0 dual vektoriine sifir dual vektorii denir

[27].

Sonug 2.2.4. Kolaylik i¢in +p» ve -p» iglemlerinin yerine sirasiyla + ve - islemlerini

kullanacagiz. Bu durumda, biitiin dual vektorlerin ciimlesi
%
D”:{f :7+87\7,?€R”, 8220}

seklindedir. Iki dual vektoriin toplami ve bir dual skaler ile carpimi asagidaki sekilde

12



verilir:

?+7=(7+7)+e(7+7>

veE

I?:;W%(A?M*?).

= = = = . . .
Tanim 2.2.9. ¢ ;= (5 i1,012,...,0 in) seklindeki vektorleri ele alalim. Burada,

— 14+€0 ,i=j
61']': J 1<i,j<n

0+€0 ,i#]j

%
biciminde ifade edilir. Her x € D" dual vektorii

= _ = r = r =
X = Xi'pré€i1+p:Xopr €r+pr...+pr Xy pr €y

A — _ =
= x1e1+xer2+...+x,€,

seklinde yazilir [27].

- -
Tanmm 2.2.10. ¥ = X + é:xj ve y =y + eyj dual vektorlerini ele alalim. Bu dual

vektorler arasindaki dual i¢ ¢carpim

= = o _
<X, y>D = X1y +xX2y, + ... XY,

= @D +e((7)+ (7))

bi¢iminde tanimlanir. Burada, Y = (X1,2%2, ..., Xy) VE ¥ = (¥1,¥2, ..., yn) reel vektorleri
icin () :R"xR" 5 R, (¥, ) =% - =x1y1 + %292 + ... + Xy seklinde tanimli
Oklid-ig carpimudir [27].

=

_>
Tanm 2.2.11. * = % + ex™ € D" dual vektoriinii ele alalim. Bu dual vektoriin dual

normu -
0 X =0

- J(7.7) = >3
0 r|7||+e<|—|7>r>

_>
&

o

T£0

seklinde tanmlanir. Burada, ||-|| : R" —» R, || ¥ = X2 4 x3 + ... +x2 bigimindedir
[27].

13



- -
Tamm 2.2.12. X = ¥ + 8)7 ve y =y + 8)7 € D? olmak iizere, bu iki dual vektor

arasindaki dual vektorel carpim

- =

X Xpy :7x7+8<?xy7+x7x7>
bigiminde tanimlanir. Burada, Y = (x1,x2,X3) ve 7 = (y1,y2,y3) i¢in

T XY = (x2y3 — X3Y2,X3Y1 — X13,X1Y2 — X2)1)

seklindedir [27].

_>
Teorem 2.2.13. x < D? olmak iizere, D® uzayinda denklemi
=
| 7] =1+e0
D

olan birim dual kiirenin dual noktalart R® deki yonlii dogrulara birebir karsihk gelir

[6].

— — - =

Teorem 2.2.14. X # 0 ve ¥ # 0 olacak sekilde x, y € D? iki dual vektor ve bu
—= —= —= —=

iki vektoriin birim dual vektorleri sirasiyla x g ve y o olsun. x g ile y ¢ birim dual

vektorler arasindaki dual ac1 50 olmak tizere,

(&3 )= 77 ] ees
X, =|x cos
y D D y b 0

\

- = = =2 _ . =
X Xpy = H X H H y H 7 sin O
D D

- — —
bi¢imindedir. Burada, 6y = 6 + &d seklinde olup 0, X ¢ ile y ¢ birim dual vektorlere
karsilik gelen R3 deki yonlii dogrular arasindaki aci ve d ise bu dogrular arasindaki en

kisa uzakliktir ([27]] ve [30]).
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3 . DUAL ESITSIZLIKLER VE DUAL ANALITIK FONKSIYONLAR

3.1. Dual Mutlak Deger Fonksiyonu ve Dual Esitsizlikler

Bu boliimde, G. R. Veldkamp tarafindan tanimlanan dual mutlak deger fonksiyonu-
nun tanimi verilecek ve daha sonra dual sayilar tizerindeki siralama bagintisinin biitiin
ozellikleri incelenecektir. Bu boliimiin son kisminda 6ncelikle, Cauchy-Schwarz, Min-
kowski, Chebyshev ve aritmetik-geometrik esitsizlikleri dual sayilar sisteminde arasti-
rilacaktir. Daha sonra, tanimlanan <p bagintis1 yardimiyla baz ve topolojiler olusturu-

labilecegi gosterilecektir.

Tamm 3.1.1. @ = a + €a” bir dual say1 olsun. Bu dual saymin (dual) mutlak degeri

0 ,a=0
alp = Va* =

|a| tea ,a#0

|al
seklinde tanimlanir [30].

Teorem 3.1.2. @ = a + £a* ve b = b+ eb* iki dual say1 olsun. Bu durumda, asagidaki

ozellikler saglanir:

1) |—alp = lalp -

2) |a-b|, Tl\a p|P|p-
a a
) by~ 5], (b#0)
4) a# 0 ve b # 0 icin eger |alp = ‘E|D ise bu durumda ya@ = b yadaa = —b dir.

Ispat. 1) Kabul edelim ki a # 0 olsun. Bu durumda, agagidaki esitligi elde etmek

mimkiindiir:

(=a)

g

a
= |a|+ea*— = |alp.

la|

|—alp = [—al+&(-a")
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Eger a = 0 ise agagidaki esitlik vardir:

|—alp =/ (—ea*)?=0= lalp -

2)d=a+¢ea* ve b=Db+eb* € Digin a- b nin dual mutlak degeri

0 ,ab=20

a-b|p,= b) (ab* + ba*
@bl =\ |y 4 g lal) (@ +ba)
jab|

,ab # 0

seklinde tanimlanir. O halde, bu 6nciilde verilen esitligin varligini iki durumda incele-
yecegiz:
i) Kabul edelim ki ab = 0 olsun. Bu durumda, a ve b den en az biri sifir olacagindan

asagidaki esitligi yazmak miimkiindiir:

ii) ab # 0 olsun. Bu durumda, hem a hem de b reel sayilar sifirdan farkli olacagindan

dolay1
_ = (ab) (ab* + ba*)
|a-b|, = labl+e ab]
bb* aa*
~ lallol+e (To-lal + 101
a b
- (|a|+£a*m) (|b|+sb*m)
= alp [p]p
elde edilir.
3) b # 0 i¢in % nin dual mutlak degeri
( f—
0 ,a=0
g (a><a* ab*>
= =< 4 N2
oo | [2] e [ 2 ‘f; )| o
b

seklindedir. O halde, bu Onciil icin asagidaki iki durum mevcuttur:
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i) Eger a = 0 ise kolaylikla goriiliir ki

]
=}

SRl
)
=
)

dir.
ii) a # 0 olsun. Asagidaki esitlik elde edilir:

() (5 %)

a _ ‘a‘+8
blp b ‘ﬂ
b
|a| (aa* b*|a|)
= —+ .
bl \lal[b|  blb|
bb*
b| —&—
= \a|+8aa* —| | d
|al b
_ ap
2l

4) a # 0 ve b # 0 i¢in |a|p = |E‘D olsun. Yukarida ifade edilen dual mutlak deger

tamimindan @ = b ya da @ = —b oldugu kolaylikla goriiliir. [

Tanim 3.1.3. @ = a+&a* ve b = b+ €b* iki dual say1 olsun. Bu dual sayilar arasindaki
a<p b (a<p b) iliskisi asagidaki sekildedir:

1) Oncelikle bu dual sayilarin reel kisimlari karsilastirilir ve a < b (a < b) olmalidir.
2) Eger bu dual sayilarin reel kisimlari esit ise bu sayilarin dual kisimlart kargilagtirthir

ve a* < b* (a* < b*) olmahdir.
Yukaridaki tanim goz Oniine alindiginda asagidaki sonug verilebilir:

Sonuc 3.1.1. @ = a+ £a* ve b = b+ £b* iki dual say1 olsun. Asagidaki ifadeler mev-
cuttur:
1) @ <p b gerek ve yeter sart a < b veya (a = b ve a* < b*).

2) @ <p b gerek ve yeter sart a < b veya (a = b ve a* < b*).

Teorem 3.1.4. G=a—+€a*, b= b+ eb* ve ¢ = c+ec* dual sayilar olsun. Bu durumda,
<p ve <p bagintilar1 asagidaki 6zellikleri saglar:

1) Egera # bise yaa <p b yada b <p @ dir.
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(

2) Egera <p bise a # b dir.

3 Egera<vaeb<D01sea<Dcd1r

)E
)
4) a <p a dir.
5)Egera <p b ve b <p aise a = b dir.
)

6) Egera <pbveb<pcisea<pc dir

Aciklama 2. Yukaridaki teoremden goriilmektedir ki <p siralama bagintisinin ve <p
de kismi siralama bagintisinin 6zelliklerini saglar. Bu calisma boyunca <p dual sira-

lama bagintis1 ve <p de dual kismi siralama bagintist olarak adlandirilacaktir.

Tanim 3.1.5. @ = a + €a* bir dual say1 olsun. Bu durumda,

Dt = {a=a+ea"€D|a>0,ada" €R},
D™ = {a=a+ea"eD|a<0,a eR},
D% = {G=a+ea*e€D|a=0,d" >0},

D’ = {@=a+ea*eD|a=0,a" <0}
climleleri sirasiyla dual pozitif, dual negatif, yar1 dual pozitif ve yar1 dual negatif sayi-
lar olarak adlandirilir.

Sonug¢ 3.1.2. Dual mutlak deger fonksiyonu ve yukaridaki tanim birlikte dikkate alin-

diginda, asagidaki ifadeleri yazmak miimkiindiir:

a € D' =lap=a

a € D = [ap=—a,
a € D™ =|alp=0,
a € D =|ap=0.

Teorem 3.1.6. @ = a+ ea® € D ve n € N i¢in agagidaki esitlikler gecerlidir:

1) [@"lp = lalp -

2) a# Oigin [a "y = lalp"

Ispat. 1) Eger a = 0 ise |@"|p = |a|}, oldugu agiktir. Simdi, a # 0 olsun. O halde, iki

durum s6z konusudur:
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i) a > 0 olsun. Bu durumda, @ € D" oldugundan |a|, = a + €a* = a dir. Boylece,

asagidaki esitlik yazilabilir:

alp = (at+ea”)
= d"+eand!
—n

= da

= |@"p.

Burada, a" > 0 dir.
ii) a < 0 olsun. Bu durumda, @ € D~ oldugundan |a|p = —a — €a* = —a dir. k € N i¢in

n = 2k ise asagidaki esitlik kolaylikla elde edilir:

ap = (—a+e(—a"))*
= (—a)*+e(—a*)2k(—a)*!
i a2k+£a*2ka2k_l
= d"+ea'nd!
_n

= da

= |d"|p
dir. Burada, " > 0 dir. Eger n = 2k + 1 ise

alpy = (—a+e(=a")*"!

= (—a)*'+e(—a") 2k +1)(—a)*
= —d"—ea'nd"!

= —-a
= |a"lp
dir. Burada, " < 0 dur.
2) Teorem 3.1.2 nin iigiincii 6nciilii ve bu teoremin birinci onciilii birlikte dikkate alin-

diginda, a # 0 icin

‘a—n}D = ‘a|];n
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oldugu kolayca goriiliir. [

Teorem 3.1.7. @,b € D ve a <p b (veyaa <p b) oldugunu varsayalim. Her ¢ = ¢ +

ec* € Digin
ve

dual esitsizlikleri vardir.

Teorem 3.1.8. a =a+€a*, b=b+eb* €D vec=c+ec* € DT olsun. Bu durumda,

asagidaki ifadeler mevcuttur:

_ _ b
l1)Egera<pbisea-c <pb-cve — <p — dir.
c

ol Ql ol Qf

- v b
2)Egera<pbisea-c <pb-cve - <p — dir.
c

Ispat. 1) Kabul edelimkia <p b ve ¢ = c+ ec* € D™ olsun. Eger a < b ise ac < bc ve

b — b
a < —elde edilir 6yle kia-¢c <p b-c ve C:l <p — dir. Simdi a = b olsun. Bu durumda,
c c c c

a <p b dual esitsizligi diisiiniildiigiinde, a* < b* olur. Hipotez goz 6niine alindiginda,

e b
a-cveb-c <c:l ve :) ifadelerinin reel kisimlart birbirine esit iken bu ifadelerin dual
c c

a® ac* b*

kisimlari arasinda ac* +a*c < bc* + b*c (— - <—=
c c c

*

2 > esitsizligi mevcut-

tur. O halde, <p dual siralama bagintis1 dikkate alindiginda, @-¢ <p b-¢ve - <p

ol S

ol Qf

ifadeleri elde edilir.

[

2) Bu onciiliin ispat1 birinci 6nciiliin ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 3.1.9. a=a+¢ea*,b=b+eb* € Dvec=c+ec* € D olsun. Bu durumda,

asagidaki ifadeler elde edilir:

o
=
=

- - _ . a
l1)Egera<pbisea-c >pb-cve - >p

o
=
=

2)Egera<pbisea-c>pb-cve

[V
=
ol Sl | S

ol Qo

Teorem 3.1.10. a =a+¢ea*,b=b+¢eb* €D, ¢ =c+ec* € D™ vea <p b olsun.
1) Kabul edelim ki a < b olsun. Bu durumda, @-¢ <p b - ¢ dir.

2) Kabul edelim ki a = b ve a* < b* olsun. Bu durumda, @-¢ <p b-¢ dir.

Ispat. 1) a < b ve ¢ = ¢+ &c* € D% olsun. Bu durumda, @- ¢ ve b -¢ dual carpim-

lar1 hipotez ile birlikte goz oniine alindiginda, ac = bc = 0 ve ac* +a*c < bc* + b*c
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ifadeleri yazilabilir. Dual sayilar sistemi {izerinde tanimlanan siralama bagintisindan
a-c<pb-cdir.
2) a=b ve a* < b* olsun. ¢ = ¢+ ec* € D% oldugundan ac = be = 0 esitligi ile

ac* +a*c < bc* + b*c esitsizligi yazilabilir 6yle ki @-¢ <p b -¢ dir. O

Sonuc 3.1.3. a=a+¢€a*,b=b+eb* €D vec=c+ec* € D% olsun. Eger a <p b

isea-¢<pb-cdir

Teorem 3.1.11. a=a+e¢ea*,b=b+¢eb* €D, ¢ =c+ec* € D' vea <p b olsun.
1) Kabul edelim ki a < b olsun. Bu durumda, @-¢ >p b - ¢ dir.

2) Kabul edelim ki a = b ve a* < b* olsun. Bu durumda, @-¢ >p b-¢ dir.

Sonuc¢ 3.14. @ =a+ €a”, b=b+eb* €D vec=c+ec* €D olsun. Egera <p b

isea-c>p b-cdir.

Teorem 3.1.12. @ =a+€a*, b=b+¢eb* € D" icin 0 <p @ <p b oldugunu varsayalim.
1 < n € Nicin asagidaki dual esitsizlikler vardir:

1) 0 <p @ <p "

— —2n+1
2)0<patl <pb .

1 1 l
3)—>DZ>D0.

Ispat. @ = a+€a*, b = b+¢eb* € D icin 0 <p @ <p b olsun. Dual sayilar icin ifade
edilen siralama bagintis1 dikkate alindiginda teoremdeki her bir dual esitsizligin varl-
gim1 gostermek i¢in ikiser durum séz konusudur:

1) Eger 0 < a < b ise 0 < a¥ < b elde edilir dyle ki 0 <p @ <p b dir. Kabul
edelim ki 0 < @ = b olsun. Bu durumda, a* < b* ve 2na®" 1 =2nb*"~1 >0 oldugundan
a*2na®"~ ! < b*2nb*"! esitsizligi elde edilir. O halde, dual sayilar iizerindeki siralama
bagintis1 diisiiniildiigiinde 0 <p @*" <p 5" dual esitsizligi mevcuttur.

2) Bu onciiliin ispat1 (1) onciiliiniin ispatina benzer olarak yapilir.

1 1
3) 0 < a < b oldugunu varsayalim. Bu durumda, — > b > 0 esitsizligi yazilabilir ve bu
a

1 1 _
esitsizlik — >p 7 >p 0 dual esitsizligin var oldugunu gosterir. Simdi, 0 < a = b oldu-
a

1 l * *
gunu varsayalim. O halde, a* < b* ve — = — > 0 oldugundan 4 > —— esitsizligi
a b a? b?
vardir. Dual siralama bagintisindan — >p z >p 0 dual esitsizligi elde edilir. 0
a
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Teorem 3.1.13. a=a+¢ea*, b=b+¢eb* € D™ icina <p b <p 0 oldugunu varsayalim.
1 < n e Nigin agagidaki dual esitsizlikler vardir:

1)@ >p b >p0.

)@ <pb T <p 0.

3) 0>p->p

Q| —
S =

Teorem 3.1.14. a=a+¢ea* €Dt ve b =b+¢eb* € D™ igin b <p 0 <p @ oldugundan

1 — 1
= <p 0 <p — dir.
b a

Teorem 3.1.15. @ = a + €a”* bir dual say1 olsun. Bu durumda, 0<pa<pl+e0dmr

& a >p a dir.

Ispat. @ = a+ £a* bir dual say1 ve 0 <p @ <p 1+ £0 olsun. Bu dual esitsizligin ¢6ziim
kiimesi

S=5USUS;3

seklindedir. Burada,

S = {a=a+ea"eD|0<a<l,a eR},
S, = {a=a+ea*e€D|a=0,a" >0},

Sy = {a=a+ea*eD|a=1,ad" <0}

dir. O halde, yukaridaki ciimleler gbz oniine alindiginda asagidaki tic durum s6z konu-
sudur:

i) @€ S i¢in a > a* oldugundan @ >p @ dir.

ii) @ € Sy igin @*> = 0+ €0 ve a* > 0 oldugundan @ >p @” dir.

iii) @ € S i¢in a> = 14 2&a* ve a* < 0 oldugundan @ >p @’ dir.

Simdi, tersine @ >p @ olsun. Dual sayilarda siralama bagintisindan agiktir ki @ € S,

yani 0 <p @ <p 1+ £0 dir. Boylece ispat tamamlanmus olur. [

Sonuc 3.1.5. @ ve b iki dual say1 olsun. Bu durumda, asagidaki onciilleri elde etmek
miimkiindiir:

1)Egera,b € Dt ise a-b >p 0 dir.

2)Egerac D" ve b € D’ isea-b >p 0 dir.

3) Egera € D% ve b e D% ise a-b >p 0 dir.
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4
5

YEgera,bc D™ ise a-b >p 0 dir.
)

6) Egera € D°- ve b € D*- ise a-b >p 0 dir.
)
)

E
Egerac D™ ve b € D% ise a-b >p 0 dir.
7)Egerac DT vebec D™ isea-b <p 0 dir.
8) Egerac D% ve b c D~ isea-b <p O dir.
9) Egera € D'~ ve b DT ise a-b <p 0 dir.

10) Egera € D’ ve b € D%+ ise @- b <p 0 dir.

Sonug 3.1.6. 1) Herhangi bir @ = a + €a* dual sayisi ve ¢ = ¢ +&¢* € DT i¢in
ldlp <p S <= —S<pa<pg

dir.
2) Reel kismu sifirdan farkli herhangi bir @ = a + €a* dual sayis1 ve ¢ = ¢ +€¢* € DT
icin

lalp >p S < a>p¢gveyaa<p —¢G
dir.

Ispat. 1) @ = a + £a* herhangi bir dual say1 ve ¢ = ¢ + £¢* € DT olsun. Bir dual

sayinin mutlak degeri
0 ,a=10
jalp = a
P \a!—l—sa*m ,a#0

seklindedir ve ayrica, dual esitsizlik sistemi gbz 6niine alindi§inda, — ¢ <p a <p ¢ dual

esitsizliginin ¢oziim ciimlesi

Gl
I

{a=a+ea"eD|—¢c<a<g,a eR}
U{a=a+ea" €D|a=—gvea" >—¢"}
U{ag=a+ea" eD|a=¢gvea" <g"}

= S1USHUS3

seklindedir.

Simdi, kabul edelim ki ||, <p ¢ olsun. Eger a = 0 ise 0 € (—¢,¢) oldugundana € §
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dir. Kabul edelim ki a # 0 olsun. Bu durumda,

a
|a| +£a*m <pG+eg”

biciminde olup dual sayilarda esitsizlik tanimindan |a| < ¢ veya <|a] =G ve a*|Z—| <G *)
elde edilir ve her bir durum icin agik¢a goriilmektedir ki@ € S, yani —¢ <p @ <p ¢ dir.
Tersine —¢ <p a <p ¢ olsun. Bu durumda, a € S=5USUS3 seklinde olup her bir
durum i¢in |a|p <p G oldugu agiktir.

2) Bu onciiliin ispat1 (1) onciiliine benzer sekilde gosterilir. O

Teorem 3.1.16. (Dual Cauchy-Schwarz esitsizligi) {a@y,ay,...,dn} ve {b1,b2,....bn}
dual sayilarin iki ciimlesi olsun. Burada, a; = a; + €4;, b =b; + eb; ve 1 <i<ndir

Bu durumda,
— N —_ 7 \2 i) O, -2
(@iby + ...+ abn)” <p (@ +... +a,) (bl +...+bn)

veya bunun esiti olan
A A =t
<a,b> §D<a,a> <b,b>
D D D

=~ —

% —
dual esitsizligi vardir. Burada, a = (ay,...,d,) = Zteatve b = (b1,....by) = b +
eb* dir.
. _ - = - = - = = =
Ispat. Eger A € Digin a = A b ise bu durumda, <a, b> :<a, a>D<b, b>
D D
>\ o /T —
olup < a,b > <p < a,a >D < b,b > dir. Eger d ve b vektorlerinden en az biri
D D
> 2\? = /T P\ - = 2\?
51ﬁrvekt6riiiseozaman<a, b> :<a, a> <b, b> :0olup<a, b> <p
R D D D D
< a,a >D< b,b > dir. Simdi, @ # 0 ve b # 0 olsun. Eger @ ve b vektorleri
D
—\ 2 — —
lineer bagimsiz ise <7, b > <(d,d) < b,b > olup dual sayilardaki siralama ba-
- = 2 — = = =
gintisindan < a,b > <p < a,a >D< b,b > dual esitsizligi elde edilir. Eger d
D D

_>
ve b reel vektorleri lineer bagimli, yani g € R— {0} icin @ = u b esitligi goz 6niine
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alinirsa

<7,7>2:<7,7><7,7> G.1.1)

esitligi ile
(2.7) (<7,z?> +<?,?>) < (@, 3) <7,?>+ (5. <7,?> (3.12)

esitsizligi elde edilir. Dual sayilarda kismi siralama bagintist ile (3.1.1]) ve (3.1.2)

denklemleri birlikte gbz 6niine alindiginda,

= 2\* _ ==\ /T
<a,b> §D<a,a> <b,b>
D D D

dual esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. 0

= =

Sonuc¢ 3.1.7. x, y € D" birer dual vektor olmak {izere,

(55 )l =0 7[5

Y ol =P 1Y Mo

dir.

Teorem 3.1.17. (Dual Minkowski esitsizligi) {da1,@,...,an} ve {b1,bs,...,b,} dual
sayilarm iki ciimlesi olsun. Burada, a; = a; + €aj, b; = b; + ebi ve 1 <i<ndir
1 < p € Nig¢in agagidaki iki durum mevcuttur:

1) Eger Ya; = 0, 3b; # 0 ve <(bt1 16|72, by, \b,n\l’ﬂ , (a;;,‘..,a;;)> > 0 ise bu

durumda,

k=1 k=1

LN fa N fa N
Z \aﬁ—bk]]) >D Z |5k|pD + Z |bk|D (3.1.3)
k=1
dual esitsizligi vardir. Bu esitsizlik ayrica,
Vb; =0, Ja; # 0 ve <<a;1 lay, ]P_z,atz |at2|p_2,...,a,n |atn|p_2> , (b;kl,...,b;;)> > () iken
de dogrudur. Burada, 1 <ty,...,t, <n, Vb; # 0 ve Va;; # 0 dir.

2) Diger tiim durumlarda asagidaki dual esitsizlik vardir:

1 1

n B P n P no %
(Z|ak+bk\§) <p (ZWH’;) +<Z\bk\’l’)> . (3.1.4)
k=1 k=1 k=1

ispat. Kabul edelim ki Va; = 0 ve 3b; # 0 olsun. Bu durumda, 1 < 1¢,...,1, < n i¢in
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asagidaki iki esitlik elde edilir:

<=

1
n P
(Z \ﬁk“’k’ﬁ) = (1by|"+...+1b,,")

k=1
buy |by |72 (af +55) + oo+ by, by, P2 (af +B7)

—1
{/ b P+ ..+ [by, 7Y

ve

1 1

(Zn‘,lﬁk!f;) (glbk\p> = (1bn]" 4+ 1y, ")

k=1

=

buybf by |72+ .+ by b by, |72

-1
{/ (b P + ..+ [by, 7Y

Burada, Wby, # 0 dur. Eger { (by, by 72 by by P2 by, 1,772 (i) ) 20
esitsizligi gecerli ise (B.1.3)) dual esitsizligi elde edilir. Eger

(B 60177 by b2 sy [0, ) () ) <O

esitsizligi mevcut ise bu durumda, (3.1.4]) dual esitsizligi elde edilir. Simdi varsayalim
ki Vb; =0, Ja; # 0 ve <<a,] |ay, |‘D_2,at2 |a,2\p_2,...,atn ]a,n\p_2> , (bfl,...,bj‘n)> >0

olsun. Bu durumda, asagidaki dual esitsizligi yazabiliriz:

==

1
n P
(Zlawbk\i’)) = (lay|”+ ...+ |a,,|”)
k=1

ar, |ay, \pfz (afl +b;‘1) +..tay, la, | (atn —|—b,”)

—1
{/(an P + ..+ lag,|P)?

1
>p (lay|”+...+lay,[P)?

+€

ana; |ay, \pfz + ...t a,a; ]a,n\pfz

+&
—1
§/(an P+ ..+ lay I7)?
%

1

- (L)« (£ )"
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Burada, Va;, # 0 dir. Eger

-2 -2 -2
((an lan P72 a2 o, e, IP72) s (B B7) ) <0

ise (B.1.4) dual esitsizligi elde edilir.
a; ve b; sayilarinin diger tiim durumlan diigiiniildigiinde (3.1.4]) dual esitsizligi elde

edilir. Boylece ispat tamamlanir. 0

Teorem 3.1.18. (Dual Chebyshev esitsizligi) {a,as,...,a,} ve {51,52,...,5,1} dual
sayilarn iki climlesi olsun. Burada, @; = a; + €a, bi = b; + eb; ve 1 <i<ndir
Eger @) >p a2 >p ... >p @y ve by >p by >p ... >p by, veya @y <p @ <p ... <p G
ve by <p br <p ... <p b,, ise bu durumda,

ar+ar+...+a,\ [(by+br+...+b, 13—
< 2 )( Fr -2 )SD—Zakbk
n n ni=

dual esitsizligi vardir.

Ispat. Dual siralama bagintis1 goz 6niine alinarak teoremin ispati kolaylikla elde edilir.

O

Teorem 3.1.19. (Dual aritmetik-geometrik esitsizligi) {a;,a, ...,a,} dual pozitif sa-
yilarm bir ciimlesi olsun. Burada, a; = a; + €a;, a; > 0 ve 1 <i < n dir. Dual aritmetik

ortalama

n=

i (al+52+...+a,,>

ve dual geometrik ortalama
seklinde olup

dir.

Ispat. A, ve G, ifadeleri acilirsa

i— (al +a2+...+an) e (a>{+a§+...+a;;)

n



veE

aya2a3...a, +a5a103...a, + ... +a,a1a;...a, 1

En =Ja1as...a, + €

na (alaz...an)"fl

denklemleri elde edilir. Eger a; lerden en az ikisi birbirinden farkli ise bu durumda,
<a1 +ar+...+ay

n
birine esit ise bu durumda,

) > y/aias...a, olur dyle ki A, >p G, dir. Eger a; lerin hepsi bir-

ar+a+...+ay
n

) =Ja1az...a,

esitligi ile

<a*[ +a5+ .. +a,’;> - ajaras...an +asa1as...an + ...+ ayaiaz...ay—)
" >

ny (alaz...an)"fl

esitsizligi vardir. Dual sayilarda kismi siralama bagintis1 goz 6niine alinirsa, A, >p G,
dual esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. [
Simdi, bu dual siralama bagintisindan faydalanarak D" dual uzayinda baz ve topolojiler

olusturulabilecegini gosterecegiz.

Teorem 3.1.20. D" n-boyutlu bir dual uzay ve ||-||, R” tizerinde norm olmak iizere,
lp : D"—=D
R — 0 T=0
HfHD - <3€V’3Z>D: 77)?> —
1% +¢ X # 0

dual fonksiyonu verilsin. Bu durumda, asagidaki ifadeler mevcuttur:
N =2 = = . || = AL A
HVx = ¥ +exteD icin ” X HD >p 0 dir. Yani, ‘ X H eD U{O} dir.

— — — — =
)V =% +ext €D've VA = A+ € A* € Diicin H?L fHD - MDH fHD dir.

— —
i) =X 4+ext, y=F4+er eDicin T =0, 7 £ 0 ve <x—>?,7> >0
(Veya X # ﬁ, 7 = 6> ve <7, )7> > O) sartlarinin saglanmasi durumunda

HT) = =

Pz 5

_>
+I5]

o
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dual esitsizligi elde edilir. Diger tiim durumlarda,

= = =
H aE

= -
P35, 5]

o

dual esitsizligi mevcuttur. Bu 6zellige dual liggen esitsizligi ad1 verilir [32].

Teorem 3.1.21. a =a+a* € D" ve 7 = r+ er* € DT olmak iizere,

B(a,7) = {x=x+ex"eD"||x—d| <r,x"€R"}

_ * k%
Dlr=rter €D | ma = rve E2OT )
lx—al
= UUl,

= LUQU..UG (lel={1,2,..})
olsun. Bu durumda,
Uy={x=x+ex" eD"|x=d, m<x{ <n,xi,  =c;ER, mn € [—oo 00|}
seklinde olup biitiin Uy,Us,C; (I € I ={1,2,...}) ciimlelerinin koleksiyonu D" iize-

rinde ¢ bazin1 olusturur. Bu bazdan elde edilen topoloji 7 ile gosterilir [32].

Ispat. 1k olarak, U A; = D" oldugu agiktir. Simdi, A; NA, = @ disinda kalan biitiin
A€o

A1,As € ¢ icin A| N A, ciimlesinin ¢ smifina ait bir takim ciimlelerin keyfi birlesimi

seklinde yazilabilecegini gosterelim.

B = {x=x+ex*eD"||x—a| <r, x* €R"}
_ * g%
Udx=x+ex" eD"||x—ay| =r ve - a1><r]k
lx —ai]
= U,UCU...UCj,
By = {x=x+e&x" eD"||x—ay| <ry x* €R"}
_ * g%
U XZ)C—I—S)C*EDHH‘X—CIZHZI’QVC <x az,x az><r§
lx — az

= UjucCfu..ucy,

Uy={x=x+ex" eD" |x=b', m <xj <ny, Xi=c;eR, my,n € [—o0,00] }
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ve
Ui ={x=x+ex" eD" |x=b", my <x] <ma, xj 1 =c] €R, my,ny € [—o0,00] }

olmak iizere, y € A; N A, olsun. O halde, olusabilecek biitiin durumlar asagida incele-

yelim:

/N

i)y € U3;NU; olsun. Budurumda, y =b"=b"=b, m <yj <nvey:, =c}=c]

¢j

biciminde olup
UsNUj = {x=x+ex" €D" |x=b, m<x] <n, xj;| =c; €ER, mn € [—oo,00]}

elde edilir. Burada, m = max {m,my} ve n = min{n,n, } dir.
ii) ¥ € Uy NUY olsun. O halde, Uy NUY =Uj € ¢ dir.

iii) | € I igin y € C;N U5 olsun. Bu durumda, her bir / € I i¢in C; N U5 ciimlesi
Uy={x=x+ex" eD"|x=0b", mj <x} <nm;, Xt :c} €R, mj,n; € [—o0,00]}

seklinde ¢ siifina ait bir ciimle biciminde yazilabilir.

iv) y € Uy NUj olsun. O halde, bu arakesit ciimlesi
U'={ZF=x+ex" eD"||x—al <ri, x* €R"}

seklinde ¢ smifina ait ciimlelerin keyfi birlesimi seklinde yazilabilir.

v) ' € Iiginy € Uy NC}y olsun. Bu durumda, her bir I’ € I i¢in Uy NC), = C), € ¢ oldugu
aciktir.

vi) [,I' € I i¢iny € C;NC} olsun. Her bir [,I' € I i¢in bu arakesit ciimlesi ya Ci € ¢
seklindeki bir ciimle ile ifade edilebilir ya da ¢ sinifina ait U§ bicimindeki ciimlelelerin
keyfi birlesimi seklinde yazilabilir.

Sonug olarak, ¢ sinifi D” iizerinde bir baz olusturur ve bu bazdaki elemanlarin keyfi

birlesimleri de 7 ile gosterilen topolojiyi olugturur. 0

Teorem 3.1.22. d;,d; : R* x R” — R birer metrik olmak iizere, d : D" x D" — D,

3(x7y) = dl (x,y) +8d2 (X*ay*)
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seklinde tanimlanan fonksiyon asagidaki ozellikleri saglar:
i) Vx,y € D" icin d (x,y) >p O dir.

ii) Vx,y € D" igin d (%,y) = 0 & X = y dir.

iii) Vx,y € D" icin d (%,5) = d (¥,%) dir.

Ispat. d|,d> : R" x R” — R birer metrik olmak iizere, d : D" x D" — D,

SV

(x7y) = dl (x,y) +8d2 (X*vy*)

seklinde tanimlanan dual fonksiyonu ele alalim.
i) Vx,y € D" igin, d (X,y) = d; (x,y) + &da (x*,y*) >p 0 oldugu agiktir.
ii) Vx,y € D" igin,

3()?7?) = 6<:>d1 (x7y):()ved2(X*7y*):O
& x=yvex =y*
<~

xX=Yy

dir.
iii) Vx,y € D" i¢in, d (%,y) = d (,X) oldugu kolaylikla goriilmektedir.

iv) Vx,y,zZ € D" i¢in,

g(x7y) = dl(xay)+8d2(X*ay*)
<p di1(x,2)+di(z,y) +€(dr(x",2") +da(",y"))
= d(x,2)+d(z,y)
elde edilir. ]

Simdi, @ = a + €a* € D" bir dual nokta ve r,r* € R™ igin 7 = r + &r* bir dual sabit

olsun. Bu durumda,
V = {_)_C:X—FSX*GD}/!’E(.Y,E) <D?}

= {I=x+ex"eD"|d(x,a) <r,x" €R"}

U{x=x+tex" eD"[di(x,a) =rvedy(x",a") <r'}
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seklinde elde edilir. Bu V ciimlesi dikkate alindiginda asagidaki teorem verilebilir:
Teorem 3.1.23. d; ve d», R" iizerinde birer metrik, @ = a + €a* € D" bir dual nokta ve
r,r* € RT i¢in 7 = r + &r* bir dual sabit olsun. Bu durumda, biitiin
d={x=x+ex" €D"|d(x,a) <r,x* €R"}
ve
Y={x=xt+ex"eD"|x=cvedy(x",a") <r'}

ciimlelerinin bir koleksiyonu D" iizerinde ¢ bazim olusturur. Burada,

ce{xeR"|d (x,a)=r}

dir.

Metrik uzaylarda acik ve kapali yuvar ciimlelerinin bog ciimleden farkli olduklarini
ama yuvar yiizeyinin bos bir ciimle olabilecegini biliyoruz. Bu sebepten dolayi, yu-
karidaki teoremde ufak bir degisiklik yaparak daha kullanigh olan asagidaki teoremi

verebiliriz:
Teorem 3.1.24. d; ve d», R" iizerinde birer metrik, @ = a + €a* € D" bir dual nokta ve
r,r* € R icin 7 = r + &r* bir dual sabit olsun. Bu durumda, biitiin
b={x=x+ex" eD"|d(x,a)<r, x" €R"}
ve
¥ ={x=x+ex" €D"|x=c (sabit)ve dp (x*,a*) < r*}
ciimlelerinin bir koleksiyonu D" iizerinde ¢ bazim olusturur.

Ispat. Oncelikle, U A; = D" oldugu aciktir. Simdi de,
A€o

b = {X:x+8x*€D"|d1(x,a1)<r1,x*ER”},
P, = {x=x+e&x"eD"|d|(x,a2) <1y, x* €R"},

¥, = {I=x+ex"eD"|x=c; (sabit)vedr (x",a]) <rj}
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veE

Y, ={x=x+ex* €D"|x=c, (sabit)ve dp (x",a5) <15}

bicimindeki ciimleleri ele alalim.
)y =y+ey* € ®;NP; olsun. Bu durumda, d (y,a;) < ry, dy (y,az) < rp ve y* € R"

olur dyle ki
yEA| = {)‘c:x—i—&‘x* eD"|dy(x,y)<r x ER”,rER+} C P Nd,

olacak sekilde A| € ¢ vardur.
ii)y=y+e¢ey* € & NY¥Y; olsun. Budurumda, y € &N, =¥, € 5 dir.
iii)y=y+ey* € ¥1NWP,olsun. Ohalde,y=c; =ca =c,dr (y*,a}) <rj vedr (y*,a3) <

r5 olur oyle ki
yEA; = {X:x—i—&‘x* eD" |[x=cvedy (X", y")<r", r €R+} CY¥Y NY,
olacak sekilde A, € ¢ vardur.

Boylece ispat tamamlanir. 0

Sonug 3.1.8. Teorem 3.1.24 den elde edilen ¢ bazindaki ciimlelerin keyfi birlesimin-

den olusturulan topoloji 7 ile gosterilirse,

bigimindedir ve ayrica, V € T oldugu agiktir.
Teorem 3.1.25. (D", 7) topolojik uzayr Hausdorff uzaydir.

Ispat. Vp,g € D" i¢in p # g olsun. Burada, p = p+ £p* ve § = ¢+ £¢* biciminde olup

p # q veya (p = q ve p* # ¢*) olabilir.
i) p # q olsun. Bu durumda,

p € @ ={x=x+ex" €D"|di(x,p)<r, x* €R",r eR'},

|

e &)= {xe—i—sx* eD"|di(x,q) <ry, x* ER",r2€R+}

olmak iizere, &1 NP, = I olacak sekilde P, P, € T vardir.
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ii) p=q ve p* # ¢* olsun. O halde,

P € Vi={x=x+ex*eD"|x=pvedr (x",p*) <r], i eRT},

€ W,={x=x+ex*eD"|x=qvedr(x*,q") <13, 15 ER"}

|

olmak tizere, W1 N'¥Y, = & olacak sekilde ¥, ¥, € 7 vardir.

(i) ve (i) onciilleri dikkate alindiginda (D", T) uzay1 Hausdorff uzaydir. O
Ornegin, di : D" x D" — D, d; (%,5) = [|[x—¥||; = |[x—y|| + €||x* —y*| seklinde ta-
mimlanan d; fonksiyonunun yukaridaki teorem 3.1.22 sartlarim1 sagladig1 aciktir ve
ayrica, biitiin

d={x=x+ex"eD"||x—p| <r, xR}

veE

¥ ={x=x+ex" €D"|x=c (sabit)ve ||x*—p*|| <r*}

climlelerinin bir koleksiyonu D" iizerinde bir baz olusturur. Bu bazdan elde edilen
topoloji 75, ile gosterilirse, n = 1 i¢in T; = T; ve n > 2 i¢in T; C T; bigimindedir.
Diger yandan, n = 1 icin

|

%l = %l =[xl +elx
biciminde ifade edilirse, asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 3.1.26. {a,,a,...,a,} ve {El by, ...,En} dual sayilarin iki ciimlesi olsun. Bu-
rada, a; = a;+ €a’, b; = b; + eb; ve 1 <i < ndir. Bu durumda, asagidaki dual esitsiz-
likler mevcuttur:

no _ no n o .
1) kzl |ax +bi|| <p kzl |axl, +k21 |bi|, dir.
2)da; #0, 3b; 0 ve 2 < p € N igin

<=

(Z!m%\’f) < D<Z|ak|’f> +<Z|Ek|’f) (3.1.5)
k=1 k=1 k=1

Ii < ph+1;

dir. Ayrica, bu dual esitsizlik Va; = b; = 0 i¢in de saglanir. Diger yandan, Va; = 0, 3b; #
0 ve p > 2i¢in dual (1,) <dual(I3) ise (veya Vb; = 0,3a; # 0 ve p > 2 i¢in dual (I) <
dual (72) ise) bu dual esitsizlik saglanir.
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Ispat. 1) {a@,a,,...,a,} ve {b1,bs,...,b,} dual sayilarin iki ciimlesi olsun. Bu du-

rumda,
n f—
Y |a+bi|, = lai+bil+...+lan+bal+€(|a} +bi|+ ... +|a; + b))
k=1
<p lai|+|b1|+ ... +lan| + |ba| + & (la)| + [DT] + ... + |a,| + [b7])
n n _
= Y ladi+ Y |bil
k=1 k=1
elde edilir.

2) {ai,az,...,a,} ve {El,Ez,...,En} dual sayilarin iki ciimlesi olmak iizere, Ja; #
0, 3b; # 0 ve 2 < p € N olsun. Bu durumda, 1 <i <ni¢in V(a; + b; = 0) ise (B.1.3)
dual esitsizligini elde etmek miimkiindiir. Simdi kabul edelim ki 3 (a; + b; # 0) olsun.

Minkowski esitsizliginden,

$flar+b11P + .+ law+bal” < {larl? + . lanl” + /15[ + o+ [bal” (3.1.6)

oldugunu biliyoruz. Eger, (3.1.6]) esitsizlidi < iken dogru ise (3.1.5]) dual esitsizligi

elde edilir. k > 0 i¢in a; = kb; olsun. Bu durumda,

{flar+ 0117+ oo lan+bul? = {flar|? 4 e lanl? + {10117+ o [ba]?

olur ve ayrica hipotezden,

jar+ 617" |aj + b5 + .. + lan + bal” " a3 + b
(/a1 +b1]? + ..+ lan+ bl
N e e L L
U Ubr]P + .+ [baf )"
< 16117~ (lat | +1651) + ... + |bal”~" (] + |B3])
- {117+ oo [ba]P)7 !
jar |~ |ai | + ..+ |an| " |a| N 617" |BY] + ...+ [bal” [
o N R (N

seklindedir. <p bagntisi diisiiniildiigiinde (3.1.3]) dual esitsizligi elde edilir. Diger yan-
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dan, Va; = b; = 0 icin de (B.1.3]) dual esitsizligi elde edilir. Simdi de, kabul edelim ki
Va; = 0,3b; # 0 ve p > 2 olsun. Dual sayilar sistemi gz oniine alindiginda, I, = 0,

reel(I;) =reel(I3),

_ 16, [P a4 bF |+t by [P [ag + B

dual (71)
bl + -+ o)

ve ! !
LY L R A e A

L bal? 4t b7y

bi¢imindedir. Burada, Vb, # 0 ve 1 <11,...,t, < n dir. Eger, dual(I;) <dual(I3) ise

dual (73)

I, <p I, +15 ve dual(I;) >dual(I3) ise I; >p I>+13 elde edilir. Ayrica, Vb; = 0,3a; #

0 ve p > 2 i¢in de benzer sartlar altinda dual esitsizlikler elde edilir. 0

Teorem 3.1.27. Teorem 3.1.21 de elde edilen T topolojisindeki
U={x=x+ex"eD"||x—a| <r, x* €R"}

climlelerinden olusan @ sinifin1 ele alalim. ¢ sinifi D” iizerinde bir baz olusturur ve bu

bazdan elde edilen topoloji 7 ile gosterilirse T; C T dir [32].

Aciklama 3. Bir sonraki boliimde gorecegiz ki 7, topolojisinin ciimleleri dual analitik
fonksiyonlarin dual analitik bolgeleridir. Bu agik ciimlelerin ayn1 zamanda T topolo-
jisinin de climleleri olugunu biliyoruz. Bu ¢calisma boyunca dual acik ciimle olarak 7

topolojisinin ciimleleri alinacaktir.

3.2. Dual Analitik Fonksiyonlar

Bu boliimde, daha sonraki boliimlerde sik¢a kullanacagimiz dual analitik fonksiyonla-
rin Ozellikleri var olan bilgiler 1s181nda eksik yerler tamamlanarak bir akis igerisinde
detayl bir sekilde incelenecektir. Ayrica, dual analitik fonksiyonlarin integral tanimi

verilecek ve dual esitsizlik sistemi ile uyumu bir teorem ile verilip ispatlanacaktir.
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Tamm 3.2.1. X = x+ &x* bir dual degisken olsun. E : D — D dual degiskenli fonksiyon

E(®@) =& (xx") +eE%(x,x)

seklinde tanimlanir. Burada, & ile £° iki degiskene sahip reel fonksiyonlardir.

Aciklama 4. Bu calisma boyunca E : D — D dual analitik fonksiyonunun X = x + €x*

dual degiskenine gore tiirevini

- dé d— _

E@ =2 =28
seklindeki notasyonlarla ve & : R — R fonksiyonunun x reel degiskenine gore tiirevini
de

g d

Ex)=2 =€

bicimindeki notasyonlarla ifade edecegiz.

Asagidaki teoremde diger calismalarda verilen ispatlardaki eksiklikler giderilerek dual

fonksiyonlarin analitiklik sartlar1 incelenecektir.

Teorem 3.2.2. £:U CD — D, & (%) =& (x,x*) +£E° (x,x*) dual fonksiyonunun x € U
noktasinda analitik olmast igin gerek ve yeter sart &, ve £¥ siirekli kismi tiirevleri var

olmal1 ve ayrica

5}:* =0, 6)9* = éx
sartlart saglanmalidir.

ispat. & : U C D — D dual fonksiyonu ¥ € U dual noktasinda analitik olsun. Bu du-

rumda, B
d
—§ = lim
dx -0

E(F+k)—E®
k

limiti meveuttur. k = k + €k* ve X = x + &x* denilirse ve € = 0 oldugundan gerekli
diizenlemeler yapilirsa
é (x+k7x9ﬁ+k*)7§ (X7X*)

& k
% - (k,k*l)li?(o,()) +€ (éO(X+k,X*+i*)7§O(X,X*) . §(x+kx +I]§*) é(x x*) E)
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denklemi elde edilir. Hipotez geregi, bu limit mevcut oldugundan asagidaki ifade

E(xtkx*+k*)—& (x,x*)

li g _% ¢ 28
0k =0 | e (Bt L) _ Skt L)) | T Ox T
(3.2.1)

d
bulunur. Buradan goriilmektedir ki bu dual fonksiyonun reel kisminin limiti _ﬁ dir. O

ox
halde,

E (x+k,x* +k*)— & (x,x") _ E(x+kx*"+k*)—& (x,x* +k%)
k k
+§ (an* +k*) _5 (x7X*)

k

seklinde olup (k,k*) — (0,0) icin limit alinirsa

i E (e, x* + k%) — & (x,x%)

=0
(kk*)—(0,0) k

olmalhdir. Bu limit var ve sifira esit ise & (x,x* +k*) — & (x,x*) = 0 olmalidir 6yle
ki & (x,x*) = & (x) bi¢imindedir. Yani, § fonksiyonu sadece x degiskenine bagl bir
0
fonksiyondur ve dolayisiyla a—i = 0 dir. Diger yandan, (3.2.)) esitliginden biliyoruz
x
0

ki bu dual fonksiyonun dual kisminin limiti —— e esittir. Bu durumda,

ox

EO(x+k,x* +h%) —E0(x,x*) & (x+h,x*+k*) =& (x,x*) k*

k k :
— EO (x+k,x* +k*) — &0 (x,x* +k¥)
k
LS ) ) E k) (K
k k k

seklinde olup (k,k*) — (0,0) icin limit alinirsa

lim =0 (3.2.2)

(k,k*)—(0,0)

Fo(x,X*Jrk*) &) Stk —E () E}
k k k

elde edilir. Bu limit var ve sifira esit ise asagidaki ifade de vardir:

lim [ lim 2

( k(80 (o +4) = E0(0x") =K (§ <x+k>—e:-<x>>> .
k*—0 \ k=0
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Diger yandan

o (E G k) — £ (1)) — K (6 (-4 K) £ ()
k—0 k2

0
limitinde 0 belirsizligi oldugundan k ye gore tiirev alinirsa

Iim | lim

k*—0 (kﬁo

<50(x,x*+k*)—502(]z€ax*)—k*§x(x+k)>) 0

olur. (3.2.2)) ifadesinin limiti var ve sifira egit oldugundan agik¢a goriilmektedir ki
&% (xr,x* + k) — &° (o, x") = K& (x)

olmalidir. O halde,

50 (X7X* +k*) — 50 (X,X*)

] ~&( * #0)

olup bu esitligin her iki tarafinin k* — 0 i¢in limiti alinirsa

9&0 B %
dx*  dx

elde edilir.
Tersine, &, ve Y siirekli kismi tiirevleri var ve ayrica &+ = 0, ) = &, olsun. Bu

durumda, E dual fonksiyonu

E@ =& +e (¥ (0)+EW)

seklinde yazilabilir. Burada, £ en az ikinci basamaktan, E nin da en az birinci basa-

maktan tiirevleri var ve bu tiirevler siireklidir. O halde,

§(X+k) Slx

I:limé(ﬂkz—&(x): - < st x) Mé
k—0 k (kk*)—(0,0) | +¢

FEE (x4 k) — %ﬁx%

seklinde yazilabilir. Hipotezden, & € C? ve E € C'-sinifindan oldugundan asagidaki iic
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limitin mevcut oldugunu kolaylikla sdyleyebiliriz:

E(x+k)—¢ ()

L= i — &' (x).
! (k,k*)H—I}(QO) k &)
. * é’(x—l—k)—é’(x) x gl
I = 1 — .
2 (k,k*)lin(o,o)x ( k x& (x)
o Eth-EW 5
L = 1 = .
3 (k,k*)n—l>l(0,0) k &)
Diger yandan,
. (6’(X+k)k—€(X+k)+§(X))k*
4 (k.k*)—(0,0) k2
seklinde olup
: E'(x+k)k—&(x+k)+&(x)
lim
(k.k*)—(0,0) k?
o (SR HE k= (x4 K)
C (kk)—(0,0) 2k
&'y
4 2
ve
lim £k*=0
(k,k*)—(0,0)
oldugundan
he tm (5’(x+k)k—€(x+k)+€(X))k*:é"(x>0:0
(kk*)—(0,0) k2 2

elde edilir. O halde; Iy, ,13 ve I limitleri mevcut oldugundan 7 ifadesinin limiti mev-

cuttur ve bu limit

I = I —|—8(12—|—13 —I—I4)

= EWre(rE @W+E W)
seklindedir. Boylece ispat tamamlanir. [

Sonu¢ 3.2.1. Yukaridaki teoremden de goriilmektedir ki € : U C D — D, & (%) =

40



& (x,x*) 4+ €E% (x,x*) dual fonksiyonunun ¥ dual noktasindaki tiirevi

d€ _ lim AL _ lim §rtan £

dx Ax=0AX  Ax—0 AXx

(3.2.3)

seklinde olup bu limit - oranindan bagimszdir [33].

Sonuc¢ 3.2.2. £:UCD—D, & (X) =& (x,x%) +£E° (x,x*) dual fonksiyonunun anali-
tiklik sartlari

9§

- 2&° ¢
ox*

0 _75
ve ox* ox

(3.24)

seklindedir. (3.2.4)) denklemleri g6z 6niine alindiginda

Elr) = E W) ve () =¥ 22 1 E (o)

elde edilir. Burada; 5 , X = x+ &x* dual degiskenin reel kisminin herhangi bir fonksi-

yonudur. Bu durumda, dual analitik fonksiyonunun genel ifadesi asagidaki gibidir:

E® = E(ux)+ed (")
= EWte(xrEW+EW). (3.2.5)

Yukaridaki teoremden agikga goriilmektedir ki bu & dual analitik fonksiyonunun ¥ dual
degiskenine gore tiirevi
dE ) 0
g _ o, o
dx dx dx
= & W+e (e (W+E W)

seklindedir. Burada agiktir ki E dual analitik fonksiyonunun X = x + €x* dual degiske-
nine gore tiirevi x reel degiskenine gore tiirevine indirgenmektedir [33] ve ayrica, bu

dual analitik fonksiyonlarin dual analitik bélgeleri U = U x R € 7| ciimleleridir.

Ac¢iklama 5. Bu calisma boyunca & ve E fonksiyonlar1 C*-sinifindan fonksiyonlar

olarak ele alinacaktir.

Ornek 3.2.3. & (%) =x°+¢ (3x°x* + 4x?) fonksiyonunu ele alalim. Burada, & (x,x*) =

x> ve O (x,x*) = 3x%x* + 4x? seklinde olup bu E dual fonksiyonu analitiklik sartlarini
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saglar ve & (x) =x3 ve E (x) = 4x? fonksiyonlar1 C*-sinifindan fonksiyonlardir. Simdi,

bu E fonksiyonunun Xy = x( + €x; noktasindaki tiirevi i¢in limit kavrami kullanilirsa

L E®-Em)
-0 | Xo — AM ———————
dx X—Xo X — X
) P-x+e (3x2x* —3x2xk 4+ 4x2 — 4x2)
_ lim 0 0%0 0
w _ 4k
(x,x*)—>(x0,x(')) X—Xx0+ €& (X* XO)
3_.3
X —XO
- ( *)lir? *) 3x%x* —3x3xh x;—_)%o x*—x; 4x% —4x3
e 10-%o +€ X—Xg U x=x X—Xg + X—Xq
biciminde olur ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
dé | i X% +xx0 + 3
— S m 2 % 2 % 2 % * * 2 % 2 2
dx X0 y « 2x°X" =2x5X0 XX — XX X0 +XX0 X — XX 4x”—4xg
(xx )%(xo,xo) +€ X—Xg X—XQ

) x? 4 xxp + x(z)
= lim

()= (3055) | 4 (200x™ ++x + x0x™ + 2x0x5 + 4x + 4xg )
= 3x3+ & (6x0x3 + 8x0)

seklinde elde edilir. Buradan da agiktir ki

E(X) =x+¢& (3x%x* +4x?)

dual analitik fonksiyonunun Xy noktasindaki tiirevi

d€

T %= 3x(2) + € (6xpx( + 8x0)

olarak elde edilir ve yukaridaki sonuctan da

dg
dx

P): DEO

| Xo — g()co,xé)—{-&‘g ()C(),XE;)

= 3x3 + & (6x0x] + 8x0)

oldugu kolaylikla goriilmektedir.

Yukaridaki tanimlar ile Taylor seri agcilimi goz Oniine alinirsa asagidaki iyi bilinen
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fonksiyonlar yazilabilir [33]:

sin(x+&x") = sinx+ ex"cosx.
cos(x+é&x*) = cosx— ex"sinx.

Vx+ext = Yxtex —— x;éOvenEN.

1
nvx"-
Teorem 3.2.4. X = x + &€x™ bir dual degisken olsun. n € N i¢in

¥ ="+ ex !

dir [27]].

Sonug 3.2.3. Yukaridaki teoremde goriilmektedir ki & (x) = x” denilirse & tiirevlene-

bilen bir fonksiyon olup &’ (x) = nx"~! dir. Bu durumda,

¥ o= M textnad!

= S()+ex e (x)

seklinde tanimli bir dual analitik fonksiyondur.

Sonu¢3.2.4. E:UCD D, E(T)=E (x)+¢ (x*é' (x) +& (x)> bir dual analitik fonk-
siyon olsun. Eger E fonksiyonunun dual kismi sabit veya bu fonksiyonun tiirevi sifir
ise & fonksiyonu sabittir. Ancak & fonksiyonunun reel kismu sabit ise bu fonksiyon sa-
bit olmak zorunda degildir. Ger¢ekten, E : U C R — R fonksiyonu en az C!-sinifindan
bir fonksiyon ve a € R bir reel sabit olmak iizere, & (¥ = x + ex*) = a+ 85 (x) seklinde
tanimli dual fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyon dual analitiklik sartlarini saglar ve

X dual degiskene gore tiirevi de

g = hm_(_ 2
dx k—0 k
L [ o5
(kk*)—
= O+SZ§

seklindedir. Buradan da agikg¢a goriiliir ki E dual analitik fonksiyonunun dual kisminda
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bulunan E fonksiyonu, tanim ciimlesi U C R olacak sekilde keyfi olarak seg¢ilebilir.

Teorem 3.2.5. E:UCD =D, E(X) = & (x) +¢ <x*§’ (x)+ & (x)) bir dual analitik
fonksiyon ve Vx € U C R i¢in &’ (x) # 0 olsun. Bu durumda, & fonksiyonu birebirdir

gerek ve yeter sart & dual analitik fonksiyonu birebirdir [32].

Tamm3.2.6. E:UCD 5V CD,EX) =& (x) +e <x*§' (x)+ & (x)> bir dual analitik
fonksiyon ve Vx € U C R icin &’ (x) # 0 olsun. Eger ¥y € V C D icin y = & (%) olacak

sekilde 3x € U C D var ise E dual analitik fonksiyonuna ortendir denir.

Tamm 3.2.7. U,U»,V,V, C D olmak iizere, £ : Uy — U»,

E@=E)+e(rEM+EW)
ve U : Vl — Vz,
B = p () +e (@1 () + A ()

seklinde tanimli dual analitik fonksiyonlar olsun. Bu durumda, ft fonksiyonunun go-
riintii climlesinin E fonksiyonunun tanim ciimlesinin i¢inde olmas1 sartiyla, E ile o

dual analitik fonksiyonlarinin bilegkesi

(Eom) @ = (Eom) () +e (x (Eom) (1) + () (& om) () + (Eon) ()

seklinde tanimlanir. Bu bileske fonksiyonun tanim ciimlesi ¢ fonksiyonunun tanim

climlesindeki X noktalarini igerir.

Tamm 3.28. E:UCD >V CD, EX) =E&(x)+e (x*é’ (x) —|—g(x)> bir dual ana-
litik fonksiyon ve Vx € U C R i¢in &’ (x) # 0 olsun. E fonksiyonu birebir ve Orten
ise (ﬁog> (x) =1(x) ve <goﬁ) (¥) = I (¥) birim fonksiyonlar olacak sekilde bir tek
I :V CD— U CD dual fonksiyonu vardir. Bu i fonksiyonuna E fonksiyonunun ters
fonksiyonu denir ve [t = E‘l ile gosterilir.

Teorem 3.29. E:UCD - E(U) CD, E(X) =& (x) + ¢ (x*gf (x) +E (x)) bir dual
analitik fonksiyon ve Vx € U C R igin &’ (x) # 0 olsun. Bu durumda, E dual fonksiyo-

nunun tersi var ise



biciminde bir dual analitik fonksiyondur.
fspat. E:UCD—E(U)CD,EF =& (x)+¢ <x*§’ (x)+ g(x)) bir dual analitik
fonksiyon, Vx € U C R i¢in &’ (x) # 0 ve E dual fonksiyonunun tersi var olsun. Bu

durumda, & birebir ve 6rten bir fonksiyon olup &~! vardir ve ayrica, Vx € U C R

igin & (x) # 0 oldugundan (E~") (y) = %@)

fonksiyon I : D — D, I (¥) = x + ex* seklinde olup

bicimindedir. Diger yandan, dual birim

dir. Benzer sekilde, (Jj o §_I> (¥) = 1(y) elde edilir. O halde, fonksiyonlarda esitlik

tanimindan

seklindedir. Ayrica,

/

&) = e ore(y(E) 0 (e (e
= p)+e(H M) +ED)

)

biciminde olup E_l fonksiyonu dual analitiklik sartlarini saglar ve u ile f fonksiyon-

lar1 C*-smifindan fonksiyonlardir. [

Sonu¢ 3.2.5. E:UCD - E(U)CD,EF) =E(x) +¢ (x*é’(x) —|—§N(x)> bir dual

analitik fonksiyon ve Vx € U C R i¢in &’ (x) # 0 olsun. O halde, E dual fonksiyonunun

tersi dual analitik bir fonksiyon olup bu fonksiyonun y dual de8iskenine gore tiirevi
dE! dET 9

= e T E - (Ees) mE T o)

bi¢imindedir.

Sonu¢3.2.6. E:UCD—E (U)CD,E(X) =& (x)+e <x*§’ (x)+¢& (x)> dual analitik
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fonksiyonunun tersinin tersi kendisine esittir. Gercekten, E dual analitik fonksiyonu-

nun tersi

/

e M+e(y (€)' 0)-(Eee)m(ET
= pO)+e( O +RY))
o)

o)

I
=|

seklinde dual analitik bir fonksiyon olup

= /

CE W (-EET W) (€T
€ () +E ()

) = E()+e (& @)E ()

NN

|
LI

(x) +€
(%)

I
Y

bicimindedir.

Teorem 3.2.10. U{,U,,V1,V, C D olmak iizere, & : U; — Us,

E® =& () +e(xE () +E ()

H(E) = () +e (¢ (0)+H ()

seklinde tamimli dual analitik fonksiyonlar olsun. Eger it ve E fonksiyonlart sirasiyla
X ve 1 (X) noktalarinda dual analitik fonksiyonlar ise bu durumda, Eoﬁ bileske fonk-
siyonu da dual analitik fonksiyondur ve ayrica, bu dual analitik fonksiyonun X dual

degiskenine gore tiirevi

seklindedir.

Ispat. E ve U fonksiyonlari sirasiyla £ (X) ve X noktalarinda dual analitik fonksiyonlar
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olsun. Bu durumda,

seklinde taniml1 dual fonksiyon bir dual analitik fonksiyondur. Burada,

(Eom) @) = (Eom) () +& (x (Eop) +F (@) (E'on) () + (Eop) ()

bicimindedir. O halde, bu fonksiyonun X dual degiskene gore tiirevi

d(Eom -
% (Eon) () + e (" (om) (9 +0) (&'o) (1) + (Eon) ()
= (WEte(n () +F ()
X (& () +e (' () + () " (1 (x) +E (1 (x)))
dpg _ d&
= E( )—)_C(H(x))
biciminde elde edilir. [

Teorem 3.2.11. U C D bir baglantili dual acik ciimle ve & : U C D — D, E(x) =
E(x)+e (x*é’ (x)+ E (x)) bir dual analitik fonksiyon olsun. Bu durumda,

dil = Edx
esitligi de nin integrali olarak adlandirilir ve
A® = [E@as
= /5 (x)dx+¢€ (x*cg (x) -I—/g(x)dx)
)

= p(x)+e @y (x)+n
seklinde elde edilir. Ayrica, a = a+ €a* ve b =b+ eb* € U olmak iizere,

E(X)dx=T(b) —E(a)

8 S——
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bicimindedir ([27] ve [33]).

Aciklama 6. Yukaridaki teorem 3.2.11 ile dual esitsizlik sistemini goz Oniine alalim
ve b = b+ eb* >p a+ ea* = a olsun. Bu durumda,

i) b > a olmak iizere,

b
[Ewax = 76)-E@
= BB o)+ (W ()= W @)+ (8) ()

- /aj Yax+e | b°E (b +/§

seklinde yazilabilir. Burada, £ ve E fonksiyonlart [a,b] C U aralifinda integrallenebilir
fonksiyonlardir.

ii) b=ave b* > a* ise bu durumda,

b
[E@dz=0-+e(b"E () - & (@)

seklinde sirf dual bir sayidir.

Teorem 3.2.12. U C D bir baglantil dual agik ciimle olmak iizere, &, 7 : U CD — D

icin

veE

(%) = p(x) +& (3w (x) + L (x))

dual analitik fonksiyonlar, b = b + €b* >p a+ €a* = a ve 5,5 , 1 ile g fonksiyon-
lar1 [a,b] C U aralifinda integrallenebilir fonksiyonlar olsun. Bu durumda, asagidaki

ifadeler vardir:

1) JE @) dx = — [E (x)dx

Q

Q
S

2) J€ (x)dx

Q ~— 9|

— b__ _b_
3) k = k+ €k* € D olmak iizere, [k& (X)dx = k[ & (X) dx seklindedir.
a a
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b ,_ b_ b
4] (EE@+RE) )dr= [E @drt [A (D) dx
5)¢=c+é&c* vea <p ¢ <p b olmak iizere, EE (X)dx + ?E (x)dx ?E (x) dx dir.

6) Vx € [a,b] C U igin {é(x) >0 yada <§ (x) =0ve gc(x) >0 }ise

dir.

dir.

Ispat. £, 0 C D — D dual analitik fonksiyonlar olsun. Bu durumda, » > a i¢in

75 dx-/é Ydx+¢€ (b*§ (b) — g(a)+7g<x)dx)

a

ve a = b ve b* > a* igin

b
/ X)dx =0+ ¢ (b*E (b) —a*E (a))

biciminde ifade edildigini biliyoruz. O halde, (1),(2),(3) ve (4) onciilleri integral
tanimi1 kulllanilarak kolaylikla gosterilir.

5)a=a+e€a*, b=b+eb* ve ¢ = c+ &c* olmak iizere; @ <p ¢ <p b,



veE

b b
73:/E(x)dx:/g (x)dx+e b*g(b)—a*g(a)+/§(x)dx

biciminde olsun. @ <p ¢ <p b dual esitsizligi ile tanimlanan dual siralama bagmtis
birlikte goz oniine alindiginda bu dual esitsizlik dort ciimlenin birlesiminden olusur:
i)a<c<b,

ii)a<c=Dbvec <b*,

iii)a=c<bvea* <c*,

v)a=b=cvea" <c*<b"

Her bir durum icin acgikg¢a goriiliir ki 17 + I = I diir.

6) Vx € [a,b] C U ig¢in {cg (x) >0yada (5 (x) =0ve g(x) > 0>} olsun. Eger b > a

7 dx_/g Ydx+¢ | b°E (b +/§

b _ _
seklinde yazilir. Vx € [a,b] i¢in & (x) > 0 ise [& (x)dx > 0 oldugundan 7 >p O elde
a

ise

edilir. Vx € [a,b] igin & (x) =0 ve g(x) >0 ise Zfﬁ (x)dx =0, £ (b) =& (a) =0 ve

b —
[& (x)dx > 0 oldugundan I >p O olur. Simdi de a = b ve b* > a* olsun. Bu durumda,
a

asagidaki esitlik mevcuttur:

b
7:/5( )dx =0+ (b* —a*) € (a)

Eger x = a = b igin & (x) > 0 ise (b* —a*)& (a) > 0 oldugundan I >p 0 yazilabilir.
Eger x =a = b icin & (x) = 0 ve & (x) > 0 ise T = 0 oldugundan T >p, 0 yazilabilir.
Boylece ispat tamamlanir.

7) Yukaridaki (6) onciiliine benzer gekilde ispat yapilir. O

Simdi, ¢cok degiskenli dual fonksiyonlarin analitiklik sartlarini inceleyecegiz. Bir
E:UCD'>D

E(X) =& (X1,X0 eey Xy X], X5 vy X)) —1—850 (15X wvey Xy X] 5 X5 0y X )
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biciminde tanimli dual fonksiyonunu ele alalim. Burada, X = (X1, ...,X,) = (x1,...,x,) +
€(x},...,X,) = x+ &x* seklindedir. E :U CD"— D, E =&+ 8§O dual fonksiyonunun

bir @ € U C D" noktasindaki kismi tiirevleri, limitin var olma sartiyla

& _ AE & (@, @it DXy Tn) =& (@, Tn)
— |z= lim = lim
o0x; Ax—0AX;  Ax—0 Ax,
bicimindedir. Burada,
& d _

L) e L@ ) e

= iim PO () —Ea v, a)

Xi—a; )_Cl' — ai

seklinde tanimlandigindan teorem 3.2.2 gz 6niine alindiginda, 1 <i <nigin §,, ve 5)91

verilen noktada siirekli kismi tiirevlere sahip ve ayrica,

dE 9" ¢
o 0V G T o,

1 l

seklinde olup bu E fonksiyonunun x; = x; + €x; dual degiskenine gore kismi tiirevi

9 9& 90
o om S o

*

biciminde elde edilir. Ayrica, sonug 3.2.1°den biliyoruz ki bu limit Axi oranindan
Xi

bagimsizdir. Bu durumda, & ve E° fonksiyonlarinin diferensiyellenebilmesi ile £2 = 0

oldugu g6z oniine alinip Dimentberg’in [33] tiirev i¢in yazdig1 ifade genellestirilerek
yukaridaki ifadeler asagidaki sekilde de bulunabilir:

£ :U C D" — D dual fonksiyonu i¢in limitin var olma sartiyla — |z ifadesi

ox;

* * * 0 * * *
d& (ay, ... Xiy ooy U, @5, Xy @) +€dEP (ay, .., Xiy . an,al, ... X5, ..,a)
dx; + €dx;

Exdx; + éx;dxj + € (ﬁgdxi + ig*dxj‘) (1 dx* )

l
dx; (1 -I-SZ);E) <1 — e‘éﬁ)

dxi
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biciminde olup bu ifade diizenlenirse

I (9E  IE dx; 980  [QE0 Q&N dxt Q& [dxi\?
ox; la= (ﬁ_xl + ox} dx,-) TE ( ox; + ox; Cox; ) dxi ox; \ dx; (3.2.6)

elde edilir. Burada, & ve £° fonksiyonlar1 birinci basamaktan siirekli kismi tiirevlere
%

dx’
sahiptir. Yukaridaki sart1 yerine getirmek icin (3.2.6]) esitligindeki y -

1

nin katsayilar

sifira esitlenirse

dE 9 ¢
o 0V s T on

l l

(3.2.7)

elde edilir. (3.27) denklemleri & dual fonksiyonunun analitiklik sartlaridir. (3.2.7)

denklemleri dikkate alindiginda asagidaki genel ifadeler yazilabilir:

E (X1, X2y weey Xy XT3 X5y ey X ) = & (X1, X0, 00y X))

ve
n ~

EQ (X1, X0, ey X, X X X = fox + & (x1,X0, 0y Xn) -
i i

O halde, U C D" den D ye tanimlanan dual analitik fonksiyonlarin genel gosterimi

ERX) = E(x1,x, X, X X5, )+ €E0 (X1, X0 e Xy X X XT)

= & (x1,x0,.00xn) + € (ixf% + g(?ﬁ,xz, ...,xn))

i=1 l

— E()+e (ixfg—fi +& (x>> (3.2.8)

i=1
seklindedir. Ayrica, (3.2.6) ve (3.2.7) denklemleri dikkate alinirsa

0 & 9¢E0
% on Cox

olur. (B.2.8)) esitliginden asagidaki genel ifade yazilabilir:

3 0
8xj 8xj ax]'
€ R 3
= a_xjjug(;x,. axjaxi+a_)cj : (3.2.9)
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Buradan goriilmektedir ki E dual analitik fonksiyonunun x; = x; + sx; dual degisken-
lerine gore kismi tiirevleri x; reel degiskenlerine gore kismi tiirevlerine indirgenebilir.
Burada, & en az ikinci basamaktan siirekli kismi tiirevlere, E da en az birinci basamak-
tan siirekli kismi tiirevlere sahip fonksiyonlardir ve 1 < j < n dir. Bu ¢alisma boyunca,
& ve E fonksiyonlarin1 C*-sinifindan fonksiyonlar olarak ele alacagiz. Ayrica, & dual
analitik fonksiyonlarinin dual analitik bélgelerinin U = (U C R") x R" € T ciimleleri
oldugu agiktir. Eger E fonksiyonu U C D" ciimlesinin her noktasinda analitik ise E ye
U iizerinde analitik fonksiyondur denir.

Ornegin;

E(X1,%2) = X3 +2x0 + € (2x1x} +2x3)

dual fonksiyonunu ele alalim. & = x} 4 2x; ve £ = 2x;x% + 2x5 denilirse & fonksiyonu
dual analitiklik sartlarini saglamaktadir ve § = x% +2x; ile E = 0 fonksiyonlarinin C*-
sinifindan oldugu agiktir. Herhangi bir @ = (@;,@,) € D? noktasindaki & dual analitik

fonksiyonunun kismi tiirevleri

a_ — f— __ — f—
2| o= g ST e (@,0)
axl X1—ay X1 —ai
. X3 +2ay + € (2x1x} +2a3) — a} — 2a; — € (2ara} +2a3)
= im
(xl,xT)H(al,a’l‘) X1—ay;+é& ()Ci< —a’f)

— lim  [(x+a1)+e((x+a})))

(xl X1 ) — (a1 ,aj

= 2a —l—«E‘Z(fi<

ve

a_ __ —_— ___ —
NN {ORSES (06
ox; Y= Xy —ap

_ bm 2xy —2ap + € (2x5 — 2a3)

(xz,xé)%(ag,aé) X2 —ay+ € (x; — az)

= lim {2+s(2x3_2“§—2(x3_“3>)]
(x2 ,x;)%(ag,ai) X2 —ap X2 —a

= 2+4¢€0

seklinde elde edilir. (3.2.9]) denkleminden de aymi sonuglarin elde edilecegi kolay bir
sekilde goriilmektedir.
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Sonug 3.2.7. & : U C D" — D dual analitik bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

EW=E0 e (Zlﬁ%é <x>>

seklinde olup & ve E fonksiyonlar1 C*-smifindan oldugundan E dual analitik fonksi-

yonunun X; = x; + ex;‘f dual degiskene gore kismi tiirevleri

£ (Bt

a)_Cj N a_x_,+8 l.zlxi 8xj8xi 8xj
SN C R
= o e\ X anan T o,
It -
e, (v 0(5F) o
= gj—*—g ;xi aXi +8_Xj
seklinde yazilabilir (1 < j <n). Eger — dsyr =uve — (=N = U denilirse,
ox; ox;
& ST
% - ase(fodton)
= H(x)

elde edilir. O halde, u ve u fonksiyonlar: C*-sinifindan ve [t fonksiyonu dual analitik-

lik sartlarini sagladigindan — dual fonksiyonu dual analitik bir fonksiyondur.

0%
Tanim 3.2.13. E : U C D" — D biciminde tanimh dual analitik fonksiyonlarin ciimle-

sini C (U - D”,D) ile gosterelim. Bu durumda,

C(UCD"D)= {EIEU D,é(f)Zé(X)+8<iXT%+g(X)>}

i=1

seklinde ifade edilir. Ayrica, £ : U CD" — D", 1 (x) = (&t; ), 1, (), ..., [, (X)) dual
fonksiyonunu ele alalim. Eger 1 < j <migin I : U C D" — D dual fonksiyonlari dual

analitik fonksiyonlar ise bu durumda, (& dual fonksiyonu da dual analitik fonksiyondur.

Sonuc 3.2.8. .11 : U C D" — D dual analitik fonksiyonlarini ve A = A + eA* € D

dual sayisini ele alalim. Boylece, asagidaki fonksiyonlar tanimlanabilir:
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= AE()+¢ (Zx (xg—i) +AE (x)+AE (x)) .

(Eiem)® = E@-E®
L (Fuwrew)

= SWux)+e ~
+6 () 11 (x) + & (x) p (x)

Teorem 3.2.14. E ve [ fonksiyonlar1 U C D" den D ye tanimh dual analitik fonksi-
yonlar ise bu durumda,

NE+m

i) &1

i) 2. (reel (1(9) #0

fonksiyonlar1 da dual analitik fonksiyonlardir ve bu fonksiyonlarin X; dual degiskene
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gore kismi tiirevleri sirastyla,

08 om 9% _ . 5. OE It
7 o o OO 0 T e

dir.

Ispat. E,H : U C D" — D dual analitik fonksiyonlar olsun. Bu durumda, E ve 1 dual

analitik fonksiyonlarinin

veE

seklinde yazilabildigini biliyoruz. Burada, &, u, E ve [t fonksiyonlart C*-sinifindandir.

(i), (i) ve (iii) onciillerindeki fonksiyonlarin dual analitik fonksiyonlar ve (i) ile (if)

onciillerindeki fonksiyonlarin X; = x; + Sx;‘- dual degiskenine gore kismi tiirevlerinin
0 dm  JE _ — . on

a—)_cjia—)_CjVeT)_cj H(X)JF&(?_C)'(;—)_CJ

oldugu kolayca goriilmektedir. Ayrica, i (x) # 0 (Vx € U igin) olmak iizere,

()  Ew
% (we)

1 1

— +& X
gx)  p(x) i=1

bi¢iminde olup bu dual analitik fonksiyonun x; = x; + Sx;f dual degiskenine gore kismi

tiirevleri
u p ~ .\ OH
G oy [ () e Yy
J%; () | & oo () (n(x)’
of
_ o
(T (%))
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seklindedir. O halde, bu teoremin ikinci Onciilii de g6z 6niine alindiginda

o\ 98 g OH
8(;‘%) - a—)_cj'ﬂ(x)—i(x)'a—)_cj
Ix;j (7))
elde edilir ve boylece ispat tamamlanir. [

Teorem 3.2.15. u : ICD—UCD"ve &:U C D" — D dual analitik fonksiyonlar

olsun. Burada,

@) = (1), 1@), 1, (1)

veE

E(x) = 5(xl,xz,...,xn,x’f,xﬁ,...,xf;)—|—£§O(xl,xz,...,xn,xT,x;..,xZ)

= G (;ﬁ#é <x>>

seklinde olup &, ,u,g ve 1 fonksiyonlari C*-sinifindandir. Eger @t ve E fonksiyonlar1
sirastyla 7 ve JI (7) noktalarinda analitik ise & oI : T C D — D bileske fonksiyonu da

dual analitik bir fonksiyon olup bu fonksiyonun 7 dual degiskene gore tiirevi

Eoll (Eop)” 4 (/q y o s
d(édi NN RECEURORS (<~u<r>,;§l<5xi Wi?))
+(Eon)
(3.2.10)
bicmindedir. Burada,
Eom) (=Y 5 () W 1

i=1

dir.

Ispat. :7C D — U CD"ve £:TU C D" — D dual analitik fonksiyonlar olsun. Bu
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durumda, & o1 : T C D — D bileske fonksiyonu

_ .
(Eom) () = (Gom()+e = >

- h@»+e@%%n+2a»
— ()

seklinde tanimlanir. Burada, A ile h fonksiyonlar1 C**-simifindan fonksiyonlar ve & fonk-
siyonu dual analitiklik sartlarin1 saglar. Boylece, & o I bileske fonksiyonu dual analitik

bir fonksiyon olup 7 dual degiskene gore tiirevi

WER) e TR 0 G <<~ﬁ 0.k Eon 07:))
N +<§ou) )
seklinde elde edilir. O

Sonuc¢ 3.2.9. Tanimlanan dual-i¢ carpim fonksiyonu ile dual analitik fonksiyonlarin

bileskelerinin dual degiskene gore tiirevi uyum icersindedir. Gercekten, yukaridaki te-

oremden de acik¢a goriiliir ki E o i bileske fonksiyonunun tiirevi
d(Eom) oz o

- E e E o) a2 o)

- <<§ﬁ .. jé) Fo, (B %, ) (f)>D(3.2.11)

seklinde de yazilabilir. (3.2Z.17]) esitligi agilirsa (3.2.10) esitliginin elde edilecegi ko-

laylikla goriiliir.

Tanim 3.2.16. £ :V C D" —» D/ ve i : U C D" — V C D" iki dual analitik fonksiyonu

ve



biciminde olsun. Burada, & (x) = (& (x), ..., & (x)), & (x) = (El (), & (x)> u(y) =
(W () i () ve (y) = (U1 (y), -+, i (v)) fonksiyonlar1 C*-simifindandir. Bu

durumda, 1 fonksiyonunun goriintii ciimlesinin & fonksiyonunun tanim ciimlesinin

icinde olmas: sartiyla, [ ile E dual analitik fonksiyonlarinin bileskesi

EoTl UQD”—>D1
o

(Eom)6) = E@)
seklinde olup
(Eom) )= EomO+e | o (@), VE 1)) s (B 0) . VE W)Y
+(Eon) )

dir. Burada, 1 <i < 1igin V& (1 (1)) = (&, (1 () s Einy (0 (1)) ve 1 < j < nigin

d(Eop) dw,  9¢ dup | 9& Iy, IE
S = gy ) g wON+ R0 2 O+ ) S ()
seklindedir.

Acklama 7. £: U CD' D", E(x) = (El 7),& (3),...E, (x)) bir dual analitik
fonksiyon ve Vp = p+ ep* € U C D" igin rankJ (€, p) = n olsun. Burada,

B =E()+e (ilxjj—i+5<x>)

bigiminde olup & (x) = (€1 (1) &2 (x) - & (1)) ve £ (x) = (& ().8 (0).. £, ()
fonksiyonlart C*-sinifindandir. O halde, Vp € U i¢in g—f] (p) # 0 dir. Bu durumda,
peUise & (p) €& (U) ve ayrica, p* € R” ﬁ(p) # 0 ve

’ 8xj
dual (& (7)) = (P11, (P) -+ Prcr,, () + 81 (D) s oosPi, (P) o+ P, (P) +En ()
biciminde oldugundan asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 3.2.17. £: U CD" — & (U) CD", E (%) = (El 7,8, (),....E, (x)) bir dual
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analitik fonksiyon olsun. Burada,

oresoelf o)

bigiminde olup & () = (&1 (¥),& (x) -, & (1) ve £ (¥) = (& (x),& () & ()
fonksiyonlar1 C*-smifindandir. Vp = p+ep* € U C D" igin rankJ (€,p) = n ise € :

U — & (U) dual analitik fonksiyonunun tersi

f:&(U)—U

gy =u(y) +e (i,ly}fg—;i +ﬁ(y)>

biciminde tanimh dual analitik bir fonksiyondur. Burada, pt (y) = (€ |v) "' (y) ve 1 <
i < nigin i (v) = (=€ (1 (), Vi (v) ) dir [32).

Teorem 3.2.18. E : U C D" — D bic¢iminde tanimli dual analitik bir fonksiyon olsun.

Bu durumda, 1 < j k < nigin

9%E 9%E

X 0x;  0X;0%

dir.

Ispat. E : U C D" — D bi¢ciminde tanimli dual analitik bir fonksiyon olsun. Bu du-

rumda,
E@=E+e <21§—5+E <x>>

seklinde olup & ve E fonksiyonlart C*-smifindandir. 1 < j < n i¢in bu dual analitik

fonksiyonunun X; dual degiskenine gore kismi tiirevleri

08 9k [y 9% 98
3 a—x,“(;tax,axﬁa—xj (212

n (925 ag
N 8xj 8<le8x,8xj 8xj>

i=1

= n) e (ix:‘%w(x))
i=1 ‘
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- oE —
biciminde olup u ve u fonksiyonlart C*-smifindandir 6yle ki 8__5 eC (U C D”,D)
Xj
dir. O halde, (B.2.12)) esitliginin tekrar X; dual degiskenine gore kismi tiirevleri alinirsa

9%E %) " P IR
o5 :—”+e<2* u+u>

8xk8xj 8xk

_ Z 2*u LIk
laxlaxk Ix;

elde edilir.

w_ e e o rE %
8xk N axkaxj' N 8xj8xk ve 8xk n axkax]‘ N 8xj8xk

oldugundan asagidaki esitlik mevcuttur:

7t _ 9% +e<zn: % 825 ) (3.2.13)

8xk8)‘cj &xﬂxk i 8xl8xj 3xk 8xj 8xk

Diger yandan

A& 98 R 3
FE a—xk“(;zax,axﬁa—m
dh ~

= h(x)+e¢ (ix:‘a—xl-l-h( ))

olup buradan

?E oh . i 9h +8h
a)_Cja)_Ck N 8xj ’8 8)61 8j

N 8xj8xk T+ (;x, axlﬁxﬂxk (9xj8xk) (3-2.14)

esitligi elde edilir. (3.2.13]) ve (3.2.14)) esitlikleri birlikte g6z 6niine alinirsa

PE 0E
afkax]' N 8fj8xk

dir. O]

— - . 3 ) -
Sonu¢ 3.2.10. x = X + &x* € D" bir dual vektdr olmak iizere, bu dual vektoriin

61



normu X # 6> icin

seklinde tanimlanir.

E X1y ) = E (X1 ey Xn) = /2T + X3+ ..+ X2

denilirse (x1,x2,...,Xx,) # (0,0,...,0) i¢in & fonksiyonu C*-sinifindandir ve bu & fonk-

siyonunun x; reel degiskenine gore kismi tiirevleri

9% _ X
8x,~ N

— Xi
]

x% —|—x% + ot x2
bi¢imindedir. Bu durumda, dual norm fonksiyonu

%X
|, - el

= ||xX <x* 4 x5 e X % )
Il sy ey T
n *a
— é(x)—{—S(i_leia—fi)

seklinde yazilabilir. O halde, tanimlanan dual norm fonksiyonu da 6zel bir dual analitik

7

fonksiyondur.

Tamm 3.2.19. p= (p1,p2,.., Pns D]+ P55 --r Pyy) € R?" ve {xi, s Xy X, e, X b R%" nin

koordinat fonksiyonlart olmak iizere, 1 <i < nigin
xR =R, x;(p) =pivex; : R =R, xi (p) = p}
seklinde olup
(xi,%7) | R = R xR, (x;,x7) (P) = (i (P) %] (P))

yazilabilir. Bu durumda,

k:D" R k(p)=p
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seklinde tanimli fonksiyon birebir ve drten olup X; = x; + €x] dual koordinat fonksi-

yonlar1

diyagrami g6z Oniine alindiginda asagidaki sekilde yazilabilir:
X =ky Lo (xi,x)) oky. (3.2.15)

Bu durumda, (3.2.13)) esitligi goz 6niine alindiginda X; = x; + €x; dual koordinat fonk-
siyonlar1 agagidaki sekilde elde edilir:

Xi(p) = xi(p)+exi(p)

= pitep;

= Di

Burada, p = (p;,P2,-.-,P,) ve 1 <i<ndir.

Sonuc 3.2.11. Yukaridaki tanim goz oniine alindiginda, U C D" den D ye tanimli dual

analitik fonksiyonlarinin X = p noktasindaki degerleri
E(p) =& +e&°(p)
biciminde olup

c(x(P) = c&i(p).x2(p);-xn(p))
+E€ (ilx;k (ﬁ)g_fl(xl (ﬁ)vx2 (ﬁ)?""xn (m)+g(xl (ﬁ)aXZ (m7"'axn (ﬁ)))

- .06 z
= g (p17""pn) +8 (Zpl g (p17"'7pl’l)+€ (pl""’pn)>
i=1 i
seklinde elde edilir. Burada,

E(pryonpn) 2 E 1 (3) 22 (B) s ooostn (7))
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veE

E Pty pn) = E (1 (B) 2 (B) % (P))

bi¢cimindedir ve ayrica, & ile E fonksiyonlarimin

E : UCR'—-R

p — &(p)=8&x1(p),x2(p),-xu(P)),

sekline de indirgenebilecegi kolaylikla goriilmektedir.
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4 . DUAL UZAYDA DIFERENSIYEL GEOMETRI

Bu boliimde, oncelikle dual lineer bagimlilik ve dual lineer bagimsizlikla ilgili birkag
tanim ve teoreme yer verilecektir. Bu ifadeler, ([27] ve [30l]) kaynaklarinin 1s1¢inda
bu kaynaklardaki tanimlara ve teoremlere kiiciik diizeltmeler ve eklemeler yapilarak

incelenecektir.

= = = . oo A
Tamim 4.0.1. X |, X 2,..., X € D" dual vektorlerve 1 <i<kiginA; =21+ €L €D
olsun. Bu durumda,
k =
==
Z)L i Xi= 0
i=1
o ST A 2 = = ) .

esitligi en az bir A; # 0 i¢in saglaniyorsa, X 1, X 2, ..., X ; dual vektorleri dual lineer
bagimlidir denir. Dual lineer bagimli olmayan dual vektorler dual lineer bagimsiz ola-
rak adlandirilir [30]].

e
Tanim 4.0.2. D" nin bir S = { X1y X2yeeey X k} alt ciimlesi lineer bagimsiz ve Sp {S} =

D" ise S ciimlesine D" nin bir baz1 ad1 verilir [27]].
.. — o= = =

Tanim 4.0.3. 1 <i <k icin V?i # 0 olacak sekilde x|, X 2,..., X x € D" dual vek-
torleri verilsin. 1 < i, j < k i¢in <x iy xj>D =0 (i#j)ise ® = { X1, X2,..., xk}
climlesi dual ortogonal climle ve bu ctimlenin her bir elemaninin normu 1 + €0 ise bu
climle dual ortonormal ciimle olarak adlandirilir.

Teorem 4.0.4. 1 <i <kicin VX, # 0 olacak sekilde x 1, x 7,..., x x € D" dual vek-

= =

= .. . . . <
torler olsun. ® = { X1, X2,y X k} climlesi dual ortogonal ise dual lineer bagimsiz-

dir.

Ispat. 1 <i<kigin VX # 0 olacak sekilde ® = { X1y, X 25y X k} dual ortogonal

bir ciimle ve A; = A; + e\ € Digin

-2 == == =
l]Xl—l—lzxZ—f—...—l-lkxk:O 4.0.1)
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olsun. (.0.1)) esitliginin her iki tarafi sagdan x ; ile dual i¢ carpima tabi tutulursa
— = = _
2 (F1,%1) =0
D

= = —
elde edilir. < 2.3 1>D — (7, %)) +82<71,)71> — a+ea* olup ¥ # 0 oldu-
- /= = _ ~
gundan a # 0 dir 6yle ki A < X1, X 1> = 0 iken A; = 0 olmak zorundadir. Benzer
R P N . .
sekilde, X ,..., x4 dual vektorleri sirasiyla (.0.1]) esitligi ile dual i¢ ¢arpima tabi tu-

tulursa

A=23=..=2;=0
elde edilir. O halde, ® = { X1, X2yeuy X k} climlesi dual lineer bagimsizdir. [

=
Teorem 4.0.5. 1 <i<kicin x ;= 7,‘—}—8)6?- (?i,x? € R”) olmak iizere, eger 71,72,
= = = . .
e X € R" vektorleri lineer bagimsizise X 1, X 2,..., X € D" dual vektorleri dual li-
neer bagimsizdir.

Ispat. B4 , 72, s 7k € R" vektorleri reel lineer bagimsiz ve

-2 == = =
AMX1+A2Xx2+...+A,x;,=0

esitligi var olsun. Dual vektorlerde esitlik tanimindan
%
MT 1+ T4+ AT =0 (4.0.2)

\

T AT ot ot BTt x4 Do ot Ay = O 4.0.3)

elde edilir. Hipotezden; 71 , 72, . 7;( € R" vektorleri lineer bagimsiz oldugundan

Al =2y = ... = A = 0 dir ve bu degerler (4.0.3]) denkleminde yerine yazilirsa
* * * e
M I+ T+ + T = 0

olur. Ayni sekilde, 71,72, ey 7k € R” vektorleri lineer bagimsiz oldugundan A} =

= = = =2 =
A =...= A} =0olur ve boylece 1 <i<kicin A; =0elde edilir. O halde, x 1, X 2,..., Xy €
D" dual vektorleri dual lineer bagimsizdir. [
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%
Teorem 4.0.6. 1 <i<nigin x ;= ?i—kEx? (71-,)? S R”) olmak iizere, eer 71,72,

l
s 7,1 € R" vektorleri lineer bagimsiz ise @ = { X1, X200y X n} ciimlesi D" nin bir

bazidir.

Ispat. 1 <i<nicin

seklinde ve X , 72, v X, € R" vektorleri lineer bagimsiz olsun. Bir 6nceki teorem-
= =2 = . : 3 2 22

den { X1, X2,y X n} climlesi dual lineer bagimsizdir. Ayrica, { X1y, X2,0y X n} C
D" ve dual uzay toplama ve dual skaler ile carpma islemlerine gore kapali oldugundan
Sp{ X1y X2,y X n} C D" dir. Simdi, Vy € D" icin

= = - =

x Xo+..+A, X, (4.0.4)
olacak sekilde A1,A5,...,A, dual katsayilarnin var oldugunu gostermeliyiz. (E.0.4)

esitliginin matris formu

i x| X X! A
2| % X, A
| | R
[71’]19‘9 - [A]nm' [lz} 1<i<n (4.0.5)

seklindedir ve [A] = [A]+&[A*] denilirse

Xn

x% xé x!
2 2 2
X X X
1 2
[A] = "
n n
Xt x X
| 1 2 1 nxn
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bi¢iminde olup ¥, X3,..., ¥, € R" vektorleri lineer bagimsiz oldugundan [A] mati-

sinin tersi vardir dyle ki [Z] dual matrisinin tersi de

A7 =1 e (- A A Al

bi¢imindedir [34]. Bu durumda, (#.0.3)) esitliginin her iki tarafi soldan [A] e carpi-

lirsa

- A - = = - .
elde edilir 6yle ki A1, A,,..., A, € D vardir. O halde, D" C Sp{ X1, X200, X n} dir ve

= = = -
bt’)yleceD”:Sp{xl, X2, xn} elde edilir. [
= N 2=
Teorem 4.0.7. Vy € D" icin < vy, X >D 0 dir.

=0dir & x =
—-=

= = .
Sonug 4.0.1. 1) D" nin bir alt ciimlesi ® = { X1y, X2,y X k} olsun. Eger ® ciimlesine
ait en az bir dual vektoriin reel kismu sifir vektorii ise @ ciimlesi dual lineer bagimlidir.
- = -
2) d = { X1y X2yemes 5{,1} climlesi D" nin bir bazi olsun. Bu durumda, D" nin her

eleman1 & deki elemanlarin bir (dual) lineer birlesimi olarak tek tiirlii yazilir.

Aciklama 8. Veldkamp ¢alismasinda [30], “X,y € R3 vektorleri sifir vektoriinden

- -
farkli olmak iizere, X = X + 897 ve y =¥ + 8)7 € D3 iki dual vektor olsun. Bu

2. = : . y 2 = = o
durumda, x ile y vektorleri dual lineer bagimhidir. & x xp y = 0 dir.” seklinde bir
- =

teoreme yer vermistir. Fakat, ¥ = %’ —I—SF =(1,0,0)+€(1,2,0)ve y =y +87 =
(1,0,0) +£(2,1,0) € D? dual vektorleri igin

s s =

AMX+Ay =0
esitliginin 4; = A = 0 ve A; + A = 0 seklinde olan 11,1, € D igin saglandig1 ko-
laylikla goriiliir ve yukaridaki tanimdan da goriilmektedir ki bu iki vektor dual lineer

bagimhidir. Fakat bu iki vektoriin dual vektorel carpimi

- = =
X xp ¥ =(0,0,0)+£(0,0,—1) £ 0

oldugundan Veldkamp’in vermis oldugu teorem eksiktir. Bu teorem asagidaki gibi ol-

malidir:
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— —
Teorem 4.0.8. ¥ = X + 8)? ve y = 7 + .*':‘yj € D? iki dual vektdr olsun. Bu du-
rumda, asagidaki onciiller vardir:
N -2 - - : <
i) x xpy = 0 ise x ile y vektorleri dual lineer bagimlidir.
. . .. = =
ii) ¥ ile 7 vektorlerinden en az biri sifir vektoriinden farkli olsun. O halde, x =14y
= == L 2. = 7.
(Veya y =4 x) olacak sekilde A € D vardir. < x xp y = 0 dir.
Ispat. ii) X ile 7 vektorlerinden en az biri sifir vektoriinden farkli olacak sekilde
- - = = 5. ) . —
X =% +extve y = 7 + €y* € D’ iki dual vektor olsun. Kabul edelim ki 7 # 0
olsun.
T~ o = Lo
Simdi, x = A y olacak sekilde A € D var olsun. O halde, y = 7 + €y™ biciminde
olup hipotezden ¥ =17 ve x—*? = A)T*? + A% elde edilir 6yle ki

Txp3 = TxT+e(Txy 47 x7)
= 2T +e (1 (T 27) A (5T xF) 427 (7 < T)

- =
= 0+4+¢€0
_>

= 0

dir.
-~ ) "
Tersine, x Xxp y = 0 olsun. Bu durumda, dual vektorel ¢carpim ve dual vektorlerde

esitlik tanim1 goz Oniine alinirsa
_>
¥xy=0 (4.0.6)

\

x4 xY =0 4.0.7)

elde edilir. Bu durumda, (&.0.6)) esitliginden ¥ = A7y (7 + ﬁ) olacak sekilde A € R
vardir. Bu esitlik, (£.0.7])) denkleminde yerine yazilirsa )7 — 17 = 1Y olacak sekilde
U € R vardir 6yle ki

T = Toed
- z7+e(17+u7)

- 715
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elde edilir. Burada, A = A + ey bigimindedir.
i) Bu onciiliin ispati (ii) onciilii kullanilarak gosterilebilir. O

_>

Teorem 4.0.9. x, y € D" iki dual vektor olsun. Bu durumda,
= = 212 2P
(3.3), =00 [F+5 ], = 7], + 51,

dir.

: - - = = _
ispat. ¥ =¥ + 8? ve y =y + 8y_*? iki dual vektor ve < X,y >D = 0 olsun. Dual

sayilardaki esitlik tantmindan
(Z,7)=0ve < y_*?>+<)7,7> —0
b o — 4

elde edilir. Eger X = 7 = 0 ise, 0o zaman

%55 = 15,4151

*+y o Vb
e . o - . 9 . .-

esitligini elde ederiz. Eger X=0vey # 0 ise asagidaki esitlik yazilir:

7]} = 1 e (2 ) (2.7)  (73)+ (1)
= Y2 ((7.50))

— 112
= X
IZ 151,

— — —
Bu esitlik ¥ = 0 ve ¥ # 0 iken de saglanir. Simdi, kabul edelim ki ¥ # 0 ve
¥ £ T olsun. (¥,7) =0 oldugundan ¥ +y vektorii sifir vektoriinden farklidir ve
boylece, asagidaki esitlik yazilabilir:

T+ = 1Im+7Pre2((Z )+ (25 + (& 37)+(7.5))
= R+ e2((7.5)+(3.57))
= [+,

— 112
b + H y H olsun. Eger X ve 7 vektor-

= = b e s 1 -
lerinden en az biri sifir vektoril ise, o zaman ( x , y >D = 0 elde edilir. Simdi, X # 0

_>
o 2.7 v 7+ 7= |
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%
ve 7 # 0 oldugunu varsayalim. Hipotez goz oniine alindiginda asagidaki esitlikleri

yazmak miimkiindiir:

1%+ =171+

ve
(7)) +(7)=0
.1 = = — .. .
Boylece, bu esitlikler < X,y >D = 0 yazilmasina izin verir. [
= = = .. C
Sonu¢ 4.0.2. X, X 2,..., X ; € D" dual vektorler olsun (k <n).1 <, j<kicin eger
- = _
< Xi X j>D =0 (i # j) ise asagidaki esitlik mevcuttur:

2 — 112 — 112 —
=%l 172l + -+ [7 4]
D D D

=2 = = 2
HX1—|-XQ—|—...—|—)C/<H .

Tamm 4.0.10.
R” x R" = {(7?) R GR”}

climlesini ele alalim ve bu ciimle iizerinde esitlik, bir i¢ islem ve bir dis islem asagidaki
gibi ifade edilebilir:

i) (7, )7 > = (7, 77) olmasi icin gerek ve yeter sart X = 7 ve F = )7 olmasidir.
ii) (7,?) ve (7,y ) € R" x R" i¢in

+1: (R"xR") x (R"xR") - R" xR"
(77) +1 (77) = <?+7,?+7>.
iii) (7?) ER"xR"ve X = A +€A* € D igin
1:Dx(R"xR") - R"xR"

7 (7,?) - (z?,a? +27).

Sonug¢ 4.0.3. R" x R" = {(7,? ) | 7,)7 € R”} ciimlesi iizerinde tanimlanan +;
ve -1 islemleri g6z Oniine alindiginda (R” x R",+,+;) ctimlesi (D,+,-) tizerinde bir

modiil olusturur. Kolaylik i¢cin +7 ve -1 islemleri yerine + ve - islemlerini kullanacagiz.
Teorem 4.0.11. (R" x R",+,-) ve (D",+,) ciimleleri (D,+,) iizerinde birer modiil
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olmak tzere, V (7, x7 ) e R" x R"i¢in

=
X

f:R"xR"%D",f(?,x_*?) _ T rexd

seklinde tanimlanan fonksiyon bir (modiil) izomorfizmdir.
ispat. Birebirlik: v (7 o ) : (7, 7) € R" x R” olmak iizere, f (7 ?) —f (7, F)
olsun. Bu durumda, f <7, xj ) =%+ ex7 seklinde tanimlanan fonksiyon goz oniine

alindiginda

7+s;7=7+sy_*2

seklinde olup dual vektorlerde esitlik taniminindan Y= 7 ve x—*? = )7 elde edilir.

Bisyloce] (7,)7 ) - (77) oldmtindang@trebirdid

Ortenlik: V? =5+ syj € D" i¢in f (7,?) =5+ &‘yj olacak sekilde (7, )?) =
7, ?) € R" x R" vardir. O halde, f ortendir.

Lineerlik: V (7,)7) , (7,7) eER"xR"ve VA = A +eA* € D icin

f(I(?F)Jr(?y_*?)) = f(?n7+7,7w7+7t*7+y_*2)
= (/17+7)+e(1x_*?+z*7+y_*z)
= (l+81*)<7+£?)+(7+87>
- E (22 (7)

seklindedir.
_>
Sonug olarak, f (7, )7 ) =X+ 8)7 = x seklinde tanimlanan fonksiyon (modiil) izo-
morfizmdir. 0
.= = — C .
Teorem 4.0.12. R" vektor uzayi, D" nin A = { X=X+ 0 | El= R”} biciminde
tanimlanan bir alt climlesine izomorftur [27]].
. _ - — . . .
Ispat. A = { F=%+¢€0 | X e R”} seklindeki ciimleyi ele alalim ve bu ciimle iize-

rinde bir i¢ iglem

= = s
X4+y=X+Y+e0 cA

ve A € R igin bir dig islem

AT =AT+e0 €A
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bicimindedir. Bu durumda, f: A — R", f <7 + sﬁ) =% seklinde tanimli fonksiyo-

nun birebir ve orten oldugu kolaylikla goriilmektedir. Diger yandan,

f(»?ﬁ?) = (A7 +7 +£0)
= AX+Y
= 7Lf<7+£6>)+f(7+86>>
= 2/(3)+1(5)

oldugundan tanimlanan fonksiyon lineerdir. O halde, f fonksiyonu izomorfizmdir. []

Tanim 4.0.13.
R = {X = (X1,X2, ooy Xy X1, X550y X0 ) | X3, 67 €R, 1 < i< n}

seklinde tanimlanan climle iizerinde esitlik, bir i¢ islem ve bir dis islem asagidaki se-
kilde tanimlanabilir:
i) X =Y olmasi igin gerek ve yeter sart x; = y; ve x; =y’ olmasidir.

.o 2 o« .
i) X = (X1,X2, 0, Xn, X7, X5, o0 X)) VE Y = (V1,¥2, o0y Y, Y15 Y55 -, ¥5) € R7 igin

+2 : R¥xR™ - R™

X+2Y = (X14Y1 X+ VX +Y] 50, X0 +35)
ii1) X = (X1,X2, ey X, X}, X5, 0, X5) € R? ve A =A+eAl* €Digin

2 ¢ DxR™ R

AaX = (Axy,...,Axp, Ax] +ATX, ey AX AT X)

Sonuc 4.0.4. Yukarida tanimlanan + ve -, islemleri g6z 6niine alindiginda (RZ”, +9, -2)

ciimlesi (D, +, -) birimli ve degismeli halkasi iizerinde bir modiil olusturur.

Teorem 4.0.14. (R2”,+2,-2) ve (D",+,) ctimleleri (D,+,-) iizerinde birer modiil
olmak iizere, VX € R?" i¢in g : R — D", g(X) = ¥ + 8)7 seklinde tanimlanan
= x

fonksiyon bir (modiil) izomorfizmdir. Burada, ¥ = (x{,...,x,), x* = (x%,...,x%) ve

X = (x1,...,%, X7, ..., x;;) seklindedir.
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Sonuc¢ 4.0.5. Sirasiyla teorem 4.0.11 ve teorem 4.0.14 de ifade edilen f : R" x R" —
_>
D", f (7,)7) = 7—1—8? =X veg:R”" D" g(X)= 7—1—8)? fonksiyonlar1 goz

oniine alindiginda asagidaki ifadeler yazilabilir:

(7,?) £7+e)7,

=

* sk *\ ~
(x17x2,...,xn,xl,xz,...,xn):7+€x )
4.1. Dual Yone Gore Tiirev

- = . o . .
Tamm 4.1.1. ¥ = ¥ +ex* € D" bir dual vektor ve p = p+&Ep* € D" bir dual nokta

olmak tlizere,
-\ =
D" = {5} x D" = {(,—), f) IE eD"}

climlesi iizerinde esitlik, bir i¢ islem ve bir dis islem asagidaki sekilde tanimlanir:

N (= = _ = .. L. _ . 2
i) (p, x) = (q, y ) olmasi i¢in gerek ve yeter sart p =g ve x = y olmasidir.

ii) v (p, 3?) : (p, i ) e {p} x D" icin

@: ({p} xD") x ({p} xD") — {p} x D"

(7)o (7) - (p7+7)

i) V <T),§’>> e {p} xD"ve VA € D igin
©:Dx ({p} xD") = {p} xD"

o) (ﬁ,?) = <p,I~§“>>.
Sonug 4.1.1. {p} xD" = {(1_9, ?) | ? € D”} ciimlesi tizerinde tanimlanan & ve ©
islemleri goz oniine alindiginda ({p} x D", ®,®) ctimlesi (D,+,-) birimli ve degis-
meli halkasi iizerinde bir modiil olusturur. Boylece, ({p} x D", ®, (D, +,-),®) cim-
lesine dual tanjant uzay1 ve bu ciimlenin her bir elemanina dual tanjant vektorii adi

verilir.

Sonu¢ 4.1.2. {p} xD" = {(1‘9, x) | x € D"} ctimlesinin her bir elemani, & ve ©®
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islemleri g6z Oniine alindiginda

<1—a,§>> = <ﬁ,7+8)7>
— (p,?)@e@(p,?)

= (ﬁ,7+sﬁ>) Pe® (ﬁ,?+£ﬁ>
seklinde yazmak miimkiindiir.

%
Aciklama 9. Sonuc 4.1.2 dikkate alindiginda, elemanlari (ﬁ, X +e0 ) seklinde olan

ciimle B ile gosterilirse,

B= {(ﬁ,?ﬂ?ﬁ) | peD", X eR”}
seklindedir. Bu durumda, bu ciimle {izerinde bir i¢ islem

(1—9,7+86>> i (1—9,7+sﬁ> = (p,7+7+86>> €B

ve A € R igin bir dis islem

A (1—9,7+86>> = (p,/17+86>> €B
seklinde tanimlanir. Diger yandan, p = (p1,..., pu, P, - Ppy) € R?" icin

¥ = {(P, (x1,%2, s %,0,...,0)) | p € R x; € R}

climlesini ele alalim ve bu ciimle iizerinde esitlik, bir i¢ islem ve bir dis islem asagidaki
gibidir:

i) (p, (x1,X2,...,%n,0,...,0)) = (¢, (¥1,¥2, ---,¥n,0,...,0)) olmast i¢in gerek ve yeter sart

p = q ve x; = y; olmasidur.

ii) (p,(x1,%2,..,%,0,...,0)), (P, (¥1,Y25 45 ¥n,0,...,0)) € ¥ icin
+PYXY Y
(ﬁ7<xla"'7xn707"'70>)+(ﬁv(y17'"7yn707"'70)) = (ﬁrxl +y17"'7xn+yn707'"70)'

75



i) (p, (x1,X2,...,X,0,...,0)) € ¥ ve A € R i¢in
CRXY Y,

A-(p,(x1,x2,..,x,,0,...,0)) = (p, (Ax1,Ax2,...,Ax,,0,...,0)).

Bu gekilde tanimlanan (W, +, (R, +,-), ) ciimlesi n—boyutlu bir vektor uzayidir. Boy-

lece asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 4.1.2.

E:{(;‘a,7+sﬁ>> | peD", YER"}

vE

¥ = {(p, (x1,%2, ...;%u,0,...,0)) | p € R*" x; € R}

ciimlelerini ele alalim. Bu durumda, f : B — ¥,

f(ﬁ77+86>> = (ﬁ? ('xl7x27""xn707"'70))

seklinde tanimlanan fonksiyon izomorfizmdir.

ispat. Birebirlik: v (ﬁ, X+ eB’) , (z;, 3+ eﬁ) € Bicin
f(;—a,7+86>> :f<7177+86>>

olsun. Bu durumda, f (ﬁ,7 +£ﬁ> = (p, (x1,X2,...,%,,0,...,0)) seklinde tanimlanan

fonksiyon goz Oniine alindiginda
(p, (x1,X2, .0y X, 0,...,0)) = (¢, V1,Y25 -, ¥n, 0, ..., 0))
elde edilir. Boylece, ¥ climlesi iizerindeki esitlik kavramindan, 1 <i < nigin
pi = qi, pi =4q; Ve Xi =y

bulunur. Yani, p; = ¢; ve p; = g; oldugundan p; + €p; = g; + €q; olup p = q elde
— —
edilir.O halde, (1—;, ¥ 4e0 ) - (z;, T +€0 ) oldugundan £ birebirdir.
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Ortenlik: ¥ (q, (1,2, ---,¥1,0, ...,0)) € ¥ i¢in

(7 +E0) = (@ 01.320090,0,..,0)

— =\ =
olacak sekilde (1_9, X +e0 > = <Z], 7 +€0 > € B vardir. Boylece, f fonksiyonu or-

tendir. Burada, p = p+¢€p* = (p1,....,pn) + € (P}, -, P)) Ve ¢ = (q1s s qn: @35 - q);)
dir.

— =\ =
Lineerlik:v<p,7+eo>,(;—a,7+eo> e BveVA € Ricin

f(l-(ﬁ,7+£6>>+<ﬁ,7+86>>> = f(ﬁ,)t7+7+86>>
= (p,(Ax1+y1,Ax2+y2, .., Ay + ¥, 0,...,0))
= A(p,(x1,x2,...,%4,0,...,0))

+(§7 (ylay27"'ayn707"'a0))
— —
= 7Lf<1_),7+80)+f<ﬁ,7+80>
dir. O halde, f lineerdir. Boylece ispat tamamlanir. 0

Sonug 4.1.3. Teorem 4.1.2 den ve (x1,x2,...,X,,0,...,0) = (x1,x2, ..., Xy) = X oldugun-

dan, {p} x D" ciimlesinin her bir elemani
= _ =
- ()
= (ﬁ,7+eﬁ>> PeO (ﬁ,?+sﬁ>>
= (pT)@en (pY)

~
= Y;0e0x;
seklinde yazilabilir. Burada, E; = [ 0,..., .1  ,...,0,0,...,0 | biciminde olup
L S~——
i-inci yer n-tane

(py (xX1,X2,,X,0,...,0)) = X1E ;4 4+ xpEp;

= (X1y.eesXp)

q):{Elﬁ,...,Em}

12

seklinde oldugu aciktir. Kolaylik i¢in ¢ ve ® islemleri yerine + ve - islemleri kullani-
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= . .
lirsa, V (1_9, X > e {p} x D" i¢in

=
|

I

=]
=
_|_

™
<7

= =
elde edilir. O halde, dual tanjant uzay: lizerinde tanmimlanan i¢ ve dig islemleri, Vx 5, y 5 €

{p} xD"ve A € D igin
= | =

veE

I I S (/1%44*75,;)

biciminde yazmak miimkiindiir.

Yukarida elde edilen dual tanjant vektorlerini asagida verilen sonug seklinde de elde

etmek mumkiindiir:

Sonuc 4.1.4. p € R?" olmak iizere,

{p} x R = {(p,X) | X = (x1,..Xp,x], ... }

climlesi iizerinde esitlik, bir i¢ islem ve bir dis islem asagidaki sekilde tanimlanabilir:
i) (p,X)=(q,Y) olmasi i¢in gerek ve yeter sart p = g ve X =Y olmasidir.
ii) ¥ (5,X), (5.Y) € {B} x B2 igin

+: ({P} xR¥™) x ({p} xR*") — {p} x R*"

(ﬁ,X)—l—(pN,Y) = (p~7X+2Y)'

i)V (p,X) € {p} x R ve VA = A +€A* € D icin
D x ({p} xR*) — {p} x R*"

1-(5,X) = (ﬁ,I-2X>.

Bu durumda, ({ Py xR+, ) ciimlesi (D, +, -) birimli ve degismeli halkasi tizerinde
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bir modiil olusturur. Ayrica,
AP D" = {p} xR,
_ = ~
f(p, X> = (P, X)
seklinde tanimlanan fonksiyon (modiil) izomorfizmdir. O halde,

(7.3) = X

= (p,(x1,.yXn,0,...,0)) + € (P, (x], .-, x,,,0,...,0))
biciminde ifade edilebilir. Kolaylik icin, R” vektor uzay1, R?” nin
A={(x1,...,%,0,...,0) | x; e R}
biciminde tanimlanan bir alt ciimlesine izomorf oldugundan
(X1,22, ey X, 0, ..., 0) = (X1,X2, .0y Xp) = Y

biciminde gosterilebilir.
Sonuc 4.1.5. D" nin her bir elemaninin

_>

X = Xipnr ?1 “+pr... +pr Xy pn ?n

- — - —
= x1€1+...+x, €,

= — .
seklinde yazilabildigini biliyoruz. Burada, 1 <i<nicin ¢;,= ¢;+¢€0 = ¢;dir. Bu

durumda, {p} x D" ciimlesinin her bir eleman1

= (p7)
= (PX1- €14 ..t €)
= 1O@,E1)D...0%,0 (P, )
= X (P, )+ 4% (P, )

—

= - =
= X € 1p+...+xnenﬁ
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seklinde yazilabilir. Bu durumda,
{ﬁ} x D" = Sp {?1ﬁ7 ...,?nﬁ}
dir. Ayrica, 1; = A; + eAf eD (1 <i<n)igin
no__ =
YA e, =0p (4.1.1)
i=1
esitligi mevcut olsun. (£.1.1)) esitligi agilirsa
T = 7 — > > = _=
A€ 117—}—...—}—1,17"?: (p,ll €1+...+A, en) =1p,0

elde edilir ve dual tanjant vektorlerindeki esitlik tanimi1 kullanilirsa

elde edilir. Bu durumda, dual vektorlerde esitlik tanimindan
_>
l]?] .. —l—ln7n =0

ve

_>
M1+ AT, =0

esitlikleri vardir. {71 yeees 7,1} climlesi lineer bagimsiz oldugundan,

AM=...=24=0veA=..=1,=0

n

olur ve boylece

M+eAd=...=A,+€A, =0+¢0

elde edilir. O halde, {?W ...,?nﬁ} ciimlesi dual lineer bagimsizdir. Sonug¢ olarak,
{¥1,..., @y} ciimlesi D" nin standart baz iken {?lﬁ, o ?nﬁ} ciimlesi de {p} x D"

nin standart bazidir.

%
Tanim 4.1.3. Bir dual nokta p = (py,...,p,) = p+ €p* € D" ve bir dual vektor v =
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V4 ev7 e D" <7 =+ ﬁ) olsun. Bu durumda,

- _ _ =
G(t) = p+prt-pr Vv
=
= p+ttv
= p+t7+e<z*?+p*+t7)

= o()+e(t"c’(t)+0o (1))

seklinde tanimlanan G : D — D" dual analitik fonksiyonuna dual dogru ad1 verilir.

Tamm 4.14. £ =& +e£0eC (U € D",D) dual degerli analitik bir fonksiyon, p =
%
(P1,--,Dn) = p+ €p* € D" bir dual nokta ve v ; € {p} x D" bir dual tanjant vektdr

4 €077 o

dual sayisma E dual analitik fonksiyonunun v 5 dual tanjant vektorii yoniindeki tiirevi

olsun. Bu durumda,

.

. = el exd
denir ve v 5 [‘g’] ile gosterilir. Boylece,

seklindedir.

- 0 e : -
Teorem4.1.5. £ =(+eE%eC (U C D”,D) dual degerli analitik fonksiyonunun v 5 €

{p} x D" dual tanjant vektorii yoniindeki tiirevi

EA €] =vel; 7 +e (Ve |57 + Ve \ﬁ-?)

seklindedir. Burada,

V8 o= (55 (). o (7))
ve
9&0 dE0
V&O | P <3§C ’pa 7ain ’p)

(fp, s RN ” %

7)o Loy (6P +

Xn

(x (iﬂ))
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bicimindedir.

Ispat. Yukaridaki tanimdan biliyoruz ki

esitligi mevcuttur. Bu durumda,

=
p+tv
olup burada 1 <i <nicin
— (= 3 _ * * *
X (P+IV ) =pittvi+evi+p; +1v;)

seklindedir. Bu dual fonksiyonlar dual analitik fonksiyon olduklarindan bu fonksiyon-

larin 7 dual degiskenine gore tiirevi

d_(_ = d d
Exi (p-l—t v) = E(pi+tvi)+85(l*vi+P?+tV}k)
= Vi—f—SVEk

dir.
T = e (= -2 (=
E (p-i—t v> =¢ (xl (p-i—t v > ooy X <p+t v ))
bigiminde olup sonug 3.2.9 dikkate alindiginda bu dual analitik fonksiyonunun 7 ye

gore tlirevi

L))

— = = |_ -= — |_ = ==
dt oxy pHiv 0X, |p+tv ot |

oldugunu biliyoruz. (£1.2]) denkleminin 7 = 0 noktasindaki degeri
d (w/_ = dE  ox dE  ox
i (5 (P+f V)) 0= 5= I 5= ‘6+"'+8_7cn ‘ﬁa_fn lo

seklindedir. & = & + £° dual analitik fonksiyonunun X j = Xj + &x; dual degigkenine



gore kismi tlirevleri

& 96 | 98"
a)_Cj ax] 8xj

¢ 9% 9E
= a—x,“(Zzax,ax,*a—x,.

bicimindedir. Yani, E dual analitik fonksiyonun x; = x; + ex’; dual degiskenine gore

kismi tiirevleri x; reel degiskenine gore kismi tiirevlerine indirgenmektedir. Diger yan-

dan, bu fonksiyonun X = p dual noktasindaki degeri

6 = e
- % @))H@ Pt e+ 22 <m>>
bicimindedir dyle ki
LEE+T)) 1 o= (32 wo)+eg D) +ev)
bt (32 0 fo< ) O o)
_ ve \ﬁ.7+g(vg0\ﬁ-v+vg \ﬁ-v)
dir. [

— _ —
& =&.+¢e£%€C (U C D", D) dual degerli analitik fonksiyonunun v 5 = 754— 8\75 €

{P} x D" dual tanjant vektorii yoniindeki tiirevinin
V(€] =VE 1 Ve (VE [T +VE ;)
P p P P
biciminde oldugunu teorem 4.1.5 den biliyoruz. Bu durumda,
4 _ 3
VE 5V = V58], VE 5V = V5[] ve VE |5 v = v 5(E]

denilirse

?ﬁ [E} = 7};[6] + € (?ﬁ [50] —{—71’;[5]> 4.1.3)
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seklinde yazilir. Yukaridaki teorem ve (4.1.3]) esitligi kapali bir sekilde verilmistir.
Simdi, bu ifadeyi detaylica inceleyelim. VE? | 5 .V ifadesi

VE |V = V5 [E") = Zp plEd+75[E]

seklinde yazilabildiginden ({.1.3]) denklemi
758 =7 +e(zp Flel+ V5 k}'?ﬂa)

biciminde elde edilir. Burada, 7V 5 [S] = VE| 5V vel <i<nigin V5[] = VE, |5
v seklindedir. Ayrica, dikkat edilirse

Z ax, (4.1.4)

seklinde olup 1 <i < n igin ({.1.4) esitliginin x; reel degiskene gore kismi tiirevleri

alinirsa

D=

S (VD =

~.
[N

I

~
LN
N ERERST]

I
(ngE

~.
I
=

dir. O halde, asagidaki esitligi yazabiliriz:
o (7 v
o T SD ) 1= Viplew].

Bu calisma boyunca, & = & + €% € C (U C D", D) dual degerli analitik fonksiyonu-

_)
nun v 5 dual tanjant vektorii yoniindeki tiirevini asagidaki sekilde ifade edecegiz:
= 7?
Ve =V +e<2p pleal+ V5 €] + Aﬂ)-
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Yukaridaki teoremin ispat1 (3.2.10) esitligi kullanilarak da yapilabilir. Gercekten, & =

& +€£% e C(U CD",D) dual degerli analitik bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

n

& (%)

i=1 !

Zx;k% (xla "'7-xn) ‘f’é (xl,...

7xn)>

)

piv = p+z7+e<r*7+p*+rv
= o(t)+e(t"c’(t)+5 (1))
seklinde yazilirsa
E(z‘a%?) = (§00)(1)
+8< (Eoo)( < ,zn:
i=1

(& 00) (1 e,>+(goo) (t))

dual analitik fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyonun 7 dual degiskenine gore tiirevi

alinip 7 = 0 noktasindaki degeri yerine yazilirsa asagidaki denklem bulunur:
Vile] = OOt <o<o>>dd‘j”<o>
9o (0(0) % (0)+..+ 55 (5(0) d"”()
9y §x1
e +<8x5; 6 (0)) 43 (0) + (0)) 22 (0)) &1 0)
ot (B2 (o <>>d£<> <c<o> .(0)) 6 (0)
_ +35(0(0) %1 (0) + .+ 55 (0(0)) %52 (0 _
Diger yandan; 1 < i, j < nigin
0O) = 3 ) ™ 52 () ),
% 00) = 2 1™ 2 517,
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veE

6;(0) = pi,
0;(0) = v;
olup
¥ 5o (005 3152 5 7)o () = 7518
seklinde oldugundan

Tp[E] =7 +e<zp, plEal + V5 [E] + %m)

biciminde ifade edilir. Sonug olarak, E eC (U C D”,D) dual analitik fonksiyonunun

v 5 dual tanjant vektorii yoniindeki tlirevi

T3E] = Fsler+e(T5 e+ V512))
- 75[51+e<§p:<7ﬁ[5x,-]+75[5]+v‘%[é]) (4.15)

dir.

= — — .. . = =
Teorem 4.1.6. £, 11 € C (U C D", D) dual analitik fonksiyonlar, v 5, w5 € {p} x D"
ve L = A +€A* € D olsun. Bu durumda,

2) V5 [RE| =275[E],

3) ?i EH| - v,lE R P)+E( T,
4) (‘717"" Wﬁ) [E = Vﬁ[g +Wﬁm,
5 (1) ] =% ]

ispat. £, [t € C (U C D", D) dual analitik fonksiyonlar olsun. Bu durumda,

EW = +e (zji+8 <x>>
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veE

I (x) +e<2x—+u )

seklindedir. Burada, é,u,é ve L fonksiyonlari C*-sinifindandir.

= .
1) vy= v 5t 8% dual tanjant vektorii olsun. Bu durumda,

@)+ = E )+ +e<2x (G+3E)+Em+ <>>

seklinde olup

i=1

?ﬂ@rn] = ViE+pu +s<2p, 7 (80 + b ] + VN[E“LﬁF?ﬁ[éJFH])
= VilEl+e (fp??ﬁ[éx,-] +75[¢] +7ﬁ[é1>

(Z T I 7~[u]>

elde edilir.
DA=A+er*eDvel=E+eEleC (U € D", D) olsun. Bu durumda, bir dual say1

ile bir dual analitik fonksiyonun ¢arpimi

A-ERX) =AE(x)+¢ (ixf (/13—5) +/lg(x) + A% (x))

seklinde bir dual analitik fonksiyondur. O halde, (4.1.3)) esitliini gz 6niine aldigimiz

zaman

= w,;[g]+e(__1p7 &l + AV 5 €] + A7V (€] _%m)
= (A+er") <7ﬁ[§]+8 (;pi‘Vg[éx]nLVﬁ [é} +v75[§])>
s
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biciminde elde edilir.

3) E,ﬁ eC (U cD, D) dual analitik fonksiyonlar olmak iizere,

E@E@=E@n() e (Z (Sonw+Ew3E ) rene+E <x>u<x>> .
i=1 i i

seklinde taniml1 oldugunu biliyoruz. Bu durumda,

VplEE| = Vilem +e(2p pleat+ &)+ 75 e+ Eu] [m)

= V5E () +Ex(F) Vil +
n [ VlEdnx(P) + &y (7)) Vs k]
+7 [

i
i=1

[E] 1y (x (D)) + & (x(P)) V 5 (1]
+e +7 [E] 1 (x(P)) + & (x @m[ ]
[] x(7)) +E (7)) V5 u

7
VI (x(P) + & (x @7)7 m

oldugundan gerekli diizenlemeler yapilirsa asagidaki esitligi elde etmek miimkiindiir:

»))
+é<m+e<ixm (7)) +E ))
i)

)

?ﬁ[gﬁ] B (75[5]+8(il’f7ﬁ[5xi]+7~m+7~[§])>

X (@+8<sz37 x(p))+ M (x

x | V5] —|—8<pr7 (] + V5[

—

= V[Eem+E@ Tm.
O halde,
Vo [Ea] =V [Elnm+E@) Vol
dir.

(4) ve (5) onciilleri dual yone gore tiirev tanimi kullanilarak kolaylikla gosterilebilir.

]
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_>
Sonug 4.1.6. Teorem 4.1.6 dan goriilmektedir ki v € {p} x D" dual tanjant vek-
torii C (U cDb", D) den D ye tanimli (modiil) lineer ve leibniz kurallarini saglayan bir

operatordiir. Yani;

<
a
d
N
o)

\‘3

=
1
o)

seklindedir. Ayrica, {? 155 3 7%} ciimlesinin {p} x D" nin bir bazi oldugunu bili-

yoruz. Bu durumda, 1 < j <nigin

“ull] = (7 ) =7l (Biatea 2, 8]

2 )
- 366 +e<2p, Seg G+ 5 o <ﬁ>>)
_ 9%

— axj( )

elde edilir. Her p € D" icin yukaridaki esitlik dogru oldugundan

fl_ 98 _ 95 (g . 9% IE
7j [é} n 0x; axJ (l.;xi 8x,~8x]~+8—xj>

seklindedir.

Tamm 4.1.7. £ € C (U € D”,D) dual degerli analitik fonksiyon olsun. Bu durumda,

E nin diferansiyeli dg ile gosterilir ve
dE(75) = V5 [E] = T5l)+e (ép:% &)+ 7 5[]+ [5])

bicimindedir.

Sonug 4.1.7. Dual birim fonksiyonu

I : D—D,
[(x) = x+e&x*

= x+&((x)x" +0(x))
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seklinde tanimli dual analitik bir fonksiyon olup, 1 <i < n i¢in dual koordinat fonksi-

yonlar1 da

xXi = xi+ 8)62-I<
n
= x;+€ (Zx;‘ (xi)xj +0 (x))
=1
dual analitik foksiyonlardir. Bu durumda,
_ (= =
dx; ( vﬁ> = Vypx]
- =
= Vil + Z GBS

= ?i; [Xi] + 8\75 [xi]

= vit+ey

seklindedir. Buradan goriilmektedir ki {Xi,...,X,} ciimlesi p € D" nin dual koordinat
= .

fonksiyonlari iken, {dxi,...,dx,} ciimlesi de v ; € {p} x D" dual tanjant vektSriiniin

vektor kisminin koordinat fonksiyonlaridir ve p dual noktasinin secilisinden bagimsiz-

dir. Yani, Vv € D" igin

v = (V1,.., V)

- () ()
(V1o V) +E (V] V)
= ?+87

olur. Diger yandan; g;; = (¢;,¢ ;) seklinde alinirsa G = g;;d%;d%;, D" iizerinde ta-

. . == .
nimlanan dual i¢ ¢arpimu verir. Yani, v, w € D" icin

6(3.7) = ayin(7)ax (7)
= gij(vit+ev)) (wj+ewj)
= viwi+ .. Fvawp+E((Viw] + o Fvewy) + (Viwr . Fvpwy))
= (VW) +e((Vw > <7w>>)
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dir. O halde,

oldugu kolayca goriiliir [36].

4.2. Dual Vektor Alam

D" nin her dual noktasina, bu noktada bir dual tanjant vektorii karsilik getiren fonksi-

yona dual vektor alan1 denir. Yani,

X : D'—-T1TD"

— X(p) =Xp=X;+eX}

S

dir. Burada, X = X + €X* seklindedir. 1 <i < nigin

a;, UQD”—>D

X — a(x)
dual analitik foksiyonlarini ele alalim. Bu dual analitik fonksiyonlar

n
a;(x) = ai(xl,...,xn)—i—e(ijfa,'xj—kc?i(xh...,xn))

bi¢iminde olup a; ve a; fonksiyonlar1 C*-sinifindandir. Bu durumda, dual (analitik)

vektor alaninin en genel gosterimi

X = (at,....,an) +€(af,...,a)) 4.2.1)
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seklinde elde edilir. O halde, yukarida tanimlanan dual analitik fonksiyonlar gbz 6niine

almip (4.2.1]) denklemi genisletilirse,

X(x) = (al(x),...,an(x))—i—s(ix;falxj—f—ﬁl(x),...,ixj-anquLchn(x))

j=1 j=1
x] (aIXI,...,anxl) + ... Fx (alm,...,anm)
+((a1 (x),...,dn (x)))

= (al (x) y ey Qn (X)) +€

= X(x)+e (Zn:x}fXxj +Xv(x)>

j=1
= X+&X*

bicimindedir. Bu dual vektor alaninin p € D" dual noktasindaki degeri

Xx(/@) = X(X(@HE(i‘,lx;(ﬁ)Xxj(X(ﬁ))Jrf(X(ﬁ)))

= X5+ eXg
seklindedir. Dual vektor alanlarinin ciimlesi  (D") ile gosterilirse,
x (D) = {x |X:D" — {5} xD", X (p) :Xﬁ:xﬁﬂxg}

dir. Bu climle iizerinde birer i¢ ve dis iglem tanimlayalim:
i) VX,Y € x (D") i¢in
+x: 2 (D) x x (D") = x (D")

X+,Y:D"= {p}xD", (X+,Y)()=X(p)+Y(p).

ii) VX € x (D") ve YA € D icin

- Dxx (D) = x (D)

2, X :D" = {5} xD", (I.XY) ) =1 -X(p).

Bu iglemler gz 6niine alindiginda, (x (D"),+,,,) ciimlesi (D,+, -) iizerinde bir mo-
diil olusturur. Kolaylik i¢in, +, ve -, islemleri yerine sirasiyla + ve - islemlerini kul-

lanacagiz. Simdi, E =E+eflecC (U cDb", D) dual degerli analitik foksiyonunu ele
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alalim. Bu durumda,

)‘([E] — X [&]+& (X [°] + X7 (&) (4.2.2)

seklinde tanimlanan fonksiyona E dual analitik fonksiyonunun X dual vektor alam

yoniindeki tiirevi denir. Burada,
X[E]=VE-X, X[E)] =VE - X ve X*[£] = VE - X*

bi¢imindedir. Simdi, bu tanimi detaylica inceleyelim. ({.2.2]) denklemi agilirsa,

x[e) -

=
N8}
= |ow
8
_|_
™
/
1=

xj <€Xixjai + ‘Sxiaixj) T éxigii + aiéxi) ]

I
_

[ d(%q -
%ai—l—e Zx;‘% +&vai+ ai&y, (4.2.3)
j

I
™=
RS

I
o

denklemi elde edilir. (£.2.3]) denkleminden agiktir ki X [E} fonksiyonu dual analitik bir
fonksiyondur. Bu durumda, X : C (U C D”,D) - C (U C D”,D) dual vektor alanini

asagidaki sekilde ifade edebiliriz:
X |E| =x[g]+e (i@% +X €] +X“[§]>. (4.2.4)
j=1 J

Burada, B
X =Y 5ea x [E] =3 aveXiE) - L 500

=177

1

seklindedir. (4.2.4)) esitliginin p € D" dual noktasindaki degeri

(%[E]) @) = xpie+e ([0 + %3 2))
— Xﬁ[g]—f—e(Zn:x;‘-(ﬁ)a(g—x[f])(x(ﬁ))ﬁ—xﬁ[g] +§ﬁ[§]>

biciminde elde edilir.

Sonuc 4.2.1. Eger X = X + £X* bir dual analitik vektdr alam ve & = & +€E0, T =
u+eulec (U - ) L D) dual degerli analitik fonksiyonlar ise
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DX €+ =X [¢] +Xm,
2VA €Dicin X [IE — X m ,
3) X |Er| =X |E| m+EX[m)

esitlikleri saglanir.
4.3. Dual Vektor Alanlarinin Lie Carpim

X,Y € x(D") ve £ = & +€£% € C(U CD",D) olsun. Bu durumda, 1 < i < 7 igin

a,:UCD"—=Dveb;: U C D" — D dual fonksiyonlart

a(x) = ai(x)+e<zn:Xjfaix,-(X)+5i(x)>

J=1
= a;+ 861?

veE

seklinde dual analitik fonksiyonlar olup X ve Y dual analitik vektor alanlari
X =(ay,...,an) +€ (a(l), ...7a2) veY = (by,....,b,) + € (b(l), ...,bg)

bicimindedir. Yukaridaki esitlikler diizenlenirse, dual vektor alanlar
XX)=X(x)+e <Zx;fXxj +X (x))
j=1

ve

J

Y(X) =Y (x)+e ( y x;ij—F?(x))
=1

seklinde elde edildigini biliyoruz. Bu durumda,



X7y () = %71y ] =X [F[]] -7 [%[£]
seklinde tanimlanan dual fonksiyon (modiil) lineer ve Leibniz kurallarin1 saglar. Bu

dual fonksiyon agilirsa

X7, [E] = xwiEn-vix)

%(” TX Y-V X [én>x,+X[Y[EHY[X[EH)

+x [V18]] -V X+ X [¥ (&) - v [X ()]

seklinde elde edilir. Eger

Zlg] = X Y]e]=X[r[E]l-Y[X[E]l,

z[¢] = wnfg]=x|r[g]]-r[x[e]

veE

Z[g)= [x.7]1g)+ [ X.y] €] =X |F[&)] - P I [E)+ X [¥ ()] ¥ | X (€]

denilirse, bu takdirde

7Z|el = x.71.. [€] = S U413 e
Z[E] = 7]y [E] =2l +e (ij semiedtd Ed 5l IENCERD
seklinde olup yukaridaki ifadeler goz oniine alindiginda p € D" icin

§|) ) =251 +e Z,(ﬁ) () +25 || +Z;¢]
j=1
dir. (B3.1)) denkleminden agik¢a goriilmektedir ki [X,Y], [E] dual fonksiyonu bir
dual analitik fonksiyondur. Simdi, bu dual analitik fonksiyonun (modiil) lineer ve Leib-
niz kurallarin sagladigin gosterelim. &, € C (U C D", D) ve A € D olsun. Biliyoruz
ki
Ty ey dE du = -
E@+EE® =& +u(x)+e Zx Frs g R ORYTC)

x
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bicimindedir. Bu durumda,

Z[E—f—ﬁ} = Z[E+u]+e (ija—ijrz[EJrﬁ] +Z[é+u])

dir. Ayrica, A € D ve E cC (U C D”,D) icin

A-EX) =AE(x)+e (i{x}k (/lg—fi) FAE (x) +A*E (x))

biciminde ifade edilebilecegini biliyoruz ve boylece, asagidaki esitligi elde etmek miim-

kiindir:

_[IE] — Z[AE]+e é@“éiathgm*g}+’z“wg])

_ AZ[E]+e li"lx}fa(g[;]) +22[E] +a°Z[g] +/IZ[§]>

2= 2 [E] ma))

)y

J

= (A+er?) Z[§]+£<
- Iz[z}.

O halde, [X,Y],, dual analitik fonksiyonu (modiil) lineerdir. Diger yandan; &,JI €
C (U CD",D) i¢in

E@HE=E@p)te (Z (‘l i

seklinde olup

zlen| - z[éu]+s(ixja<za£i“])+z[€ﬁ+5u}+Z[€u])
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biciminde elde edilir. Boylece, yukaridaki esitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa

z[en] - (Z[ewe(zx;afjfhz[é]+2’[é1>)

seklinde tanimlanan dual fonksiyon (modiil) lineer ve Leibniz kurallarini saglar.

Tamm 4.3.1. XY € x (D") olsun. Her € € C (U C D", D) igin

X7, [E| = x[r[e]]-7[x[g]]

|
ilxj (X[¥[g]l - ¥ XD, +x | [€]] ¥ [x [€]]

+e| /& N N
+X |V ()] -V X [E)) + X [¥ (€] - ¥ | X (€]
— z[g]+e<fx;fa<§—f”+z[g]+z[g]>
j=1 J

seklinde tammli [X,Y ], dual analitik vektor alanina X ve Y dual vektor alanlarinin

dual Lie ¢carpimui adi verilir.

Teorem 4.3.2. [,], : x (D") x x (D") — x (D") seklinde tanimlanan dual fonksiyonu

(modiil) bilineerdir.

ispat. VX,Y,W € x (D") ve VA € D i¢in

147 = T[], 7.3,
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veE

X2V +W| =T[X.7],+[X.W],,
olduklarin1 gostermeliyiz. YA € D ve VE eC (U c D, D) icin

XY W] [E] = x4yl
[ L rmien, - ax e [g
£ J=
laxer W] AR ax 7w g
= A[X,W][E]+]Y,W][€]
jgx;f (R [X,W][E]+ v, W][E]),,
FAX, W] [E} + Y, W] m
2 [x, W] (6] + [r. W] [¢)
2 [XW] (6] +A° X, wI g+ [7, W] (€]

+£

olur. Bu durumda, yukaridaki ifade diizenlenirse
e aNG
¥ 2 (X W] [E]),,
= (A+erd") | [X,W][E]+¢ = '
( I [E] .7 i1+ [F] ))
¥ (1Y, W] (€], + v, W] [€]
+YwlE]+e| =t _
+ [Y,W} E]+ [Y,W] ]

= AEW], €]+ 7. W], €]

elde edilir. Fonksiyon esitligi tanimindan

biciminde bulunur. Benzer hesaplamalar yapilarak asagidaki esitligin varlig1 kolaylikla

elde edilir:

XAV +W| = [X.¥]p+ [X.W]p.
O halde, [X,Y], fonksiyonu (modiil) bilineerdir. O
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Teorem 4.3.3. XY ve W € y (D") olmak iizere,

D XY ==V Xy,

2) (X, Y, W]plp+ [V, [W.X]ply + W, [X,Y], ], = 0 (dual Jakobi 6zdesligi)
dir.

ispat. 1) E e C (U CD",D) olsun. Bu durumda,

WWDF]=<HHQ—YWWH-
T (Y] - XS,

ve| rx[r[E]] - [x[E]
+X [Y [é]] ~Y X [€]]
+X[¥ (] - ¥ [X1¢]

= —(Y[IX[E]-X[Y[E])+
L (X=X €D,
el O P[E]-x[rE)])
r (? X[E]]-X [? [5]])
- (v[xigl] -Xwen)
= [l [¢]

elde edilir ve fonksiyon esitligi tammindan [X,Y], = — [V, X]
2) V€ € C(U CD",D) icin

X P, [E] = X[FW,[E]]- 7w, X [E]

( L5 ([ wiiel), ]
= XMW +e | x v [E]]+x [ [r.7] g
+X | |7 w] €] + X [[y, W] (€]

( - L5 rwixie, )

WG e | v [x [€]] - rw [R12]
~[v.w|ix (gl - 7w 1x (&)
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seklinde yazildigini bilyoruz. Diger yandan,
X[y, W8] - [, W] X [§]] = [X, [Y, W] [&]

oldugundan ve ([X, [V, W] ], + [V, [W,X] ], + [W, [X, 7] ], ) €] =A |€] deni-
lirse, asagidaki esitlik yazilabilir:

AlE] = DI WIE] -+ v, WX €]+ W, [X, Y]] [€]

¥ (X, [Y, W
j=1

+
<
~
=
vy —
_|_
~
=
S
S
+
=
>~
=
)
lﬁ‘l_l

]
el X wwl) g+ v [wx]] g+ [ X r]] )

+ X [Fw) ] e+ |7 ]
+[x. [v.W]] )+ [v. [w.x]] 6]+ [W, 1%, v)] 1€
= 0+4¢€0.
Boylece,
XY Wplp + [V WX plp + W, [X Y]] =0
elde edilir. u

4.4. Dual Tiirev Doniisiimleri

U C D" olmak iizere, £ : U C D" — D", & (%) = (El (%),&, (@),...,E,, (f)) seklinde
taniml1 bir dual analitik fonksiyon olsun. Burada, U = (U CR") xR" ve | <i<m

i¢in



seklinde tammlanan fonksiyona & dual analitik fonksiyonunun 7 noktasindaki tiirev

doniisiimii adi verilir. Yukaridaki denklem genisletilirse,

E5(75) = (V56,518 T5lEn)
Pi (V&) Viléan s Vi Emn))
tot Pi (V56 Vil V 5 Ems,))
(? 5] V58] -V o)
Va5 18]V )

+£

seklinde olup (V5 [&1], V 5[&], ... V 5[Em]) = E5 (V' 5) denilirse

£, (V5)=8s(Vp) +e (le’}‘ij*ﬁ (V3) +&5 (V) +65 (7 ))
j=
ifadesi elde edilir. Burada, 1 < j < nig¢in
&, (V5) = (V5léu] Vilee] s Vi [Gm])

dir. O halde, E - fonksiyonu p noktasindaki bir dual tanjant vektoriinii E P) noktasin-
P y y

daki bir dual tanjant vektoriine doniistiiriir. Bu durumda, g = & (p) olmak iizere,
z (=) _=
é*ﬁ ( Vﬁ) = qu Tqu

seklindedir. Ayrica, VX € y (D") igin

g, x(D") =y (D"

g, (X) = g*(x)+e(ix;(é*(X))x_,+5*(X)+é*<§)>
j=1

seklinde taniml1 bir dual vektor alanidir. Burada,

& (X) = (X[a].X[G], - X[Sul),
(

o - (] )
§*<X) = ( X[&],... X ])
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bicimindedir.

Teorem 4.4.1. £ : U C D" — D™ dual analitik bir fonksiyon ve 7 € U olsun. Bu du-

rumda, E*ﬁ : D" — Tg(ﬁ)D’" dual tiirev doniisiimii (modiil) lineerdir.

e = : . = = =
Ispat. £ : U C D" — D" bir dual analitik fonksiyon, v 5, wp € T;D" ve A € D olsun.

Bu durumda, gostermeliyiz ki

Ve

g*ﬁ <T\7>ﬁ—|— $p> = 5*17 <?ﬁ+ Wﬁ) v
e <; P, (V5+35) +Es (V5+35) + &5 (V5 “;k)f”))

j=1

P87

+

I
o

dir.
i) A =A+€eL* €Digin

= /15*;5275) +
( zp,éx]~ 5 +AE5 (75) +285 (V) +4°65 (7 ))
- 2Z, (%)
dir. (i) ve (ii) nciillerinden agiktir ki &, déniisiimii (modiil) lineerdir. O

Simdi, (modiil) lineer doniisiimiine verilen bazlara gore bir matris karsilik gelir. O

halde, ﬁ*ﬁ lineer doniisiimiine 7D" nin {?1@?2@...,?@} bazina ve T7D™ nin
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{ﬁlg, EZ@ s fmq} bazina gore karsilik gelen matrisi bulalim. 1 <i < nicin

Ep(@p) = <7zﬁ [gl] €ip [52} v @i [EmD 7
i ]+ [&]) ey

&5 En] € (él Pl mg] + €5 [én} )

T (x(7) +e <§]p;‘-a‘ij§; <x<ﬁ>>+‘3—§i<x@>>)

7

B a m L * 82 m a m
T (e(P) e | L pigees () + % %y @)))
]:
d 8§ d 85 &y it
(32 )+ ). S22 D+ 52 () T2 0+ 5 ) ) Iy
aél 52 agm — _
&x E +a_ )ﬁzq‘f’—f—a—)_q(p)fmq
seklinde olup karsilik gelen matris
[ 94 9k L 28] [ ocl | oel . 98 ]
dx; 1P dxp 1P dox, 'P ox; 'P dxp P ox, P
9 | . ... %% 98 . 98 . 9 5
J(Eﬁ) _ dx; 1P Ixy 1P ax,, Plygl| oalP oxmlp dx, 1P
%om | o | Lom | % | . |
L dx; P dx; P dx, P | | dx; P dxp P dx, P |
= (é p)+eJ (E°,p) 4.4.1)

bicimindedir ve bu matrise dual Jakobiyen matris adi verilir. Ayrica, dikkat edilirse

#.4.1]) denkleminin
J(Ep) =7 (&.p)+e (j_flpif(ﬁxwﬁ) ”(5’17))

seklinde de yazilabilecegi kolaylikla goriilmektedir. Diger yandan, dual tiirev donii-

slimii gdz Oniine alinirsa

L5 () i(E7) T
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seklinde olup

&(75) =1 @R Vyre(1(E5) VoI G5V )

bigimindedir [36]].
4.5. D-modiil Egrisi

Tanmm 4.5.1.

o : ICD—=D"
(@) = (G1(7),52(F),,5n (D))
= (01 (t,t*) + €07 (t,6%) ..., 00 (t,1") + €0, (,1%))

= o(t,1")+ec” (t,1%)

dual fonksiyonunu ele alalim. Burada, I = (I CR) x R ve 1 <i < nigin o; ile Gio fonk-
siyonlar1 iki degiskenli reel fonksiyonlardir. Asagidaki iki sart saglanirsa ¢ fonksiyonu
D-modiil egrisi olarak adlandirilir:

i) & : 1 C D — D" fonksiyonu dual analitik bir fonksiyondur. Yani, 1 <i < nigin

o; TQD—>D
(1) = 1) +ec? (1,1%)

O; (l
= o;(t)+e(t*o] (1) +0; (1))

bicimindedir. Burada, 1 < i < n icin o; ile 6; fonksiyonlar1 C*-simifindandir. O halde,

[ ICD—D"
c(f) = (o1 (t),...,Gn(t))+8(t* (G{ (1), ,G,/l(t))—i—(51 (t),...,&n(t)))
= o(t)+e(r'o’(t)+o (1))
seklindedir.
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ii) Vt € I CRi¢in 307 (¢) # 0 olmalidir (1 <i<n).

Aciklama10. G:ICD — D", 6(f) = o (t) +&(t*0’ (t) + o (t)), D-modiil egrisi bu

caligma boyunca kisalik i¢in D-egrisi (veya egri) olarak adlandirilacaktir.

Teorem 4.5.2. G: 1 CD— D", G(f) = o (t)+€(t*0' (¢t)+ o (t)) bir D-egrisi olsun.
Bu durumda, V7 € I i¢in

6*; . ED — Tg(;) Dn
= _ (= = ., = =
Vi — G*i(vf):<vf[61]aVf[62]7-~-7vf[6n]>

doniistimii birebirdir.

Ispat. G:1CD = D", G(7) = o (t) +&(t*c’ (t)+ & (t)) bir D-egrisi ve V7 € I igin

— (= | ry il . —
0.; ( v ;) = ( vilol], vi[oa],.., v ;[Gn]) seklinde tamimlanan G,; : TD — T57 D"
doniisiimiinii ele alalim. Yukarida tanimi verilen dual tiirev doniisiimii ile V¢ € I C R

R r - = L =N\ =
i¢in 307 (¢) # 0 oldugu goz Oniine alinirsa, V v 7, w; € D igin G4 < v ;) =0, (w;)

= = o . . ..
ise v ;= wy elde edilir 6yle ki 6,7 doniisiimii birebirdir. [

Tanm 4.53. 6:I1CD - D", 6 (i) =0 (¢t) +&(t*0' (t) + 0 (¢)) bir D-egrisinin G (7)

noktasindaki hiz vektorii

C;—‘; - 50
__hm60+a—60)
k—0 k
_ <hm6 (f+k) -G (7) hmw(w%)-w(f))
k—0 k TS0 k
do; _ doc, _
= (d_il()""’f(O)

= o' (t1)+e(t"0" (t)+0' (1))
seklinde olup bu hiz vektoriiniin dual normu

D - \/<é(f)7é®>n

L Ao (1),6" (1) | (00,5 (1)
= ool +e (0 ™)
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biciminde elde edilir. Burada dikkat edilirse,

H t),0" (1))
||G’( i

o' @
t
seklinde olup bu hiz vektoriiniin dual normu

T 1),6' (1))
oo +e (v 5 (o0l + 5L )

biciminde yazilabilir.

o

Sonug 4.5.1. G : 1 C D — D" bir D-egrisi olsun. Eger

4((0d) )

ise <6(f) ,6(?)> = a+ €a* (a > 0) bir dual sabit olup bu egrinin hiz vektoriiniin
D

normu

o

a*
=+/a
D 2\/a
sabittir.

Tanim 4.5.4. G : 1 C D — D" bir D-egrisi olmak iizere,

o(f)|| =1+0¢
D

o (1) =1+0¢ise
D

ise bu egriye birim hizli D-egrisi ad1 verilir. Bu durumda,

o

[t ),0’ (1)) B
=l @l (¢ 5 Qo0+ o) < 1o

seklindedir. O halde; &, D-egrisi birim hizlidir. <= |0’ (¢)|| = 1 ve (6’ (¢), 6’ (1)) =0
dir.

Teorem 4.5.5. G : I C D — D" bir D-egrisi ve & € C (U C D”,D) olsin. Bu durumda,

COIHE @

dt
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seklindedir.

Ispat.G:1CD = D" G(f)=0(t)+e(t*c’(t)+ G (¢)) bir D-egrisi ve

bir dual analitik fonksiyon olsun. Dual yone gore tiirev tamimindan asagidaki esitligi

yazabiliriz:

biciminde oldugundan

* 7 d ~ 1 .
50[E] = Eooyme| 7 0+ (50 £ Gea0 7))
d(EoE)
—
elde edilir. [

Tamim 4.5.6. G : I C D — D" bir D-egrisi ve J C D bir dual acik ciimle olsun. Eger

k(5) = k(s)+e(s*k’<s)+%(s)) (K (s) #0)

seklinde tanimli bir dual analitik fonksiyon olmak iizere, k" var ve dual analitik bir

fonksiyon ise k fonksiyonuna &, D-egrisinin bir parametre doniisiimii denir. Buna
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gore,

D-egrisine &, D-egrisinin parametre doniisiimii ile yeniden parametrelendirilmisi de-

nir. Burada, 1 <i <nicin

5" (010k)' (s) +k(5) (0] 0 k) (s)

& (k(5)) = (ci0k) (s) +€ g
+ (Gl' o k) (S)
seklinde tanimlidir.

Teorem 4.5.7. &, D" uzayinda bir D-egrisi ve E, G egrisinin k ile yeniden parametre-

lendirilmisi olsun. Bu durumda,

dB _dk,_ dc

=—(5)— (k(5
i~ @O a k)
dir.
Ispat. 5:1CD = D", G(7) =0 (t) +&(t*c’ (t) + & (t)) bir D-erisi ve
k J—1

k() = Hg+f(fy@y+ag):t+a*:z
olsun. Burada, &’ (s) # 0 dir. Bu durumda,

B(s) = o (k(5) = (01 (k(5)),- 0 (k(5)))

biciminde olup

(
BG) = ((610k)(s),....(Guok) (s)) +& (k@ﬂqo@
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seklinde tammli bir D-egrisidir. Burada, B = G ok : J C D — D" bigimindedir. Bu
egrinin s dual degiskene gore tiirevi
dB !/ / !/ /
— = (K01 (k(s)),sK () 0, (K(5)))

[ (k) + (K (5))* o (k(5)) .-,
K' () 03 (k(s)) + (K (s))* o (k (5))

) +k(s)K (s)0f (k(s)) +K (s)G

K (s) 0y (k(s)) +k(s)K (s) 0/ (k(s)) +K (s) G

+&
c

(k(s)) s,
G, (k(s))

biciminde olup bu ifade diizenlenirse

% = (k' (s)+¢€ (s*k” (s)+K' (s)))
X (6' (k(s))+¢€ (s*k' (s) 6" (k(s))+k(s) " (k(s))+ 6 (k (S))>>
= 5% k)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. 0

Teorem 4.5.8. G : I C D — D" bir D-egrisi ve E © egrisinin k ile yeniden parametre-
lendirilmisi olsun. k (50) = fo olmak iizere, G egrisinin 7 dual noktasindaki birim dual
teget vektor alan1 1) (7g), B egrisinin 5 dual noktasindaki birim dual teget vektor alan

S (50) ile gosterilirse

S(50) =1 (o) veya S(50) = —17 (7o)

dir.

Ispat. :1CD—=D" G(f) =0c(t)+e(t*c’ (t)+ 6 (t)) bir D-egrisi ve k: J — 1,
k(5)=k(s)+& <s*k’ (s)+k (s)) =t+é&t* =7 olsun. Burada, k' (s) # 0 dir. Yukaridaki

teoremden

dual fonksiyonunun bir D-egrisi oldugunu biliyoruz. Simdi, & (59) = 7o olsun. Bu du-
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rumda,
(o) _ k(50)5(fo)
k(50) @ (7o)

D D

elde edilir. Ayrica, k (50) = k' (sg) + € <sgk” (s0) +K (so)) ve k' (so) # 0 oldugundan

dual mutlak deger fonksiyonu goz 6niine alinirsa &’ (sg) > 0 ise |k(50)| = k(50) veya
D
K (so) < Oise |k(S0)| = —k(S0) olur dyle ki
D
S(S0) =T (70) veya S (50) = —T (7o)
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. 0

G : 1 C D — D" bir D-egrisi olsun. #y € I olmak iizere, G (7)) noktasindan baslaya-
rak dual yay uzunlugunu dl¢tiigiimiizii varsayalim. f = ¢ 4 €t* >p to + €t; = o olmak
iizere, G (7) ile G (7o) noktalar: arasindaki dual yay uzunlugunu & (7) ile gosterelim. Bu

durumda, o (7) ile G (7p) noktalar arasindaki dual yay uzunlugu

t*|lo’ (f)H—toHG (t0)]]

+ o

1o D

— | [llo’ )] dr+e

seklindedir. Burada acgiktir ki t = 7 i¢in g(to +&t*) = 0+ 0¢ dir. Simdi, ¢ > 1 olsun.
t

O halde, Vr € I igin |0’ (t)|| > 0 oldugundan [ ||c’ (r)||dt > 0 olup dual mutlak deger
fo

fonksiyonu tanimindan

o’ (¢ )H —fS HG’(to)H+

+f 98

s = S0 = [|o'W]dr+e

= cW+e(rem+Em)
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seklindedir ve bu E dual analitik fonksiyonun 7 dual degiskenine gore tiirevi

L _ e CAORAO)
e = loole(r g o+ )

biciminde elde edilir.
Ornegin,
o(f) = p+tv+e(t'V+p +1tv

= o(t)+e(r*o’(t)+o (1))

_>
dual dogrusunu ele alalim. Burada, v # 0 dir. Agikga goriilmektedir ki & bir D-
egrisidir. Bu durumda, G (@) =A = A+ €A* ve G (b) = B = B+ €B* dual dogru iize-
rinde iki nokta ve b = b+ €b* >p a + €a* = a olsun. O halde, G (a) ile G (b) dual

noktalari arasindaki dual uzaklik (dual yay uzunlugu)

—_ S o d
d(aB) - |as|
/H ol b*||a’ (b)|| —a"[|o’ (a)|| +
= o ()||dr+¢ b o).
¢ + et N
()
= |b-a)|[V[|+e| B —a) V] +(b-a) K
D

seklindedir. Ayrica, G birim hizli bir D-egrisi olsun. Bu durumda, G (a) ile G (b) dual

noktalarr arasinda kalan dual yay uzunlugu

b
L = /dH—S —a
a D
= |(b—a+e(d"—a"))lp
= ‘E_E‘D

bi¢imindedir.
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Teorem 4.5.9. G : I C D — D" bir D-egrisi olsun. G ok : J — D" egrisinin her nok-
tasindaki hiz vektorii birim vektor olacak sekilde k : J — T dual parametre doniisiimii

vardir.

Ispat. @ = a+ ea* € I olmak iizere, V7 € I igin

|6’ (@) —a*|[o" (a) ] +

t
S=E(1) = /HG’(t)||dt+e Lo
0 + e
D
olsun. a < t i¢in
s = &)
' t*llo’ (1)l —a* |0’ (a)

t ~
(0'(0).5(1)
+ e 4t

biciminde olup

E , cd o o
7 = o0l Gl oD+

seklindedir. |6’ (z)|| > 0 oldugundan &’ (¢) > 0 dir. O halde, & artan bir fonksiyon olup
1
E~1(s) vardir ve (E71) (s) =
) €0 =5

Bu durumda, {  vardir ve

> 0 dir. Burada, & : T — J, & (f) =5 seklindedir.

-1

e =" @re(s (€)@ (8ot (EN )

bi¢ciminde ifade edilen dual analitik bir fonksiyondur. § to k diyelim. Bu durumda,

k : J — T seklinde olup
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dir. 6 ok = B denilirse,

seklinde olup yukaridaki teoremden biliyoruz ki

dB dk,_ dc - _
%—%(S)ﬁ(k(s))

1
dir. ((S *1)/ (s) = (1) > 0 oldugundan dual mutlak deger tanimindan aciktir ki
dk _ dk _
a5 (5) y a5 (5)

bicimindedir ve boylece dual normun ikinci 6zelliginden

dg|  ||dk _ do - _
T 4 = ‘%(S)E(k(s)) .
dk _ | ||do -
= %(@D E(I) .
- Xo|60 )
= 140¢

dur.

D-egrileri icin Frenet Formiilleri

Bu kisimda, Oklid 3-uzayinda bir egri icin elde edilen Frenet formiilleri 1s181nda D-

egrileri icin Frenet formiillerini detayli bir sekilde inceleyecegiz. Bu ¢alismada, D-

egrilerinin bu formiillerinin hangi sartlar altinda var oldugunu detayl bir sekilde ince-

leyecegiz ve birim hizli olmayan D-egrilerinin de Frenet formiillerini elde edecegiz.

G : 1 C D — D bir D-egrisi olsun. Bu egrinin dual hiz vektorii
G(f)=0'(t)+e(tc" (t)+ 7' (1))
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olup bu dual vektoriin normu

50| =llo@ll+e (e 5 (ool + %)

seklinde oldugunu biliyoruz. Simdi, HE(?) ‘
D
o’ (t)|]| =1ve (o’ (r),0’ (r)) = 0 seklindedir. Bu durumda,

= 1 4 0¢ oldugunu kabul edelim. O

M@ =0 =0 () +¢ (0" (1) +& (1))

dual fonksiyonuna birim dual teget vektor alan1 denir. Bu vektor alani

nE) = n@)+e(n'@)+n())
= o' (t)+e(r*a" (t)+0' (1))

= n+en0

seklinde olup buradan agiktir ki

(77777> = <G/(t)76/(t)> =1

veE

(n,n° ={(c'(t),1*c” (t)+ &' (t)) =0

dir. 1 =7 (7) bir dual vektor alan1 oldugundan bu dual vektor alaninin 7 dual degiskene

gore tiirevi

M) =" (t)+e(r"c” (1) +&" (1))

seklindedir. Bu ifade; & egrisi lizerinde bir dual vektor alan1 olup bu ifadeye dual egri-

lik vektor alani denir ve bu vektor alaninin normu 6” (¢) # 0 olmak iizere,

PN (" (1),0" (1) (0" (), (1))
H”“>D‘”“(””+8G EZ0 IR0 )

olarak hesaplanir. k () = ||c” (¢)|| denilirse;

d, (6" (1).6" (1)
I @]
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oldugundan

x0) = ||
= k(1)+e(*x (1) +x(1))
= k+ex’
seklinde yazilabilir. Burada,
~ oy _ {o"(t),0" (1))
SN ]

bicimindedir. Bu K fonksiyonuna dual egrilik fonksiyonu adi verilir. Dual egrilik vek-
tor alaninin (dual) normlanmisina ¢ egrisinin dual asal normal vektor alani denir ve

¥ (7) ile gosterilir. Bu durumda,

’ [ 8" Wle" 0|2 ~(c"(1).0" (1)) 0" (1)
Sm - o) EZOR
s (t) v " +E& ~ 2 ~
lo” @)l L G Olle" (0P ~(e"(1) 5" (1))0" (1)
lo" ()]
G// (t)

seklindedir. Eger, ¥ (¢) =

denilirse;

lo” ()]l

g(d%))ZMWMM@W—w%mdwmdw>
dr \ [|o” (1) o (1)]

oldugundan

5() = 19(t)+8(t*19’(t)+1§(t)>
= o+e’

seklinde yazilabilir. Burada,

5([) — 6" (t)|[c” (t)”z —(o” (1;) 6" (1)) o” (1)
la” (@)l

dir. Burada aciktir ki
(9,9)=1ve (8,9°) =0
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oldugundan

5@, =1+ 0
bicimindedir. Dual binormal vektor alan1 ¥ () ile gosterilir ve

70 = n0x00)+e(r L MO x40 x O+ 0 x00))
= Y0+l Y ()4 70)
= y+ey°

seklinde hesaplanir. Burada,

(r,7) =M @) xd@),n () x5 (1))

olup Lagrange 6zdesliginden ([31] ve [135]])

<% Y> =1

Ve

(r.?") = ((n@).n" @) +(@),9 (1))
+(9(),50)+ 0.7 1)

biciminde olup yukaridaki denklemler goz Oniine alindiginda

(r.7’)=0

elde edilir. Sonug olarak, |G (7)|| = 14 0¢ birim hizli D-egrisinin sirasiyla, dual teget
D

vektor alani, dual asal vektor alani ve dual binormal vektor alani

n@) = n@)+e(n' @) +0() =n+en’,
() = ﬁ(t)+£(t*19’(t)+5(t)):19+8190

Ve

TO=yO)+e(Y @)+7() =y+€)°
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seklindedir ve ayrica,

mn) = 1, (n.n°)=0
(0,9) = 1, (8,0°)=0

(r.7’)=0

I
—

v, 7)

biciminde hesaplanir. Boylece; 77,9 ve 7 vektor alanlarmin dual normu 1+ 0Og dual

sayisina esittir.

Simdi, bu vektor alanlarinin birbirleriyle olan dual i¢ ¢arpimlarmi inceleyelim. i1k ola-

rak, (7 (7),9 (7)), dual i¢ carpimu

M), 90)p= (0,9 +e((n, %) +(n°,9))

seklinde olup
m8) = ()9 =0,
o e (0,0" () | (6(),5" (1)
(m2%) = e EAa]

(0" (1),0" (1)) | {0'(r).0" (1))
lo” (1)l la” (1)l

elde edilir. 6, D-egrisi birim hizli oldugundan

(n°,0)=r"

|6’ (1)|| = 1ve (o' (t),6"(t)) =0

(4.5.1)

(4.5.2)

seklinde olup bu ifadelerin 7 reel degiskenine gore tiirevleri alinirsa asagidaki esitlik

elde edilir:

(n,9°) +(n° ) =0.
Boylece,
M@, 00@)), = (n.9)+&((n,9%)+(n°,9))
= 0+40e¢
=0
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olur. Diger yandan, (9 (7),7(7))p, dual i¢ carpimu

(B {),7(0)p= (0,7 +€((3.7°)+(0°,7))

seklindedir. O halde,

(B,7)= (0 (1), 7)) = (& (),n (1) x B () =0

elde edilir. Ayrica,

(8,7) =1 ((9(6),n (1) x ' (1)) +(B(1) ., (1) x B (1))

veE

(8%,7) =" ({9 (1), 0 (1) x D (1)) + <1§(r) (1) x 19(t)>

biciminde olup determinant fonksiyonu ([31] ve [35]) g6z 6niine alindiginda

(8,7") + (9%, 7) =0

olarak bulunur. Boylece,

(F(1),7(0)p = (0,7 +£((8,7") +(8°,7)) =0+0¢

olur. Son olarak,

F@.TO)p=(r.m) +€((rv.n")+{¥.n))

seklinde olup

(rrm) = ({r@®),n) =0,
(rn®) = ((n@)x )0 @)+ 1) x 0 (),10(1))

veE
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elde edilir. Determinant fonksiyonunun 6zelligi g6z oniine alindiginda

(r,m”)+ () =0

seklindedir ve boylece

O T = (rm)+e((rn’)+(F.m))
=0

bicimindedir.
Sonug olarak, {7 (), 9 (¢),7(f) } ciimlesi dual ortonormal bir sistem olusturur. 7], 9 ve
¥ dual vektor alanlarina &, D-egrisinin dual Frenet vektor alanlari, {7 (7),9 (¢) ,7(7) }

dual ortonormal ciimlesi &, D-egrisinin dual Frenet catisi olarak adlandirilir.

Sonuc 4.5.2. G : I C D — D3 bir D-egrisi olmak iizere, bu egrinin V7, € I noktasinda

{7 (o), (f0) ,¥(f0) } dual Frenet catisi Tg(;O)D3 dual tanjant uzayinin bir bazidir.

77,9 ve ¥ dual vektor alanlar1 dual analitik vektor alanlar olduklarindan bu vektor
alanlarinin dual degiskene gbre tiirevleri vardir. Simdi, bu tiirevleri {77 () , 9 (1), 7(7) }

catisina gore hesaplayalim. {1k olarak,

NE) = o' ()+e(c” 1)+ (1))

* o0

= n'(+e(n"@)+n' ()
= ﬁ(t)x(t)Jre(t*%(ﬁ(t)K(t))+19(t)§(t)+19(t)x(t))

= (K(t)+e(t*1<’(t)+§(t)))(ﬁ(t)+8(t*ﬁ’(t)+19(t)>)
= ®(0)9(1)

seklindedir. Diger yandan, biliyoruz ki
((@),7({))p = 1+0¢ (4.5.3)
dir ve ayrica,

Y@, 7@)p = (r(), 7)) +2e (" (v (1), 7 (1)) + (¥ (1) .¥(1)))
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seklinde dual analitik bir fonksiyon olup (4.3.3)) esitliginin her iki tarafinin 7 dual de-

giskene gore tiirevi alinirsa

i U 6,7 (00)+ o), ()

4 (@70 = 2 (@, 0)+

ai VT (< v g( 7 (6, 70) + (7). 7 () ))
2OV T ) 70+ (Y 0+ T

/Ay .
- 2<ﬁ>Y(t>>D
= 0+40¢

a7
elde edilir. O halde, d—;' Lp 7(F) dir. Diger yandan,

(7(@),m())p=0+0¢ (4.5.4)

dual analitik bir fonksiyon olup determinant fonksiyonu g6z 6niine alindiginda, (4.5.4))
esitliginin her iki tarafinin 7 dual degiskenine gore tiirevi alinirsa asagidaki esitlik elde

edilir:

‘- (7 @) )+ 7 0.0 )

L (@0 TOw) = Y010+

a1 W) = 0.0 8( <7/(t),ﬁ<t>>+<7’(t),n(t)>>
= (YO +e(@y' O)+70).nO)+e(n (O)+0(0))y

_ <fl—fy,ﬁ<f>>n

olacak sekilde p : U C D — D bir dual analitik fonksiyonu vardir. Bu fonksiyon p = —7
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bi¢iminde gosterilir. Burada, T(7) = 7(¢) + € ("1’ (t) + 7 (¢)) dir. Bu fonksiyona dual

burulma fonksiyonu adi verilir. Boylece,

70 = —TOB@)

= Y(O)+e(y ()+7 1)

seklinde hesaplanir. O halde,

0= 00)x()+e (15, (00 k(@) + 9 (0RO + 3 () x(0))

veE

70 ==t v 0)+e (1 4 (209 () - 130~ F0) 9 0

bi¢imindedir. Simdi de V7 € 1 C D i¢in ¥ (7) € Sp {7 (7), 9 (), 7(7)} oldugundan

O =an+bod +cy (4.5.5)

olacak sekilde @,b,c : I C D — D dual analitik fonksiyonlar1 vardir. Biliyoruz ki

(O ()M (7))p =0+0¢. (4.5.6)

I FACIORION
3 (D). 7[0))p = (9(0),1 (1)) +e . -
| s ( (80,7 (1) + (), (1)) )

bi¢iminde olup (£.3.6)) esitliginin her iki tarafinin 7 dual degiskenine gore tiirevi alinirsa

d

Z (O 10)p) = ¥ On@)+(®@),n'(1)

= 0+0e¢
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elde edilir. Bu durumda,

(0'(1),n (1)) = —(B(1),n"(1))

ve

(30, 70)+ (0 n@) = (@07 )~ (3.1 1))

dir. (4.5.3]) esitliginin her iki tarafi 7] ile dual anlamda i¢ carpima tabi tutulursa

a(f) = <% (B (7)) ,ﬁ(f)>D = k() +e(—1"K () — K (1)) = —%(7)

elde edilir. Diger yandan,

(O (), 0(t)), =1+0e (4.5.7)

(3@, D)y = (0 (0),8 (1) +2¢ (¢ ((9(), (1)) +(9(1),3()))
seklinde olup ([E.3.7) esitliginin her iki tarafinin 7 ye gore tiirevi alinirsa

. (O (), (1))
E(@G)E(f)%) =2 (9 (1), 0" (1)) + (0 (1),9" (1))
+€ ~ ~
+(0'(),3()) +(8(1),5' (1))
- 2<19'(t)—|—8(t*ﬁ"(t)+5'(t)),ﬁ(t)+8(t*19/(t)+5(t)>>
_ z<‘fi—?(2),5(2)>l}
= 0+¢€0

D
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olur. (£:5.9) esitliginin her iki tarafi ¢ ile dual anlamda i¢ carpima tabi tutulursa, b (f) =

0+ O¢€ olarak bulunur. Son olarak,
(0 (1),7(t))p =0 (4.5.8)

ve

o C(0).7 (1) + (' (0.7(0)
5070y = (30).7() + o
03O =00y 8( FOO.70)+(50).70)) )

biciminde olup (.3.8)) esitliginin her iki tarafinin 7 ye gore tiirevi alinirsa ve gerekli

islemler yapilirsa

('(),r@0) = —(®@®),Y @)
= (1),

(@)Y @)+ (3" (1),v() = —('@).Y0)—(d0). V)

= 70

0, 70)+(3' 0. 70) = —(30),7 1)~ (90,7 1))

elde edilir. (£.3.3]) denkleminin her iki tarafi 7 dual analitik vektor alani ile dual i¢

carpima tabi tutulursa

cO)=t@t)+e( T ()+7(1) =7(7)
biciminde elde edilir. Sonug olarak,

@) = 0k+e(r GO0 K0+ 90RO +I0)x(0)

= n'(0)+e(™n"(0)+n' (1),
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veE

veE

n'(t) 0 k() 0
(@) | =] —x(@) 0 1()
Y (1) 0 —t(t) 0
n"(t) 0 K (1) 0
() | = | —k'(t) 0  T()
V' (1) 0 7@ 0
0 k() 0
+| —x(@) 0 ()
0 —1(t) 0
n'(r) 0 k@) 0
Y| = | =k@¢) 0 T()
Y (t) 0 —-7(t) 0
0 k() O
+| —x(t) 0 (1)
0 —7(r) O
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bicimindedir.

Tamm 4.5.10. G : 7 C D — D? birim hizli bir D-egrisi olsun. Bu durumda, & (5) dual
noktasindan gecen ve dual normalleri 7,77 ve ©¥ olan dual diizlemlere sirasiyla verilen
noktadaki dual oskiilator diizlem, dual normal diizlem ve dual rektifiyan diizlem adi

verilir.

Teorem 4.5.11. D3 de bir D-egrisinin dual dogru olmasi icin gerek ve yeter sart bu
=

egrinin her noktasindaki dual egrilik vektor alaninin 0 olmasidir.

Ispat. G : T C D — D3 birim hizli bir D-egrisi olsun. Eger birim hizli degilse birim
=
hizl hale getirilebilir. Ayrica, ¢ egrisinin her noktasindaki dual egrilik vektor alan1 O

- . =
olsun. Bu durumda, Vs € I i¢in 7] (5) = O bigimindedir ve

oldugundan 1 <i < 3 i¢in 6/ (s) = 0 ve 6/ (s) = 0 elde edilir. O halde, asagidaki

denklemi yazmak miimkiindiir:

Gi(5) = of(s)+e(s7a" (s)+ 6! (s))

= 0+ &0.

Dual fonksiyonlar i¢in tanimlanan integral kavrami kullanilirsa,

/ G (s5)ds — / o (s)ds+e(s*c;’ (s) + / 5! (s)ds)
= oi(s)+e (570 (s)+0 (5))

= vit+ev; (vi,v; €R)

elde edilir. Tekrar yukaridaki ifadenin integrali alinirsa,

/5,- (5)ds = /vids—i—e (s*v,-—k/v?‘ds)

= 0i(s)+e(s"0; () + Gi(s))

= vis+cit+e(svi+vis+c)
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seklindedir. O halde,

G(s) = (01(5),02(5),03(5))
= c+s7+£<s*7+c*+svj>

dual dogrusu elde edilir. Burada, ¢ = (c¢1,¢,¢3), ¢* = (cf,cé,cé) LV = (vi,v2,v3) Ve

vj = (v’f,vé,@) bicimindedir.
) =
Tersine, G bir dual dogru ise 77 (5) = 0 oldugu kolaylikla goriilmektedir. O

Aciklama 11. G : 7 C D — D3 birim hizli olmayan bir D-egrisi olsun. Bu durumda,

/ ,0' (1))
o'+ (5 (e’ @l + =22
# 1+¢€0

o,

seklindedir. Bu & egrisinin birim hizli hale getirilmis hali E olsun. O halde,

B = Gok:JCD—=D’

B(5)|| =1+ €0 dir. Burada,
D

biciminde olup

=
~l
N
o
1
i
N
o

seklinde dual analitik bir fonksiyon ve tersi var, tersi de dual analitik olan bir fonksiyon
oldugunu biliyoruz. Boylece, E egrisinin dual Frenet formiillerine 77, 9,7, dual egrilik
ve dual burulma fonksiyonlarina k ve 7 denilirse, 6 egrisinin dual Frenet formiilleri ile
dual egrilik ve dual burulma fonksiyonlar1 7 o k' Bok ! ok Kok 'veTok |

seklindedir.

Teorem 4.5.12. G : I C D — D? bir D-egrisi ve ¥ € D™ olsun.

/ 0" (1))
= ol e (e g Gl + )

= vtev'

(1)

= v
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olmak tizere,

) _ %,
v.

N

ii) — = —kKnN+71Y,
A

iii) LA
1%

esitlikleri mevcuttur.

Sonug 4.5.3. G : 1 C D — D? birim hizli olmayan bir D-egrisi olsun. Bu durumda,

5 (0)

::”d¢m+e( =l @)+ —TET%#D>

# 1+¢€0

D

seklindedir. O halde, bu egrinin birim dual teget vektor alani ve birim dual binormal

vektor alani sirasiyla

Ve

Y0 = y(O)+e(Y () +7())

= y+¢y
biciminde olup
A0l
0= e
~ o S0l —(o' (1), (1) (1)
e o O |
_ d)xo"()
S FInEEanT §
) = (o'(t)x 0" (t),0'(t) x 5" (t) + &' (t) x " (1)) (o’ (t) x 6" (1))
o’ () x o” (1)}




seklindedir. Yukarida buldugumuz dual teget ile dual binormal vektor alanlarimi dik-

kate aldigimizda, dual asal normal vektor alani

S() = @m+emen+5@)

L (y(e) x 1 (1)) )

= y()xn(t)+e N _
+y () xn () +y(t) xn ()

= O+ev’

seklinde elde edilir. Burada kolaylikla goriilmektedir ki || 77 (7) |, = [[7(?) [p = || 9 (7) ||, =

1 + €0 seklindedir. Son olarak, dual egrilik ve dual burulma fonksiyonlarinin denklemi

k() = k(@)+e(t*« (1)+K (1))

= K+8KO

veE

T(7) = t()+e (T (1) +7(@t))

= t+e7’

lo” (1) x 6" (1)

K(t) = 3

o’ (2)]]
- _ (6’ (t)xa"(t),0' (1) x " (t)+ 7' (t) x 6" (1))
K (1) 3

o’ (2) x 6" ()| [|o” (1)l
3 / ~/ / 7
i (008 0) (|0 @ ")),
(@) x0"(1).0" (1)
i o/ (0)x 0" (1)
o) = (o' (t) xc"(t),6" (1)) +(c" (t),0'(t) x 3" (t) + 0 () x 6" (1))

lo” (r) x o” (1)
(o' (1) x o (t),0" (1)) (0’ (t) x 6" (¢),0’ (t) x 6" (t) + &' (t) x 6" (1))
o’ () x o (1)]|*

-2

128



seklinde elde edilirler. Boylece, birim hizli olmayan bir D-egrisinin dual Frenet for-

miilleri ile dual egrilik ve dual burulma fonksiyonlarinin denklemlerini elde ettik.

4.6. Dual Kovaryant Tiirev

_ X . = < . ..
Tanim 4.6.1. p = p+ €p* € D" bir dual nokta, v = V +ev* € D" bir dual vektor

— - o~
ve W € x (D") bir dual vektor alani olsun. 6 : D — D", G (f) = p+7 v bir dual dogru

olmak iizere, W dual vektor alanim G egrisine kisitlayalim. Bu durumda,

dual tanjant vektoriine W dual vektor alaninin v 5 dual tanjant vektoriine gore dual

kovaryant tiirevi denir.

Aciklama 12. W = W + eW* € x (D") bir dual vektdr alani olsun. Burada, W =
(W1, Wa,...,w,) biciminde olup 1 <i < ni¢in w; : U C D" — D bigimindeki dual ana-

litik fonksiyonlar
o owi
wi(X) =w;i(x)+e€ ija—l +w; (x)
j=1"9%j
. e — o~
seklindedir. 6 : D — D", 6 (f) = p+17 v bir dual dogru olmak iizere,

wi(o(t) = (wico)(t)

+€ (t* (wioo) (t)+ <6(t) , Z: (w,-xj o G) (1) ?]’> + (wjo0) (t))

olup bu dual analitik fonksiyonunun 7 dual degiskene gore tiirevi alinir ve 7 = 0 nokta-

sindaki degeri yerine yazilirsa

%Wi (G (@) o= Vlwi]+e (él’77ﬁ [wix, | + 7 5wl + V_zﬁ Wi])

t
dir. Burada, G (7)) = 0 (r) + € (* 0’ (t) + 0 (1)) bi¢imindedir. Eger
Dy W= (V5[] V5wal, s ¥ 5 [wa])
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denilirse

S — d— _
D W = W) |
n
= D7NW—|—8< ijVNij+D7NW+D7NW>
p ]:1 p P 14 D

ifadesi elde edilir. Ayrica, Dy ;W dual tanjant vektorii (DyW) (p) bigiminde yazila-
bilir.

Tamim 4.6.2. W,V € x (D") iki dual vektdr alan1 olmak iizere,

n
DyW =DyW +¢ <2x; (DvW),. +DvW +D§W>

j=1

seklinde tamimli dual (analitik) vektor alanidir ve bu vektor alanina W dual vektor

alaninin V dual vektor alanina gore dual kovaryant tiirevi denir.

i E _ — = =
Teorem 4.6.3. Va,b €D, € C(UCD"D), VY, Z<€ x (D") ve vy, wp € {p} xD"

icin asagidaki esitlikler saglanir.

Y(X) =Y (x)+¢ (Zn:x;‘-ij +?(x)>

J=1

ve

seklinde yazildigini biliyoruz.
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— — = . .
i)Va,b €D, VY, Z e x(D")ve vy € {p} xD"igin

D- (aY+bZ) = D+ (aY¥+bZ)
Vp p

n ~ ~
Y. piDv (a¥ +bZ), + D (aY +a'Y +bZ+ b*z)
=1

+€
+D= (a¥ +bZ)
p
= aDvﬁY —i—bD7ﬁZ
n ~
Y. p; (aD7~YxA —|—bD7~Zx.> +aD Y +a*Dw Y
Le =1 p p P P

+bD— Z+b*D Z+aD- Y +bD— Z
? P V5 V5
seklinde olup diizenlenirse
D«> (aY +bZ) = (a+ea) <D7 Y+e (ijD7;,~ij —|—D7ﬁ? —l—vaNY) )
p

+ (b +€b") ( (Z D5 Ze; + Dy Z+D z))

elde edilir.
iii) VY ,Z € x (D") igin,

Y (®),Z(x)p = ¥(x),Z(x)
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esitligi yazilabilir. Bu denklem agilirsa

Tl(T.Z)p) = (Do, 2G(3) + <

+&

(x <13“>>,Dv,,z>

<Y (5)).D~ zx]>
<Y (7)), D~ Z>
(e 012

e

biciminde olup dual i¢-¢arpim fonksiyonu gz Oniine alinirsa,

V5 (7.2),] = (0= 7.2()_+(

esitligi elde edilir.
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5 . SONUC

Bu tezde, R? iizerinde tanmimli olan sozliik siralama bagintisindan yararlanilarak dual
sayilar sistemi lizerinde tanimlanan siralama bagintisinin tiim 6zellikleri detayli bir
sekilde incelenmis ve ayrica, bazi 6zel esitsizlikler bu siralama bagintist kullanilarak
dual sayilar sisteminde ele alinmistir. Daha sonra, bu siralama bagintis1 kullanilarak
bazi topolojiler elde edilmis ve elde edilen bu topolojiler karsilagtirtlmisgtir. Diger yan-
dan, dual analitik fonksiyonlar detayl bir sekilde ele alinmig ve tiim eksiklikleri gide-
rilmistir.

Son olarak, diferensiyel geometride 6nemli bir yere sahip olan yone gore tiirev, vek-
tor alani, tiirev doniisiimii, lie carpimi, egri ve kovaryant tiirev gibi kavramlar verilen
teoremlerle de desteklenerek dual uzayda detayli bir sekilde incelenmistir.

Ileri bir ¢alisma olarak, dual sayilar sistemi iizerinde farkl1 bir siralama bagintis1 ta-
nimlanip bu tezdeki teoremler bu yeni bagintiya gore tekrar incelenebilir. Ayrica, bu
yeni siralama bagintist yardimiyla topolojiler olusturulabilir ve bu tezdeki topoloji-
ler ile karsilagtirilabilir. Diger yandan, bu tez dual uzayin temel yapilarim ele aldig:
icin daha sonra bu kavramlar kullanilarak diferensiyel geometrinin farkli yapilar1 dual

uzayda arastirilabilir.
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