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OZET

BIR UZAY EGRISININ ESLENIK EGRILERI UZERINE

YORULMAZ, Selda
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Dog. Dr. Osman KECILIOGLU
Temmuz 2022, [59|sayfa

Bu tez calismasi dort boliimden olugmaktadir. Birinci bolim giris icin ayrilmistir.
Ikinci boliimde tezde kullanilacak olan kavramlar ele alinmugtir. Uciincii boliimde on-
celikle Bir Frenet egrisinin asli yon ve asli dondr egrileri tanitilarak bu egrilerin egri-
likleri ve burulmalar1 arasindaki iliskiler ele alinmistir. Daha sonra ii¢ boyutlu Oklid
uzayinda eslenik egriler tanitilarak bazi sonuclar elde edilmistir. Son olarak, kiiresel
olmayan bir egrinin kiiresel eglenigi tanimlanarak bazi 6zel egrilerin kiiresel eslenik-

leri elde edilmistir. Dordiincii boliim ise tartisma ve sonug i¢in ayrilmstir.

Anahtar Kelimeler: Eglenik egri, kiiresel egri, helis, slant helis.
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ABSTRACT

ON ASSOCIATED CURVES OF SPACE CURVES

YORULMAZ, Selda
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Master’s Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Osman KECILIOGLU
July 2022, [59|pages

This thesis consist of four chapter. The first chapter is reserved for introduction. The se-
cond chapter contains concepts and definitions which are needed throughout the thesis.
In the third chapter, firstly some results were obtained by introducing associated curves
in three-dimensional Euclidean space Then, the principal direction and principal donor
curves of a Frenet curve are introduced and the relationships between the curvatures
and torsions of these curves are discussed. Finally, by defining the associated spherical
curve of a non-spherical curves, the associated spherical curves of some special curves

are obtained.The fourth chapter is reserved for discussion and conclusion.

Key Words: Associated curve, spherical curve, helix, slant helix.
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SIMGELER DIiZIiNi

Reel vektor uzayi

n-boyutlu standart reel vektor uzayi
3-boyutlu Oklid uzayi

R nin agik alt aralig1

o egrisinin teget vektor alani

o egrisinin asli vektor alanm

o egrisinin binormal vektor alani
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1 . GIRIS

Diferansiyel geometride egriler teorisi nemli bir calisma alamdir. Egriler, basta Oklid
uzay1 olmak tizere, bir cok farkli uzayda caligilmis ve calisilmaya devam edilmektedir.
Egrinin Frenet denklemleri, egriligi k, burulmasi 7 yardimiyla e8rinin geometrik 6zel-
likleri incelenmektedir.

Ornegin, bir egrinin k # 0 bir sabit, T = 0 ise egri bir cember, k ve 7 sifirdan farkli

sabitler ise egri bir dairesel helis, + sabit ise genel helis ve

TI
7 () =
7 \K

(k> +1%)

K2

sabit ise egri slant helisdir.

IE3, 3 boyutlu Oklid uzayinda verilen iki egri & ve B olsun. ¢ ve B min Frenet vektorleri
yardimiyla egriler karakterize edilir.

o nin Frenet denklemleri {7, N, B} ve 8 nin Frenet denklemleri {Tﬁ, Npg, Bﬁ} olmak
iizere N ile Ng_ vektorleri lineer bagimli ise & ve  bir Bertrand egri ¢ifti, N ile By ile
lineer bagimli ise & ve f Manheim egri ¢ifti olusturur.

Y.H.Kim (2012) & nin normal vektorii ile 8 nin teget vektorii i¢in N = Tg oldugunu
sOyleyerek egrilere yeni bir karakterizasyon kazandirmistir. Bu egrilere PD rektifiyan
egriler adim vermistir.

H.Liu (2019) 3 boyutlu Oklid uzayinda bir egrinin kiiresel eslenik egrilerinden bahset-
migtir. Egrilerde K, kiiresel egri fonksiyonu , f radyal kiiresel fonksiyonlar: tanimla-
migtir.

Tezimizin igeriginde bir ¢ egrisinin eslenik egrileri, ana yon egrisi, slant helis ve kii-
resel eslenik egrilerinden bahsedilmistir.

Bu tez calismamizda temel kavramlar i¢in Hacisalihoglu (2000) nun “Diferansiyel Ge-
ometri” kitabi, Sabuncuoglu (2004) nun “Diferansiyel Geometri” kitabindan yararla-

nilmagtir.



Jin Ho.Choi , Young Ho Kim (2012) tarafindan yayinlanan makale ana referansimizi
olusturmustur. B3, Oklid uzayinda asli binormal dogrultulu ana donér egri ve ikinci
ana donor egri kavramlarini tanittilar.

Bu kavramlar1 kullanarak genel helis ve slant helisler arasindaki iligkiler ele alinarak
bazi karakterizasyonlar elde edilmistir. Diizlemsel egriler ve genel helislerinden dogal
gosteriminden genel helisler ve slant helislerin dogal gosterimlerini elde ettiler.
Tezimizin son boliimii Huili Liu, Seoung Dal Jung (2019) tarafindan yayinlalan makale
ana referansimizi olusturmustur. Bu makalede Huili Liu ve Seoung Dal Jung bir egri-
nin eslenik egrisinin kiiresel bir egri olabileceginden bahsedilmistir. Radyal fonksiyon
ve kiiresel radyal fonksiyon tanimi yapilarak bu egrilerin Frenet denklemlerinden ya-
rarlanilarak aralarindaki iligkiler elde edilmistir. Bir egrinin bulundugu pozisyon vek-
toriiniin degigsmesine bagl olarak kiiresel eslenik egrisinin egrilik ve burulmasindaki

degisikliklerden bahsedilmistir.

1.1. Tezin amaci

Bu tez calismasinda 3 boyutlu Oklid uzayinda bir egrinin , dogal eslenik egrileri, ana
yon egrisi ve egri arasindaki iligski incelenmig ve bir egrinin dogal eslenik egrisinin
kiiresel egri olabilecegi gosterilmistir. Bu sonuglarin detayl bir sekilde sunulmasiyla,

ileriki caligmalara giizel bir taban olusturmasi tezimizin bir diger amacini olusturur.



2 . MATERYAL VE YONTEM

2.1. Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1. R reel sayilar cismini gostermek iizere

Rn:{(ppr?p?) """" pn)“flf”l,PzER}

esitligiyle belirli R” kiimesinde toplama islemi

(P1,P2,D3--Pn) +(q1,925----qn) = (P1+q1,P2+G2...Dn+ 1)

esitligiyle tanimlanir. Skalerle carpma islemi ,

A € Rve(p1,p2,p3......pn) €R"
icin
A(p1,p2, P30 pn) = (Ap1,Aps...... Apn)

esitligi tanimlanir. Bu igslemlere gore R" kiimesi R cismi iizerinde bir vektor uzayi olur.

R vektor uzayinda

P =(P1,P2, D3+ pn)ve g = (q1,92,----qGn)
olmak tizere
n
(p.q) =Y piqi
i=1

esitligiyle tanimlanan

R"xR" =R, (p,q) = (p,q)

3



fonksiyonu ,R" uzayinda bir i¢ ¢arpimdir. Bu i¢ ¢arpima, R” uzayinin dogal i¢ carpimi
veya 0klid i¢ carpimi denir.[[19]
peR"

olmak tizere

|vir.a|

diyelim.

R" =R, p—|pll

fonksiyonu, R"” uzayinda bir normdur. Buna gore R" vektor uzayi, normlu vektor uza-

yidir.
d(p,q) = llp -4l

biciminde tanimlanan

d:R'"xR" >R

fonksiyonu R™uzayinda bir metriktir. Dolayistyla R” bir metrik uzaydir. Bu metrikle
birlikte R"” uzayina 6klid uzay1 denir. Bu uzay E” ile gosterilir. n = 3 i¢in uzayimiz 3

boyutlu 6klid uzayi olur.[19]

Tanim 2.1.2. I, R nin bir agik arali§1 olmak iizere
o:]—E"

biciminde diizgiin bir o doniisiimiine, E” uzayi icinde bir egri denir.[19]]

Tamm 2.1.3. o : [ — E" egrisi verilsin. Her s € I igin

o (s)#0

ise o egrisine regiiler bir egri denir.[[19]]

Tanim 2.1.4. o : [ — E" egrisi verilsin. Her s € I i¢in Oc/(s) # (0 ise o egrisine regiiler

bir egri denir. Eger Hocl(s) H = 1 ise « egrisine birim hizli egri denir.[19]

4



Tammm 2.1.5. E? uzayinda birim hizl

a:l—E3

egrisi igin

T =a(s)

esitligiyle birlikte 7'(s) vektoriine « egrisinin birim teget vektorii denir. T, I araligi-
nin her bir s noktasina, o(s), noktasindaki 7'(s) teget vektoriine karsilik getiren bir
fonksiyondur. Buna gore 7', o egrisi uistiinde bir vektor alanidir. Bu vektor alanina o

egrisinin birim teget vektor alan1 denir. Kisaca

a'=T
ile gosterilir[19].
Tamim 2.1.6. E? uzayinda birim hizh
ol —E
egrisi igin
k : I—-R
k(s) = TG

fonksiyonuna, o egrisinin egrilik fonksiyonu denir. x(s) sayisina ¢(s) noktasindaki

egriligi denir.

Tanim 2.1.7. E? uzayimdaki birim hizli

a:l—R3

egrisi icin

esitligiyle belirli N(s) vektoriine, o e8risinin & (s) noktasindaki asli normali denir. N

5



vektor alanina , o egrisinin asli normal vektor alani denir.

Tanim 2.1.8. E? uzayindaki birim hizli
ol —R3
egrisi i¢in
B(s) =T(s) x N(s)

esitligiyle tammli B(s) vektoriine, o erisinin o(s) noktasindaki binormali denir. B

vektor alanina , o egrisinin binormal vektor alani denir.

Tanim 2.1.9.
T(s),N(s),B(s)

vektorlerine ,

a:l—E

edrisinin o/(s) noktasindaki frenet vektorleri denir.

{T(s),N(s),B(s)}

kiimesine o egrisinin a(s) noktasindaki frenet catist denir. 7, N, B vektor alanlarina ,

o egrisi Ustiinde frenet vektor alanlari denir.

Tamm 2.1.10. Ug boyutlu Oklid uzay1 E3 de « egrisi, I C R agik araliginda tanimlan-

sin. Bu durumda a, b € I olmak {izere ,

b
[ llets) ] as

reel sayisina, s = a ile s = b noktalar1 arasinda & egrisinin yay uzunlugu denir.

Teorem 2.1. Birim hizli , o : I — E? egrisinin frenet vektor alanlart 7, N, B ise

T'" = kN
N = —xT+1B
B = —1IN



dir.

Teorem 2.2. « : I — [E3 egrisinin frenet vektdr alanlar1 T, N, B ile ,egrilik ve burulmasi

K ve 7 ile gosterildigine gore

ve

[ x o]

3
le’]|
<OC/ % OC”, a///)

lo' > e
yazilir.

Teorem 2.3. o : I — E3 yay parametreli bir egri ve
K=#0

T#0

egrinin egrilikleri olmak iizere o egrisi r yaricaph S kiiresi iizerindedir ancak ve ancak

/ !/
K K T
dir.

Tanmm 2.1.11. Bir

o:l—E
egrisi verilsin. Vs € I igin o/ (s) hiz vektoril , bir u sabit vektorii ile sabit a1 yapiyorsa

, o0 egrisine bir helis denir.

Tanmm 2.1.12. Bir

o:l—E



regiiler bir egri olsun. & nin asli birim normal vektorii N olmak iizere
(N,v)

sabit olacak sekilde sabit bir v # 0 vektorii varsa, @ ya slant helis denir.

Tamm 2.1.13. S? kiiresi i¢in bir a egrisi, & : I — S? olacak sekilde tanimlantyorsa, o

egrisine kiiresel egri denir .

Tamm 2.1.14. « : I — [E3 egrisi i¢in k ve 7 ifadelerinin her ikisi de sabitse o egrisine

dairesel helis denir.
Teorem 2.4. o : I — [E3 bir egri ve

Kk # 0,
T # 0

olmak iizere o bir helistir ancak ve ancak
T
— =tan@
K

sabittir. Eger K, T egriliklerinin her ikiside sabit ise egri dairesel helis olarak adalandi-

rilir.

Teorem 2.5. Ug boyutlu Oklid uzay1, E® de o egrisi I C R agik araliginda tanimlh
birim hizli bir egri olsun. O halde o nin rektifyan bir egri olabilmesi icin gerek ve yeter

kosul & egrisinin egrilikleri oran1 s yay parametresine bagli dogrusal bir fonksiyon yani

Ls) =as+b

K(s)
olmasidir. Burada a # 0 ve b sabit reel sayilardir.

Tanim 2.1.15. Birim hizli bir o egrisi ve ayni aralikta tammli 8 egrisi alalim. Bu

egrilerin frenet ayaklilari sirasiyla

{1 N,,B,}

8



veE

{T>N> B>}

olmak tizere

{Nl 7N2, }
lineer bagimli ise o ve 3 egrisi ¢ifti bertrand egri ¢iftidir denir.

Tamm 2.1.16. «, E? uzayinda
{T, N, B}

Frenet ¢atili birim hizli bir Frenet egrisi ve N, o boyunca birim vektor alani olsun. 7
birim teget vektorii N ye esit olan yani

N =1Tp

olan B egrisine o nin dogrultucu egrisi ve & ya da § nin donér egrisi denir.

Tanim 2.1.17. 7y egrisi, B nin ana dogrultucu egrisi ise, B egrisine o nin ikinci ana

dogrultucu egrisi ve & ya da Y nin ikinci asli donor egrisi denir.

Tanmm 2.1.18. V, E3te diferensiyellenebilir bir vektor alam ve o : [ — E3 bir egri

olsun. Her 7 € I icin

oluyorsa, & ya V nin bir integral egrisi denir.



3 . ARASTIRMA VE BULGULAR

3.1. 3 Boyutlu Oklid Uzayinda Eslenik Egriler

Egriler arasinda dikkat ceken ilging egrilerden birisi helisdir. E* de herhangi bir egrinin
her noktasindaki teget vektor alani sabit bir vektor ile sabit ac1 yapiyorsa bu egriye helis
denir.E> de herhangi bir egrinin her noktasindaki normal vektor alan1 sabit bir vektor
ile sabit bir a¢1 yapiyorsa bu egriye slant helis denir.

IE3 deki bir egri teorisinin calismasinda bazi matematikgiler Bertnard ve arkadaslari,
bir egrinin c¢esitli eslenik egrilerini bulmuslardir. Bu eslenik egriler orijinal bir egriyi
karakterize eder ve davranisimi agiklayabilir.[6} (10, 12, [14]

Bir Frenet egrisinin bazi eslenik egrileri egri boyunca Frenet catisi tarafindan olustu-
rulan bazi vektor alanlariin integral egrileri olarak tanitilacaktir .

Bu boliimde eslenik egrilerin uygulamasi olarak , 3 deki genel helisleri ve slant helis-
leri, eslenik egrileri cinsinden karakterize ederek ve bunlari diizlem egrilerinden olus-
turmak i¢in kanonik bir yontem sunulacaktir .

Ayrica, PD rektifiyan e8ri adi verilen yeni bir egri tamtilacaktir. PD rektifiyan egri

vasitasiyla Bertnard egrisinin yeni bir karakterizasyonu elde edilecektir.

Tanim 3.1.1. « egrisinin her noktasinda

{T,N}
{T,B}

{N,B}

ile kapsanan diizlemlerine sirasiyla oskiilator diizlem, rektifiyan diizlem, normal diiz-

lem denir.

Bu boliimde , « : I — E3 verilen bir Frenet egrisinin baz1 eslenik egrileri tanimlana-

caktir. @ egrisinin Frenet ¢atisi {T,N,B}, u(s),v(s),w(s) [ aralifinda diferensiyelle-

10



nebilir fonksiyonlar ve

u?(s) +2(s) +w(s) = 1 (3.1.1)
olmak iizere
V(s) =u(s)T(s)+v(s)N(s) +w(s)B(s) (3.1.2)
vektor alanini tanimlayalim. Bu durumda V nin 7 aralifindaki bir B(s) integral egrisi
birim hizli bir egridir.

Tamm 3.1.2. « : [ — E? bir Frenet egrisi ve Frenet vektorleri {7, N, B}olsun. N(s)

vektor alaninin integral egrisine o nin asli yon egrisi denir.

Teorem 3.1. «, egriligi ve burulmasr sifirdan farkl sabitler olan E3de bir frenet egrisi

olsun, Bu durumda o nin ana yon egrisi 8 sirasiyla

dir.

Ispat. Kabul edelimki o egrisinin normal vektorii, 8 nin teget vektoriine esit olsun.o
nin frenet denklemleri {7, N, B}, ve 8 nin frenet denklemleri {T[;, Ng, Bﬁ} olmak

tizere, k¥ ve T 0 dan farkl: sabitler olsun.

Tg =N
ve
T' = kN
dir. Burada her tarafmi1 k ya bolelim
T/
=N
K



ifadesini buluruz. Her iki tarafin integrali alinirsa

a/
< —p
bulunur. Buradan
1,
=—qQ
B K
dir. Simdi
T#0
kabul edelim
B'(s)=—1N

-1
=—B
B=—5(s)
esitligini buluruz.O halde
—1 o' xao
B = —aomom
T o]l
_1 / "
= o Xa
P TK(s)
dir. ]

Teorem 3.2. «, E3de bir frenet egrisi olsun ve f3 tarafindan verilen bir integral

egrisi olsun. 3 nin anayon egrisinin & ya esit olmasi i¢in gerek ve yeter sart

us) = 0 (3.13)
w(s) = —cos( / tds) £ 0

12



veE

w(s) = sin( / vds)

olmasidir.

Ispat. de verilen
V(s) =u(s)T(s)+v(s)N(s) +w(s)B(s)
ifadesinin her tarafin tiirevi alinir ve Frenet formiilleri kullanilirsa
V'(s) = (u/ —kv)T + (Ku—f—vl —wT)N + (Tv+w/)B
dir. Ayrica B, V nin bir integral egrisi oldugundan

p =V

= VvV

dir. B” de her tarafin integrali alimirsa 8’ yani 8 nin tanjant vektorii

!

B =Tp

olup bu ifadede tiirev alnir ve Frenet denklemleri yerine yazildiginda

V/ = K'BN B
ifadesi elde edilir. Buradan /
\%
—= Nﬁ =T
Kp

ifadesinde V' yerine yazilirsa

i{( — KV)T+(Ku+v/—w’c)N+(Tv+wl)B} =T
Kp

13



dir. Buradan

W —kv) # 0 (3.1.4)
(Ku+vl—wT) =0

(tv+ w/) =0
esitlikleri sagalanir. Ayrica (3.1.1)) ifadesinin tiirevi alindiginda
uu + w + ww =0

olur. (3.1.4) daki ikinci denklemin v ile carpilmasi ile

(Ku+ Y — wi)yv = 0
Kuv + vv/ —wvt = 0
Kuv + vvl + ww, =0

esitligi bulunur. Bu ifade de w o+ ww yerine —u'u yazilirsa,
u(kv — u,) =0

veE

(Kv—u/)#O,uzo

oldugu goriirliir. Diger taraftan (3.1.4)) daki iigiincti denklemin w ile carpilmasi sonu-

cunda

(tv+wlw = 0
TwwHww = 0

VW = —Www
/ . / /
bulunur. —w w yerine u u 4 vv yazarsak

! !
TVW=uu—+vv

14



olur u = 0 oldugundan

U — Kv # 0
—xv # 0

dir. Buradan

!
Ku+v —tw=0

v —Tw=0
w+1Tv=0
bulunur. Yukaridaki diferensiyel denklem sistemi ¢oziildiigiinde
u = 0

v(s) = sin(/ Tds) #0
w(s) = cos(/fds)

dir. O]

Tamm 3.1.3. o : [ — [E3 bir egri ve {T,N,B} « mn Frenet gatisi olsun. Bu durumda

—cos(/ Tds)N(s) —|—sin(/ 7ds)B(s)
birim vektor alaninin bir integral egrisine & nin temel dondr egrisi denir.

Temel dondr egrisi kavramindan verilen Frenet egrisinden yeni bir egri olusturmak
icin kanonik bir yontem verildigine dikkat edelim. Bu yontemle basit egrilerden bazi

karmasik egriler insa etmek miimkiindiir.
3.1.1. Ana Yon Egrileri ve Temel Donor Egrileri

Bu boliimde, ana yon egrileri ve ana donor egrileri arasindaki iliskiyi incelenecektir.

Teorem 3.3. «, E3de egriligi x ve burulmasi 7 olan bir frenet egrisi ve 8 , o nin ana

15



yon egrisi olsun. Bu durumda 8 nin egrilikleri kg ve 7g olmak lizere
Kg = V K2+ 72

veE

K2

)R =—"--7
B= 22

T
ps)

(

dir.

(3.1.5)

(3.1.6)

ispat. o ve B nin Frenet catisi sirasiyla {T,N,B} ve {Tﬁ,Nﬁ,Bﬁ} olmak iizere, o, B

nin ana yon egrisi oldugundan

dir. Her tarafin tiirevini alip Té ve N’ ifadeleri
Ty =N = —«xT+1B

dir. Buradan f nin egriligi
((73:73))

olup gerekli iglemler yapildiginda

kg = +/(—kT+1tB,—kT +1B)

— \/K2<T,T> — k7 (T,B) — k7 (B,T)+12(B,B)
e

16



seklinde bulunur. Asli normal vektor alant Ng ve binormal vektor alani Bg olmak tizere

ve

Ng

||T[;||
_
Kp
B 1T,
— < B
1
= —(—xT+1B)
Kp
B —K T4 T B
VK212 VK212
TﬁxNﬁ
—K T
N x ( T+ B)
N o
—K T
— NxT+————NXB
1/K2_+_T2 1/,(2_'_1-2
K T
B+ T
VK2 +12 VK2 +12

17
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olup, (3.1.7) daki ifadenin ikinci denklemin tiirevi alinarak

B (1T + kB) VK2 + 12 B (V&2 +12) (1T + kB)
(tT+TTt+KB+Bx)VK:+12— @(Kk‘ +17 ) (7T +kB)
K2 412
(TT+7kN + K B— KTN) (k2 4+ 172) — (kK + 77 ) (7T + kB)
(K2 +172)>
(TTx*+ 12T T + K3TN + T°kN + K2k B+ 12K B
(k2 4 72)3
—K3TN — kK 7T — K2k B— 12T T — 77 KB)
(k24 72)3
TTK* 4+ 20T+ K2k B+ 12k B— kK 7T — k*k B— 72T T — 17 kB
(k2 +72)2
k7 (kT —tB) — K ©(kT — TB)
(k2 +172)3
(kT — x 7)(xT — TB)
(k2 +72)3
KT —K 1T
= = " (kT —1B)
(k> +17%)2

dir. 75 = — <B/B,Nﬁ> oldugundan

5 = <( KT — KT (T — 1B)) —KT+TB>
(K2+12)% VK22
KT — KT
NCE
(kT — K'7) (K2 + 72)
(k2 +12)?
kT — k't K
2112 K2+

—x*(T,T) + xt(T,B) + tx(B,T) — 7*(B, B))

2 T

pY)

(

bulunur. []

Teorem 3.4. o ve 3 egrilikleri sirastyla K, T ve Kg, Tg olan 3 de iki egri olsun. a, 3

nin bir asli donor egrisi ise

K(s) = 3(s) |cos( / T4 (s)ds)

18



o(s) = K3 (s) sin( / o5 (s)ds) (3.1.8)
dir.

Ispat. o p-donér egrisinin tegeti

T = —cos( / tds)Ng(s) + sin / tds)Bg(s)

yazilabilecegini daha 6nce de belirmistik. [10] B, & nin dogal eslenigidir.

T = —cos( / tds)Np(s) + sin( / t5ds)By(s)

1fadesinin tiirevi alinirsa

/!

T = sin(/rﬁds)’L'BNﬁ —cos(/rﬁ)Nﬁ
+cos(/ Tﬁds)TﬁBﬁ(s)+B/B sin/rﬁds
= sin(/ Tgds)TgNp —cos(/ tgds)(—xgTg + T5Bp)
+cos(/ 5) 7B —fBNsin/rﬁds
dir. Kisaca 7" ifadesi
T = cos(/ Tgds)kpTp

bulunur. Burada egrilik fonksiyonun

K = ’T’

= ||cos(zp)kp 5|

= |Kp cos(/"cﬁds)

bulunur. Simdi & nin binormal vektor alan1 bulalim

T = —cos( / Tyds)Np(s) + sin( / Tds)Bg(s)

T' = cos (/ ’Cﬁds) K Tp

19



esitlikleri kullanilarak

B = TxN
— (—cos( / tds)N(s) + sin / tds)Bp(s)) x T

= cos(/ T3ds)Bpg +sin(/ Tds)Np

olarak elde edilir. Son ifadenin her iki tarafinin tiirevi alinirsa

B = —sin(/ tgds)tgBg +Blﬁ cos(/‘cﬁds)
+cos(/r5ds)TﬁNﬁ -l—N[; sin(/ Tgds)
= —sin(tgds)tgBg — TgNp cos(/ Tgds)
+ cos( / T5ds) t5Ng + (— KT + TB) sin( / Tyds)
= —sin(/ t5ds)TgBg — KgTp sin(/ Tgds)
+1Bp sin(/ Tgds)
= —kgTp sin(/ Tgds)
dir. Buradan, o nin burulma fonksiyonu
T = — <B',N>
= <KTB sin(/rﬁds),TB>

= KB sin(/fﬁds) <Tﬁ’TB>

= Kg sin(/ Tgds)
dir.

Sonug 1. (3.1.8)) ve (3.1.6) esitliklerinden




dir. Buradan

)= ( / 25 (s)ds) (3.1.9)
yazilir.

Sonuc 2. E3 de «, egriligi x ve burulmasi 7 olan bir Frenet egrisi ve o nin ana yon

egrisi B olsun. B nin egrilik ve burulmasi sirasiyla kg ve Tg olmak iizere

’Cﬁ T
—=—(= 3.1.10
) 3.1.10)
dir.
Ispat. B nin egrilik ve burulmasi igin

K2

B=—7

T
po)

(

Kg = V K2+ 12

ifadelerini daha 6nce bulmustuk. Bu iki ifade oranlanirsa

2

/

B__ X (%) 3.1.11)

K  (k2472)2
elde edilir. n

Uyari 1. (3.1.9) dan genel bir helis ve slant helis incelemek igin yaygin olarak kullanilir.[[1}
4, 7]

3.1.2. Uygulamalar

Bu béliimde, ana yon egrisi ve ana donor egrisi arasindaki iliskiyle, E* de baz1 egrileri
karakterize edilecektir.

B, o nin ana yon egrisi ve y,E*de B nin ana y6n egrisi olsun. Bu durumda 7y egrisi o
nin ikinci ana yon egrisi ve o da y nin ikinci ana donor egrisi olarak adlandirilir.

Bu kisimda bir genel helisin diizlemsel bir egrinin asli dondr egrisi oldugu elde edile-

cektir.
Teorem 3.5. Asagidaki ifadeler denktir.
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a)a Frenet egrisi E*de bir genel helisdir.

b)x diizlemsel bir egrinin ana donor egrisidir.

¢)a nin ana yon egrisi bir diizlemsel bir egridir.

Yukaridaki teoremin () sikki bir diizlemsel egriden bir genel helis elde edilebilecegini

ifade eder. y(s) = (x(s),y(s),0) birim hizli diizlem egrisini ele alalm. [8] den y egrisi

s o
x(s) = / cos / Kyt | do (3.1.12)
0 0
s o
y(s) = /sin /Ky do
0 0

olacak sekilde ifade edilebilir. Ayrica y min egrilik fonksiyonu

Ky =/ (W(5)2 4+ ((5))?

ve Frenet vektor alanlari

T, - (cos ( /0 ' K,,(t)dt) sin < /0 ) Ky(t)dt) ,0)
Ny = (— sin </0S Ky(t)dt) ,COS (/OS Ky(t)dt) ,0)

By =(0,0,1)

dir. Simdi ¥ nin ana donor egrisi olan 8 egrisini bulalim.




olup

= —sm/Ky 1)dt)Ky(s),cos /Ky 1)dt)Ky,0)
0 0

7! (— sin( [ &y(1)dt) Ky, cos(({ Ky(t)dtKy(s),()>

[ Key(s)

= | —sin /Kydt cos /Kydt),O
0

dir. ¥ nin p-dondr egrisi

—cos(/ Tyds)Ny+ sin(/ Tyds)By

vektor alaninin integral egrisidir . ¥ diizlemsel oldugundan 7, = 0 dir. Boylece

/Tyds
/Tyds =c

sabittir.

sabit olsun. O halde

N

—c0ScNy(s) +sincfy(s) = —cosc(— sin(/os Ky(t)dt),cos(/o Kydt),0) +sinc(0,0,1)

cosc = a ve sinc = b olsun. Buradan

N N
Kydt, —acos /0 Kydt,b)

N N
(asin/O Kydt,—acos(/o Kydt),0) +(0,0,b) = (asin/o
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olup

S S
B = (asin/ Kydt,—acos/ Kydt,b) (3.1.13)
0 0

- /Osy'(s)ds — a/os sin(/oo Kydt)do, —acos/os(/oa kydt)d o, bs)

dir. Burada a # 0 ve b sabittir a> + b* = 1 dir.

Bu aciklamalardan sonra asagidaki sonug verilir.

Sonug 3. ¥ = (x(s),y(s),0) birim hizli diizlemsel bir egri olsun. ¥ nin ana dondr egrisi

B(s) = (ay(s), —ax(s),bs)

olup, B nin egrilik ve burulmasi sirasiyla

Kp = ay /2" (s)2 4" (5)?

b\/ /! _|_y//

dir. Burada a # 0 ve b reel sabitler olup a* + b* = 1 dir.

Ispat.
B(s) = (ay(s), —ax(s),bs)

a # 0 b sabit olsun
a+br=1

dir. Burada 3 egriligi olan genel bir helis i¢in egrilik ve burulmasini daha 6nceki yon-

temden asagidaki gibi hesaplayabiliriz

Kﬁ — \/x//(s)z +y//(s)2

b\/ 1/ +y//
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dir. Daha 6nce yazdigimiz teorem 3.3 den

Kﬁ:\/K2+r2

v=mraly)

biliyoruz. Diger taraftan teorem 3.4 den

K(s) = kg cos(/ Tg(s)ds

o(s) = Kg sin / Tyds)

ifadelerini yeni egrilerimiz B ve v i¢in kullanirsak

— /42 2
Ky = KB—{—’CB

o= (B
T k2412 \k
BT NP

cos( / Tyds)

Kp = Ky

TB = K}/Sll’l(/ T'de)

olur. (3.1.14) dan

Ky = \/K§(1+ (z—l;)z)

K, = kKgV1+c?
Y B

25
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ifadesini diizenlersek

kg = |a|xy
Kﬁ = |a| \/ 1—|—62<Kﬁ)
yazabiliriz. Burada |a| degeri asagidaki gibidir.

1
1+c2

ja =

+1
V142

dir

a =

Sonuc 4. E3 de Tg = ckg sartin1 saglayan bir genel helis olsun. Bu durumda, B genel

helisi
1 S (o2 S (o)
R / sin(|A| / kgdr)do, — / cos(|A| / kgdt)do, cs)
A'Jo 0 0 0

biciminde ifade edilir. Burada

A==+vV1+c2

dir ve c sabittir. [[10]

[L1] Bir kiiresel helisin genel denklemi

1 1 1
Bc(s) = (cosscos(ws) + —sinssin(ws), — cosssin(ws) + — sinscos(ws), — sins)
w w cw

olup burada

dir.

Teorem 3.6. 75 = ck olmak iizere E3de B birim hizli kiiresel helisin Kp egriligi ve

konum vektorii sirasiyla
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Ko

Kp(s) = (3.1.15)
Vg 241G + 1
B(s) = \/11—|——c2 </sin K(s)ds,—/cos K(s)ds,cs+b) (3.1.16)
dir. Burada
V1+2 2
ko = K(0), K(s) = VAT g1 [ R(EsHd)

c] 2+ d%k}

b ve d sabit ve

dir.

Ispat. Tg = ckg olmak iizere 3 bir helis olsun. § nin kiiresel olmasi igin gerek ve gart

8]

veya buna denk olarak

<\
2= (K—§> (3.1.17)
B

denirse
A =f'(s)
olur.
£(0) = —
21<§ (0)



baglangic kosuluyla denklemin ¢oziimii

1 1
fls) = > 22+ds—2K2(0)
B

2K2(s)
dir. d bir sabit kp = k(0) dir.Buradan

Ko
\/—c2 Kgs2 —2kp(s)d + 1

Kﬁ (S) =

olarak elde edilir. ((3.1.18))) ifadesinin integrali alinirsa

/Kﬁ(s)ds = / ds
\/ 02K2s2 21<0sd+1

— ds
2 sd d?
\/c 2C2 + at Kg)
= ds
2
r rxo\/d e +2s—+ii>
- d2 2+C2
| [ - (4 4
1 ) s+ %
= arcsin | —5£—
|C| dzk'é—b—cz
g
2
= ! arcsin Ko (C S+d)

bulunur.

Kiiresel helis i¢in asagidaki 6rnegi verebiliriz.

Ornek 1. 3.1.18) de c= \%, Ko=1 ved =0 alinirsa o zaman

K(s) = 2sin ! (%)
bulunur ve s € (—+/3,+/3) diir.
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s € (—V/3,V/3) diir.

olur.

1+¢2

B(s) = ———( / sin<K(s)ds,— / COSK(s))ds,cs+b)

ifadesinde x(s) yerine

K(s) = 2sin”! (\%)

yazilirsa

B(s) = \/11+—cz (/sin(Zsin_1 (%) dS,—/cos(zsin_l(

29
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c= \%oldugundan

B(s) = \/; ( / sin(2sinl(%)ds, - / cos(zsin%%)ds, % +b)

sin~ ! (

= sina

Sl= 5l

esitligini yazabiliriz.

sin(2a) = 2sin(a) cos(a)
acilimindan yararlanarak

3— 52 r 25V 3 — 52

Vi Vi3

sin(2a) =2

buluruz.

cos(2a) = 2cos*(a) — 1

esitlifinden yararlanarak agagidaki ifadeleri cok kolay bir sekilde yazmak miimkiindiir.

2B-5Y) . 2,

cos(2a) = 3 1=1- 3

_ .1, S 25V/3 —s?

sin{ 2sin” ' (—=) | = ———
V3 3

s 2
2sin~ ! [ == —1- 242
COS( sin (\/§)> 3s

olur. O halde buldugumuz degerleri 3 (s) denkleminde yerine yazarsak

ﬁ(s)z? (/%s 3—s2ds,—/(l—§sz)ds,%+b>

buluruz. Simdi B(s) nin birim hizli oldugunu gosterelim.
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: 3.4, 5 g 457 1
= —(= s 14—
’ﬁ(s)H G B=)+gs =3 3
3/4, 4,4 4, 45 1 34
4(3S o* To' T3 TIT3) 743

Bls) = (x(s),y(s),z(s))

seklinde yazariz.

3.1.3. Slant Helisler

E3 de bir slant helis her noktasindaki asli normal vektor alani ile sabit bir vektor ara-
sindaki ag1 sabit olan bir Frenet egrisidir..

Ayrica E? de egriligi kve burulmasi 7 olan bir & slant helis

K2

T

(-)/ —¢ (3.1.19)

K

diferensiyel denklemi ile karakterize edilir. Burada c sabittir. Teorem3.5| ve Sonug(Z2)

ifadeleri g6zoniine alindiginda asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.7. Asagidaki ifadeler denktir.

1. Bir frenet egrisi o E? de slant helistir.

2. o E3 deki genel bir helisin ana donér egrisidir.

3. o bir diizlem egrisinin ikinci bir ana dondr egrisidir.
4. o nin ana yonlendirme egrisi, E? de genel bir helistir.

5. a nin ikinci ana yon egrisi bir diizlem egrisidir.
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Genel bir helis B [10] dan [E3 de bir slant helis o inga edilebilir. Kabul edelim ki

B(s) = (% (/Ossin(é(|A|/OG K’ﬁ(l))dt)) dc,—/oscos(|A|/OG Ky (1)dr)do, cs)

olsun. 3 egrisi
A=+V1+¢2

Fl
V1+c?

a+b*=1

a =

QI

olmak uizere

B(s) = (% (/Ossin(é(|A|/oc K‘ﬁ(t))dt)) dc,—/oscos(|A|/OG Kﬁ(t)dt)dc,gs)
(3.1.20)

bigiminde yazilabilir. Simdi 8 egrisinin Frenet vektor alanlarini belirleyelim. (3.1.20)

ifadesinin tiirevi alinirsa

B(s) = Ty (s) = (asiné /0 ' Kﬁ(t)dt,—acos(é /0 Ky (1)dr), b)

dir. B egrisinin normal vektor alani

1 1 /3 1 1o
Np(s) = (acos(- /0 Kp(1)dr, —a— —sin /0 kg (1)dt,0)
1 /s 1 s
= (cos(- /0 K3 (1) sin — /0 kg ()d1,0)

olup

Bg(s) = Tg(s) x Ng(s)
_ pmmi[@m%MM6AkWW¢m

dir. Boylece E3deki genel bir helisin ana yonlendirme egrisi olarak slant bir helis inga
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edilebilir.

a = —cos/fﬁdsN[; +sin/’cdsBﬁ
~ cos / ’L'ds(cos(é /0 "k (1)), cos( - / kg (1)d1).,0)
—i—sin/fds(—bsiné/skﬁ(t)dt,bcos(é)/o K5 (1)).a)
= (—COS/‘L’dS(COS(l/ Kp(t )dt)—bsin/rdssml/ Kp (t)dt
,—cos/rdssml/ Kp(t )dt+bsin/rdscos(1/ Kp(t)dt)
,asin/rds)

olup her tarafin integralini alirsak

/Ot’(s)ds -
s /cos/ 75(1)dt cos( /sKﬁ(t)dt)

—bsm/ p(t)dt sin 1/ Kp(t)dt,

/cos/ Tp(t)dt sin(— /Kﬁ()d

+bsin( /0 ()dt)cosé /O Ky (1)1,
asin/0 (sin/0 15(t)dt)do)

a# 0 b sabitler icin a” + b? = 1dir.Bu aciklamalardan sonra agagidaki sonug elde
edilebilir.

Sonug 5. y(s) = (x(s),y(s),0) bir birim hizli diizlem egrisi olsun.y nin ikinci ana donor

edrisi a(s) tarafindan verilen

a(s) = (= f3cos(fC bis()di)d (1) — bsin & b (1)dry (1)d o).
— Jocos( [y brg(r)dr)y (1) +bsin( [y bxg(r)dt)x (1)do, (3.1.21)
a [y (sin [’ bg(t)dt)do)

buradan

k() = /[ (5)2+ [ (s) 2
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a+#0 b sabitiyle birlikte a®> +b> = 1 o bir slant helis ve egriligi

K = akg cos(b/Kﬁds)

ve burulmasi

T = akg sin(bkgds)

olur. Burada slant helis ifadesine buluyoruz. [I]Teorem (3.3)) ve sonuc (2) den asagi-

daki sonug ifade edilebilir.

Sonug 6. 3, egriligi k ve burulmasi T olan ve

-

sartin1 saglayan bir slant helis olmak iizere 8 egrisi

K2

T 3

(] goos (11 [ Vie 2 - an (1 [V ) o,

0 VK2 + 12 Am
smsll’l (|A|/ V K2+12) A\/icos (|A|/ \/m) do,
=t

biciminde yazilabilir. Burada A = F+v/1 + ¢2 dir.

Uyari 2. Sonug(6) diizlemsel bir egirden bir slant helis elde etme yontemidir. E3de
dairesel helis yarigap1 r olan bir y(s) = (rcos 7, rsin?,0) birim ¢cemberinden elde edi-

lebilir. y nin egriligi

Ky(s) = W/H

s
= \/ — cos2 sm2 -
p
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veE

/ P— —_— —_—
x(s) = —sin ;
/ f— —_—
y(s) = cos ;
olup (3.1.21) yerine yazilirsa
a(s) = (= [ycos([y 2dt)—sins —bsin(fy 2dt)cosido,
— [y cos(Jy Ldt)cos s + bsin( [y Ldt), (3.1.22)

—sinido,a [§sin( [y tdt)do)

elde edilir. (3.1.22) ifadesindeki integraller alinip gerekli diizenlemeler yapildiginda

s
als) = (—r(1+2 cos—cos— 1+c? s1n s1n ,1.23)
VNV P Sier 4 +cz

s cs
—r(1422 sin—cos— +2revV/ 14 c? cos sm—,
( ) r rV1+c? roorvi1+c?
r cs
—CO0S ———=
¢ rv1+ 02)
biciminde elde edilir. Burada ¢ = 2 dir. (3:1.23) ile elde edilen dairesel slant helisin

egrilik ve burulmasi sirasiyla

K(s) = ——— cos(———)
VI a O IGe

veE

1 ) o
T(s) = r\/l—l——czsm(r\/m)

dir.
Yukaridaki agiklamalardan asagidaki sonug verilebilir.
Sonuc 7. r > 0 ve c birer sabit olmak iizere E* de herhangi dairesel slant helis (3.1.23))

ifadesi ile elde edilebilir.

Sonuc 8. 3 te (3.1.23) ifadesi ile elde edilen bir dairesel slant helisin kapali olmas1

icin gerek ve yeter sart \/— ifadesinin rasyonel olmasidir.

Ornek 2. ¢ = 7 ve r =1 alinarak elde edilen dairesel slant helis ¢¢;olsun.O halde

o bir cemberin ikinci ana donér egrisidir.Ciinkii (coss, sins) kapali bir egridir .
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r=1ve c= % (3.1.23)) da yerine yazalim.

o (s) (—1(1+3) cosscos

SI

3 1+%

S

—1 (1 +Z ) smscos

1 s
\/§COS Tg\/l—+—l)

5 4 i S
3COS.8‘0052 3SIDSSII’12,
— 5

3s1nscos s 3 cosss1n2,

\/§cos§

—2(cos 3 +cos ) — 2(cos 5 —cos ¥

= —2(sin¥ +sin$) + 2(sin ¥ —sin$),
\/§cos§

. 6cos3zs %cos% gcos —l— c

a —%sm%—%smz—k sm2 51112,

= (_acos%—%cosz,—gsm%—%smz,

1
6

—(5

—2%1/ 3,sms51
+2./1 n-L
f coss51 7

f

N

ﬁ

);

3s
0s 7,

\/§cos2

3cos )

M
cosz+ cosz,6sm2+ sin 3, — \/gcosi)

benzer sekilde c =1 ve r =2 i¢in kapali olmayan dairesel slant helis 6rnegi verile-

bilir ¢=1 ver=2 yazilirsa (4.9) da

o (s) ( 2(1+2)coszcos

—2(1+42)sin3 cos -

4\/§s1n CoS —=
4\/§cos sin

2\/’
2\/2,2005 ﬁ)

(—2(3 cos%cos VRl 2\/§sm§cos 33

bulunur.

3.1.4. PD-Rektifiyan Egriler ve Bertrand Egrileri

ia S s S o s N
3smzcos 33 2\/§coszsm—2\[, cos—2ﬁ>

Bu boliimde, E* de PD-Rektifiyan egrileri tanimlanarak bu egriler Bertrand egrisinin

ana yon egrisi ile karakterize edilecektir. B-Y Chen, E? de bir egrinin her noktasin-

daki konum vektorii rektifiyan diizlemde yatiyorsa bu egriler rektifiyan egriler olarak

tanimlamig ve bu egrilerin bazi 6zelliklerini incelemistir. [2, 3]
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normal vektor alanina sahip bir egridir. & egrisine de bir Bertrand egrisi denir. Ayrica
o nin bir Bertrand egrisi olabilmesi icin gerek ve yeter sart a ve b sifirdan farkl reel
sabitler olmak iizere

ak+bt =1

olmasidir.

B, E3de bir Frenet egrisi ve a, B min bir PD egrisi olsun.E* de burulmas: sifirdan farkli
bir B egrisinin konum vektorii o PD egrisinin rektifiyan diizleminde yatiyorsa, 8 ye

PD rektifiyan egri ad1 verilir.

B PD rektifiyan egrisi i¢in o egrisi A ve u sifirdan farkli fonksiyonlar olmak iizere
B(s)=A(s)T(s)+ u(s)B(s) (3.1.24)

biciminde yazilabilir. Burada {7, N,B}, o nin Frenet catisidir.

T = —cos(/rﬁds)N/g +sin(/ T3ds)Bg
ve
B= sin(/ ‘L'ﬁdS)Nﬁ —|—COS(/ ‘L'ﬁdS)B[;

ifadeleri (3.1.24) da yerine yazilirsa

B(s) = A(s)(—cos(tgds)Ng +sin(/ tgds)Bg + 1 (s)(sin(Tgds)Ng +cos(/ Tgds)Bg (3.1.25)

[~ A(s) cos(Tgds) + u(s) (sin(gds)] Ng + {A (s) sin( / Tds) + 1(s) cos( / ‘L’Bds)] By
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dir. (3.1.25)) ifadesinin tiirevi alinip ve B nin Frenet denklemleri kullanilarak

Tg = {—k’(cos/fﬁds)+7Lsin(/rﬁds)‘c+u'(s) sin(/fﬁds)ﬁ—us)’c} Ng
+ -—l(cos/fﬁds)+usin(/’cﬁds)(—KBTﬁ +TBBB)}

+ /'L’sin(/rﬁ +lcos(/%ds)’c—ku’(s)cos/’cﬁds—,usin(/Tﬁds)’c} Bg

+ )Lsin(/rﬁds) —|—/.LCOS(/ Tﬁds)} — Tﬁng
— kgt cos( / tyds) — Asin( / Tds))Ts
+(—,u’cos(/ Tlgds)—f—;t'sin(/ Tgds))Ng
+ (i sin / Tads) + A’ cos( / tds))Bg
elde edilir. Buradan

Al(s)=u'(s)=0 (3.1.26)

veE

KB(HCOS(/TﬁdS) —;Lsin(/ tds)) = 1 (3.127)

oldugu agiktir. (3.1.26) ifadesinden A ve u sifirdan farkls sabitlerdir.

_H
tan 0 = 1 (3.1.28)

olsun. (3.1.27) esitliginden

lcos(/ Tgds) —,usin(/ Tgds) = KL
B

olup son ifadenin her tarafi /A2 + 2 boliiniirse

u 1

—cos(/’c ds)—Lsin(/r ds) = ————
2+ 12 B A2+ 12 B kg /A2 + 112
bulunur. (3.1.28) esitliginden

(3.1.29)

cos 0 =

VAT p?
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veE

n
N xEum

olup bu ifadeler (3.1.29) de yerine yazilarak

sinf@ =

1
sin9cos(/ Tgds) —cosGsin(/Tﬁds) =
K,

VAT 2

esitligi elde edilir. Trigonometri toplam fark formiillerinden

. 1
sm(@ —/TﬁdS)) = m

ifadesini buluruz. Buradan

arcsin

(3.1.30)

1
—E 4 / Tgds
KBV A2+ ,Ll2 g
esitligini buluruz.Simdi (3.1.30) ifade her tarafin tiirevi alinir ve a = u? 4+ A? denirse

= KB—(S) (3.1.31)

T
P Kﬁ,/aK[%—l

olarak elde edilir. Ayrica Teorem(3.4) ve (3.1.31)) dan & = sgn (cos( [ Tgds)) olmak
lizere

eux(s)—At(s)=1

dir.

Simdi E3 de PD-rektifiyan egrileri karakterize eden asagidaki teorem ifade edilebilir.

Teorem 3.8. 3, E* de bir Frenet egrisi ve ., B nin ana donor egrisi olmak iizere

asagidaki ifadeler denktir.

1. B bir PD-rektifiyan egridir.

2. B egriligi ve burulmast sifirdan farkli olan ve bir a pozitif sabiti icin (3.1.31)

esitligini saglayan bir Frenet egrisidir.

3. B nin konum vektorii her zaman normal diizlemde bulunur.
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4. a bir Bertrand egrisidir ve 3 kiiresel egridir.

Ispat. (3.1.24) ve (3.1.31)) ten 1 2 ve 4 ifadeleri birbirine denktir. Bu nedenle teoremin

ispatin1 tamamlamak i¢in 3 ile 2 nin denk oldugunu gostermek yeterlidir. B nin konum
vektorii her zaman normal diizlemde yatan bir egri olmak tizere sifirdan farkl pi(s) ve

A(s) fonksiyonlari i¢in B egrisi asagidaki gibi yazilir.

B(s) = A(s)Np + u(s)Bg(s)

Buradan

Tg(s) = B'(s)
= A'(s)Np +A(s)Ng + ' (5)Bg (s) + u(s)Bg (s)
= kA (8)Tp(s) + (A'(s) — Tuu(5))Np + (A(s)T5(s) + 1 (5)) B

olup buradan

K‘B)V(S> =—1
AM—ut=0 (3.1.32)
A(s)tg+u'=0

denklemleri eide edilir. (3.1.32) ifadesinde 2. ve 3. denklemler sirasiyla A ve u ile

carpilarak
l/l’—?tu’cﬁ =0 (3.1.33)

Ve

pATg+pp’ =0 (3.1.34)

ifadeleri bulunur. (3.1.33) ve (3.1.34) ifadeleri taraf tarafa toplanirsa

AN +up =0

elde edilir. Bu ifadenin de integrali alindiginda

12 [.12
272~

)LZ—I—‘LLZ —

S NIo
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¢ > 0 elde edilir. Boylece

1
RYE
egriligi ve
A'(s)
Tp =
P ()

/
burulmasidir. kg ve 75 (3.2.48) kullanarak z—’; = (KT/ﬁ) olur. Bu da 8 nin kiiresel

K'B‘C

oldugu anlamina gelir. O

3.2. Kiiresel Egriler ve Eslenik Egrileri

Bu boliimde ii¢ boyutlu Oklid uzayinda kiiresel olmayan bir egrinin kiiresel eslenigi,
radyal fonksiyonu ve kiiresel radyal fonksiyonlar1 tanitilacaktir. Bu kavramlar yardi-

miyla bazi 6zel egriler ve onlarin kiiresel eslenikleri arasindaki iligkiler incelenecektir.

Bir a(s) egrisinin s yay uzunlugu parametresine gore Frenet ¢atist
{T(s),N(s),B(s)}
olmak iizere o nin genellestirilmis eslenigi
o(s) = a(s)+A(s)T(s)+pu(s)N(s)+v(s)B(s) (3.2.1)
dir.(3.2.1) ifadesinin tiirevi alinirsa

a'(s) = o' (s)+A'(s)T(s)+T (s)A(s)+ ' ()N + w(s)N'(s) +V'(s)B(s) + v(s)B'(s)
= T+ A (s)T(s)+KkNA(s)+ ' (s)N + u(s)(—kT +TB) +V'(s)B(s) — v(s) TB

= (1+A'(s) = k()T + (kA (s) + ' (s) = v(s)T)N + (u(s) T +V(5)) B

dir. Buradan o nin & eslenik egrisinin sabit nokta olmasi i¢in gerek ve yeter sart

' (s) = —kA(s)+v(s)t (3.2.2)



olmasidir. Burada x(s) egrilik fonksiyonu ve 7(s), a(s) nin burulma fonksiyonudur.[15}

18]

Tamm 3.2.1. a(s), E3 de bir egri olmak iizere

a(s) = ! o(s) = N(s) (3.2.3)

{a(s), & (s))

kiiresel egrisine o nin eslenik egirisi denir.

3.2.1. 3 Boyutlu Oklid Uzayinda Kiiresel Egriler

a(s) = x(s), E? de bir kiiresel egri olmak iizere E3 de bir 6teleme yardimiyla

(x(s),x(5)) = (x,x) =’

yazilabilir. Burada a > 0 sabit ve (,) E? de standart i¢ ¢arpimu ifade etmektedir. a = 1

oldugunu kabul edelim. Bu durumda x(s) egrisi birim kiire tizerinde bir egridir.

ve

¥(s) = o (s) x x(s)

denirse ap(s),x(s),y(s),[E* de x(s) egrisi boyunca ortonormal bir cat1 olusturur ve
{ao(s),x(s),y(s)} catisina x(s) kiiresel egrisinin Frenet catist denir. &,(s), x(s) eg-

risinin kiiresel egrilik fonksiyonu olmak iizere

ay(s) = —x(5) + Kg(s) ¥(s) (3.2.4)
Xs) = afs)
Y(s) = —1(s) aols)

dir.[16]

Teorem 3.9. x(s), E* de bir kiiresel egri ve bu egrinin kiiresel egriligi, egriligi ve

42



burulmasi sirastyla &, (s), k(s) ve T(s) olmak tizere
K(s) = /1 +x2(s)

+x(s)
=T

veE

dir.

Bundan sonra birim kiiresel egriye sadece kiiresel egri diyecegiz. Ayrica (3.2.4) den

s) = x(s)+x" (s 3.2.5
0) = e [6) () (3.2.5)

dir. [13].

Tanim 3.2.2. x(s) bir kiiresel egri olsun. Bu durumda

1 //S
)= ey 1 o)

kiiresel egrisine x (s) kiiresel egrisinin eslenik egrisi denir.

Uyar 3. E? de bir x(s) kiiresel egrisinin K kiiresel egriligi ile bu egrinin geodezik
egriligi esittir.

3.2.2. 3 Boyutlu Oklid Uzayinda Rektifiyan Egriler

Asagida [2] de B.Y Chen tarafindan verilen rektifiyan egri ve bazi 6zellikleri verilmis-

tir.

Tamm 3.2.3. «(3) : I — E3, § yay uzunlugu parametresiyle birlikte verilen bir regii-
ler uzay egrisi olsun. ¢¢(5) nin konum vektorii, rektifiyan diizlemde yatiyorsa o(5)

egrisine rektifiyan bir egri denir.
o/($) bir rektifiyan egrisi, Frenet ayaklilari

{T(5),N(5),B(5)},
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A(5) ve v(5) diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak tizere
o(3) = A(5)T(5) +v(5)B(3)

seklinde yazilabilir.

Teorem 3.10. o(5), § yay uzunlugu parametresi ile verilen ve egriligi x(5) ve burul-
masi1 7(5) olan bir rektifiyan egri olsun. Bu durumda a # 0 ve b reel sabitler olmak
lizere

T(v)

2 a5+ b
K(s_) as+

dir.

Ispat. a(3) bir rektifiyan egri oldugundan A (5) ve u (5) diferensiyellenebilir fonksi-
yonlar olmak {izere

a(5) = A(5)T(5) +v(5)B(5) (3.2.6)

bi¢iminde yazilabilir. (3.2.6)) ifadesinde tiirev alinirsa

A3 =1 (3.2.7)
A3k —v($T(5) = 0 (3.2.8)
V(5 = 0 (3.2.9)

dir. (3.2.7) ve (3.2.9) ifadelerinin integralleri alindiginda g ve % birer sabit olmak iizere
(a#0)

olarak elde edilir. Bu ifadeler (3.2.§) te yerine yazildiginda

(_ b) 1
S+—-|K=-1
a a
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esitligi elde edilir. Son ifade diizenlenirse

=as+b

_: /.\i
L | ©n
~— | —

dir. O]

3.2.3. Uzay Egrilerinin Kiiresel Eslenikleri

Tamm 3.2.4. o (5) : I — E? 5 yay uzunlugu parametrizasyonu ile verilen bir regiiler

egrisi olsun.

o (5) = f(s)x(s) (3.2.10)

esitliklerini saglayan x(s) birim hizl kiiresel egrisine o (s) egrisinin kiiresel eslenik
egirisi, f (s) fonksiyonuna da o (s)egrisinin radyal fonksiyonu denir. Ayrica x (s) kii-
resel egrisinin K, kiiresel egrilik fpnksiyonuna da o (s) egrisinin kiiresel radyal fonk-

siyonu denir.

Uyari 4. a(5) bir kiiresel olmayan egri olmak tizere, x(s), & (5) nin s parametresine
bagl kiiresel eslenik egrisi olsun. o () egrisi kiiresel olmadigindan f(s) radyal fonk-

siyonu sabit degildir. Bu durumda (3.2.10) den

T(5)% = f(s)a0(s) + £ (5)x(s)
dir. Ayrica
' oy dF)
7s) =%

dir. Bu ifadeyi (3.2.11) de yerine yazarsak

T(s‘)j—j = f(s)X(s) + d];is)x(s) (3.2.11)
= san(s) + (s
den
T(s) = op(s)cosv+xsinv (3.2.12)
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elde edilir. a (5) kiiresel egri olmadigi igin f(s) # 0 ve f’(s) # 0 dir.Yani

v # 0,modr (3.2.13)

T
— d
v # > ,mod7m
dir. (3.2.11)) ve (3.2.12)) kulanirsak

ds  f f [0 o
>__J4 _ — 3.2.14
ds cosv sinv ity ( )

siny

elde edilir. tanv agilimini yaparsak tanv = 2 = ifadesinden
f/
tany = — (3.2.15)
f
bulunur. Buradan
f/
v = arctan —
dir. Son ifadenin tiirevi alinirsa
1 1 gl gl
I 2f ffsz (3.2.16)
hid
1+ (%)
I S
s
fl/f _ f‘/2
N
bulunur. (3.2.12) ifadesinin tiirevi alinirsa
T' = ojcosv— apsin(v)V' +x'sinv+xcos(v)y/
= (V' =1) (—aosin(v) +xcos(v)) + ocosv+x'sinv
olup, bu ifadede o) yerine
—x(s) + Kg(s)y(s)
ve X'(s) yerine aq(s) yazilirsa
T'= (V' — 1) (—ogsin(v) +xcos(v) + kg (s)y(s) cosv (3.2.17)
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elde edilir. Boylece

KN% = (V' = 1) (—opsin(v) +xcos(v)) + Kq(s)y(s) cosv

esitliginde x egrilik fonksiyonunu yerine yazildiginda
1+ K, (5)2N = (v — 1) (—apsin(v) + xcos(v)) + kg (s)y(s) cosv

dir. Bu ifade diizenlenirse

(v —1) - Ky (5)
N = —————(—0psin(v) +xcos(v) + ————=y(s)cosv
e o0sin®) +xeos() + —EE()
esitligi bulunur.Burada
(=1
——— =2C0s5¢ (3.2.18)
14 kg (s)?
ve
Kg—(s)cosv =sin @ (3.2.19)
1+ Ky (s)?
denirse
N = (—apsin(v)+xcos(v)cos®+y(s)sing (3.2.20)

= —(sinvcos @)+ (cosvcos @)x—+ysin@

bulunur.(3.2.18)) ve (3.2.19)) ifadeleri diizenlenirse

g VIR

vE

K, (s)cosy
= = [ 1+ K,(s)?
sin ® + 8 (S)

esitlikleri bulunur. Boylece

de_ (VV—1)  xg(s)cosv
ds cos¢  sing

(3.2.21)

elde edilir. (3.2.21)) de oranlar sirastyla cos ¢ ve sin ¢ ile ¢arpip boldiigiimiizde oran-
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timiz de8ismez

(45 (VoDcosg  Ky(s)cosvsing (3.2.22)
ds cosZ @ sin? @

= (V' =1)cos @+ Ky (s) cosvsin@

elde edilir.
sin@  Kg(s)cosv
cosp  (V—1)
esitlifinden yararlanirsak
tan g — Re(8) SV (3.2.23)

(v —1)
elde edilir.

T

Eger (v/ —1) = 0ise (3.2.20) den ¢ = § modz, alirsak bu durum ¢ nin sabit olmasinin
ozel halidir.(3.2.12)) ve (3.2.20) dan

B=T xN = (qpsinv—xcosv)sin ¢ + ycos ¢ (3.2.24)

dir. (3.2.20)) ifadesinden tiirev alinirsa

(—kN+ tB) % = —(sinvcos @)  ap+ (cosvcos @) x+ (sing)’y

— (sinvcos @) o) + (cosvcos @) x' + sin @y’

(3:2.4) den o), X',y yerine yazarsak

(—ka+ 1Y) % = —(sinvcos @) ag+ (cosvecos @) 'x + (sing)'y
—(sinvcos @)(—x+ Kzy) + (cosvcos @) o
+sin@(—K,0)

= o ((sinvcos @)’ + (cosvcos @) — K, sin @)
+x ((cosvcos @) + (sinvcos @)

+y ((sin@)' —sinvcos @ik,)

48



elde edilir .Buradan

ds . / .
—K-. = cosy [—(sinvcos @) + (cosveos @) — Ky sin @]
+sinv [(cosvcos @) + (sinvcos @)]
—K;E = (1 — v') COS @ — Kg COsvsin @ (3.2.25)
s

dir. Benzer sekilde

ds o : / .
T = sinvsing [—(sinvcos @) + (cosvcos @) — Ky sin @]
—cosvsin@ [(cosvcos @)’ + (sinvcos @)]
+cos @ [(sing)’ — K, (sinveos @)]
ds .
Ta = q)’ — Kgsiny (3.2.26)

bulunur. (3.2.14) ,(3.2.23) ve (3.2.26)) te yerine yazilirsa

(v —1)cos ¢ + Kgcosvsin @

¢’ — Kgsinv

K=

bulunur. (3.2.20) ve (3.2.24) den

N = —(sinvcos @) o + (cosvcos @)x + sin @y

B=T x N = (0psinv—xcosv)sin @

Ncos @ —Bsin@ = —0psinv+xcosv (3.2.27)

Nsiny+Bcos¢@ =y (3.2.28)

olup (3.2.12) ve (3.2.27) deki ifadeleri kullanirsak o ve x i asagidaki gibi yazabiliriz.

Boylece

o =T cosv —sinv(Nco@ — Bsin @) (3.2.29)
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x=Tsinv+cosv(Ncos¢ — Bsin@) (3.2.30)

olarak elde edilir .

Yukaridaki ifadelerden sonra asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.11. a(s) : I — E? 3 boyutlu Oklid uzayinda s parametresine bagh regiiler
bir uzay egri ve frenet catis1 {7(s),N(s),B(s)} ve , a(s) nin x(s) kiiresel esleniginin

Frenet ayaklilart {x(s), o (s),y(s)} olsun. Bu durumda

T(s) = ap(s)cosv+xsinvy
N(s) = (—opsinv+xcosv)cos @ + ysin @
B(s) = (apsinv —xcosv)sin ¢ +ycos ¢

0p(s) =T cosv—sinv(Ncos ¢ — Bsin@)
x(s) = T'sinv+cosv (N cos @ — Bsin @)
y=Nsin@ + Bcos @

ve
( Y
ds 2
&= = = VS
tany = fT/’
K,
! tang = SLIE (3.2.31)
= (vV/—1) cos 9+ K, cos vsin @ _ (V—1) _ Ky COSV
\/f2+f/2 \/fz-i-f/zCOS(p \/f2+f/2 sin @
T — ¢’ — Ky sinv
dir.

Uyari 5. Eger ¢ = 0 modr, alirsak (3.1.15) ve (3.2.23) den x, = 0 buluruz.Buradan

B =y sabit vektor olur.Bu durumda o(s) egrisi diizlemsel bir egridir.

3.2.4. Baz1 Ozel Egrilerin Kiiresel Eslenikleri

Bu boliimde baz1 6zel egrilerin kiiresel partner egrilerinden ve onlarin karakterizas-

yonlar1 ele alinacaktir.

Teorem 3.12. Bir o (s) egrisinin yay uzunlugu ile kiiresel esleniginin yay uzunlugu
ayni ise, egri .

o(s) = sin(s + b)x(s) (3.2.32)
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biciminde yazilabilir. Burada b sabit ve x(s), o (s) nin kiiresel eslenigidir. Ayrica a(s)

nin egrilik fonksiyonu x(s),burulma fonksiyonu 7(s) ve radyal kiiresel fonksiyonu

K, () icin
K2(s) = K(s)+ (t— )" —4 (3.2.33)
;o -2k’
¢ = KV K2 —4
dir.

Ispat. « (s) ile kiiresel eslenigi x (s) egrilerinin yay uzunluklari esit oldugundan (3.2.31)
den

Py

dir. Buradan

f(s) =sin(s+b) (3.2.34)

yazilabilir. (3.2.34) ifadesi (3.2.10) de kullanilirsa

o(s) = sin(s + b)x(s)

dir. (3.2.16) ifadesinde (3.2.34) kullanilirsa
) ff// . f/2

V.= f2 + f/2
—sin(s +b)sin(s+b) — cos?(s +b)
1

= —sin®(s+b) —cos?(s+b)

Vo= —1 (3.2.35)

bulunur. Buradan (3.2.34)) ve (3.2.33)) ifadeleri (3.2.31)) de kullanilirsa

—2 __ Kgcosv

Ccos @ - Sil’l(P (3.2.36)

K= —2c08Q + K,cosvsin@ =

T =@ — Kysiny

ifadeleri bulunur.

-2 Kg COSV

K= frnd -
cos @ sin @
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ifadesinin karesini alirsak

2 4 Kg 0082 1%
K™ = =
cos2@  sin’¢

orantinin sabit kalmasi ilkesinden oranlar1 toplanirsa

K =4+ K cos’v (3.2.37)
bulunur. Diger taraftan
T— @' = —Kpsinv
ifadesinin karesi alindiginda
(r—¢')* = kZsin’v (3.2.38)

dir. (3.2.37) ve (3.2.38)) ifadeleri taraf tarafa toplanir ve diizenlenirse

[\

K, = K2+(f—(p’)2—4

dir. Benzer sekilde

= —— 3.2.39
¢ KVK2—4 ( )

bulunur. []

Teorem 3.13. 3 boyutlu Oklid uzayinda § yay uzunlugu parametresiyle verilen c(5)
egrisinin tanjant vektor alani, o($) nin kiiresel eslenigi olan x(s) nin tanjant vektorii ile
sabit a¢1 yapiyorsa o(5)

o (5) = asx(s) = e”x(s) (3.2.40)

biciminde yazilabilir. Burada a ve b sabitleri i¢in av/'1 +b? = b dir. Ayrica @ (s) nin

egrilik fonksiyonu « (s), burulma fonksiyonu 7 (s) ve radyal kiiresel fonksiyonu &, (s)
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olmak tizere

2
K2 — (1+b2)62b(s+c),<2+<b\/(1+b2)K2e2b(s+c)_1> —1 (3.241)

8
. 4 N —b\/(l +b2)K2e2b(s+c) 1
N N
o — -k’ — bk

K\/(l _|_b2)K262b(s+c) —1

dir.

ispat. (3.2.12) de tanimlanan v sabit oldugundan ve (3.2.13)) dan dolay1 f(s) = *(5+¢)

yazabiliyoruz.
/ eb(erc) b
tany = = = e
(3.2.13) da yerine yazarsak
tanv = b

sabit buluruz. Ayrica (3.2.14) ifadesinin her tarafin integrali alinirsa

eblster)

§=
bcosv

bulunur. Burada ¢ ve ¢; reel sabitlerdir. a = bcos v denirse av/' 1 + b* = b olur. (3.2.31))

de buldugumuz degerleri yerine yazalirsa

( —COS Q+Kg Cosvsin @

\/1 +bzeb(s+c)
_ —1
V14+b2eb(s+¢) cos @ (3.2.42)
K, COSV
T V14Db2eb(stc)sing
T — @' — K, siny
\ 1+bzeb(s+c)

K=

elde edilir. Ayrica (3.2.42) ifadesinden

! 2
2 2\ ,2b(s+c) 12 2\ 2b(s+c) [ - % B
2= (146) 62 4 (1467) e (T —Web(m)> I
/ _ 2\ 12 2b(s+c) _
T= 9 M RO ! (3.2.43)
V11 brebls+) (1 + b2)ebls+0)
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o = —x' — bk
elde edilir. n

Teorem 3.14. «(5) : I — E° regiiler bir egri ve x(s), «(5) nin kiiresel eslenigi olsun.
o($) nin N vektor alani ile x(s) nin y vektor alani arasindaki acinin sabit bir ¢ agisi
olmast i¢in gerek ve yeter sart &(5) nin egrilik fonksiyonu x , burulma fonksiyonu 7,

radyal fonksiyonu f ve kiiresel radyal fonksiyonu k, olmak iizere

/
% — _sin ¢f7 (3.2.44)
veya
Ky = (f2+7) (*sin* @+ %) (3.2.45)
dir.
Ispat.
/
r=1— ¢
(f2+17)
denirse (3.2.31)) den
_ (v/—1) cos -+ kg cos vsin @ _ (V'—1) _ K COSV
2 2 2 12 2 12 qi
» Sir\l/v(f +f ) \/(f +f )cosq) \/(f +f )sm(p (3.2.46)
r=——
(f2+f/2)

elde edilir. (3.2.46) ve (3.2.15) daki hesaplamayla birlikte

—Kgsinv

(f24r7) . sinv
- K, cosv = —sme

\ (F24£72)sing
/

= —sin@tany = —sinQp—

f

(3.2.47)

Al

COosvy

bulunur.(3.2.46) den k ve r karelerini alip diizenlenirse

2 2
Kg COoS™v

(f2+ f2)sin® @
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2_ Kg sin’ v
(f2+£7)
bulunur. Buradan )
K sin’ ¢+ P = 7 igf’z
ke = (24 f?) (k*sin® @ +r7) (3.2.48)
dir. ]

Teorem 3.15. «/(5) : I — E3 § yay uzunlugu parametresiyle verilen regiiler egrisini
Frenet catis1 {7'(5),N(5),B(5)} ve a(5) nin kiiresel eslenigi olan birim hizli x(s) egri-
sinin Frenet catist da {x(s), 00 (s),y(s)} olsun. Eger N(5) ile y(s) birbirine paralel ise
o(5) egrisi

_ 1
a(5) = acos(s+c)

x(s)

seklinde yazilabilir. Ayrica a(5) nin egrilik fonksiyonu k(5), burulma fonksiyonu 7(5)

ve radyal fonksiyon K, olmak lizere

(3.2.49)

dir. Burada a # 0 ve c sabittir.

Ispat. Eger N,y ile paralel ise (3:2.17) de elde ettigimiz V' — 1 =0 ve ¢ = ZdenV' =1
olur ve her tarafin integralini alirsak v = s+ ¢ olur.Burada c integral sabitidir.(3.2.15))
dan

[ sin(s+c)

tany = — =
Y f' cos(s+c)

elde edilir.Her tarafin integralini alirsak
1
fls)= acos(s+c)
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esitligini buluruz.

S = P

ds

cos?(s+c) +sin?(s+c¢)
a?cos*(s+c)

B sinz(s +¢)
B 0052 (s+c¢)  a*cos*(s+c)

a? cos4 (s+c)
1
acos2(s+c)

buluruz ve buradan her tarafin integrali alinirsa
as+b=tan(s+c)

bulunur.b integral sabitidir.Bu durumda (3.2.31)) de yerine yazarsak

Ke
c =
a~'cos™2(s+c)
—Kgsinv
r — g

a~lcos™2(s+c)

elde ederiz.(3.2.49) de parametre degisimi s+ ¢ yerine —s — ¢ alinabilir.
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4 . TARTISMA VE SONUC

Bu calismada, oncelikle ii¢ boyutlu Oklid uzayinda yeni 6zel egriler,ana donor egri
kavramlari elde edilir. 7g = N esitliginden (a, B) dogal egri ciftinin oldugu gosterildi.
Bu egri ¢iftinden yararlanirlarak ikinci ana donér egrisi tanimlandi 8, o nin birinci ana
donér egrisi iken Y, & nin ikinci ana donor egrisi olarak tanimlandi . Bu egriler arasinda
Frenet denklemleri ile gecisler elde edildi. Diizlem egrilerinin ana dondr egrisinin ge-
nel bir helis oldugu anlatildi,baz1 6zel egriler helislerin dogal esleniginin slant helisler
oldugundan bahsedildi. Kiiresel fonksiyon ve radyal kiiresel fonksiyon tanimlariyla bir
egrinin kiiresel dogal esleniklerinden bahsedildi.E? de bir uzay egrisi ve iliskili kiiresel
egrisi icin yeni karakterizasyonlar verildi.

Bu calisma farkli uzaylarda da calisilabilir. Bu farkli uzaylardaki calismalardan da
diger dogal egri ciftlerinin karakterizasyonu ve egriler arasi gecis elde edilebilir.
Sonug olarak bu tez calismasi bir ¢ok matematikgiye farkli ¢alisma konulart sunacak

ve 151k tutacaktir.
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