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OZET
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TOPAK, Mustafa
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Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danigsman:Prof. Dr. Recep SAHIN
Aralik 2022, [51|sayfa

Bu tez dort boliimden olugsmaktadr.

Birinci boliim giris kismina ayrilmistir. Bu boliimde yapilan calismalar ve tezin genel
amac1 hakkinda bilgi verilmistir.

Ikinci boliimde tez boyunca kullanilacak temel tanimlar, teoremler ve ifadelere yer
verilmigtir. Bunlar Gamma fonksiyonu, beta fonksiyonu, Gauss ve Konfluent hiperge-
ometrik fonksiyonlar, Appell hipergeometrik fonksiyonu ve Riemann-Liouville kesirli
integral operatoriidiir.

Uciincii boliimde ise yeni tanmimlanan tam olmayan gama, beta fonksiyonlar1 ve tam
olmayan Pochhammer sembolii kullanilarak tam olmayan Gauss ve Appell hiperge-
ometrik fonksiyonlar1 tanimlanmistir. Ayrica klasik Riemann-Liouville kesirli integral
operatOriiniin tam olmayan hali elde edilmis ve cesitli 6zellikleri incelenmisgtir

Dordiincii boliim ise tartisma ve sonu¢ kismina ayrilmustir.
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ABSTRACT

SOME INCOMPLETE HYPERGEOMETRIC FUNCTIONS AND INCOMPLETE
RIEMANN-LIOUVILLE FRACTIONAL INTEGRAL OPERATORS

TOPAK, Mustafa
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Master’s Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Recep SAHIN
December 2022, [51]pages

This thesis consists of four chapters.

The first chapter is reserved for the introduction. In this chapter, information is given
about the studies and the general purpose of the thesis.

In the second part, the basic definitions, theorems and expressions that will be used th-
roughout the thesis are given. These are Gamma function, beta function, Gaussian and
Confluent hypergeometric functions, Appell hypergeometric function and Riemann-
Liouville fractional integral operator.

In the third chapter, incomplete Gaussian and Appell hypergeometric functions are
defined by using newly defined incomplete gamma, beta functions and incomplete
Pochhammer symbol. In addition, the incomplete version of the classical Riemann-
Liouville fractional integral operator was obtained and various properties were inves-

tigated.

In the fourth chapter , it is divided into discussion and conclusion part.
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1. GIRIS

Uygulamali matematigin énemli konularindan birisi de 6zel fonksiyonlardir. Ozel fonk-
siyonlar konusunda gama fonksiyonu, beta fonksiyonu, Pochhammer sembolii ve hi-

pergeometrik fonksiyonlar genis bir yer tutmaktadir.[1 — 10]

Re(z) > 0 olmak tizere

(o)

I(z) = / e dr

0
ile gosterilen gama fonksiyonu matematikte faktoriyel fonksiyonunun karmasik sayilar
ve tam say1 olmayan reel sayilar i¢in genellemesi olan bir fonksiyondur.[1 — 10] Son
yillarda bir ¢cok matematikgi tarafindan bu fonksiyon ve genislemeleri oldukga sik bir

bicimde incelenmistir.[2 — 18]

Ik olarak Leonard Euler tarafindan (1707-1783) yillarinda tamimlanan birinci gesit

Euler integrali olarak bilinen beta fonksiyonu ise

Re(x) > 0,Re(y) > 0 olmak iizere

1
B(x,y):/tx_l (1—0Y tar
0

seklinde tanimlanmaktadir. Bu fonksiyonun da son yillarda bir ¢ok 6zelligi incelenmis

ve geniglemeleri elde edilmisgtir.[5-13]

Yukarida belirtilen her iki fonksiyon da uygulamali matematigin yani sira, astrofizikte,
niikleer fizikte, olasilik teorisinde vb. alanlarda bir ¢ok uygulamalara sahip oldugu

goriilmektedir.[22,23,26,28,31,32,33]

Uygulamali matematigin bir diger onemli konusu ise kesirli tiirev konusudur. Ilk olarak
17. ylizyilda Riemann-Liouville tarafindan ortaya konulan kesirli integral operatorii

Re (1) < 0 olmak tizere



DAY = g [ F OG0 ar
0

seklinde tanimlanmustir.[14 — 25]

300 y1l1 agkin siiredir incelenen bu konunun son yillarda matematik ve miihendisligin
yani sira genetik, tip, biyoloji, jeoloji, istatistik ve eczacilik alanlarinda zengin uygu-
lama alanlar1 vardir.

Bu calismada ilk olarak gama, beta fonksiyonu Pochhammer sembolii incelenmistir.
Daha sonra Gauss ve Konfluent hipergeometrik fonksiyonlari, ardindan iki degiskenli
Appell hipergeometrik fonksiyonlar: tanitilmig ve ¢esitli 6zellikleri verilmistir. Ardin-
dan klasik manadaki Riemann-Liouville kesirli integral dperatorii ve cesitli 6zel fonk-
siyonlara uygulamalar1 incelenmistir.

3. Boliimde ise tam olmayan gama ve beta fonksiyonu tanimlanmig, bu fonksiyonlar
kullanilarak tam olmayan Pochhammer sembolii ortaya koyulmustur. Ardindan tam
olmayan Pochhammer sembolii yardimiyla yeni tam olmayan Gauss ve Konfluent hi-

pergeometrik fonksiyonlari elde edilmisgtir. 5]

Son olarak tam olmayan Riemann-Liouville kesirli integral operatdrii tanimlanmis ve
yeni tanimlanan bu operator yardimiyla yeni tanimlanan hipergeometrik fonksiyonla-

rin cesitli 6zellikleri incelenmigtir.

1.1. Kaynak Ozetleri

Bu tez calismasinda temel kaynak olarak "Mehmet Ali Ozarslan ve Ceren Ustaoglu"
nun "Some incomplete hypergeometric functions and incomplete Riemann-Liouville
fractional integral operators" adli makalesi ve H.M Srivastava nin "Theory and Appli-
cations of Fractional Differential Equantions” isimli kitab1 kullanilmugtir.[5 — 31] Ay-
rica bu konularla ilgili literatiirdeki pek ¢ok makale ve kaynaktan yararlanilmigtir.[1 —

33]

1.2. Calismanin Amaci

Bu calismada uygulamali matematik alaninda cokca kullanilan gama, beta fonksiyon-

larinin, Pochhammer semboliiniin, Gauss ve Konfluent hipergeometrik fonksiyonlari-

2



nin, Riemann-Liouville kesirli integral operatdriiniin tam olmayan hali tanimlanmis ve

cesitli ozellikleri elde edilmistir.



2 . TEMEL KAVRAMLAR

Bu kisimda ileriki kisimlarda kullanilacak olan temel tanim ve kavramlara yer verile-

cektir.

2.1. Gama Fonksiyonu

Euler 1729 yilinda x in herhangi bir pozitif tamsay1 oldugunda x! e bir anlam vere-
bilmek amaciyla n nin pozitif tamsay1 degerleri arasinda n! interpolasyonu problemini
ele almigtir. Boylece 6zel fonksiyonlarin aragtirilmasinda karsimiza ¢ikacak olan gama

fonksiyonunu incelemistir.[3,27,31]

n pozitif tamsay1 ve

o)

fn) = / e dt 2.1.1)

0

olsun. (2.1.1) integraline kismi integrasyon uygulanirsa

Fln) = [_tnef]g°+n/;"1efdr —nf(n—1),n=2,3,..
0

olup
f)=1

iken

f(n)=nn-1)..3.2.1

elde edilir. Boylece

(o)

n!= [t"e7'dt, n=1,2
0

PR

dir. Aslinda n nin Re(n) > —1 olan herhangi bir reel say1 olmasi halinde yukaridaki

integral ifadesi tanimlidir. Yani integral yakinsaktir. Bu 6neriler altinda faktoriyel fonk-

4



siyonu

2= [Fe'di =T (z+1), (Re(z)>—1)
0

seklinde tanimlanabilir. Yukaridaki ifadede z yerine z — 1 alinirsa

(o)

['(z)= / e dr (2.1.2)
0

oldugu goriilebilir. Simdi Euler, Gauss ve Weierstrass tarafindan verilmis olan gama

fonksiyonunun ii¢ farkli tanimini verelim.
Tamim 2.1.1. : Re(z) > 0 igin

[(z)= / e dr (2.1.3)
dir.[3,27,31]

Tanmmm 2.1.2. : z#0,—1,—-2, ..., icin

n! n’

I'(z) =1 2.14

) nﬂ{z<z+1>m<z+n>} @19
dir.[3,27,31]
Tanim 2.1.3. :

1 5200 < _z

- = . 1+ = n 2.1.5

r@ H[(ﬂ)e } (1)
dir.[3,27,31]

Burada Euler-Mascheroni sabiti 8,

1 1 1
O0=1lim<l+=-+=-+..+——Innpy=0,5772156649... (2.1.6)
n—soo 2 3 n

olarak tanimlanmistir.

(2.1.2) de verilen ifadede z yerine z+ 1 alinir ve integrale kismi integrasyon uygula-

5



nirsa,

olup
['(z+1)=2z(2) (2.1.7)

rekiirans bagintist elde edilir. [1] (2.1.7) deki rekiirans bagmntisi z # 0,—1,—2, ... i¢in
gecerlidir. " (%) fonksiyonu 0 = —1, —%, ... noktalarinda basit kutuplara sahip oldugu
icin, 0 = 0 noktast I'(1) nin kutuplarmin bir y1giima noktasidir. Ayrica, 2.1.2) de

F(%) nin kutup noktasi yoktur ve I'(z) asla sifir olamaz.

Boylece,
[ e tdt, (Re(z) > 0)
Ll=1 ¢ 2.1.8)
r(zzm., (Re(z) <0,z#0,—1,-2,...)

tanimlanir. [3,27,31]

2.2. Beta Fonksiyonu

B(x,y) ile ifade edilen beta fonksiyonu iki kompleks degiskeni x ve y olan birinci tiir

Eulerian integrali ile

B(x,y) = sz (1—1Y""dr, (Re(x)>0,Re(y)>0) (2.2.1)
0

seklinde tanimlanmigtir.[3,27,31]

([2-2.1) ifadesinde sirasiyla f = sin> @ ve t = 7 degisken degisimi yapilirsa

1
B(x,y) = / (sin0)2 ! (cos )1 a6 (2.22)
0

ve

P (22.3)



esitlikleri elde edilir. Bunlara ek olarak (2.1.2)) esitliginde ¢ = s* doniisiimii yapilirsa,

I'(x)=

S—

e ldr = 2/s2x_1e_s2ds (2.2.4)
0

olup I' (x) in bu ifadesinden dolay1

(o)

T(y)=2 / 2o dr (2.2.5)
0

de elde edilebilir. Simdi (2.2.4)) ve (2.2.5) ifadelerini taraf tarafa ¢arpip

C(x)C(y)=4 / / s gy
00
s = rcos 0 ve t = rsin 0 kutupsal koordinatlarina gegis yapilirsa

P22 (cos 9)2)“71 (sin 6)2y71 e " rdrd®

ﬂ
—~
Na3

ﬂ
—
L

I

O — ol

C—no—7g

2 [ (cos 9)2)‘71 (sin 9)2y1d9] [2ffr2x+2yze’2rdr (2.2.6)
00

|
S — P

(xx, )T (x+y)

ifadesi elde edilir. Boylece B (x,y) ile I' (x) arasindaki B (x,y) = % bagntisi elde
edilmis olur. Buradan da kolayca goriilmektedir ki
B(x,y) = B(y,x) (2.2.7)

olup beta fonksiyonu degiskenlerine gore simetri 6zelligine sahiptir.

Dolayisiyla (2.1.8) ifadesine benzer sekilde

fltx_] (1—t)"'dt ,(Re(x)>0,Re(y) > 0)
0

B(xy) = T(x)C() ,(Re(x) >0,Re(y) >0), (2.28)

(x,y# —1,-2,...)

yazilabilir.[3,27,31]



2.3. Pochhammer Sembolii

Bu caligma boyunca Pochhammer sembolii (1),

1 —
(), = n=90 23.1)
AA+1)A+2) e (Atn—1) n=1,2,..,

olarak tanimlanmistir. Ozel olarak, A = 1 alimirsa
(1), =1(141)(142)..(1+n—1)=12..n=n!

oldugundan dolay1 (A), sembolii faktoriyel fonksiyonu olarak da tanimlanmaktadr.

Simdi, (2.1.7)) ifadesinde z+ 1 yerine A + n yazilir ve bu iglem n kez tekrarlanirsa

T(A+n) =RA+n—DT(A+n—2)
—(A+n—1)(A+n—2)..(A)T(A)
=(4),T'(4)

esitligi elde edilip,

I'(A+n) 1

(A)n = r(A) — T(A)

An—le=tgr (A #£—1,-2,..) (23.2)

o3

olur. Boylece (A), Pochhammer semboliiniin Gamma fonksiyonu tiiriinden esitligi

elde edilir.[3,27,31]

Lemma 1.

dir.[3,27,31]

Ispat. (2.3.1) ifadesinde (2.3.2) uygulamrsa

Py _ T(A+m+n) T(A+m)
Rintn = r(A) T(A+m)
I'A4+m) T'(A+m+n)
L'A) = T'(A+m)
= (A)(A+m),

8



elde edilir. n

Lemma 2.

(1—x) = fownii—! (< 1) (2.3.4)

dir.

Ispat. (1— x)_)L fonksiyonu x = 0 noktas1 komgulugunda Taylor serisine agilirsa iste-

nilen sonug elde edilir. 0

2.4. Gauss Hipergeometrik Fonksiyonu ve Serisi

a,b,c reel ya da kompleks olmak iizere ikinci dereceden lineer diferensiyel denklemi

2
Z(z—1)%+[c—(a+b—l)z]il—?—aba)zo (2.4.1)
ya da
{8(8+c—1)—2(8+a)(6+b)}o=0 ,8=z(%) (2.4.2)

seklinde ifade edilir. Bu diferansiyel denklem, z = 0, 1,0 da li¢ tane diizgiin aykiri

noktaya sahiptir.[3,27,31]

(2.4.1) ifadesindeki hipergeometrik denklemin z =0, 1,0 daki seri ¢6ziimleri dogrudan
Frobenius yontemi kullanilarak elde edilebilir. # = 0 diizgiin aykir1 noktas1 komsulu-

gunda seri ¢6ziimii, ¢ sifir veya pozitif tamsay1 olmadig1 taktirde
©=AF (a,b;c;2) +Bz " F (a—c+1,b—c+1,2—¢;2) (2.4.3)

dir. Burada A ve B keyfi sabitlerdir.

(2.4.3) deki 1 Fj (a,b; c;z) fonksiyonu

2Fi (a,b;ciz) = 1+ %ZJF%ZZJF...

=y WO g 1 -2, )
n=0

()l

(2.4.4)

seklinde olup, (2.4.4)) ifadesi Pochhammer semboliinden faydalanarak tanimlanmugtir.[3,27,31]

9



(2.4.4) ifadesinde z yerine 7 yazilir ve |b| — oo igin limiti alinirsa

llm 2F] (a b c; ) — E (azn(b)n 7"
[l —eo n=0 ’
)

2 lim ()
n:o“%"\bmm{ 7

elde edilebilir. Yukaridaki ifadede lim {

|b|—e0
fonksiyonu olarak da bilinen konfliient hipergeometrik fonksiyonu

n l}n} = 1 oldugundan dolayr Kummer

A= E e (e #0,-1,-2..0) (245)

seklinde tanimlanir.[3,27,31]

Teorem 2.1. Gauss hipergeometrik fonksiyonu olan > Fj (a, b;c;z) nin

(o)

/ Ve~ By (bt di (2.4.6)
0

zFl(abcz

integral gosterimi mevcuttur.[1 — 10]

Ispat. o Fi (a,b;c;z) in (2.4.4) deki seri gosterimi

2F1 (a,b;c;z) =

yazilip, seri diizgiin yakinsak oldugundan dolay1 kolaylikla toplam ve integral ifadele-

rinin yerleri degistirilirse asagidaki esitlik saglanir.

2Fi (a,b;c3z7) = Lft“’le” y

Burada, | Fj (b;c;z) (2.4.5) te verilen Kummer (konfliient) hipergeometrik fonksiyonudur.[22 —
26] O

10



Teorem 2.2. Gauss hipergeometrik fonksiyonu olan »Fj (a,b;c;z) nin

1

1 b _
2 F| (a,b;c;z):m/tbl(l—t)c PN — ) ar (2.4.7)
’ 0

seklinde bir bagka integral gosterimi de mevcuttur.|2]

Ispat. (2.2.8) esitliginde tanimlanan beta fonksiyonu ve Pochhammer semboliiniin

asagidaki ozelligi kullanilarak

1

(b)y _ B(b+nc—b) _ o1 (1 gyt
(¢),  B(b,c—b) b c—b / ! dt (2.4.8)

O

elde edilir.[2] Simdi, (2.4.8) deki esitlik (2.4.4) te yerine yazilip, seri diizgiin yakinsak

oldugundan dolay1 gerekli diizenlemeler yapilirsa

1

2Fi (a,bic;z) = b & /tb 1 t)c—b—l i (a) (zt)"
n=0

O

elde edilir. Yukaridaki ifadede (2.3.4) deki esitlikten faydalanarak istenilen sonug ko-
laylikla elde edilebilir. [

Lemma 3. de z = 1 alinarak Gauss toplam formiilii olarak bilinen
2F) (a,byc;1) = HONea=t) *Re(c—a—b) > 00 £0,—1,-2,...)  (24.9)
formiilii elde edilebilir.

Ispat. de z = 1 alinirsa

1

2F (a,bic;1) = bc— /tb "a—0) T —r)“ar
o
. 1
b—1 c—b—a—1
= — [t 11—t dt
B(b,c—b)o/ ( )

_ B(b,c—b—a)
~ B(b,c—D)
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dir. O]

Teorem 2.3.

2Fi (a,b,¢;2) = (1—-2) "7 LF (¢ —a,c — bic;2)
dir.

ispat.
1

1 _p _
’ 0

Euler integral gosteriminde + = 1 — s doniisiimii uygulanir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa

1

1_ —a
2F1 (a,bic;z) = B0, CZ_ /SC b— 1 b—l (1_Ziv1) b
0

_ (1—2)_“2F1( bczfl)

dir. Yukandaki esitligin sag yanindaki hipergeometrik fonksiyona elde edilen indir-

geme formiilii uygulanirsa

b—c z
oF1 (a,bic;z) = (1—2z)7° (I—L) »F <c—a,c—b,c;i_il>

z—1

= (1 —z)c_b_a 2Fi (c—a,c—b,c;z)
dir.[11 — 20] 0

2.5. Appell Hipergeometrik Fonksiyonlari

Tek degiskenli hipergeometrik fonksiyonlar teorisindeki biiyiik basari iki veya daha
fazla degiskenli hipergeometrik fonksiyonlarin ortaya ¢ikmasina katki saglamigtir. 1926

yilinda P. Appell iki tane Gauss hipergeometrik fonksiyonunun ¢carpimini asagidaki se-

12



kilde ele almugtir.[3 — 31]

2F1 (a1,by;c13%) 2F) (a2,b2;5¢23)
_ 3 @by, e,y (2.5.1)

N 0 (c1)pulc2), m! n!

mn=

olsun. (2.3.T)) ifadesinde (2.3.3) 6zelligi kullanilip ay, by, ¢, ifadelerinin yerine sirasiyla

ay =ay+m, by =by+m,c, = c| +m yazilirsa

(a1)y (a2), » (b1),, (b2), 5 (c1),,(c2),

icin

(a1),, (a1 +m), , (b1),, (b1+m), , (c1),(c1+m),

carpim ifadeleri sirasiyla

(dl)m+n ’(bl)m+n 7(C1)m+n

olup
2F1 (a1,b1;c13x) 2F) (a2, ba5¢23)
_ E (a1)(a1+m), (b1), (b1+m), ¥ y"
= L ey i (25.2)
_ e (al )m+n (bl )m+n ﬂy_"
_mgzo (Cl)m+n m! n!
elde edilir.

Ayrica, (2.5.2) esitliginde o = m + n alinip gerekli diizenlemeler yapilirsa

[}
s>
—~

ai,by;ci;x) 2F (az,ba;ca3y)
E" (al)a(bl)aﬂ ycim

| — |
0m=0 Cl)e m! (G m)

) ( i o! xmyo—m)
(g \ =, (-m)m!
(

(al)o bl)o (X+Y)G
(C])o. o!

S

[l
o] o]
D181 D18 1 D18
2
Q
=
o

o=0

= oF (a1,b15c15x+y)

saglamir.[1 — 21]

(2.5.1) ifadesinde a, = aj +m ve ¢y = ¢| +m yerlerine yazilirsa ve gerekli diizenleme-
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ler yapilirsa meydana gelen iki de8iskenli hipergeometrik fonksiyona birinci tip Appell

hipergeometrik fonksiyonu denir ve

Z (@) man (D) m(b2)y Kyt
m! n!

e S C (2.5.3)
{Cey) s xl < Lyl <13

Filai,b1,ba;crix,y)

gosterimine sahiptir.[5,32]

Benzer sekilde (2.5.1) ifadesinde a, = a; +m alinirsa ikinci tip Appell hipergeometrik
fonksiyonu, tekrar (2.5.1)) de ¢, = ¢; + m segilirse iigiincii tip Appell hipergeometrik
fonksiyonu ve son olarak de ay = a1 +m, by = by + m alimirsa dordiincii tip
Appell hipergeometrik fonksiyonu elde edilir.

Bu hipergeometrik fonksiyonlarin serisel gosterimleri asagida sirasiyla verilmistir.[5, 32]

S (@1) s (B1),, (B2), X" Y"
B [a1,b1,byscr,co5x,y] = = 2.5.4
2l gL m;o (c1),(€c2),  m!'n! 254
{(e,) : x[+ Iy <1}
= b by), x™y"
F3lay,ap,b1,byseisx,y] = ) (@) (@2), (01 ) (b2) X" Y (2.5.5)
m,n=0 (Cl)ern m! n!
{0ey) < 1 y[ < 1}
Fylay,bi;cr,c5x,y] = Z (@) e (P12 ¥ (2.5.6)

w0 (€1)p(c2),  mln!

{@y): V+ V<1

bu fonksiyonlar verilen bolgeler altinda yakinsaktir.

Simdi, birinci tip Appell hipergeometrik fonksiyonu Fj in (2.5.3)) ifadesinde yer alan

@nsa a0 inine A, diyelim.

CV)m+n
O halde
oo m \,n
o=y App—> 2.5.7)
0 m! n!
A _(a1+m+n)(b1—|—m)
mtln = (m+1)(ci+m+n) ol

14



ve
(ay +m+n)(by+n)
(n+1)(ci+m+n)

m,n—i—l — m,n

dir.

Y= x% ve ¢ = y(% operatorleri goz oniine alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

Appell hipergeometrik fonksiyonu Fj i¢in asagidaki kismi diferensiyel denklemler

{wroran s -tytyora-njo=o

{(‘l/+¢+al)(ll/+b2)—%‘l/(‘l/+¢+€1—1)}60=0

saglanir.[5,31,32]

(92
9y?

.. . i . 4 i 2 2
Birinci ve ikinci dereceden kismi tiirevler icin p = %,q = %,s = %ay, r= %,t =

gosterimlerinden faydalanarak F| in sagladigi kismi tiirevli denklem sistemi

,

x(I=x)r+y(1—=x)s+[ci — (a1 +b1+1)x]p

by —arbi =0
F - 1Yq—am (2.5.8)

y(A=y)t+x(I=y)s+[c1 — (a1 +b2+1)y]q

—bzxp—albla) =0

\

elde edilir. Diger Appell fonksiyonlar1 i¢in asagidaki kismi tiirevli denklemler benzer

bicimde saglanir.

x(1—=x)r—xys+[c1— (a1 +by1+1)x|p
—b1yg—a1bjow =0
o g (2.5.9)
y(1=y)t—xys+[c1— (a1 +b2+1)y]q

—byxp—aibyow =0

x(1=x)r+vys+|ci—(a;+b1+1)x|p—abjo =0
o (I=x)rtystler=(ar+br+1)xp—ab (2.5.10)

y(I=y)t+xs+[ci— (a1 +b2+1)y|g—arb,o =0

15



veE
p

x(1=x)r+y* —2xys+[c1 — (a1 + b1+ 1)x] p

—(a1+b1+1 —artbio=0
F: (@114 1)yg—arb 2.5.11)

y(l—y)t—x2r—2xys+[cl —(a1+by+1)ylq

\ —(a1+b1+1)xp—abo=0

dir.[3,5,27,31,32]

Teorem 2.4. Appell hipergeometrik fonksiyonlar1 F1, F; ve F3 iin integral gosterimleri

asagidaki sekilde sirasiyla verilmistir.[3,5,27,31,32]

] (o)
Filanbibzies ] = monrmme )

B (2.5.12)
[ e L1 —p—g) "7 (1 px—qy) " dpdq

1

o,

, ) r T(c)I(ca)
Fylar, by baier, 003 = F(bl)r(bz)r(ltfl—b?)F(Q—bz)

1
({pb‘ g~ (1= p) 21 (1= g) 2271 (1 — px—qy) “ dpdq

(2.5.13)

o

. w I(c1)
F3 [a17a27b1,b27clax7y] - F(b])r(bz)r(lc‘l—bl—bz)

P TI c1—by—by—1 —ay —a (2.5.14)
({p‘ 9> (1-p—q) (1—px)~ " (1 —qy) “dpdq

1

o,

(p>0,g>0,p+q<1)

Ispat. F; in (2.5.3) deki serisel gosteriminde beta fonksiyonunun integral formiilii

1
(b])m . /lbl 1 C1 —b|— ldt
(c)pm bl €1~ 0

seklinde kullanilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa, (2.5.12) deki esitlik kolaylikla
elde edilir. Aym yontemler (2.5.4) ve (2.5.3) deki serisel gosterimlerde uygulanirsa,

(2.5.13) ve (2.5.14) integral ifadeleri saglanir. ]

Teorem 2.5. Appell hipergeometrik fonksiyonu F; in doniisiim formiilleri asagidaki

sekilde sirasiyla verilmistir.[3,5,27,31,32]

Filai,b1.by;crix,y] = (1 —x) (1 —y) (2.5.15)
Y

I—y

x F |c1 —a1,by,by;c1;—

Y

1—x
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Filai,b1bycisx,y) = (1—x) @ (2.5.16)

X y—x
x F {a1701—b1—b2,b2;61;—1_x,—l_x}
Filai,b1 by;ersx,y] = (1—xp)™ @ (2.5.17)

x Fy {al by,c1 — by —bz;cl;x;y,—i]
’ -y 1I-y

Filai,bibycrix,y] = (1—x)70179 (1 —x) ™ (2.5.18)

X Fi {61 —ay,c1 —by—by,by;cysx, )lﬂ}
-y

Filar,bi byscrsx,y] = (1—x) 0 (1—y)r-2ma (2.5.19)

X F {6‘1 —ay,by,c1—by —bz;61;y_x,Y]

1—x

Ispat. F; birinci gesit Appel hipergeometrik fonksiyonu icin

1
I'(c; _ . _ _
R [al,bl,bz;cl;x,y]:F(a1)F((C1)—a1)/pa' L —p) T (1= px) ™ (1= py) ™ dp
0

q —_ 4 _ 1-¢ _ 1-¢
17x+qx’p_ 17y+qy7p_ 1—gx vep= 1—qy

doniistimleri yerlerine konulursa, istenilen sonuglar kolaylikla elde edilir.

integral gosteriminde sirasiylap=1—¢q,p=

Teorem 2.6. Appell hipergeometrik fonksiyonu F, nin doniisiim formiilleri asagidaki

sekilde sirastyla verilmistir. [3,5,27,31,32]

Blay,byby;cr,cxi,x] = (1—x)™ @ (2.5.20)
ai,c
« F 1,€1
_blubz;clucz;_li_lxlv_lfzxz
F2 [al,bhbz;Cl,Cz;xl,)Cz] = (I—XQ)_az (2.5.21)
ai,by,c
% F 1,01,C2
—by;cy, 057 A2

1—xz’_ 1—xp
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B lay,byby;cr,cixi,x0] = (1—x1—xp) @ (2.5.22)

ap,c1 —by, e

% F2 —b . . X1 _ X2
25€1,€25 1—x1—x° 1=x1—x2
Ispat. (2.5.13) esitliginde sirasiyla
u=1l—-g,v=v
u= na? v=1-v
u=l—-pg,v=1—-v

doniisiimleri uygulanir ve gerekli islemler yapilirsa istenilen sonuglara kolaylikla ula-

silabilir. [

2.6. Riemann-Liouville Kesirli Integral Operatorii

o reel veya kompleks keyfi bir say1 olmak tizere kesirli tiirev en basit manada

o
j—a {e”} = D¥ {e%} = a%e™ (2.6.1)
<

seklinde tanimlanir. Literatiirde kesirli tiirevlerin ortaya cikisi
fR)=) cne™ (2.6.2)
n=0
seklinde tanimlanan bir fonksiyon i¢in Liouville o kesirli tiirevi
DI{f(2)} =Y caay e (2.6.3)
n=0

seklindedir.[33]

Euler 1731 de tiirev formiiliinii

CA+1) i,

D" {z’l} = AA-1) .. (A—n+1)A "= NpETE

(n=0,1,2,..)

(2.6.4)

18



seklinde genisletmistir. Daha sonra bu formiiliin genel formu

N _TA+D) 5
Dé‘{z }—r(l_nﬂ)z 2 (2.6.5)

seklindedir. (Burada u keyfi bir karmasik sayidir.)

Bu kesirli tiireve bagka bir yaklasim Cauchy tarafindan

Z In 3B

DI {f(2)} = //...//f(tl)dtldtz...dtn (2.6.6)
00 00
— ﬁ/f(r)(z—z)”1dr,n:1,2,3,...
0

yineleme integrali olarak verilmistir.[33]

da —n yerine p alirsa

DA @) =y [ OG-0 anRe <0)  26)
0

elde edilir.

Re (i) < 0igin (2.6.7) integrali 0 dan z ye kadar karmasik diizlemde Riemann-Liouville

integrali olarak tanimlanir.

m—1<Re(u)<m(m=1,2,3...), icin integrali

dm

DE{f ()} = DY {f ()} (2.6.8)
— d" 1 / o\~ H+m—1
= o F(—u+m)0/f(t) (z—1) dt
olarak yazilabilir.[33]
de f (z) = z* alindiginda
D“{’l} S /Zﬂ( )R = i BA+1,-p) (2.6.9)
U T rew] T TT(w TR
rA+1
= ﬁzl‘“,(Re(M > —1,Re(u) <0)
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dir. Bu ise (2.6.5) de verilen ifadedir.

2.6.1. Hipergeometrik Fonksiyonlar ile Tlgili Uygulamalar

Bu kisimda ilk olarak kesirli integral i¢in bir teorem ispat edilecektir. Bu teorem bir

analitik fonksiyon i¢in kesirli tiirev tanimin1 agikca ortaya koymaktadir.

Teorem 2.7. Eger f (z) fonksiyonu, |z| < p analitik diski i¢in

fz)= i)anz", 2| <p (2.6.10)
kuvvet serisine sahip ise
Dt {ZH f(z)} - ni‘ban Dt {z“””} 2.6.11)
— %Zl—#—l ;‘b%zn, (Re(A) >0,Re (i) <0,lz| < p)
dir.[33]
Ispat. (2.6.7) ve (2.6.10) dan

D f () = Dé‘{z“ Z}

i)

serisi mutlak yakinsaktir.

1)



integrali Re (A1) > 0,Re (i) < 0 kosullar1 altinda yakinsaktir. Boylece integral ile top-

lam yer degistirebilir. Buradan

_ = 1 .
D {Z)L lf(z)} = F(—H)nz::oanz 0/5/1+ =& Hlye
_ ian D {ZH,H}

- 1—‘(A /Iuloo
C T(A-p) Z n

(Re(A) > O,Re(u) < 0, !zl <p)

elde edilir. Bu ise ispati tamamlar.[33] O

Teorem 2.8. (2.6.10) esitliginin sagladig: hipotezler altinda

D’g‘{zl’lf(@} = ianDy{z’”“} (2.6.12)
_ (I;L(l)‘u A—u— li

I’l

dir. Re (1) > 0,z] < p i¢in (2.6.12)) esitligi dogrudur. Dogurucu fonksiyonlart tiiretir-

ken ihtiyac duyacagimiz kesirli tiirev formiilleri

DAL (1 —ag) (1) P (1) ) 06.13)
T(A) ,1 o
N FEN;ZH FSV (A @, By psaz, bzl

(Re(A) >0,]az| < 1,|bz] < 1,]cz] < 1)

ve
A ) A-1 —a o,B;  x
Dy H y (l—y) 2F1 (2614)
y, 1Y
r'(A) ., _
= D) it 10 B sy iy ) (Re(R) > 0,14+ 1y] < 1)
()
dir.[33]
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Ispat. (2.3.4) esitligi kullanilarak

D’l “ (l—az) “(1—bz)” B(l—cz)_y}
_ { (@ B Dy i m+}
mn,p =0

m!n!p!

%)

_ (A‘ Z ()L)m+n+p ((X) (ﬁ)n (’}/)p (ClZ)m (bZ)n (CZ)p

( ) m,n,p=0 ('u)m—i-n—O—p m! n! p!

yazilabilir. Bu ise (2.6.13) iin ispatin1 tamamlar. (2.6.13]) te ¢ = 0 alinirsa

D LA (1 —a2) (1 -b2) P} (2.6.15)
_ %Z‘H Fi[, @B, saz,be] , (Re(A) > 0,laz] < 1,[be] < 1)

dir. Ote yandan @ = 1 ve b = ¢ = 0 durumunda tekrar diizenlenirse

R IET R { ] (R >0 < 1) 2616

)

olur. Re (1) > 0 ve |x|+ |y| < 1 sartlar1 altinda

Dy H {yll(l —y) % oF [

:D;L—u{ i (a)ern xmyl—i—n ]}

m,n=0 <Y)

_y (@) in (B 2" ufyhni)

m,n=0 (Y)m mln! y

F

o ¥ W (B),(A), ¥y

m,n=0 )m('u'>n m!ﬁ,

I'(A) u
=T/ F. o, 7)L; >y M3 X,
MK 2o, B sy, pix, Y]

olup, bu ise (2.6.14)) iin ispatin1 tamamlar.[33] O
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2.6.2. Lineer Dogurucu Fonksiyonlar

Asagidaki esitlikleri goz Oniine alalim.

(1-x)—f]*=(1-1)" (1—i>_l (2.6.17)

veE

N—(1-x)*=01-0"* <1+1x—_tt)k (2.6.18)

olsun. (2.6.17) dogurucu fonksiyon elde etmek i¢in, yeniden diizenlenirse

(A x

- —A
F Oy e —aen? (1-25) r<iioad @619
n=0 : r

dir. Simdi (2.6.19) un her iki tarafi x*~! ile carpilir ve p* P operatorii uygulanirsa

peP { i a1 (1—x)*" r"} (2.6.20)

|
=0 n.

()

elde edilir. Ayrica Re(a) > 0, |¢| < |1 —x] sartlart altinda (2.6.20) de tiirev operatorii

ile toplam yer degistirilirse

;(iﬂ)anB {xail (1 _x)—l—n}tn =(1 —t)_ngiﬁ {xal (1 _ ﬁ) —l}

olur. (2.6.16) goz 6niine alindiginda

I'(a) g1 v (L), Atnoa; |

5" n;) T oF; s t (2.6.21)
o F(OC) B_l o iy )'7(1, X
T P i

(]x| <min(1,]1 —1]))
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olur ve boylece

(A’)n A+n’a;

Y SR x|t"=(1-0"",F Sl (2.6.22)
= n! B: B: 11—t
dir. Daha sonra |t| < |1 —x|~" i¢in (Z.6.18) esitligi
= (1 N
y ( 3”x“—1 (1—x)"P"=(1—1) *x (1 —x)P (1 +%) (2.6.23)
=0 n. —

seklinde yazilabilir. Burada (2.6.23)), (2.6.22)) nin her iki tarafi x*~! (1 — x) * ile ¢arpi-

lip diizenlenerek elde edilmistir. Ciinkii bu durum sonucu daha genel bir hale getirme-

mize yardimci olacaktir.

Re () > 0 i¢in in her iki yanina D¢ P operatorii uygulanir ve toplam ile

operatdr yer degistirilirse

§ Chupe et (1—xy o (2624
=0 y

-
= (1-;)”Dg—ﬁ{x“—1(1—x)” (1+1x—_tt) }

olur. || < 1 sart1 atinda (2:6.13)) ve (2.6.16) goz 6niine alinirsa (2.6.24) iin

o0 —n,o; _
Z (l)n »F| p—n x| "= (1 —l‘) A F a,p7l;ﬁ;x,—x—t (2.6.25)
n=0 n! B; 1=t

formu elde edilir.

A =B —p alinir ve

o,B; xX—y
B+p; 1Y

Fi B, B's B+ B xy] = (1-3) 7" oF (2.626)

esitligi (2.6.25)) de kullanilirsa
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> — —n,q;
Z(Bn—‘p)”zﬂ P ] x|t (2.6.27)
n=0 : 5
_ _ p7a9 X
= (1=-0%P (1 —t+x)"%,F
(1—1) (I—t+xt) " 2F g 1—tix
elde edilir. p = 0 icin (2.6.27)
= —n, o _ _
) (B o Fy x| =1=0%P 1 —14x)," (2.6.28)

n=0 n! ﬁ 5
ifadesine indirgenir. (2.6.28) in her iki tarafi 77! ile carpilir ve D} > operatorii uygulanirsa

y Bl g | 7% B masi (-2 (2629)

=0 (6), B; n!

olur. Bu ise Fj birinci ¢esit Appell Hipergeometrik fonksiyonu i¢in bir dogurucu fonk-

siyon ifadesidir.[33]
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3 . TAM OLMAYAN HIPERGEOMETRIK FONKSIYONLAR VE TAM
OLMAYAN RIEMANN-LIOUVILLE KESIRLI INTEGRAL
OPERATORLERI UZERINE

Bu kisimda tam olmayan gama ve beta fonksiyonlariyla bu fonksiyonlar kullanilarak
elde edilen tam olmayan Pochhammer sembolii ve tam olmayan hipergeometrik fonk-

siyonlar tanitilacaktir.

Ayrica 0zel fonksiyonlar konusunda 6nemli bir yer tutan Riemann-Liouville kesirli
tiirev operatoriiniin de tam olmayan hali verilecek ve bu operatoriin cesitli 6zellikleri
incelenecektir.

Bu boliimiin incelenmesinde M.Ali Ozarslan-Ceren Ustaoglu tarafindan yazilan "Some
Incomplete Hypergeometric Functions and Incomplete Riemann-Liouville Fractional

Integral Operators" adli makale referans alinmustir.[5]

Tanim 3.0.1. Tam olmayan 7y (s,x) ve I' (s, x) fonksiyonlar1 agagidaki gibi tanimlanmaktadir. [5]

X

(s,x) :/tSIe’dt, (Re(s) > 0;x > 0)
0
[(s,x) : :/ISIe’dt , (x>0;Re(s) >0ikenx=0) .

X

Re (s) > 0 olmak iizere bu fonksiyonlar,

Y(s,x)+ T (s,x) =T(s) (Re(s) > 0)

x o 0 (3.0.1)
[t te7ldt+ [t5 e ldt = [1* e dt

0 X 0

ozelligini saglar.[5]
Tam olmayan y(s,x) ve I (s,x) fonksiyonlar1 yardimiyla (2.3.1) de tanimlanan Poch-

hammer semboliiniin tam olmayan halleri asagidaki gibidir.
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Tamim 3.0.2. A,v € C ; x > 0 olmak iizere tam olmayan Pochhammer sembolleri

(Rx), = M55 (A,veCx>0) (3.0.2)
A, = HEY (A,veCx>0) (3.0.3)
dir.[5]
Ayrica (3.0.2)) ve (3.0.3) ten
(A;x), +[A;x], = (&), (A,veC,x>0) (3.0.4)

oldugu kolaylikla goriilebilir.

Tanmm 3.0.3. Tam olmayan Gamma fonksiyonlar1 yardimiyla tam olmayan Gauss hi-

pergeometrik fonksiyonu

. @ﬂifizgfﬁ%f%% 505)
ve

fl(“”fﬁz=§$7ﬁf”% 506
seklinde tanimlanir.[5]
Lemma 4.

- (a,x) b; | 4.1, (a,x) b; i a, b; .
c; c; c;

dir.[5]

Ispat. (3.0.5) ve (3.0.6) yerine yazilirsa

wl @0 e e ] g, 0,2 e, 0,
c: c: = (o), n! = (c), n!

- {(a,x),+[ax],} (b), 2"

-k (©), nt
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dir. (3.0.4) dikkate alinirsa

olur. ]

Tamim 3.0.4. Re (x) >Re(z) > 0,0 <y < 1 olmak iizere tam olmayan beta fonksiyonu
By (x,2) = ({YtXI (1—1)"'dr, (Re(x)>Re(z)>0,0<y<1) (3.0.7)

dir.[5]

Eger (3.0.7) de t = uy doniisiimii yapilir ve (2.4.7)) 6zelligi kullanilirsa

%(1—)’)Z 2F1 (Lx+2z14x,y) (3.0.8)

By ()C,Z) =3

oldugu kolaylikla goriilebilir.[5, 12]

Tamm 3.0.5. 0 <y < 1 olmak iizere tam olmayan [b,c;y]|, ve {b,c;y}, Pochhammer

sembolleri tam olmayan beta fonksiyonu yardimiyla

By (b+n,c—D)
bc:yl, == ’ 3.0.9
[ ,C y]n B(b,c—b) ( )
ve
Bi_y(c—b,b+n)
b,c;y}, = —= : 3.0.10
{ ,Cy}n B(b,c_b) ( )
seklinde tanimlanir.[5, 12]
Bu fonksiyonlar
b
b,c:y], +{b,c;y}, = (b), (3.0.11)
(©)n
ozelligini saglar.
(3.0.8) yardimiyla
b L (btm 1 —ctbibrnt ] 3.0.12
[ ’C'y]”_B(b,c—b)b-l—nz 1 (b+n,1—c+bib+n+1;y) (3.0.12)
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veE

1 (1=

b,c; =
{besvty B(b,c—b) c—b

2Fi(c—b,1—b—n;14+c—b;1—y) (3.0.13)

ozellikleri elde edilebilir.

Teorem 3.1. [b,c :y], ve {b,c;y}, fonksiyonlari

R (=1)"T(c) L _
bre iyl = T(c—b+mT(B)  dy [y By(b,c=b+n) (3.0.14)
Ve
, L(b+n) 1 _yeb
{b,c:y}, T(b 1 2n) Boc ) (1—y) (3.0.15)
d" —c n
xdy” ((1 —y) bt By (c—b—n,b+2n)>

ozelliklerine sahiptir.[5]

Ispat. (3.0.7) ifadesi (3.0.9) da yerine yazilirsa

1
bye:yl, = Zc_b /ub+" (1 —uy) ™ du (3.0.16)
’ 0
elde edilir. Diger yandan
1
y ’By(b,c—b+n)= / W (1 —uy) T gy (3.0.17)
0

dir.
(3.0.17) nin her iki tarafinin y ye gére n kez tiirevi alinirsa (3.0.14)) elde edilir.

(3.0.15)) nin ispat1 da benzer sekilde yapilabilir. O
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3.1. Tam Olmayan Gauss ve Konfluent Hipergeometrik Fonksiyonlar

Tam olmayan Gauss ve Konfluent hipergeometrik fonksiyonlar tam olmayan Poch-

hammer sembolii yardimiyla 0 <y < 1 olmak iizere

- X"
2k (a7 [b,C;y],X) = Z (a)n[bac;y]n;, (3.1.1)
n=0 :
- X"
2F1 (a,{b,c;y},x) = Z (a),{b,c;y}, L (3.1.2)
n=0 :
1Fi ([abiy] ) = Y fabiy], o (3.1.3)
n=0 :
1F1 ({Cl,b;y},X) = Z{a,b,y}n%, (3.1.4)
n=0 :

seklinde tanimlanir.[5]

Burada hemen belirtilmelidir ki (3.1.1), (3.1.2), (3.1.3) ve (3.1.4) fonksiyonlar1
2F1 (a,[b, ;¥ x) + 2F1 (a,{b,c;y},x) = 2F1(a,b;c;x) (3.1.5)

veE

1F1 ([a,byy], x) + 1F ({a,byy},x) = 1F1(a,b;x) (3.1.6)
ozelligini saglar.
Teorem 3.2. (3.1.1) ile tanimlanan hipergeometrik fonksiyon

b 1

2Fi (a,[b,c;y],x) = m/”b_l (1= yu)* "~ (1 = xyu)~“du 3.1.7)

(Re(c) >Re(b) >0, |arg(l —x)| < m)
seklinde bir integral gosterimine sahiptir.[5]

Ispat. (3.1.1) ifadesi (3.0.7) ve (3.0.9) dikkate alinarak diizenlenirse

Y

2F (a,[b, ;] ,x) = bc_ /tb Y= (1 =) dr (3.1.8)
0
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dir. (3.1.8) de ¢t = uy doniigiimii uygulanirsa

b 1
2F) (a,[b,c;y],x) = —/ub Y= yu) (1 = xyu) " du (3.1.9)
0

elde edilir L]

Teorem 3.3. (3.1.2) ile tammlanan hipergeometrik fonksiyonu igin

1
2Fy (a,{b,c;y},x) /uc b-1 (1—u l—y))b ! (3.1.10)
0

b B(b,c—b)
X(1—x+xu(l—y)) “du

(Re(c) >Re(b) >0, |arg(1 —x)| < m)

seklinde bir integral gosterimi mevcuttur.[5]

Ispat. (3.0.7) ve (3.0.10) dan
= x"
oFi (@ {besyh,x) =} (@), by}, —
n=0 :
oo 1_y n
— c— b+n—1
= bc— Z /t “T(1-1) dr ~
n 0 0
L = (a), [(1=0)"
—1)x
— tc—b—l (1 t)b_l a)y, dt
(b,c—b) 0/ nz::O n!
L
- B6eTH) /thl(l—t)b_l[l—(l—t)x]_“dt
’ 0
G.1.11)
olup 3.I.T1)) de r = (1 — y) u doniigiimii uygulanirsa
1
Filafbent) = g [1=3) 7 = (=
0
><[1—( —(I=y)u)x]™" (1 —y)du
1
(1—
ol T )/uc P (1= (1= ) ) [ = (1)) d
0
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elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. [

Teorem 3.4.

I'(c—b—a)T'(c)

2Fi (a,[b,c1y], 1) = I'(c—a)T'(c—b) (3.1.12)
1 —y)cbayb
—B(b(c—)g)(c—j_b) 2Fi(c—a,l,1+c—b—a;1—y)
dir.[5]

Ispat. (3.1.5) de x = 1 alinir gerekli diizenlemeler yapilirsa

2Fi (a,[b,c;y),1) = 2Fi(a,bic;1) =2 Fi(a,{b,c;1 =y}, 1)
I'(c)T'(c—b—a)
— 3.1.13
r< T (c—b) G
cba 1
c—b—a— 1 . b—1
bc_ /u —u(1—y) du
0
elde edilir.
(3.1.10) dan
L(c)T(c—b—a (1—y) "

2Fi (a,[b,cy], 1)

)
T(c—a)T(c—b) B(b,c—b)(c—a—Db)
X oFi(1=b,c—b—a;1+c—b—a;1—y) (3.1.14)

yazilabilir. Teorem 2.3 ten (3.1.14]) tin sag yanindaki hipergeometrik fonksiyon

2Fi(1—bc—b—a;l+c—b—a;1—y) =y’ 2F (c—a,1;14+c—b—a;1—y)

(3.1.15)
seklinde yazilabilir. Boylece ispat tamamlanir. [
Teorem 3.5.

I'c—=b—a)T
2Fy (a,{b,c;y},1) (€ a)l'(c) (3.1.16)

I'(c—a)T'(c—b)

(1—y) "
T BO.c—b)b 2F1 (c—a, ;b4 13y)

dir.[3]
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Ispat. (3.1.6) ifadesinde x = 1 alinirsa
2k (a,{b,ciy} 1) = 2F1(a,bic; 1) =2 Fi (a, [b, c;y]31)

elde edilir. Daha sonra Teorem 3.4 iin ispatindaki yollar takip edilirse istenilen sonuca

ulaglir. [

Teorem 3.6. Tam olmayan konfluent hipergeometrik fonksiyonlari i¢in integral goste-

rimleri
p 1
F (Ja,biy]sx) = m/ua—l(l—yu)b“ewdu (3.1.17)
(Re (b) > RZ (a) > 0)
ve
b—a |
B ({a,biy}ix) = —él(_ i)_@ [t =yt ey
(Re (b) > Re (@) > 0) (3.1.18)

seklindedir.[5]

Ispat. (3.0.16) , (3.1.3) ve iistel fonksiyonun serisel gosterimi kullanilirsa (3.1.17) nin
ispat1 kolaylikla goriilebilir. (3.1.18)) in ispat1 da benzer sekilde yapilabilir. O

Teorem 3.7. k € N olmak iizere

1

/y"“ 2Fy (a,]a,b,c — k;y];x) dy (3.1.19)

0

T(c—k)T(b+Kk)
'(b)I(c)

1
= % [2F1 (a,b;c—k;x) — 2F1 (a,b+k;c;x)

dir.[5]

Ispat. (2.4.7) den k € N icin

1

1 _ h—k— _
[ T )y
0

2F1 (a,b+k;c;x) = Bbike bk
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oldugunu biliyoruz. u = y*, y?=1 (1 — y)* " "7*71 (1 — xy) " dy = dv i¢in kismi integras-

yon uygulanir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

B(b,c—b—k)

2F (a,b+kie3x) = Bbike_b_k)

X [2F1 (Cl,b;C—k;X)—k/yk_] 2F (a7 [b,C—k,y],X)dy

elde edilir. Buradan istenilen sonug kolaylikla goriilebilir. [

Sonuc¢ 1. Teorem 3.7 de k = 1 alinirsa

1
/zFl(a,[b,c—l;y];x)dy = Fi(a,b;c—1;x) (3.1.20)
0

b
Y i 2F1 (a,b+ 1;¢;x)

elde edilir.

Teorem 3.8.

1

/y“ 2Fi (a,[b,c;y],x)dy =
0

1 [T (c)T(c—b+k)
k |T(c—b)T (c+k)

oF (a,b;e+kix)|  (3.1.21)

dir.[5]

Ispat. k € N icin Gauss hipergeometrik fonksiyonun integral gosterimi goz Gniine ali-

nirsa
1
2Fi (a,b,c+kix) = bc_b+k /yb L1 —y) P (1 =)y
0

dir. u = (1—y)*, y*"1(1 = y) >~ (1 — xy)"*dy = dv denir ve kismi integrasyon uy-

gulanirsa istenilen sonug elde edilir. [
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Sonuc¢ 2. Teorem 3.8 de k = 1 alinirsa

1

cib/ 2F1 (a,[b,c;y],x)dy (3.1.22)
0

2F1 (a,b;c+1;x) =

elde edilir.

Teorem 3.9. ,F) (a,[b,c;y],x) i¢in bir tiirev formiilii

j:n (2F1(a, b, c;y]5x)) = % 2Fi (a4n,[b+n,c+ny]:x) (3.1.23)

dir.[5]

Ispat. (3.1.7) nin her iki tarafinin x e gore tiirevi alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

y
d Ca
FOR@Pbe) = gt [P0 1 ar
0
y
_ ab /tb—l—l ) (D411
B b+1 c—
)3
x (1—xt)~ @D gy

b
- “—2Fl(a+1 b+ 1,c+ 15y]1x)

dir. Bu iglem n kez tekrar edilirse istenilen sonug elde edilir. [
Teorem 3.10.

d" (@)

o (1F1 ([a,b;y];x)) = (b): 1Fi ([a+n,b+n5y];x) (3.1.24)
dir.[3]
Ispat. Teorem 3.9 daki yontem takip edilerek ispat benzer sekilde yapilabilir. [

Teorem 3.11.

2F (a,[b,ey]iz) = (1—2)7% 2 (a,{c—b;1—y};z_il) (3.1.25)
(larg (1 —2)| <)
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dir.[5]

Ispat. (3.1.7) den

—a | —a
> Fi ( [b c y] ) % / (1 _S)b—lscfb*1 (1 — Zf 15) ds (3.1.26)

1—y
dir. (3.1.26) de s = 1 —r degisken degistirmesi yapilirsa

y

1_ —a
Filalbenlia) = g [ (1o )
0

— (1_Z)*a »F (a7{c—b,c;l—y};z_il)

elde edilir. L]

Teorem 3.12.

2Fi (a,{b,c;y}52) = (1-2)7" 2R (a,[c—b,C;l—y];ZLl) (3.1.27)

(larg (1 -2)| < 7)

dir.[3]
Ispat. Teorem 3.11 in ispatindaki benzer yollar takip edilerek ispat goriilebilir. 0

Teorem 3.13. Tam olmayan konfluent hipergeometrik fonksiyonlari i¢in

1F1({a,b;1 —y};z) =€ 1Fi ([b—a,b;y];—2) (3.1.28)
ve

1F1 (la,b3y);2) =€ 1FL({b—a,b;1 —y};—2) (3.1.29)
saglanir. 5]
Ispat. (3.1.28)ve (3.1.29) un ispati Teorem 3.6 dan kolayca gériilebilir. O
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3.2. Tam Olmayan Appell Hipergeometrik Fonksiyonlar

Fila,b,c;d;x,z;y], Fif{a,b,cidix,z;y}, Fala,b,c;d,e;x,zy] ve F2{a,b,c;d,e;x,z;y}
tam olmayan Appell hipergeometrik fonksiyonlar
F [a,b,c;d;x,z;y] = Z [aad;y]m+n (b)m (C)n %E? (max{|x| ’ |Z|} < 1) (321)

m,n=0

(max {|x|,|z]} <1) (3.2.2)

Fl{avva;d;va;y}: Z {avd;y}m—‘rn(b)m(c)n%_'

m,n=0

b m _n

Bla,b,cid,e;x,zy) = Y (@), (053], [c,e)], ;Z x4+ lzl < 1) (3:2.3)

m,n=0

veE

[

X
B{a,b,c;d,e;x,zyy = Y (@), {b.dsy}, {c, e}, o (e < 1)
m,n=0 s
(3.2.4)

seklinde tamimlanmaktadr. [5]

(3.2.1)-(3.2.4) ile tanimlanan fonksiyonlarin yakinsaklik bolgeleri yanlarinda verilmis-
tir. (3.2.1) i¢in bu durumu goérelim.

Fila,b,c;dix,zzy] <Y la,diy]e, (D), (0), .
m,n=0 s
< Z |[a7d;y]m+n| (b)m (C)n %E
m,n=0
.- a+m+n 1 d—a—1 X" Zn
= —t dt b —_——
m;() (a, d a) ) (B)n (), m! n!

1
B(a,d—a)

IA
s

a+m-+n—1 d—a—1 Xz
t (I—1) dt| (D) () s

St~ o\z

B(a+m+n,d—a)
B(a,d —a)

xm Zl’l
m n!

() (),

m,n=0

dir.Yukaridaki son seri birinci ¢esit Appell F [a,b,c;d;x,z] olup mutlak yakinsaktir.
Boylece ayni sartlar altinda Fj |a, b, c;d; x, z;y| de mutlak yakinsaktir. Diger fonksiyon-
larin yakinsaklig1 da benzer sekilde goriilebilir. Simdi Fy [a, b, ¢;d;x,z;y], F1{a,b,c;d;x,z;y},

F>la,b,c;d,e;x,z;y] ve Fr{a,b,c;d,e;x,z;y} fonksiyonlari igin bir integral gosterimi
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verelim.
Teorem 3.14. Tam olmayan F) [a,b,c;d;x,z;y], F1{a,b,c;d;x,z;y} fonksiyonlar1 igin

1

Fila,b,c;d;x,z,y] = @ d ) / )N (1 = xyu) TP (1 — zyu) “du
(Re(a) >0, Re(b) >0, Re(c) >0, Re(d) >0), (32.5)
(larg (1 —x)| < @, |arg (1 —z)| < 7)
ve
1
Fi{a,b,c;d;x,z;y} ad 2 /ud T —u(1—y))*! (3.2.6)

0
X (T=x(1=u(1=y) " (1 =z(1—u(1-y)))“du
(Re(a) >0, Re(b) >0, Re(c) >0, Re(d) >0),

(larg (1 —x)| < 7, |arg (1 —z)| < 7)

seklinde integral gosterimleri mevcuttur.[5]

Ispat. (3.0.7) ve (3.0.9) ifadeleri (3.2.1) de yerine yazilirsa

Y

1
Fila,b,c;d;x,z;y] = m/t“l (1= 1 —xt) P (1 —z) “dr
’ 0

elde edilir. Yukardaki integralde ¢t = yu doniisiimii yapilirsa,

1

Fila,b,c;d;x,z;y] = ad ) /u (1 —yu)™ (1 = xyu) ™ (1 — 2yu) “du
0

dir. Bu ise istenilen sonugtur. (3.2.6) nin ispat: da benzer sekilde yapilabilir. O

Teorem 3.15. Tam olmayan F [a,b,c;d,e;x,z;y], F>{a,b,c;d,e;x,z;y} Appell hiper-

geometrik fonksiyonlar i¢in

11
P la,b,cid,e;x,z;y] = B b v— //ub—l(l_yu)dblvc—l
00
x (1= yu) " 1 = xyu— zvy] “dudv (3.2.7)
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(Re(d) >Re(a) >Re(b) >Re(c) >Re(e), |arg(1—x—2z)| < 7)

(1 _y)d—b-i-e—c
B(b,d—D)B(c,e—c)

11
[ [y e (v ()
00

X[T—x(1—u(1—y))—z(1—=v(1—y))] “dudv (3.2.8)

B {a,b,c;d,e;x,z;y}

(Re(a) >0, Re(b) >0, Re(c) >0, Re(d) >0, |arg(l —x—2z)| <)

seklinde bir integral gostermi mevcuttur.[5]

Ispat. (3.0.7) ve (3.0.9) ifadeleri (3.2.3) de yerine yazilirsa

Yy
1 - _ d—b-1
Fyla,b,c;d,e;x,z;y] = //(a) o=l (1 1)
B(b,d—b)B(c,e—c) ;00 J m-+n
1 m Zn
x st (1 —g)e7e” —dtds
m! n!

dir. Seri diizgiin yakinsak oldugundan toplam ile integral yer degistirir ve gerekli dii-

zenlemeler yapilirsa

1
Fyla,b,c;d,e;x,z;y] = B(b,d —b)B(c,e—c)
y oy
Jfrener e
00

11
_ //ubl dbl
B(b,d — b c,e—c)
0 0

x Ve (1= vy) ™ (1 = xuy — zvy) “dudv
elde edilir. Bu ise istenilen sonugtur. (3.2.8) in ispati da benzer sekilde yapilabilir. [

3.3. Tam Olmayan Riemann-Liouville Kesirli Integral Operatorii

Bu boliimde tam olmayan Riemann-Liouville kesirli integral operatorii tanimlanacak

ve cesitli Ozellikleri incelenecektir. Bilindigi lizere y yiincii basamaktan Riemann-
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Liouville kesirli integral operatorii

DI {f(2)}:=

L TR =0 e Re(i) <0 33.1)
O

seklinde tanimlanmaktadir. Tam olmayan D¥ [f (z);y], D {f (z) ;y} Riemann-Liouville

kesirli integral operatdrleri

T ) (1= d
01 (3.3.2)
({f(yWZ) (1—wy) # 'aw ,(Re(n)<0)

Ve

(3.3.3)

=it [ A0 -0l (Re() <0)

olarak tanimlanmaktadir.[5]

Sonug 3. (3.3.2) de y = 1 alinirsa (3.3.1)) deki bilinen Riemann-Liouville kesirli integ-
ral operatorii elde edilir. Eger de y = 0 alinirsa deki bilinen Riemann-
Liouville kesirli integral operatorii elde edilir. Bu yiizden (3.3.1) tanimu (3.3.2) ve
(3.3.3)) iin 6zel bir halidir.

Simdi baz1 6zel fonksiyonlarin tam olmayan kesirli integral operatorii altindaki durum-

larin1 inceleyelim.

Teorem 3.16. Re(4) > —1, Re (i) < 0 olmak iizere

A ] By(A+1—p) ;-
D |iy] = e (33.4)

dir.[5]

Ispat. (3.0.7) ifadesi (3.3.2) de kullamlirsa

D [zl;y] = FZ_N /(uz)’l(l—u)_“_ldu



dir. Bu ise ispat1 tamamlar. [

Teorem 3.17. Re(A) > —1, Re (1) < 0 olmak iizere

B (_.u’l_i_l) A—
pi{y} =22 o (33.5)
) [(—p)
dir.[5]
Ispat. (3.3.3)) in ispat1 Teorem 3.16 nin ispatina benzer sekilde yapilabilir. O

Teorem 3.18. Re(A) >0, Re (i) < 0,Re(a) > 0 ve |z| < 1 olmak iizere

DI A1)y = Egﬁgz"_l 2F (o, [A, 13y)]:2) (3.3.6)
\Y&
Dy {Zl_l (1 —z)*“;y} = ?Eﬁgﬂ‘_l 2Fy (0, {4, 13y} 52) (33.7)
dir.[5]

ispat. 332) de f(z) =z*' (1 —z)~% alir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

-~ y
D} [zl_l(l—z)_a;y] = —F(Z:_AM/(uz)l_l(l—uz)_a(l—u)“_’l_ldu
0
~2 1
- % 0/ 0 (@) (1 —y0z) “(1- e do
Z“_l}’)L 1 A—1 —a p—A—1
- m()/(w) (1-y02) *(1— 0y * ' do

dir. Yukardaki son ifadede (3.1.7) dikkate alinirsa

A—p [ A-1 - !
Dy ”[Z (1-2) a;y} = mB(LN—A) 2F1 (o, (A, w5y]52)

N AN

I(w)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. (3.3.7)) nin ispat1 da benzer yollarla yapi-
labilir. [
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Teorem 3.19. Re(4) >Re(u) >0,Re(a) >0,Re(B) >0;|az| < 1 ve Jaz| < 1 olmak

lizere
Dﬁ“’” [z’l’l (1—az)"*(1 —bz)_ﬁ ;y} = %z“l Fi[A, o, Bsusaz,bz;y]  (3.3.8)
ve
D?’“ {zl’l (1—az)"*(1 —bz)_ﬁ ;y} = %z“l Fi{A,a,B;u;az,bz;y} (3.3.9)
dir.[3]

ispat. 332) de f(z) =24 ' (1 —az) % (1 —b2) P alinir ve gerekli diizenlemeler ya-

pilirsa

M- 7 . _ A
= F(,u—/l)o/(uz)l " —auz) (1= buz) P (1= u)* * Ldu
_2 1
= FE: _)/)l)o/(ya))l_]zl1(1—aya)z)_a(1—bya)z)_ﬁ(l—a)y)“_l_lda)
N f A
= F(,u—/l)o/(w) _](1—aya)z)_a(1—bya)z)_ﬁ(l—a)y)“_ ldw

elde edilir. (3.2.3) ifadesi son esitlikte kullanilirsa

A [ A—1 —a B -
D; [Z (1—az) " (1=bz) syl = mB(l,u—l)Fl[l,a,ﬁ;u;az,bz;y]
F()L) n—1
= —7" F A« Biu;az, bz
(1) 1l B;u y]

bulunur. Bu ise (3.3.8)) in ispatin1 tamamlar. (3.3.9) un ispat1 da benzer yollar kullana-

rak yapilabilir. 0
Teorem 3.20. Re(A) > Re (1) > 0,Re(at) > 0,Re(B) >0 Re(y) > 0; [{=| <1ve
|lt| + |z| < 1 olmak iizere
_ _ _ t
DI H AN (1-2)7% o (a, [ﬁ,y;y];l—_z) ;y} (3.3.10)
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= MZ‘H B o, B, Ay, uit,z;y)

I'(w)
ve
D?iu {le (1 _Z)_a 2F1 (a7 [ﬁa’y’y]’%_z> ’y} (3.3.1D)
= %z’“ E{o,B,Ay,ust,z;y}
dir.[5]

Ispat. Teorem 3.16 ve (3.2.3) kullamilirsa

DLt {Z“(l —2) %2R (a,[ﬁ,v;y];%_z) ;y}

= Dy |2 (1—2)7® B(p’;_mgmn By<ﬁm+n,v—ﬁ> <1t_z)n;y]

= m@“‘ '(1-2)7 io By(B+ny- B)—n,(l—Z)‘“‘";y]
- B B,y et 2t

= (B;/ 5) m;OB (B+n,y—B) '< Juim By (?_‘?—um_’li)_l)zﬂerl

= %ZH Ba, B, Ay, 15t,23))]

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. (3.3.11) in ispati da benzer yollar kullanarak

yapilabilir. [

3.4. Dogurucu Fonksiyonlar

Bu kisimda > F) (a, [b,c;y];x), 2F (a,{b,c;y} ;x) tam olmayan hipergeometrik fonksi-

yonlart i¢in lineer ve bilineer dogurucu fonksiyon bagintilar1 elde edilecektir.

Teorem 3.21. |z| < min{l,|l —¢|} ve Re(A) > 0,Re(B) > Re(a) > 0 olmak iizere

tam olmayan hipergeometrik fonskiyonlar i¢in

(o)

Z

n:

(A+n,[a,B:y]:2) " = (1—1) " 2F (A,[a,ﬁ;y];li_J (3.4.1)
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veE

(oo}

Z

A +n{a,Biyyiz) "= (1—1)* 1R (a,{a,ﬁ;y};li_t) (3.4.2)

bagintilar1 gegerlidir.[5]
Ispat. Basit hesaplamalarla

)
(-0 =0 1= 5]

oldugu bilinmektedir. || < |1 — z| olmak iizere

(1—-2)* i (A)n <L)n:(1_,)l [1_1&_J 4 (3.4.3)

! i
= n! \1-z

seklinde yazilabilir. (3.4.3) iin her iki tarafi z*~! ile garpilir ve p¢P [f (z);¥] her iki

-]

seklinde yazilabilir. Re (o) > 0 ve |t| < |1 —z]| i¢in gerekli diizenlemeler yapilirsa

tarafa uygulanirsa

D¥P

R

[

Z (it?anc—ﬁ |:ZO£—1 (1 _Z)*l*” ;yi| " 3.4.4)

n=0
z —A
1__ .
-] ,y]

oldugu goriilebilir. (3 iin her iki tarafindaki tam olmayan kesirli integral ope-ratorii

= (10D

icin Teorem 3.18 deki (3.3.6) uygulanirsa istenilen sonug elde edilebilir.

Benzer yollar takip edilir ve Teorem 3.18 deki dikkate alinirsa (3.4.2) nin ispati
da yapilabilir. 0
Asagidaki teorem tam olmayan hipergeometrik fonksiyonlar icin bir diger dogrucu

fonksiyon bagintis1 vermektedir.

Teorem 3.22. Re(A) > 0,Re(p) >0, Re() > Re(ax) > 0; |t]| < ﬁlzl olmak iizere
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tam olmayan hipergeometrik fonksiyonlar i¢in

y e

n:

_ —zt
(p—n[o,Bsy]i2)t" = (1—1) " Fy {a,p,l;ﬁ;z;l—_zt;y} (3.4.5)

veE

Mx

- -zt
p-nlapyiar = (-0 F{ap iz o} G40

n=0
dir.[3]
Ispat.

1—1t

H—(1=2) ™= (1= [1+i} N

dir. |t| < |1 —z| olmak iizere

-1
= (1—1)" {1 _ 1_—1} (3.4.7)

n:

yazilabilir. (3.4.7) nin her iki tarafi z*~! (1 —z) ™ ile carpilir ve Dg_ﬁ [f (z);y] opera-

torll uygulanirsa

|
n—o

D¥P i%z“”(l 7) Pt ,y] (1—1)"* Dp*~P

elde edilir. Re (o) > 0 ve |zt| < |1 — z| olmak iizere gerekli diizenlemeler yapilirsa

Z (i’l')anc—,B [ZOC—I (1 _Z)*PﬂLn ,y} I (3.4.8)

n=0 L
T1—z)P [1 — I——th} ;y]

olur. (3.4.8) iin sol tarafina Teorem 3.19, sag tarafina da Teorem 3.20 uygulanirsa is-

= (1-1)*D¥P |~

tenilen sonug elde edilir. (3.4.6) in ispat1 da (3.4.5)) in ispatindaki yollar takip edilerek
benzer sekilde yapilabilir. [
Son olarak asagidaki teoremde tam olmayan hipergeometrik fonksiyonlar i¢in bilineer

dogrucu fonksiyon iligkisi verilecektir.
Teorem 3.23. Re(A) > 0, Re(y) > 0,Re(f) > 0,Re(6) >0, Re(ax) > 0,
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1-g|

lt] < 1 T Ve |z < 1 olmak iizere tam olmayan hipergeometrik fonksiyonlar igin
= (), n
Y 2B (v [, 85]5x) oF (1[4 Biy]iz)1 (3.4.9)
n=0
= (1-n* [l a,v;B, 5 — I_Xt ,y}
ve
Z ! 2F1 %{ n, J; y} ) 2F (%{l—f—nvﬁ;y};z)t (3.4.10)
n=0
—Xt
= (l—t) {layﬁél_tl_t,y}
dir.[3]

Ispat. (3.4.1)) ifadesinde ¢ yerine (1 —x)¢ alimr ve her iki taraf x”~! ile carpilip daha

sonra her iki tarafa da DY ° [f (z);y] tam olmayan kesirli integral operatorii uygula-

nirsa
y—96 - (A)n — oyl - n.n,
DI ° |} 2F1 (A +n,[a,B:y]:2) (1 —x)" 1"y
= n!
= DI (-1 -0 R (A e, By ————— ) ;
: [( (=00 A (Aol = ) o
elde edilir. t‘ <1lve }1 t|+{ ‘< 1 sartlar1 altinda gerekli diizenlemeler
yapilirsa
— ()")n Y0 [,7—1 n. vl
ZTD)C (1 =x)"5y] 2F1 (A +n, [0, Bsy]52) (3.4.1D)
n=0 :
_ A -6 | ,r-1 —xt vl - ﬁ .
= (1—1) Dx X 1_1_—1‘ 2F1 l,[a,ﬁ,y],l 7 Y
T T

olur. (3.4.T1)) in sol tarafina Teorem 3.19, sag tarafina da Teorem 3.21 uygulanirsa

istenilen sonug elde edilebilir. [
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4 . TARTISMA VE SONUC

Bu ¢alismada uygulamali matematik alaninda cok¢a kullanilan gama, beta fonksiyon-
larinin Pochhammer semboliiniin, Gauss ve Konfluent hipergeometrik fonksiyonlari-
nin, Riemann-Liouville kesirli integral operatoriiniin tam olmayan hali tantmlanmis ve
cesitli 6zellikleri ele alinmustir.

Bu tezde amaclanan Riemann-Liouville kesirli integral operatdriiniin tam olmayan hali
ve Ozellikleri icin bir kaynak olusturmaktadir. Elbette kesirli tiirev konusu burada an-
latilan kisim kadar sinirli degildir. Ancak inceledigimiz kisim kadariyla okuyucuya

yararli olacagi kanaatindeyiz.
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