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OZET

FARKLI ANIZOTROPIK SACILMALARIN FARKLI YONTEMLERLE NOTRON
TRANSPORT TEORISINE UYGULAMALARI

Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Fizik Anabilim Dali, Doktora Tezi
Damigman: Prof. Dr. Recep Gokhan TURECI
Haziran 2023, 111 sayfa

Bu tez calismasinda yeni gelistirilen SVD yontemi, sag¢ilma fonksiyonunun Legen-
dre ac¢ilimi1 ve Anli-Giingor sacilma fonksiyonu icin incelendi ve bu yontem albedo
problemine uygulandi. Sonuglarin hem sacilma fonksiyonlar1 agisindan fiziksel an-
lamlar1 hem de literatiirde yer alan ve basaris1 kanitlanmis Hy ve Fy yontemleri ile
karsilagtirilmasi i¢in, SVD yOnteminin yari-uzay albedo ve kiritiklik problemlerine
ayr1 ayr1 uygulamalart yapildi. Farkli sagilma durumlar1 géz Oniine alinarak bu kiyasla-
manin genis bir perspektifte olmasi saglandi. Elde edilen sonuglar cizelge ve grafik
gosterim seklinde sunularak sonuglarin karsilastirilmasi saglandi. Elde edilen sonuc-
lara gore niimerik bir yontem olan SVD yontemi, yiiksek yaklasim sayisinda Hy ve
Fx yontemleri gibi basarili sonuglar verdi. Fakat SVD yontemindeki yliksek yaklasim
sayis1, yliksek mertebeden matrislerle calismay1 gerektirdiginden hesaplama siiresinin
uzamasina neden oldu. Ancak buna karsin SVD yontemi niimerik bir yontem oldugun-
dan daha kisa cebirsel islem gerektiren hesaplama 6zelligine sahiptir.

Anahtar Kelimeler: Notron transport denklemi, yari-uzay albedo problemi, Fy
yontemi, Hy yontemi, SVD yontemi, lineer-triplet anizotropik
sacilma, Anli-Gilingor sagilma fonksiyonu, yansiticili kritiklik
problemi
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ABSTRACT

THE APPLICATIONS OF DIFFERENT ANISOTROPIC SCATTERINGS WITH
DIFFERENT METHODS TO THE NEUTRON TRANSPORT THEORY

Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Physics, Ph. D. Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Recep Gokhan TURECI
June 2023, 111 pages

In this thesis, the newly developed SVD method was examined for the Legendre ex-
pansion of scattering function and the Anli-Giingor scattering function and this method
was applied to the albedo problem. In order to compare the results with both the physi-
cal meanings of the scattering functions and the proven successful Hy and Fy methods
in the literature, the SVD method was applied separately to the half-space albedo and
criticality problems. Considering the different scattering situations, this comparison
was made to be in a broad perspective. The obtained results were presented in the
form of tables and graphics, and the results were compared. According to the obtained
results, in the high number of approximations the SVD method, which is a numerical
method, gave successful results like the Hy and F'y methods. However, the high num-
ber of approximations in the SVD method caused the computation time to be prolonged
as it required working with higher order matrices. However, since the SVD method is
a numerical method, it has a feature that requires shorter algebraic operations.

Key Words: Neutron transport equation, half-space albedo problem, Fy method, Hy
method, SVD method, linear-triplet anisotropic scattering, Anli-Gilingor
scattering function, reflected criticality problem
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1. GIRIS

Transport denklemi, Boltzmann’in baglangicta gazlarin kinetik teorisi ¢ercevesinde
geligtirilen {inlii denkleminin dogrusal bir versiyonudur (bu nedenle, transport denk-
lemine lineer Boltzmann denklemi de denir). Bu denklem, yedi bagimsiz degiskeni

iceren bir integro-diferansiyel denklemdir.

Notron transportu, notronlarin fiziksel bir sistemdeki atom cekirdekleri boyunca ya-
yildig siirectir. Bu siirecte notronlar, madde yani atom ¢ekirdegi ile farkli sekillerde
etkilesir. Bu etkilesmelerin 6zellikleri su sekilde ozetlenebilir. Bu etkilesmeler, not-
ronlarin bir carpisma bolgesinden digerine akmasini; nétronlarin ¢ekirdeklerden sacil-
masini; notronlarin ¢ekirdek tarafindan yakalanmasini; ve bir ¢ekirdegin boliinerek iki
veya daha fazla notronun yayildigi fisyon olaylarinin nétronlar tarafindan baglatilmasi-
n1 icerir. Etkilesmelerin 6nemi, etkilesme olasigini belirleyen tesir kesitlerine baglidir.
Tesir kesitlerinin oran1 olarak ifade edilebilen ikincil ndtron sayisi, etkilesmenin tiiriine
gore belirlenir. Bu boliimde notron transport siirecini tanimlayan matematiksel denk-

lemler gelistirilecektir. (Edt. Cacuci 2010)

1.1. Notron Transport Denklemi

Notron transport denkleminin amaci, ndtron transport denkleminin ¢oziimiinden elde
edilen notron dagilimini belirlemektir. Notron dagilimi; kisaca agisal yogunluk olarak
adlandirilan, W (7, ¥, t) fonksiyonu ile verilir. Bu fonksiyon, ¢ zamaninda hizlar1 ¢
civarindaki, yani ¢ ile ¥ + dv bolgesindeki d®v hacim elemam iginde ve konumlari 7
civarindaki, yani 7 ile 7 + d7 bolgesindeki d*r hacim elemani igindeki ndtron sayisini
tanimlar. ¢ hiz vektori, v = v ﬁ, seklinde tanimlanir. Burada ﬁ, hizin yOniinii
tanimlayan birim vektordiir. Q) birim vektorii, Sekil 1.1.a.’daki gibi 2 eksenine gore

0 polar agis1 ve x eksenine gore ¢ azimut agisi ile tanimlanir.

—

J(7, v, t) ile gosterilen agisal akim,
J(F,0,t) = 0U(F, T, ) (1.1)

ile verilir.



Hizlar1 d3v hacim eleman: i¢inde kalan dt zamaminda, dS yiizey elemanindan dik

olarak gecen notron sayisi

-

J(F0,t) - ndS dPvdt (1.2)

ile verilir. Esitlik 1.2, taban1 dS olan, uzunlugu v dt olan ve ekseni v”ye paralel olan

Sekil 1.1.b.’deki gibi bir silindir ¢izilerek kolayca kanitlanabilir.

)

/A

Sekil 1.1. a. Polar agis1 6 ve azimut agis1 ¢ b. Notronlarin iginden gectigi varsayilan, boyu v dt ve taban
alan1 dS olan silindir

(a)

Daha sonra dt zaman aralig1 i¢inde d.S yiizeyinden gegen notron sayisi; silindir icindeki
hizlar1, d®v hacmi i¢inde ¥ civarinda bulunan nétron sayisi olacaktir. Silindirin hacmi
v dt - 1 dS oldugundan ve uygun hizdaki nétron yogunlugu ¥ (7, v, t) d*v oldugundan,

bu silindir i¢indeki bu tiir ndtronlarin sayisi
7-a (7,0, t)d*vdtdS = j - ndPvdtdS (1.3)
ile verilir.
Ayrica enerji bagimli yogunluk p(7, v, t) ve yogunluk p(7,¢) tanimlar
p(T v, t) = /dQ U(r,v,t) (1.4)
ve

p(7,t) = / d*v (7,0, 1) (1.5)



ile verilir. p(7, t) d®r; nétron hizindan bagimsiz olarak, 7" noktasinda d®r hacmi igindeki

toplam notron sayisini temsil eder.

p(7, v, t) d®r v? dv; ndtron hizlarmin yoniinden bagimsiz olarak, v ile v + dv arasindaki

hizlarda olan d>r hacmi i¢indeki toplam nétron sayisim temsil eder.
Benzer sekilde, J (7, v,t) ve J (7, t) akimlart, I(F, U, t)’nin integrali, sirasiyla, df) ve
d3v lizerinden alinarak

J(F v, t) = / OGRS (1.6)

ve
J(7t) = / dPv j (7,7, 1) (1.7)

seklinde tanimlanabilir. Bundan sonra d¢ zaman araliginda d.S yiizeyinden gecen not-

ronlarin net sayisi,
J(F,t) - ndS dt (1.8)

ile verilir.

Mevcut nétron popiilasyonundan bagimsiz olan kaynaklar tarafindan ortama dahil edi-

len noétronlar, bir agisal kaynak yogunlugu ile tanimlanabilir.

t ile t + dt araliginda ¥ hizinda d3v hacminde ve 7 noktasinda d®r hacminde iiretilen

notron sayisi
q(7, v, t) d®r d*v dt (1.9)

ile verilir. Ayrica, ¢(7,v,t) ve ¢(7,t) nicelikleri; ¢(7, ¥, t) nin integrali, sirasiyla, d(2

ve d>v iizerinden alinarak tanimlanabilir.

Bolgedeki mevcut olan atom cekirdekleri hesaba katilirsa, notronlar, ¢arpismalara ma-
ruz kalacaktir. ¥ hizindaki bir n6tron i¢in carpigmalar arasindaki ortalama mesafenin,
yani ortalama serbest yolun, ¢(¥) oldugunu varsayalim. (¢’nin, hedef ¢ekirdegin hizinin
degil, ndtron hizinin bir fonksiyonu oldugu varsayimi; notron hizinin, ¢ekirdegin hi-
zindan ¢ok daha biiyiik oldugu anlamina gelir ve ¢ekirdek hiz1 goz ardi edilebilir. Bu
ithmal; ¢ok diisiik (yani termal) enerjili notronlar i¢in veya ortalama serbest yol, rezo-

nans olaylarinda oldugu gibi, hizin oldukca degisen bir fonksiyonu ise dogru degildir.
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Bununla birlikte, ortalama serbest yol, ¢ekirdegin termal hareketleri lizerinden bir or-
talama olarak tanimlanirsa, bu sinirlamalar, burada gelistirilen teori baglaminda bile
kaldirlabilir.) ¢ hizindaki bir nétron, ortalama olarak, saniyede v /¢ tane ¢arpigmaya

maruz kalacagindan, 7~ konumunda ve ¢ hizindaki nétronlar igin ¢arpisma orant,

v

(7, 0,t) d*r d® 1.1
G (7, 9,t) d°r d°v (1.10)

ile verilir. (Burada niikleer reaktorlerin uzun siireli reaktivite etkilerini iceren problem-
lerle ilgilenilmediginden, ¢’nin zaman i¢inde sabit oldugu varsayilir.) Ortalama serbest
yolun, carpma iglemine gore tersine, makroskopik tesir kesiti denir ve o (7, ¥/) sembolii
ile gosterilir ve

1
(7, 0)

o(7,v) = 0717, ¥) = (1.11)

seklinde ifade edilir. Bu nicelik, mevcut tiim ¢ekirdeklerin tesir kesitlerinin agirlikl

toplamudir; yani,
o(F,0) = N'(F) Zy(7) (1.12)

seklinde ifade edilir. Burada, N*(7), 7"deki 7 cinsinden olan ¢ekirdeklerin say1 yo-
gunlugudur, yani cm®’teki sayisidir; ve 3%, 7 cinsinden olan ¢ekirdeklerin toplam mik-
roskobik notron tesir kesitidir. Bu mikroskobik tesir kesiti, aslinda her biri, nGtron-
cekirdek sistemindeki carpisma ile indiiklenen farkli bir reaksiyonu gosteren, ¢cok bile-

senlerin toplamidir. Boylece, tipik bir durum icin,
Y=Y+ 4+ 3+ % (1.13)

yazilabilir. Burada, kismi tesir kesitleri; sirasiyla elastik sacilma, 1s1mali yakalama,
elastik olmayan sacilma ve fisyon icin mikroskobik tesir kesitleridir. Kismi makrosko-

bik tesir kesitleri, benzer sekilde tanimlanabilir; 6rnegin,
oy=>» N'Z (1.14)

ve digerleri de bunun gibi yazilabilir. Daha sonra 7 noktasinda ¢ hizindaki nétronlar

icin sacilma reaksiyon orani,

v (7,0, t) oy(F, 0) d°r d*v (1.15)
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seklinde verilirken, fisyon reaksiyon orani; oy, oy ile degistirilerek benzer bir ifade ile

elde edilir.

Bir ¢arpisma meydana geldiginde, sonug olarak ¢(7, ¥) ile gosterilen, ikincil nétronlar
ortaya cikacaktir. Bu ikincil notronlar; v hizindaki bir nétron tarafindan, 7 noktasinda

carpigma bagina iiretilen notronlarin ortalama sayisidir.

Acikca, bir sogurma ¢arpigsmasi icin, ¢ = 0; bir sag¢ilma carpigmasi i¢in ¢ = 1; bir
fisyon carpismasi i¢in, ¢ = v olur. Burada v, fisyon bagina iiretilen ndtron sayisidir.
257 igin bu deger v = 2,5’tir. Belirli bir 7 konumundaki ¢ degeri, elbette, 7 noktasinda
bulunan malzemelere ve onlarin tesir kesitlerine baglidir. Fisyon olmamasi durumunda
(yani, oy = 0),

Y os(7, V) + on(T, V)

o(7, 7)

(1.16)

yazilabilir. Fisyon varsa, bu ifadenin payna v o¢(7, ¥) terimi eklenmelidir. Yeni iireti-
min olmamasi durumunda, oy = o, = 0y, = 0, boylece ¢ = 0 olur. Daha sonra
0(17’ ,t' — 1, t;7), seklinde bir fonksiyon tanimlanir. Buna gére: d®v’ hacim eleman
icindeki o' hizina sahip notronlarin neden oldugu, ¢ aninda meydana gelen ¢arpigmalar
nedeniyle, ¢ civarinda dt zaman arali1 i¢inde ¢ hizindaki dv hacim elemam iginde

iiretilen, 7 noktasindaki d®r hacim elemani icindeki olasi notron sayisi
v oVt — Tt ) U(F ) Y dPr dPo dt (1.17)
ile verilir.

Burada, ¢arpigma sonucunda iiretilen nétronlarin, ¢carpisma noktasinda ortaya ¢ikmast,
miikemmel bir yaklagimdir. Ayrica, ikincil notronlarin ¢arpigsma aninda ortaya ¢iktigini

varsayabiliriz, yani, 0 = 0(17’ — ¥, 7). Burada Egitlik 1.12, 1.16 ve 1.17°den
/a(Jf — 0,7) d* = ¢(F,0') o(F, 0') (1.18)
yazilabilir.

Genellikle, s6z konusu sistemde tiim carpisma olaylarinin rotasyonel degismezlige
sahip oldugu varsayilir, bu durumda o(v/ — @), sadece v/, v ve Q- ﬁ’ya, yani birin-
cil ve ikincil nétronlarin hizina ve yoriingeleri arasindaki agiya bagh olabilir. Bundan
sonra Esitlik 1.18’den, boyle bir durumda, ¢ ve o, sadece v’ biiyiikliigiine bagli olabilir,

yoniine bagh degildir.



Ayrica (v — ¥)’nin; ¢(7, ) ve o(F, ¥) gibi mutlak pozitif olmas: gerektigine dikkat
edilmelidir. Ayrica, sonra gelen iki nicelik de sinirlandirilacaktir.

0(17’ — #)’ye katkida bulunan olagan siiregler; elastik sacilma, elastik olmayan sagil-
ma ve fisyondur. Bu siireclerin her biri ig¢in, 0(17’ — ©); ikincil notronlarin enerji

spektrumunu temsil eden normalize edilmis bir f(v/ — @) fonksiyonu ile bir o (v/)

tesir kesitinin ¢carpimi olarak yazilabilir.

Daha sonra sadece elastik sagilma katkis1 i¢in f (17’ — ¥) fonksiyonunun, teori tarafin-
dan yeterince tahmin edilebilecegi bulunmusgtur. Bununla birlikte, fisyon katkisi i¢in,
iyi yari-deneysel veriler mevcuttur; elastik olmayan sagilma katkis1 i¢in, genellikle
seyrek deneysel verilerin ve oldukg¢a hatali teorilerin bir kombinasyonu kullanilmak

zorundadir.

Tesir kesitin kendisinin biiyiikligu [yani, 0(17’ )1, baz1 6zel durumlarda, teoriden elde
edilebilir. Bununla birlikte, genellikle mevcut olan cok sayida deneysel tesir kesiti

verilerine dayanilir.

Artik herhangi bir sistemdeki notron dagilimin agiklayan bir denklem elde etmek i¢in

gerekli olan tiim nicelikler tanimlanmugtir. (Case and Zweifel 1967)

1.2. Notron Transport Denkleminin Tiiretilmesi

Notronlarin davranisini tanimlayan temel yasa, esasen bir denge denklemidir. Gergekte
bu denklem, Boltzmann denkleminin lineer hale getirilmig bir seklidir. Burada, faz
uzaymin kii¢iik bir hacim elemant i¢indeki ndtron sayisinin siireklilik denklemine uy-
masindan yola ¢ikarak, basit bir tiiretme yapilabilir. Burada, 7 noktasi etrafinda S
yiizeyli kii¢iik bir V' hacmi igerisine yerlestirilen, d®v i¢inde ¢ civarinda hiza sahip

noétron sayisinin dt zamanindaki d/N degisimi ele alinir. Bu ifade,

AN = d*v dt/ OU(r 1) s, (1.19)

L, ot



seklinde yazilabilir. Ayrica d/N degisimi,

dN = — (a) dt siiresinde S yiizeyinden digar1 ¢ikan net ndtron sayist
— (b) dt siiresinde V' hacmi iginde yaganan carpisma sayist
+ (c) dt siiresinde V' hacmi iginde ¢arpigmalar tarafindan iiretilen
v hizli ikincil n6tronlarin sayisi
+ (d) dt siiresinde V iginde kaynaklar tarafindan iiretilen

v hizli n6tronlarin sayisi (1.20)

seklinde bir denge bagntisi kullanilarak da yazilabilir. (a) ve (d) terimleri, sirasiyla,
hiz degisikligi olmaksizin d>r hacim elemanindan ayrilan ve giren nétronlar: hesaba
katar; (b) ve (c) terimleri, sirastyla, konum degisikligi olmaksizin d*v hiz elemanindan
ayrilan ve giren notronlar1 hesaba katar. Esitlik 1.20°deki dort terim, matematiksel

olarak ifade edilebilir. Esitlik 1.2°den,
(a) = d®v dt/j’(ﬁ v,t) - ho dS (1.21)
S

elde edilir. Burada ng, dS yiizeyinin digsa dogru normalidir. Esitlik 1.21, Gauss teo-

reminin (Diverjans teoremi) uygulanmasiyla bir hacim integraline

a)=d’vdt V - j dPr .
(a) d3d/V Jd? (1.22)
1%

seklinde doniistiiriilebilir. Benzer sekilde, Esitlik 1.10’dan
U (7, v, t
(b) = dSvdt / VUG g, (1.23)
\%4 g(ﬁ“)
elde edilir. Ayrica Esitlik 1.17°den,
c) =d’vdt OV U(F ) o(v) — T, 7) dP dPr )
dvd "W(7 / ' & (1.24)
v

elde edilir. Son olarak Esitlik 1.9°dan,

(d) = d*vdt / q(7, 0, t) d*r (1.25)

v

elde edilir. Burada, V' hacminin keyfi olduguna dikkat edildikten (ve bir miktar yer
degisikligi yapildiktan) sonra, Esitlik 1.19 ve 1.20’den,
OV (7, v,t)
ot
= q(F,7,t) + /d%’a(ﬁf — T, 7) v U (F, 0 t) (1.26)

+7-VU(F0,t) +vo(F,0) U(F 7,1
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elde edilir. Esitlik 1.26 elde edilirken, ortak diferansiyeller iptal edilmis, £~ i¢in o
yazilmigtir. Ayrica, V. -3U=¢-VU 0zdesligi kullanilmistir. Bu 6zdeglik dogrudur,

clinkii ¥ bagimsiz bir degiskendir.

Burada Esitlik 1.26’n1n sol tarafindaki birinci terim, faz uzayinin kiigiik bir hacim ele-
man1 icinde, notronlarin zamana gore degisim sayisini verir. Ikinci terim, faz uzaymin
kiiciik bir hacim elemani i¢inden, carpisma yapmadan ¢ikan notronlarin sayisini verir.
Uciincii terim, faz uzaymin kiiciik bir hacim eleman iginden, cekirdeklerle carpisma
yaparak c¢ikan notronlarin sayisini verir. Sag tarafindaki birinci terim, faz uzayinin
kiiciik bir hacim eleman: icinde, kaynak tarafindan {iretilen notronlarin sayisini verir.
Ikinci terim, faz uzaymin kiiciik bir hacim elemam icinde, notronlarin cekirdeklerle
carpismalar1 sonucunda iiretilen ikincil ndtronlarin sayisini verir. (Case and Zweifel

1967)

1.3. Tek Hizh Yaklasim

Bu yaklasimda notron hizinin biiyiikliigiiniin, ortalama olarak bir ¢carpismada degisme-

digi varsayilir, bdylece o (v — ¥, ) fonksiyonu

— ~ ~ 6 -
o0 — 7,7) = o(S - Q, 7, v)@—QU) (1.27)
v
seklinde yazilabilir. Bu durumda Esitlik 1.18
o (7, v) (7 v) = /dﬂa(ﬁf 8,7 ) = /dQ’ o 0,7 v) (1.28)

seklinde yazilabilir. Burada o’nin rotasyonel degismezliinin acik¢a sergilendigine

dikkat edilmelidir.

Bir carpigmada nétron hizinin biiyiikliigiintin degismedigi varsayimi oldukga radikal
gibi goriinse de, reaktor icerisindeki reaktor kaynaklari, ayni enerjilerde notron yayin-
ladiklar icin, tek hizli yaklasim, ¢ok fazla pratik uygulamasi olan iyi bir yaklagimdir.
Ozellikle, Esitlik 1.26°daki transport denkleminin, 6rnegin v,’den vy’ye v iizerinden
integralinin alindigin1 varsayalim. Bu sekilde,

~ v2
(7,0, t) :/ v? dv U (7,0, 1) (1.29)

U1
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integrali alinmig acisal yogunluk icin
U (7, Q1)

ot
= q(7, 0, 1) +/dQ’\II(F, Q) o(V-Q, 7 v)v (1.30)

+0Q-VU(F Q) +vo(F,0) U(FQ,¢t)

seklinde bir denklem elde edilir. Burada ¢(7, SA), t), yukaridaki Esitlik 1.29’a benzer
bir denklem vasitasiyla ¢(7, v, t) ile iligkilidir ve ¢izgili nicelikler “n6tron spektrumu”,
yani ¥ (7, ¥/, ¢)’nin ¥"ye bagimlihigi, lizerindeki uygun ortalamalardir. Boyle bir “or-
talama alma” prosediirii; tiim tesir kesitleri, ndtron hizinin biiyiikliiglinden bagimsiz
olmadig1 siirece kesin degildir. Bu nedenle, tek hizli yaklagima, “‘sabit tesir kesit
yaklagim1” da denir. Bununla birlikte, Esitlik 1.30’u, U’nin acisal, uzaysal ve za-
mansal davranisinin makul bir agiklamasi yapan, bazi uygun nétron spektrumunun
bulunabilecegi varsayimi, 6rnegin, niikleer reaktor tasariminda siklikla kullanilan ¢cok

gruplu yaklagimin temelidir.

Tek hizli yaklasima olan ilgi iki yonliidiir. Birincisi, cogunlukla genel durumda elde
edilemeyen transport denklemine, cogu durumda analitik ¢oziimler elde etmemizi sag-

lar; ikincisi, yukarida belirtildigi gibi, ¢cok fazla pratik uygulamasi vardir.

~ ~ O -Q,F v)
O .0 7 v) = (- Q7 ) 131
SO 7] = e o 0) (1.31)

ile tanimlanan bir f (ﬁ’ Q.7 v) fonksiyonuyla ugragmak, a(ﬁ’ Q7 v) fonksiyonu
ile ugrasmaktan daha uygun olacaktir. Esitlik 1.28 sayesinde f (ﬁ’ . ﬁ, 7, v) nin bire

normalize edildigi goriiliir ve bu fonksiyon, sacilma fonksiyonu olarak adlandirilir.

f cinsinden, tek hizli transport denklemi

U (7, Q1)
ot

— F.O.1) +vo(Fv) c(F,v)/\If(F,ﬁ’,t)f(ﬁ’-@,F,v) 4 (1.32)

+0Q-VUF Q) +vo(Fv) U(F Q1)

seklinde yazilir. o, ¢ ve f’nin (ve bu nedenle ¥’nin) v’ye olan bagimliliginin, v’ye
parametrik bir bagimlilik oldugu anlasilmalidir, bu bagimliligin gelecekte agikca be-

lirtilmesi gerekmeyecektir (Case and Zweifel 1967). Buna gore, sacilma fonksiyonu,
FQ-Q,70) = f(-Q,7)

seklinde yazilabilir. Ayrica, Esitlik 1.18’den hemen sonraki aciklamaya gore, soz
konusu sistemde tiim ¢arpigma olaylarinin rotasyonel degismezlige sahip oldugu varsa-

yilir. Bu durumda J(J’ — ¥, 7) fonksiyonu 0(17’ — ©) seklinde yazilabilir. Yani,
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o(v" — v), sadece v/, v ve ' - Q’ya, yani birincil ve ikincil nétronlarin hizina ve

yoriingeleri arasindaki agiya baglidir. Bu durumda, sac¢ilma fonksiyonu,
FQ-Q,7 = F(Q-Q)

seklinde gosterilebilir. Buna gore, tek hizli transport denklemi

w + Q- VUF Q) 4+ 0o () U(F Q1)
= q(7, Q1) + vo(P) c(F)/\If(F, Q1) F(Q Q) de (1.33)

seklinde yazilabilir.

1.4. Zamandan Bagimsiz Yaklasim

Nétronlarin yaklagik 12 dakikalik yar1 6mrii, 10~22 saniyede gergeklesen niikleer tep-
kimelere gore, ¢cok daha uzundur. Zamandan bagimsiz yaklasim, soyle bir 6rnekle
aciklanabilir. Ortasindan bir siirgii ile ikiye boliinmiis olan Sekil 1.2.a.’daki gibi bir
kabin yarisi, gaz ile doludur. Kabin ortasindaki siirgiiniin kaldirilmasiyla, gaz tanecik-
leri, kabin bog olan bolmesine dogru bir akim olusturur. Ancak belirli bir siire sonra gaz
tanecikleri, kabin her tarafina esit olarak dagilirlar. Dolayisiyla, kabin orta bolgesindeki
gaz molekiillerinin saga veya sola hareketleri, zamanla degismeyecek bir bi¢imde,
yaklasik olarak esit miktarda olur. N6tronlarin zaman igerisindeki hareketleri, bu olaya
benzer sekilde, deismedigi kabul edilir. Boylece transport denklemi icin zamandan
bagimsiz bir yaklagim uygulanabilir. Bu durumda, 0V /90t = 0 olurken, zamandan

bagimsiz transport denklemi, Esitlik 1.33’ten,
vQ-VU(FQ) +vo(F) U(FQ)
— ¢(7, Q) + v o (7) (7 / aY (7, ) (€Y - Q) (1.34)

seklinde yazilabilir (Tiireci 2010).

1.5. Homojen Uzay Yaklasim

Notronlarin etkilestikleri ortami olusturan ¢ekirdeklerin, ortam igerisindeki dagilim-

larinin Sekil 1.2.b.’deki gibi simetrik oldugu diisiiniiliirse, ikincil notron sayisi, bu
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ortam i¢inde sabit olur. Bu yaklasima homojen uzay yaklasimi denir. Bu durumda

¢(7) = c olarak alabilir (Tiireci 2010).

hedef cekirdekler
notronlar
. 5 o000O0O0
— > o000O0O0
—> 000000
T = eeooo0e0
| O — 5 ('YX XXX
— 00000
M eeoo000
—> 00000
00000
AT homojen dagilim

(a) (b)

Sekil 1.2. a. Yarist gaz ile doldurulmus kap b. Ortam icerisindeki hedef cekirdeklerin simetrik dagilim1

1.6. Diizlem Geometri Yaklasimi

Notron transport denklemi, reaktoriin 6zelligine gore diizlem, silindirik ve kiiresel
geometrilerde ¢oziilebilir. Bu tez calismasinda diizlem geometri i¢in yazilan notron
transport denkleminin ¢oziimleri lizerinde durulacaktir. Bu geometride birbirine para-
lel diizlemlerde ¢oziimlerin ayni oldugu kabul edilir (Tiireci 2005). Diizlem geometri

icin

dQ = du do,

U(F,Q) — U(z, ),

S
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a(r) = a(z)

ve

)

q(T,

) = q(z, 1)

tanimlari kullanilirsa Esitlik 1.34,

9V (z, p)
0z

1 27 1 R R
—vaem o [ ar [ arveu @) s

+o(2)U(z, @)

seklinde yazilabilir. Burada, optik yol uzunlugu, yani, z; ve z noktalar1 arasindaki

ortalama serbest yollarin sayisi, (Bell ve Glasstone 1970)

x:/ o(2')dz
21

seklinde tanimlanarak (Burada z;, bazi uygun keyfi z degeridir. Optik kalinlik ise, bir
notron ortalama serbest yolunun birimi cinsinden 6l¢iilen z; ve z arasindaki mesafedir

(Case and Zweifel 1967).)

OV(z, 1) _ J(z)a‘l’(:c,u)
0z ox
ve
gz )
Q(I“LL) - UO'(Z)

esitlikleri kullanilip gerekli diizenlemelerden sonra Esitlik 1.35,

oV (z,
y (z, 1)

21 1 R .
W) = Q) e [ dd [ e 5@ -8) a3

seklinde yazilabilir. Burada sagilma fonksiyonu

~ 20 +1 ~ o~
FEO-0) =S T h -0 (1.37)

ile verilen sacilma fonksiyonunun Legendre acilimidir (Mika 1961). EK-1’de (Case

and Zweifel 1967, s. 272) verilen Legendre polinomlarinin toplama kurali

P(Y-Q) = P(p)Py)

g |
2% HZ Pin(12) Pora () cos [m( — ¢)]  (1.38)

m=1

12



seklinde verilir. Esitlik 1.37 ile 1.38’in, Esitlik 1.36’da kullanilmasiyla

OV (x, S S ) 20+ 1
uMJr‘P(x,u):Q(w,u)JrC/ d¢>/ /U (, 1)y
ox _1 — 4

14

X fo ng +2Z (£ —m 'Pgm 1) Pun (1) cos [m(¢ — cb’)}] (1.39)

1

elde edilir. Burada ¢/ iizerinden alinan integralin, cos [m(¢ — ¢')] terimini sifir yaptig:

goriiliir. Bu durumda Egitlik 1.39,

p PP e ) = Qe :

2m 20+ 1
te / g / U j LG PG (140)

sekline indirgenir. Esitlik 1.40, daha kapal1 bir formda,

1
+ V(z, p) = Qz, 1) + g/_ Wz, 1) f (1) dif (1.41)

1

0¥ (z, )
ox

seklinde yazilabilir. Burada f(u, ')

Flua i) = 20+ 1) fo Po(p) Po(1d) (1.42)
=0

seklinde tanimlanmustir.

1.7. Sacilma Fonksiyonunun Legendre Ac¢ilimi

Sacilma fonksiyonunun Legendre acilimi1 (Mika 1961), Esitlik 1.42 ile verilir. Burada
fe, sacilma katsayilart ve Py(u) ile P(y'), ¢-inci mertebeden Legendre polinomlaridir.
Burada L, sacilmanin mertebesini belirler. L =0, L =1, L = 2 ve L = 3 icin sacilma

fonksiyonunun Legendre acilimi (Mika 1961) asagidaki gibi yazilabilir.

L = 0 i¢in izotropik sa¢ilma f, = 1
fls 1) = fo Po(p) Po(p') = 1, (1.43)
L = 1 i¢in lineer anizotropik sacilma fo, = 1, f; € [—-1/3,1/3]

S, 1) =14+ 3f1 Pu(p) Po(p') = 14+ 3fr it (1.44)

13



L = 2 igin kuadratik anizotropik sagilma fy = 1, f; =0, fo € [-0.2,0.4]

1 1
P i) = 1452 Paly) Pa) = 14 51, ( -1 gu) ( 1 gﬂ) (1.43)

ve L = 3 igin triplet anizotropik sagilma fo = 1, f1 = fo =0, f3 € [-1/7,1/7]

3 5} 3 5}
Sl ') = 1+ 7f3 Py(p) Ps(1') = 14+ 7f3 ( —ght §M3) ( - 5// + 5//3)(1-46)

ile verilir.

Sacilma fonksiyonunun Legendre ac¢iliminda (Mika 1961) ilk terim, Esitlik 1.43 ile
verilen sagilma fonksiyonu i¢in izotropik sa¢ilma durumudur. f(u, ') = 1 seklinde
sabittir ve hicbir aciya bagh degildir. Ikinci terim, Esitlik 1.44 ile verilen sacilma
fonksiyonu i¢in lineer anizotropik sacilma durumudur. Notronlar, hedef cekirdekle
carpisma yaptiktan sonra sagilma acis1 ile dogru orantil bir sekilde sacilirlar. Ugiincii
ve dordiincii terim, sirastyla Esitlik 1.45 ve 1.46 ile verilen sagilma fonksiyonlari
icin kuadratik ve triplet anizotropik sag¢ilma durumudur. Notronlar, hedef ¢ekirdekle

etkilesmeden sonra sagilma ag¢isinin bir fonksiyonu seklinde sagilirlar (Tiireci 2010).

1.8. Anh-Giingor Sacilma Fonksiyonu

Anli-Giingor sagilma fonksiyonu

L
Flus i) =t Po(p) Po(p) (1.47)
=0

seklinde tamimlanir. Burada ¢, sacilma parametresi —1 < ¢t < Oile 0 < ¢t < 1
seklinde verilen bir tanim araligina sahiptir. Anli-Glingor sagilma fonksiyonu, ¢ = 0
icin izotropik sagilmaya doniisiir. Esitlik 1.47°de P,(u) ve Py(p'), ¢-inci mertebeden
Legendre polinomlaridir (Anli et. al. 2005; Anli and Gungor 2007) ve L, sa¢ilmanin
mertebesini belirler. L = 0, L = 1, L = 2 ve L = 3 i¢cin Anli-Glingor sagilma

fonksiyonu agsagidaki gibi yazilabilir.

L = 0 icin izotropik sacilma
Flp, ') = t° Po(p) Po(p') = 1,
L = 1 i¢in lineer anizotropik sagilma

Flup') =1+ Py(p) Pr(p'),

14



L = 2 i¢in lineer kuadratik anizotropik sacilma
Flus i) = 1+ t" Pi(p) Pu(p) + 2 Po(p) Po(p)

ve L = 3 i¢in lineer kuadratik triplet anizotropik sac¢ilma

S, ) =14 t" Py(p) Po(p') + 2 Po(p) Po(p') + t° Py(e) Py()

ile verilir.

Anli-Giling6r sagilma fonksiyonu kullanilarak Case 0zfonksiyonlarinin genel yapisi,
Tiireci ve Biilbiil (2022) tarafindan tiiretilmistir. Bu tezde yapilan ¢alismalardan bir
tanesi, Anli-Giingor sac¢ilma fonksiyonu kullanilarak I, = 2 i¢in yar1 uzay albedo prob-

leminin ¢oziilmesidir (Bozkir, Tiireci and Sahni 2022a).
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2. CASE YONTEMIYLE NOTRON TRANSPORT
DENKLEMININ COZUMU

Notron transport denkleminin ¢oziimiinde Sy yontemi (Carlson 1955), Case yontemi
(Case 1960; Case and Zweifel 1967), Cy yontemi (Benoist and Kavenoky 1968; Kave-
noky 1978), F'y yontemi (Grandjean and Siewert 1979; Siewert and Benoist 1979) gibi
pek cok yar analitik yontem kullanilmistir. Bu tez ¢aligmasinda Case yontemi, Fy
yontemi, Hy yontemi (Tezcan, Kagkas and Giilegyiiz 2003) ve SVD (Singular Value

Decomposition) yontemi (Sahni, Tureci and Bozkir 2019, 2020) ile inceleme yapildi.

Case yontemi; tek hizli notronlar i¢in homojen uzay ve diizlem geometride yazilan
lineer notron transport denklemini ¢cozmede kullanilan bir yontemdir. Kenneth Case,
degiskenlerine ayirma yontemiyle transport denkleminin ¢oziimiinii yazmistir ve bu,

Case yontemi olarak bilinir (Tiireci 2005).

2.1. Tzotropik Sacilma icin Case Ozfonksiyonlari

Homojen uzay, zamandan bagimsiz, kaynak terimi olmayan, izotropik, tek hizli not-
ronlar i¢in diizlem geometride notron transport denklemi, Esitlik 1.41°den

OV (z, p)

1
c !/ /
e + U(x,pu) = —/_ U(x, 1) du (2.1)

2/

seklinde yazilir. Burada W(z, i), « noktasi ve p dogrultusundaki nétron akisidir. x
degiskeni, ortalama serbest yol biriminde optik kalinlik anlamina gelir. ¢, ¢arpisma
bagina ortalama ikincil notron sayisidir. p, gelen nétronlarin ilerleme dogrultusunun
kosiniisiidiir. 4/, carpismadan sonra sagilan nétronlarin ilerleme dogrultusunun kosinii-

stidiir.

Esitlik 2.1, de8iskenlerine ayirma yontemi ile ¢oziilebilir. Burada,

U(x, 1) = A(z) B(n) (2.2)

seklinde tanimlanir. Esitlik 2.2, Esitlik 2.1°de kullanilirsa

1 0A) . ¢ 1 [t .,
MM o +1—§m/_13(ﬂ)dﬂ (2.3)
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elde edilir. Bu ifadede yer alan integral terimi, sadece ' terimine bagli oldugundan,

integralin sonucu sabit bir sayiya esittir. Bu sabit say1 “bir” alinir ve normalizasyon
olarak bilinir. Normalizasyon sarti,
1

/ 1 B()dy' =1 (2.4)

seklinde ifade edilir. Esitlik 2.3 teki = degiskenini esitligin sol tarafinda, ¢ degiskenini

esitligin sag tarafinda toplamak i¢in diizenleme yapilirsa

1 0A(x) ¢ 1 1
S — 2.5
A(x) 0z 2uB(p) p -

elde edilir. Burada Esitlik 2.5’in her iki tarafi da ayn sabite esit olmalidir. Bu sabit, «

olarak secilirse Esitlik 2.5,

1 0A@) ¢ 1 1 1
A@) 0 2B O v (20)

seklinde gosterilebilir. Esitlik 2.6 iizerinde gerekli diizenlemeler yapilarak A(x) ve
B(p)

Az) = e/

veE

cv 1

B(n) =

2v—p
seklinde ifade edilir. Boylece Esitlik 2.1’in ¢oziimii, Esitlik 2.2 kullanilarak

cv 1 _a
U(x,p) = C ue v 2.7

seklinde yazilabilir. Fakat Esitlik 2.7 ile verilen ¢oziim, Esitlik 2.1’in genel ¢oziimii
degildir. Genel ¢oziimii elde edebilmek icin Esitlik 2.4 ile verilen normalizasyon integ-

rali

cv 11

2 J o v—pu

dp =1 (2.8)

seklinde kullanilmalidir. Esitlik 2.8 ile verilen normalizasyon integrali ¢oziillirken iki
durum ile karsilagilir. Birinci durumda v ¢ [—1, 1)’dir. Burada ;1 € [—1, 1] oldugundan
integralin hesaplanmasinda herhangi bir sorun olmaz. Ciinkii payday: sifir yapacak bir

deger, yani singiiler nokta olugsmaz. Ikinci durumda v € [—1,1]’dir. Burada yine
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p € [—1, 1] oldugundan, v’niin ’ye esit (v = 1) oldugu durumlarda, integral icindeki

ifade, bir singiiler noktaya sahip olacaktir.

Birinci Durum: v ¢ [—1, 1| durumu (kesikli durum)

Burada, normalizasyon sartindaki integralin alinmasinda, v ve p’niin de8er araliklar
farkli oldugundan herhangi bir singiiler nokta olusmaz. Esitlik 2.8 ile verilen norma-

lizasyon sart1 kullanilarak, kesikli durum i¢in A(r) dagilim fonksiyonu,

cv [ 1
(v) > | o (2.9)
seklinde elde edilir ve Esitlik 2.9,
cv 1+1/v
1— 21 = 2.1
o (1 = 1/V) p (=-10)

seklinde yazilabilir. Esitlik 2.10’un analitik bir ¢6ziimii yoktur. Bu nedenle sayisal
olarak ¢coziimlenmelidir. Newton-Raphson yonteminin kullanilmasiyla Esitlik 2.10’un,
¢ < 1 ig¢in iki reel kokiiniin ve ¢ > 1 icin iki kompleks kokiiniin oldugu goriiliir. (Sekil

2.1., Sekil 2.2. ve Cizelge 2.1.)

Bu koklere, kesikli 6zdegerler adi verilir ve kesikli 6zdegerlere karsilik gelen kesikli

ozfonksiyonlar

cVY, 1
(£, 1) = j:?OT,u (2.11)
. —

seklindedir. Esitlik 2.10, ¢ < 1 i¢in v = £ 14 seklinde iki reel ve ¢ > 1 i¢in ise
v = + 11, seklinde iki kompleks koke sahiptir.

Ikinci Durum: v € [—1, 1] durumu (siirekli durum)

Burada v ve p’niin her ikisi de ayni1 aralikta oldugu icin reel eksen tizerinde bir singiiler

nokta olusumu vardir.

Siirekli 6zdeger, v simgesi ile gosterilir ve [—1, 1] arahiginda degerler alir. Siirekli

ozdegere karsilik gelen siirekli 6zfonksiyon

1
(v, 1) = %Pﬂ +A(W) 6(v — p) (2.12)

ile verilir. Burada singiiler nokta olusumunu engellemek icin dagilim fonksiyonu

ile Dirac delta fonksiyonunun ¢arpimi, A(v)d(v — p) seklinde kullanilmigtir. Dirac
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c=0.1
c=0.2
c=0.3
c=04
c=0.5
c=0.6
c=0.7
c=0.8
c=09 |
c=0.99 |_

-05r

Sekil 2.1. Izotropik sagilmada ¢ < 1 degerleri igin kesikli 6zdegerlerin grafik iizerinde gosterimi

-0.5

-10

Sekil 2.2. izotropik sagilmada ¢ > 1 degerleri igin kesikli 6zdegerlerin grafik iizerinde gosterimi
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Cizelge 2.1. izotropik sacilmada kesikli 6zdegerler (Tiireci 2010)

c + 1y c + 11

0,1  1,000000004122306 I,I  1,756651966318386
0,2 1,000090886543841 1,2 1,198265001513299
0,3  1,002592888793223 1,3 0,946000224918223
0,4 1,014585815927429 1,4 0,793768296596219
0,5 1,044382033760833 L,5 0,689130503018409
0,6 1,102132021151094 1,6 0,611619827208478
0,7  1,206804253985286 1,7 0,551335211649361
0,8  1,407634309062772 1,8 0,502808798531837
0,9  1,903204856044849 1,9 0,462734740754404
0,99 5,796729451301933 2,0  0,428977908964179

delta terimi, v # p icin “sifir” olurken, v = p i¢in “bir” olur. Burada A(v), siirekli
ozdegerler icin dagilim fonksiyonudur ve P, Cauchy prensip degeri temsil eder. Esitlik
2.12,

1

o(v, ) dp =1 (2.13)
—1

ile verilen normalizasyon sartin1 saglamalidir. Esitlik 2.12, Esitlik 2.13’te yerine yazi-
larak A(v) siirekli dagilim fonksiyonu

cv [* du

)\(I/):l—? 71P]j—y,

(2.14)

seklinde elde edilir. Esitlik 2.14 teki integralin ¢6ziimiinde singiiler nokta vardir. Dola-
yistyla Esitlik 2.14’lin ¢6ziimiinde Cauchy prensip deger hesabi kullanilmalidir. Esitlik
2.14’ten (Bkz. EK-2)

> =1 — cv Arctanh(v) (2.15)

elde edilir.

Esitlik 2.1 i¢in genel ¢6ziim elde etmek amaciyla, kesikli ve siirekli 6zdegerler incelen-
mistir. Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlarin lineer birlesimleriyle, Esitlik 2.1

icin genel ¢oziim ifadesi

Uz, pu) = A) dlvo, p) e " + A=) ¢(—1p, p) /70

1
+/ AW) (v, p) e " dv, p€[-1,1] (2.16)

1
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seklinde elde edilmistir. Dolayisiyla Esitlik 2.16; tek hizli, homojen uzayda, kay-
nak terimi icermeyen ve Egitlik 2.1 ile verilen notron transport denkleminin genel
¢oziimiidiir. Burada ¢(=+ vy, 1) ve ¢(v, ), sirasiyla, kesikli ve siirekli 6zfonksiyonlar-
dir. Bunlar Case’in 6zfonksiyonlari olarak bilinir. A(+ 1) ve A(v), v € [—1, 1] keyfi

acilim katsayilaridir.

Case ozfonksiyonlarinin, kendi aralarinda diklik bagintilar1 vardir. Kesikli ve siirekli

ozfonksiyonlar i¢in diklik bagintilari,

1
[ o) 6 v ) dit = N ), 2.17)
-1
1
/1 po(v,pw) (v, u)dp = Nv)o(v' —v), (2.18)
1
/ p d(F v, 1) d(F vo, o) dpp = 0 (2.19)
i
ve
1
/ 1 o(v, 1) d(F v, ) dp = 0, (2.20)
-1
ile verilir. Burada N (1) ve N(v) ifadeleri
3 1
R e I e
ve
2 cAry?
Nv)=v [[A(u)} + ] ve N(—v)=-N(v) (2.22)

seklinde verilir. Izotropik sagilmadan sonra anizotropik sacilma igin sacilma fonksiyo-
nunun Legendre acilimi1 (Mika 1961) ve Anli-Giingor sagilma fonksiyonu kullanilarak

Case yontemi incelenecektir.

2.2. Sacilma Fonksiyonunun Legendre A¢iliminin Case Yontemine

Uygulanmasi

Anizotropik sacilma durumu i¢in sa¢ilma fonksiyonunun Legendre acilimi (Mika 1961)

tanimu, Esitlik 1.42 ile verilir. Kaynak teriminin olmadigi durum icin Esitlik 1.41,

O (x, )

1
C / !/ /
o +\If(x,u)=§/ W, 1) f (1) dp (2.23)

-1
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seklinde yazilir. Esitlik 1.42, Esitlik 2.23’te kullanilarak nétron transport denklemi,

1

L
W) = 5 SR [ W) PG @29
/=0 -

1

@)

oY (z, 1)
K ox

[\

seklinde elde edilir. Transport denkleminin ¢oziimiiniin
U(z, 1) = op(v, p) e=" (2.25)
seklinde olduguna dikkat cekerek bu ¢oziim, Esitlik 2.24’te kullanilirsa
v &
— =— ) (2 Py( 2.26
(v—mn)o 5 ; + 1) fo Po(p) pe(v) (2.26)
elde edilir. Burada ¢;(v)

1
= / o(v, 1) Po(i) dyt (2.27)
=il

seklinde tanimlanir. Bu integralin sonucunda, sadece siirekli 6zdegere bagh bir ifade
ortaya ¢ikar. Buradaki ¢(v, ) 6zfonksiyonu, anizotropik sagilmali duruma ait bir
ozfonksiyondur. Esitlik 2.26, Py.(u) ile carpithp o € [—1, 1] aralifinda p iizerinden

integrali alindiktan sonra,

1 2 {=k icin O, = 1
/ Py(1) Py(p) duy = ——— 0y, burada (2.28)
1 20+1 (#k igin by =0
ve
(+1 14
pP(n) = 57 P () + g7 P (), £=1,2,3,. (2.29)
esitlikleri kullanilarak,
2k +1

Sra(¥) = 2L~ efon) — i (v) 2.30)

kE+1

seklinde verilen bir tekrarlama bagintis1 elde edilir. Esitlik 2.27’de, { = 0 ve { = 1

sirastyla kullanilarak ve normalizasyon dikkate alinarak ¢o(v) ve ¢;(v)

Ppo(v) =1 (2.31)

veE

¢1(v) = v(l —c) (2.32)

22



seklinde bulunur. Bu durumda, ¢, v ve k’nin bilinen fonksiyonlar1 olan, daha yiiksek

¢ (v)’ler, Bsitlik 2.30’dan bulunabilir. Ozellikle

(1) = 3; (1—cfi)(l—c)— % (2.33)
\'~
B3(v) = é 150%(1 — ¢) — v(9 — 4c) (2.34)

vb. elde edilebilir. (Burada fy = 1 gercegi kullanilmustir.)

Esitlik 2.26,
cv M(v,
o, ) = 7—( ) (2.35)
v—p
seklinde de yazilabilir. Burada M (v, ;1) fonksiyonu
L
= 20+ 1) fe Pi(p)e(v) (2.36)
=0

ile verilir. Esitlik 2.35, sa¢ilma fonksiyonunun Legendre acilimi (Mika 1961) i¢in Case

ozfonksiyonlarini verir.

Sonug olarak sagilmanin mertebesi (L = 1,2,3,...) degisirse, Case 6zfonksiyonlari,
dagilim fonksiyonlar1 ve diklik bagintilarinda kullanilan ifadeler de degisir. Ornegin,
Case 0zfonksiyonlari, L = 1 ve L = 2 i¢in birbirinden farklidir. L = 1 i¢in lineer
anizotropik sacilma (Mika 1961), L = 2 icin saf kuadratik anizotropik sacilma (Tiireci
and Tiireci 2007) ve L = 3 icin saf triplet anizotropik sacilma (Tiireci 2007) durum-
lar1 i¢in sacilma fonksiyonunun Legendre a¢ilimi (Mika 1961), Case 6zfonksiyonlari,
dagilim fonksiyonlar1 ve diklik bagintilarinda kullanilan ifadeler, Tiireci (2010)’de

verilmistir.
2.2.1. Saf Triplet Sacilma icin Case Ozfonksiyonlar

Tek hizli, zamandan bagimsiz ve homojen ortam notron transport denklemi Esitlik
2.23 ile verilir. Egitlik 2.23’te verilen f(u, i), Esitlik 1.42 ile verilen sagilma fonksi-
yonunun Legendre acilimidir (Mika 1961). Saf triplet sacilmali Case 6zfonksiyonlarin

yazmak i¢in Esitlik 1.42°de L = 3 ve f; = f, = 0 kullanilarak

fl 1) = 1+ T faPs(p) Pa (1) (2.37)
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elde edilir. Boylece Esitlik 2.37, izotropik ve triplet sacilmanin (Tiireci 2007) birlesimi
olan saf triplet sacilmadir. Burada Esitlik 2.34-2.36 dikkate alinarak siirekli ve ke-

sikli Case Ozfonksiyonlar1 kolayca yazilabilir. Siirekli 6zdegerler i¢in siirekli Case

ozfonksiyonu
cv 1 +~y(5u—3

o) =GP s -, vl @3

seklinde yazilir. Burada v ve A(v),
_ 7f3 3
y==2 [15u (1—¢)—v(9— 4@} (2.39)

ve

AMr)=1+ 701/(5y2 — 4/3) — cu(l + 5yv° — 371/)Arctanh(1/) (2.40)

ile verilir. Kesikli 6zdegerler i¢in kesikli Case 6zfonksiyonu

cvp 14 (5 — 3u)
+ = — —1,1 2.41
¢( VO?/“L) 9 Vo F [t ) Vo ¢ [ ) ] ( )

seklinde yazilir. Burada -,

0= 1571~ ) — (9 — ) (2.42)

ile verilir. v ¢ [—1, 1],

In 1+ 1/V0 . il + 5C’707/03 - (4/3)0’)/01/0
1-— 1/V0 N Cly 1+ 5’)/0V03 — S’YQVO

(2.43)

ile verilen transandantal denklemin kokiidiir. Sahni and Tureci (2018), Esitlik 2.43’{in
koklerini aragtirmiglar ve ¢ < 1 i¢in yalmzca bir ¢ift kesikli kok 424 oldugunu bulmus-

lardir.

Case Ozfonksiyonlar: i¢in diklik bagintilar1 Esitlik 2.17-2.20 ile verilir. Ancak saf

triplet sa¢ilma i¢in N (1) ve N(v) ifadeleri

c? vd 4 58
(0) wr—1]| 2 + 3100 3 1070 + 20020
311 400 175
—470°10° + ==70°1° — — 0V + —0° 1’
6 3 2
cv 4
—70(1 — 919 + 357010°) (1 + 51’ — 57001/0) (2.44)
ve
o o % 2
N(v) = V[)\(V)] + 1 (1 + 5y — 3fyy) (2.45)
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seklinde verilir. Esitlik 2.23 ile ifade edilen transport denkleminin genel ¢oziimii,
bu 6zfonksiyonlar cinsinden Esitlik 2.16’da verildigi gibidir. Ancak Esitlik 2.16’daki
Case Ozfonksiyonlari, Esitlik 2.38 ve 2.41 ile verilir. Egitlik 2.16’da verilen A(4y)
ve A(v), v € [—1,1] agihm katsayilar1, sinir sartlar1 uygulanarak belirlenir (Bozkir,

Tiireci and Sahni 2022b).
2.2.2. Lineer-Triplet Sacilma icin Case Ozfonksiyonlari

Burada Esitlik 2.23 ile verilen nétron transport denklemi kullanildi. Lineer-triplet
sacilma durumu icin sagilma fonksiyonunun Legendre a¢ilimi (Mika 1961), Case 6z-

fonksiyonlari, dagilim fonksiyonlar1 ve diklik bagintilarinda kullanilan ifadeler,

flpa i) =1+ 3fiPr(p) Pr(p) + Tfs Ps(p) Ps (1), (2.46)

cvy [1+ (o) + Bvo) i’

P(vo, 1) = - vl ) (2.47)
a(vy) = wi (1) — 3ws(vy), B(vo) = dbws(), (2.48)
wl(V()) == 3f1(]_ - C)Vo, (249)

_ 7f3 3
ws (1) = T3 [1506°(1 — ¢ f1)(1 — ¢) — (9 — 4c)wp], (2.50)

cv [T+ aw)u+ B(v)’]

¢v,p) = 5P - +AW)o(v — ), (2.51)
a(v) = w(v) =3ws(v),  B(v) = dws(v) (2.52)
wi(v) = 3f1(1 = ¢, (2.53)

ws(v) = %[15%(1 —cfi)(1—¢) = (9 —4e)v], (2.54)

1+ 1/1/0) 2 14 ey [04(1/0) + B(vo)v? + B(VO)/?)} (055

Alvo) =In (1——1/7/0 c 1+ a(vo)vo + B(vo)o?
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ANv) = 1+ cy[a(u) + B(l/)l/2 + 6(1/)/3}

—cv[1+ a(v)v + B(v)v*] Arctanh(v), (2.56)
2P 1+ 2[04(1/0) + 5(u0)} vy + [a(l/o) + ﬁ(z/o)]2
Nw) = — [ 72 — 1 ]
_% [1 + 3a(vp)vo + 7B(1/0)V03] e |:Oé<1/0) + 75(V0)I/02i|
+62;°2 7ﬁ(uo)uo(a(3yo> + B(g“)> + B(Z:O)] (2.57)
ve
Ne) =y A0 + T [+ ot + 507 i (2.58)

ile verilir.

Siirekli ve kesikli 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar, Esitlik 2.17-2.20 ile ve-
rilen diklik bagintilarina uyarlar. Bu 6zfonksiyonlar cinsinden, Esitlik 2.23 ile ifade
edilen transport denkleminin genel ¢oziimii, Esitlik 2.16°da verildigi gibidir. Ancak
Esitlik 2.16’daki Case 6zfonksiyonlari, Esitlik 2.47 ve 2.51 ile verilir (Tiireci, Sahni,
Aydin and Bozkir 2023).

2.3. Anh-Giingor Sacilma Fonksiyonunun Case Yontemine Uygu-

lanmasi

Anizotropik sac¢ilma durumu i¢in Anli-Glingor sagilma fonksiyonu tanimi, Esitlik 1.47
ile verilir. Sagilma fonksiyonunun Legendre agilimi (Mika 1961) i¢in yapilan islemler,
benzer sekilde burada da yapildi. Esitlik 1.47’yi, Esitlik 2.23’te yerine yazarak ndtron

transport denklemi,

OV (z, p)

L 1
S () = g;te Pi(p) /_1 U(z, 1) Po(p) dy (2.59)

seklinde elde edilir. Esitlik 2.25, Esitlik 2.59°da kullanilirsa
L
(v = 1) $lv. 1) = 5 Dt Palpa)helw) (2.60)
=0
elde edilir. Burada h,(v)
he(v) = /_ 11 o(v, 1) Po(p) dy! (2.61)
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ile verilir. Esitlik 2.60, Py (u) ile ¢arptlip o € [—1, 1] araliginda p tizerinden integrali
alindiktan sonra, Esitlik 2.28 ve 2.29 kullanilarak

v(2k + 1 — ct?) k
e Al ey

hk+1(V) = hkfl(V) (262)

seklinde verilen bir tekrarlama bagintis1 elde edilir. Egsitlik 2.61°de, ¢ = 0 ve { =
1 sirastyla kullanilarak ve normalizasyon dikkate alinarak ho(v) = ¢o(v) = 1 ve
hi(v) = ¢1(v) = v(1 — ¢) oldugu goriildii. Bu durumda, ¢, v ve k’nin bilinen fonksi-

yonlari olan, daha yiiksek Ay (v)’ler, Esitlik 2.62’den bulunabilir. Ozellikle

1 1
hy(v) = 5u2(1 —¢)(3—ct) — 3 (2.63)
ve
1
ha(v) = gy[zﬂu —O)B—ct)(5—ct?) +cd+t2) -9 (2.64)
vb. elde edilebilir. Esitlik 2.60,
cv G(v,
(v, 1) = 7M (2.65)
V=i
seklinde de yazilabilir. Burada G(v, i) fonksiyonu
L
Gv,pn) =Yt Pip)he(v) (2.66)
=0

ile verilir. Esitlik 2.65, Anli-Glingor sagilma fonksiyonu i¢in Case 6zfonksiyonlarim

verir (Tiireci ve Biilbiil 2022).

Sonug olarak sagilmanin mertebesi (L = 1,2, 3, ...) degisirse, sagilma fonksiyonunun
Legendre agiliminda (Mika 1961) oldugu gibi Case 6zfonksiyonlari, dagilim fonksi-
yonlar1 ve diklik bagintilarinda kullanilan ifadeler de degisir. L = 2 durumunda, Anli-
Glingor sacilma fonksiyonu, izotropik, lineer ve kuadratik sacilmanin bir bilesimidir ve
bu durumdaki Anli-Glingor sagilma fonksiyonu, Case 6zfonksiyonlari, dagilim fonksi-

yonlar ve diklik bagintilarinda kullanilan ifadeler, Bozkir et. al. (2022a)’da verilmistir.
2.3.1. Anh-Giingor Sacilma Fonksiyonu icin Case Ozfonksiyonlar:

Ikinci mertebe sagilma durumu (L = 2) i¢in Anli-Giingor sagilma fonksiyonu, Case

ozfonksiyonlari, dagilim fonksiyonlar1 ve diklik bagintilarinda kullanilan ifadeler,

Flps ') = 1+t Po(p) Pr(p') + 12 Po(p) Po(1d), (2.67)
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Ve

P(Evo, 1) = cvo 1 = bvo) = alvo)p + 3b(V0)M2,

2 o+ i
a(vg) = (1 — o)t
21,
b(vy) = 1 v5(1—c)(3—ct) — 1],

cv 1 —0bv)+ a(v)u+ 3b(v)u?
2 vV—Uu

+AW)o(v — p),

a(v) =v(l — o),

Mv) = 1+a(v)ev + 3b(v)cer®

—cv [1 —b(v) +a(v)v + 3b(1/)1/2} Arctanh(v),

N(vy) = <%>2{ 2vo {[a(yo)]2+2a(1/0) [1+2b(1/0)}7/0

2 g —1

+[1+ 2b(1/0)}2} + 2a(vp) + 2a(vp)b(vo) + 300(vo) vy

2

— [1 — b(vo) + 3alve)vo + 15b(y0)yg} }

Arys

N@) =vA\w)]* +

[1 —b(v)+a(v)v+ 3b(1/)1/2] i

seklinde verilir. vy ¢ [—1,1],

n L+ 1/ 2 1+4a(w)evy + 3b(vo)e”
1-— 1/V0 N Cl 1— b(VO) + G(l/o)Vo + 36(V0)V02

ile verilen transandantal denklemin (Sahni and Tureci 2018) kokiidiir.

(2.68)

(2.69)

(2.70)

(2.71)

(2.72)

(2.73)

(2.74)

(2.75)

(2.76)

(2.77)

Stirekli ve kesikli 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar, Esitlik 2.19 ve 2.20 ile

verilen diklik bagintilarina uyarlar. Ancak Esitlik 2.19 ve 2.20’deki 6zfonksiyonlar

Esitlik 2.68 ve 2.71 ile verilir. Bu 6zfonksiyonlar cinsinden, Esitlik 2.23 ile ifade edilen

transport denkleminin genel ¢oziimii Esitlik 2.16 ile verilir (Bozkir et. al. 2022a).
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3. Fx YONTEMININ YARI UZAY ALBEDO
PROBLEMINE UYGULANMASI

Reaktor cekirdekleri genellikle bir notron reflektorii ile ¢evrilir. Bu reflektor, cekirde-
gin dis kenarlarinda bulunan yakit diizenekleri bolgesinde termal aki dagiliminin diiz-
giin olmasini, yani ¢cok fazla de§ismemesini saglar. Ayrica bu nétron reflektorii; reaktor
cekirdeginden digsar1 dogru kacan notron sizintisint en aza indirir, reaktoriin kritik
boyutlarim ve kritik kiitlesini azaltir ve reaktor ¢ekirdegine giden sogutucu akis yolunu
kisaltir. Notron reflektorii, gogaltmayan bir ortam olmasina ragmen reaktor ¢ekirdegi
cogaltan bir ortamdir. Bu 0zel arayiizde, notron reflektoriinii temsil etmek i¢in bir
albedo sinir kosulu uygulanabilir. Reaktor miihendisliginde albedo, bir yiizeyden ¢ikan
net notron akiminin aym yiizeyden giren net nétron akimina orani olarak tanimlanir.

(Lamarsh 1966; Lamarsh and Baratta 2001)

Yari-uzay albedo problemi, farkli sacilma fonksiyonlar1 ve farkli yontemlerle incelen-
migtir. Bu yontemlerden bazilar1 Sy yontemi (Carlson 1955), Case yontemi (Case
1960; Case and Zweifel 1967), Varyasyon yontemi (Pomraning 1965), Cy yontemi
(Benoist and Kavenoky 1968; Kavenoky 1978), F'y yontemi (Grandjean and Siewert
1979; Siewert and Benoist 1979) ve Hy yontemi (Tezcan et. al. 2003) seklinde ifade
edilebilir. Daha once yapilan calismalarda sacilma fonksiyonunun Legendre acilimi

(Mika 1961) ve Inénii sacilma fonksiyonu (In6nii 1973) kullanilmugtir.

Bu béliimde yar1 uzay albedo problemi, farkli sagilma fonksiyonlar1 kullanilarak Fy
yontemiyle ¢oziildii. Fy yontemi, Case 6zfonksiyonlar: ve bunlar arasindaki diklik
bagintilar1 kullanilarak bir matris denklemi elde edilmesine dayanir. Bu matris denk-

lemi, v € [0, 1] arahiginin esit bolmelere ayrilmasi ile elde edilir.

3.1. Izotropik Sacilma icin Fy Yontemi

Yar1 uzay albedo probleminde, bir yar1 uzay ortam dikkate alinir ve x = (0’da bir sinir
vardir. Bu sinirin sol tarafi bosluk, sag tarafi ise ortamdir. Ortamdaki sa¢ilma, izotropik

sacilmadir. Homojen uzayda, zamandan bagimsiz, kaynak terimi olmayan, izotropik,
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tek hizli nétronlar i¢in diizlem geometride notron transport denklemi, Esitlik 2.1 ile

verilir. Gelen nétron dagiliminin izotropik olmasi durumu
U(0,u) =1, pe(0,1] (3.1)

seklinde verilir. Esitlik 2.16’nin ¢6ziimii yakinsak olmalidir, yani biitiin p € [—1, 1]

degerlerinde x — oo igin V(z, u) — 0 olmalidir. Bu sinir garti,
A(—=1p)=0; A(v)=0, ve[-1,0) (3.2)
ile verilen agilim katsayilarinin sifir oldugunu gosterir. Dolayisiyla i € [—1, 1] igin

1
¥lap) = Al) o)+ [ AW Sl a6

elde edilir. Burada ¢(vg, i) ve ¢(v, i), Esitlik 2.11 ve 2.12 ile verilir. Cikan agisal aki
U (0, —p) genellikle bir kuvvet serisi olarak

N
V0, —p) = ap', 0<p<l 34

=0
seklinde genisletilebilir. Burada a,, £ = 0, 1, ..., N katsayilar heniiz belirlenmemistir.

Albedo 3, x = 0’daki c¢ikan net akimin giren net akima orani olarak tanimlanir ve

1
/ pV (0, —p)dp
0

al 1
8= =2 a— (3.5)
"+ 2

1
/ (0, p1)dp
0

seklinde ifade edilir. Esitlik 3.5’te yalnizca a, katsayilar bilinmeyendir. Esitlik 3.3’te

x = 0 yazilip p — —p dontiglimii yapilarak

(0, 1) = Alv) dvo, —p) + / AW)dlv—p)dv, pel-11]  (6)

elde edilir. Bundan sonra Esitlik 3.6, 1 ¢ (&, p), & = v veya v € [0, 1], ile ¢arpilip,

p € [—1,1] iizerinden integrali alinarak,

1
/0 1O, 1) W(0, —p1) dp = K (€) 3.7)
elde edilir. Burada K (&),
1
K(©) = [ o600 00.1) de = £ Aole). (3.8)
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ile verilir. Burada A,, (),

1
An(§) = é/o P e(—E 1) dp, (3.9)
1
An(§) = = An1( + e R >1 (3.10)
ve
Ag(§) =1—¢In(1+1/¢€) (3.11)

seklinde verilir. Esitlik 3.4 ve 3.8, Esitlik 3.7°de kullanilarak F'y denklemleri,

N
S a6 = KO = A ¢=w v vepl @12
£=0

seklinde elde edilir. Burada B,, (),

— 3 ' m+1
1
Bn(§) =& Bna(§) — ™ > 1 (3.14)
ve
Bo(g)=§—1—§1n(1+1/g) (3.15)

seklinde verilir. Daha sonra &; ile verilen N + 1 tane £ € vy U [0, 1] degeri segilir ve

Esitlik 3.12,

N
> aBi(&) = Ao(&), i=0,1,2,..,N (3.16)

=0
seklinde yazilir. Bundan sonra, Esitlik 3.16°da &;’yi se¢mek icin basit bir sema kul-
lanilir. Boylece, & = 19, & = 0, & = 1 ve geri kalan &;, [0,1] araliginda esit olarak
yerlestirilir. Buradaki a,, ¢ = 0,1,2, ..., N katsayilari, Esitlik 3.16’dan hesaplanabilir.
Burada Esitlik 3.16°da verilen matris denklemlerinde A (&;) i¢in Esitlik 3.11 ve By(&;)
icin Esitlik 3.14 ve 3.15 kullanilmalidir. Bu kesimde Fy yontemi i¢in albedo /3, Esitlik

3.5 ile verilir (Grandjean and Siewert 1979; Siewert and Benoist 1979).
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3.2. Saf Triplet Sacilma icin Fy Yontemi

Bu kesimde sa¢ilma fonksiyonunun Legendre a¢iliminin (Mika 1961) saf triplet sacil-
ma durumu kullanilarak yar1 uzay albedo problemi Fy yontemiyle ¢oziildii. Saf triplet
sacilma i¢in ¢oziilen yar1 uzay albedo problemi, Kesim 3.1 ile verilen izotropik sagilma
icin c¢oziilen probleme benzerdir. Anizotropik sa¢ilma durumu i¢in nétron transport
denklemi, Esitlik 2.23 ile verilir. Esitlik 2.23’{in genel ¢oziimii Esitlik 2.16 ile aynidur,
fakat burada Case Ozfonksiyonlar1 farklidir. Dolayisiyla diklik bagintilarinda kul-
lanilan ifadeler de degisir. Cikan agisal aki (0, — ) genellikle bir kuvvet serisi olarak
Esitlik 3.4 seklinde genisletilebilir. Burada farkli bir yaklagimla ¢ikan agisal aki, Leg-

endre fonksiyonlarinin bir serisi olarak

N
W0, —p) =Y anPu(p), 0<p<1 (3.17)
n=0

seklinde genisletildi. Burada P, (1), n-inci mertebeden Legendre polinomlaridir. Al-
bedo, x = 0’daki toplam cikan akimin toplam giren akima oram olarak tanimlanir.

Esitlik 3.1 ve 3.17 kullanilarak albedo 3

1
/ (0, —p) dp
0

N
B=20 =2 ansn (3.18)
/ (0, p) dp n=0
0
seklinde yazilabilir. Burada s,
1
Hpm, = / WP, (1) dys (3.19)
0

ile verilen sz,,,, taniminda m = 0O alinarak elde edilir.

Esitlik 3.17 ve 3.8, Esitlik 3.7°de kullanilarak Fy denklemleri,

N
D anMy(§) = Ao(§), E=wy veya ve(0,1] (3.20)
n=0

elde edilir. Burada A,,(&); Esitlik 2.38 ve 2.41’in Egitlik 3.9’da kullanilmasiyla
1 Qg b

_ . [
An(g)_n+1+n+2 n+4 §Ana(§), n=1 (3.21)
Ve
Ao§) = 1+%—%+£(—a5+b—§)+b553_%g

~¢(1-acg+be &) m(1+1/¢) (3.22)
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seklinde elde edilir ve M, (£) fonksiyonu

9 1
A N (3.23)
0
ile verilir. Ayrica M, (&) fonksiyonu; Esitlik 2.38, 2.41, 3.13 ve
[n/2]
2n — 2k)!

Pow) = 3 (—1)f noRk 3.24
(@) ;( S h o = i =2k (3-24)

ile verilen Legendre polinomlarinin genel formiilii (Bell 1968) kullanilarak

n/2] B
M) = SV e B () (.25

ile verilen tekrarlama bagintis1 seklinde de yazilabilir. Burada [n/2], n/2’den kiigiik

veya n/2’ye esit olan en biiyiik tam sayidur.

Burada N + 1 tane ¢ degeri, &; seklinde secilerek Esitlik 3.20,

N
> anMy (&) = Ao(&), i=0,1,2,..,N (3.26)
n=0

seklinde tekrar yazilir. Bundan sonra, ;’yi secmek icin Kesim 3.1°deki gibi basit bir
sema kullanilir. Burada a,, katsayilarin1 belirlemek i¢in Esitlik 3.26 ¢oziildii. Burada
Esitlik 3.26°da verilen matris denklemlerinde Aq(&;) igin Esitlik 3.22 ve M, (&;) i¢in
Esitlik 3.25 kullanilmalidir. Fy yontemi i¢in Esitlik 3.17°den ¢ikan aki W(0, —u) ve
Esitlik 3.18’den albedo [ hesaplanabilir. Ancak burada sadece albedo  hesaplandi
(Bozkir vd. 2022b). Bu kesimin sayisal sonuglari, Kesim 5.2. ve EK-6’da verildi.

3.3. Anh-Giingor Sacilma Fonksiyonu icin Fx Yontemi

Bu kesimde Anli-Giing6r sagilma fonksiyonunun ikinci mertebe sagilma durumu (L =
2) kullamlarak yar1 uzay albedo problemi Fy yontemiyle ¢oziildii. Ikinci mertebe
sacilma icin ¢oziilen yar1 uzay albedo problemi, Kesim 3.1 ile verilen izotropik sa¢ilma
icin ¢oziilen probleme benzerdir. Esitlik 2.23 ile verilen anizotropik sag¢ilma durumu
icin notron transport denklemi c¢oziilerek, Fy denklemleri Esitlik 3.16 seklinde elde
edilir. Esitlik 3.16’da verilen A,,(§); Esitlik 2.68 ve 2.71’in Esitlik 3.9’da kullanilma-
styla

_1-bE)  a©) |, 3h(9)
 m+1 m+2 m+3
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veE

e = 1- " a2+ anere

—£[1 = b(€) + al€)€ + 3b(€)€?] In(1 + 1/€), (3.28)

seklinde elde edilir ve B,,(£); Esitlik 2.68 ve 2.71in Egitlik 3.13’te kullanilmasiyla

10 @) 30(§)

B (§) = EBpm1(§) 1 T ma3 mais M=zl (3.29)
ve
Bo(e) = Z[1+a(e)et +3(E)e€?] — al6)E — EE — H(EE ~ 1
2O 1)+ al6 + WO WA+ 1/ G30)

seklinde elde edilir. Burada a(&) ve b(§)

a(€) = E(1 - o)t (3.31)

ve
2
b(€) = (1 —c)83—ct) —1] (3.32)
ile verilir. Burada Esitlik 3.16’da verilen matris denklemlerinde Aq(&;) icin Esitlik
3.28 ve By(¢&;) icin Esitlik 3.29 ve 3.30 kullanilmalidir. Buradaki a, katsayilari, Esitlik
3.16°dan hesaplanarak, Fy yontemi icin albedo 3, Esitlik 3.5’ten hesaplandi (Bozkir

et. al. 2022a). Bu kesimin sayisal sonuclari, Kesim 5.4. ve EK-8’de verildi.

34



4. Hy YONTEMININ YARI UZAY ALBEDO
PROBLEMINE UYGULANMASI

Bu boliimde yar1 uzay albedo problemi, farkli sacilma fonksiyonlar: kullanilarak Hy
yontemiyle ¢oziildii. Fy yontemine benzer sekilde Hy yonteminde, Case 6zfonksiyon-
lar1 ve bunlar arasindaki diklik bagintilar1 kullanilarak bir matris denklemi elde edilir
(Tezcan et. al. 2003). Ancak bu matris denklemi, Fy yOnteminden farkli olarak,

kuvvet serisi aciliminin mertebesine gore yapilir.

4.1. Izotropik Sacilma icin Hy Yontemi

Bu kesimde Fy yonteminde oldugu gibi izotropik sagilma durumu kullanilarak yari
uzay albedo problemi Hy yOntemiyle ¢oziildii. Burada Esitlik 2.1 ile verilen ndtron
transport denklemi kullanildi. Sinir sarti, Esitlik 3.1 ile tanimlandi. Esitlik 2.16’nin
¢Ozlimii yakinsak olmalidir. Dolayisiyla Esitlik 3.2, Esitlik 2.16°da kullanilarak Esitlik
3.3 elde edildi. Cikan agisal aki W (0, —pu) icin Esitlik 3.4 kullanildi. Esitlik 2.16°da
verilen A(vy) ve A(v) katsayilarin1 bulmak icin Esitlik 3.6, sirasiyla, po(—vp, 1) ve
puop(—v, ) ile ¢arpilip o € [—1, 1] araliginda integral alindi. Buradaki ara iglemlerde
Esitlik 3.4 kullanilmalidir. Daha sonra A(vy) ve A(v) agilim katsayilari,

A(wp) = —%ﬁ%) nﬁ;an An(v0) — Bo(wy) 4.1)
ve
N
A(w) = —%ﬁ [Z an An() — Bo(v) 2)
seklinde elde edildi.

m+1

Simdi Esitlik 3.6, p € [0, 1] araliginda yazildiktan sonra ile carpilarak p € [0, 1]

araliginda integrali alinir. Burada, bazi ara iglemlerden sonra Hy yOntemi i¢in matris

denklemleri,
N
> an T = Un (4.3)
n=0
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seklinde elde edilir. Burada, 7,,,,, ve U,,

e g (G A A
= () ) OB,

seklinde verilir. Esitlik 4.3, bilinmeyen a,,, n = 0,1, 2, ..., N katsayilarim belirlemek
icin lineer bir denklem sistemi tanimlar. Buradaki a,, n = 0,1,2, ..., N katsayilari,
Esitlik 4.3’ten hesaplanabilir. Burada Egitlik 4.3’te verilen matris denklemlerinde
An(vo), An(v), A, (1) ve A, (v) igin Esitlik 3.10 ve 3.11; By(1p) ve Bo(v) i¢in Esitlik
3.15; N(v) ve N(v) icin Esitlik 2.21 ve 2.22 kullanilmahidir. Fyy yonteminde oldugu
gibi Hy yontemi i¢in albedo [, Esitlik 3.5 ile verilir (Tezcan et. al. 2003).

4.2. Saf Triplet Sacilma icin Hy Yontemi

Bu kesimde Fy yonteminde oldugu gibi sacilma fonksiyonunun Legendre aciliminin
(Mika 1961) saf triplet sacilma durumu kullanilarak yar1 uzay albedo problemi Hy
yontemiyle ¢oziildii. Saf triplet sacilma i¢in ¢oziilen yar1 uzay albedo problemi, Kesim
4.1 ile verilen izotropik sa¢ilma i¢in ¢oziilen probleme benzerdir. Anizotropik sacilma
durumu i¢in nétron transport denklemi, Esitlik 2.23 ile verilir. Egsitlik 2.23’ilin genel
coziimii Esitlik 2.16 ile verilir, fakat burada Case 6zfonksiyonlar1 ve bunlar arasindaki
diklik bagintilar1 farklidir. Cikan acisal aki genellikle bir kuvvet serisi ile genisletilir.
Burada ise Legendre polinomlarinin bir serisi olarak Esitlik 3.17 seklinde genisletildi.
Dolayisiyla albedo £, Esitlik 3.18 ile verilir. Bundan sonra A(vy) ve A(v) agitlim
katsayilarim1 bulmak igin Esitlik 3.6 sirasiyla pu¢(—vq, i) ve pup(—v, p) ile carpilir ve
daha sonra bu ¢arpimin p € [—1, 1] {izerinden integrali alinir. Buradaki ara islemlerde

Esitlik 3.17 kullanilmalidir. Daha sonra A(vy) ve A(v) agilim katsayilart,

Avg) = —%ﬁ ; anLn(vy) — Bo(vo) 4.6)
Aw) = - NEV) [; anLn(v) = Bo(v) 7
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seklinde elde edilir. Burada B,,(§); Esitlik 2.38 ve 2.41’in Esitlik 3.13’te kullanilma-

styla
Bul8) = &Ba1(8) — n—lu - nC—Liz - nljle “8)
ve
Bo(€) = —f(l—a5€+b5§3>1n(1+1/§)
+§ 1+c§(—a5+bgfz+§£>}

seklinde elde edilir ve L,,(£) fonksiyonu

1
L) = = [ P o610 (4.10)

ile verilir. Ayrica L,,(§) fonksiyonu; Esitlik 2.38, 2.41, 3.9 ve 3.24 kullanilarak

[n/2]
2n — 2r)!
L€ = Y (1) g 2 (e @.11)

5 (n—r)l(n—2r)

seklinde de yazilabilir. £ degiskeni, v veya v € [0,1]’e karsilik gelir. a¢ ve b kat-
sayilar sirastyla “3v, veya 377 ve “57p veya 5y” y1 temsil eder. Buradaki “vy ve 77,
sirastyla Esitlik 2.42 ve 2.39 ile verilir.

Bundan sonra Kesim 4.1.’deki gibi Esitlik 3.6, i € [0, 1] araliginda yazildiktan sonra

™+ ile carpilarak p € [0, 1] araliginda integrali alinir. Burada, baz1 ara islemlerden

sonra Hy denklemleri, Esitlik 4.3 ile verilir. Esitlik 4.3’te 7;,,,, kare matrisi,

T = g+ (2) el Anlin) [P Ll 1

seklinde verilirken U, siitun matrisi Esitlik 4.5 ile verilir. Ancak burada Esitlik 4.3’te
verilen matris denklemlerinde A,,(1vy) ve A,,(v) i¢in Esitlik 3.21 ve 3.22; L, (1) ve
L,(v) i¢in 4.11; By(vp) ve By(v) i¢in Esitlik 4.9; N (1) ve N(v) igin Egitlik 2.44 ve
2.45; sy, 1¢in Esitlik 3.19 kullamilmalidir. Fy yonteminde oldugu gibi Hy yonteminde
de Esitlik 3.17°den ¢ikan aki W(0, —u) ve Esitlik 3.18’den albedo 5 hesaplanabilir.
Ancak burada sadece albedo [ hesaplandi (Bozkir et. al. 2022b). Bu kesimin sayisal

sonuglari, Kesim 5.2. ve EK-6’da verildi.
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4.3. Lineer-Triplet Sacilma icin Hy Yontemi

Bu kesimde sacilma fonksiyonunun Legendre aciliminin (Mika 1961) lineer-triplet
sacilmasi kullanilarak yar1 uzay albedo problemi Hy yoOntemiyle ¢oziildii. Lineer-
triplet sag¢ilma i¢in ¢oziilen yar1 uzay albedo problemi, Kesim 4.1 ile verilen izotropik
sacilma i¢in coziilen probleme benzerdir. Anizotropik sac¢ilma durumu i¢in nétron
transport denklemi, Esitlik 2.23 ile verilir. Bu kesimde kullanilan ¢ikan agisal aki,
Esitlik 3.4 ile verilirken, albedo § tanimi, Esitlik 3.5 ile verilir. Bundan sonra A(vy)
ve A(v) a¢ilim katsayilarin1 bulmak i¢in Esitlik 3.6 sirastyla puo(—vg, 1) ve po(—v, p)
ile carpilir ve p € [—1, 1] lizerinden integral alimir. Gerekli diizenlemeler yapildiktan
sonra A(vg) ve A(v) agilim katsayilari, Esitlik 4.1 ve 4.2°de verildigi gibi bulunur.
Ancak Esitlik 4.1°de verilen A,,(¢) fonksiyonu; Esitlik 2.47 ve 2.51in Egitlik 3.9’da

kullanilmasiyla

e B
Au() = == = =255 = e — €A, (©) (4.13)

Ve

an©) = 1-% -2 g o+ ) 4 pe - L

2 3
3 1
—& (1+ agf + Be&’) In 1+Z (4.14)
seklinde elde edilir ve B,,(£); Esitlik 2.47 ve 2.51”in Egitlik 3.13’te kullanilmasiyla
1 673 ﬁ£

Bn(f) = an—l(S) -

_ _ 4.15
n+1 n+2 n+4 ( )

veE

Bo(&) = %[1+c§ (ch—l—ﬁgg—l—%)] —1—%—&—§<C¥g+@>
—Be€? (§+%> — & (1+ ag€ + Be€’) In (1+%> (4.16)

seklinde elde edilir. Burada «, katsayisi, Esitlik 2.48 ve 2.52°de tanimlanan (1) ve
a(v)’yii ifade ederken [, Esitlik 2.48 ve 2.52’de tanimlanan (1) ve §(v)’yii ifade
eder.

Bundan sonra Kesim 4.1.’deki gibi Esitlik 3.6, o € [0, 1] araliginda yazildiktan sonra

pu™ 1 ile carpilarak p € [0,1] aralifinda integrali alimir. Burada, bazi ara islemlerden
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sonra Hy denklemleri, Esitlik 4.3 ile verilir. Esitlik 4.3’te 7,,,,, kare matrisi Esitlik
4.4 ile verilirken U, siitun matrisi Egitlik 4.5 ile verilir. Ancak burada Egsitlik 4.3’te
verilen matris denklemlerinde A,,(vp), An(v), An(vo) ve A, (v) igin Esitlik 4.13 ve
4.14; By(v) ve By(v) icin Esitlik 4.16; N (1) ve N(v) i¢in Esitlik 2.57 ve 2.58 kul-
lanilmalidir. Hy yontemi i¢in Esitlik 3.4°ten ¢ikan aki W(0, —pu) ve Esitlik 3.5°ten
albedo [ hesaplandi (Tiireci et. al. 2023). Bu kesimin sayisal sonuglari, Kesim 5.3. ve

EK-7’de verildi.
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5. SVD YONTEMININ YARI UZAY ALBEDO
PROBLEMINE UYGULANMASI

SVD (Singular Value Decomposition) yontemi, singiiler integral denklemin dogrudan
sayisal ¢Oziimiinii ele alir. Bu yontem kullanilarak Midpoint (Ortanokta) Yaklagimi
ve Lineer Yaklasim olmak iizere iki yaklasim (Sahni et. al. 2019, 2020; Bozkir et.
al. 2022b) yapildi. Bu boliimde SVD yonteminin sayisal hesaplamalar: yapilirken
her bir alt aralik birbirine esit secildi ve yar1 uzay albedo problemi, farkli sacilma

fonksiyonlar1 kullanilarak SVD yontemiyle ¢oziildii.

5.1. Izotropik Sacilma icin SVD Yontemi

Bu kesimde izotropik sagilma durumu kullanilarak yar1 uzay albedo problemi SVD
yontemiyle ¢oziildii. Burada Esitlik 2.1 ile verilen notron transport denklemi kul-

lanildi. x = 0 i¢in p € [0, 1] arahiginda Esitlik 3.1, Esitlik 3.3’te kullanilarak

B(0, 1) = A(vo) Dvo, 1) + / AW o dv =1, pe01] 6.1

elde edilir. Esitlik 2.11 ve 2.12 ile verilen Case 6zfonksiyonlarimin acik formlarinin
Esitlik 5.1°de kullanilmasiyla ve v — v/, u — v, A(vy) — aoy seklinde notasyon

degisikligi yapilmasiyla bir singiiler integral denklem

1
Av) A(v) + E/ A [1 v Y :|dl// =1- a0+% ! (5.2)
0

2 vV —v 2 vg— vV

seklinde elde edilir. Bundan sonra iki sekilde yaklasim uygulandi.
5.1.1. Midpoint (Ortanokta) Yaklasimi

V' € [0,1] araligi, 26; (i = 1,2, ..., N) uzunluklu N tane (v; — d;,v; + ¢;) alt araliga
boliindii. Boylece 1 — d; = 0 ve vy + dy = 1 olacak sekilde ayarlandi. Burada, ag
noktalari vy, v, ..., vy her bir alt araligin (v; — d;, v;+0;) orta noktalaridir. Ag noktalari
arasindaki uzunlugun esit olmast durumu, Sekil 5.1.’de gosterildi. Her bir alt aralikta

cue

A(v') fonksiyonunun, yavas bir bigcimde degistigi kabul edildi ve A(1') fonksiyonu
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v —0, =0 . | | 1=vn+ 0N

Sekil 5.1. Midpoint yaklagimi i¢in esit uzunluklu ag noktalarinin gosterimi

i¢in

AW~ A(yy); Ve (v — 0, v+ 6;) (5.3)
seklinde bir yaklasim yapildi. Esitlik 5.3 ile verilen bu yaklasim, Esitlik 5.2°deki in-
tegral terimine uygulanirken A(;)’nin N tane teriminin her biri yaklagik olarak esit

kabul edilerek, yani bir sabit gibi diisiiniilerek A(1;), integral digina alinabilir. Boylece

Esitlik 5.2°deki integral terimi

Vj+5j—V‘:| (54)

Vj—dj—l/

! / v / -
/0 A(V)|:1 + S V]dy = ;A(Vj) {2(% +vin

seklinde yazilabilir. Burada, ; = A(y;), ¢ = 1,2,..., N tanimlamas: yapildiktan
sonra Esitlik 5.2

N
ST Hijay = fi(v) — aos folvi), i=1,2,.,N (5.5)
7j=1
veya
Hx = f]_ - a0+f2 (56)

ile verilen bir N x N matris denklemine indirgendi. Burada N boyutlu f; = f;(v;) ve
fs = fo(v;) vektorleri

cry 1

fl(yi) =1 ve fQ(Vi) = (57)

2 Vg — V;

seklinde verilirken, N x N boyutlu H = H; ; matris elemanlari

&
2

I/j+5j_l/i

Hi,j = |:2(5] + v In

}; Lj =12, N; i#] (5.8)

Vj—(Sj—VZ'

ve
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ile verilir. Esitlik 5.6 lineer bir denklem oldugundan x ¢dziim vektorii,

X =Yy1— Qo+y2 (5.10)

seklinde yazilir. Burada y; ve yo
yi=Hf, ve y,=H'f, (5.11)

ile verilir. H matrisi olduk¢a kotii kosullu durumdadir (Sahni and Kumar 1987; Sahni
et. al. 2019, 2020). Esitlik 5.6 ¢oziildiiglinde, y; ve yo bireysel ¢oziimlerinin oldukca
salimimli oldugu, alternatif bilesenlerin pozitif ve negatif oldugu ve 10* veya daha fazla
mertebesinde oldugu bulundu. Bu, her bir alt araligin orta noktasindaki degeriyle iyi
temsil edilen A(2') temel varsayimini agikg¢a ihlal eder. Bu nedenle, bu bireysel ¢6ziim
vektorleri mevcut degildir, ancak SVD yonteminin Midpoint (Ortanokta) yaklasimiyla

diizgiin ve 10! mertebesinde lineer bir kombinasyon elde etmek miimkiindiir.

Boylece kotii kosullu durumda olan matris denklemi, Esitlik 5.6, SVD yontemi ile

coziilebilir. Dolayistyla H matrisi, Golub and Reinsch (1970)’1n kullandig1 gibi
H=UWVT (5.12)

seklinde yazilir. Burada U ile VT (VT, V matrisinin transpozunu ifade eder) iki or-

togonal matris ve W, diyagonal bir matristir. Bu nedenle Esitlik 5.6
(UWVHx =, —ag. fo (5.13)
veya
(WVTx = UMy — ao, U™, (5.14)

seklinde yazilabilir. W diyagonal matrisinin, W y x son elemaninin ¢ok kiiciik oldugu,
yani, diger elemanlara kiyasla biiyiikliik olarak birka¢ mertebe daha kii¢iik oldugu,
fark edildi. Bu; VTx vektoriiniin, N-inci bileseninin biiyiik olmasiyla sonuglanir ve
H matrisinin, asir1 derecede kotii kosullu durumda olmasina neden olur. Yani burada
Wy v, diger elemanlara gore ¢ok kiigiik oldugundan, (WV'™T) v = 0 kabul edildi.
Dolayisiyla, Esitlik 5.14’iin, sol tarafinin N-inci bileseni

(WVTX)yy =0 (5.15)
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seklinde sifir oldugundan, Esitlik 5.14°{in, sag tarafinin N-inci bileseni de
(UTH)y — ao (UTE)y =0 (5.16)

seklinde sifir olur. Esitlik 5.16’dan a;- sabiti,

(UTfl)N

ap+ = m (517)

seklinde belirlenir. Bu durumda x ¢oziim vektorii, Esitlik 5.10 ve 5.11 kullanilarak,
x = (VW UDf; — ao (VW UL, (5.18)
seklinde yazilabilir. Burada
H'=vw'U" (5.19)

olduguna dikkat edilmelidir.

x vektorii belirlendikten sonra, albedo icin sonuclar1 veren J akim ifadesi (Bkz. EK—

3), x = 0 i¢in Esitlik 3.3 kullanilarak elde edilebilir. Buradan da albedo /[ ifadesi,

B=1-2(1-c) [uo aos + /1 vAv) dv} (5.20)
0

seklinde elde edilir. Esitlik 5.3, Esitlik 5.20°de kullanilarak, SVD Midpoint (Or-

tanokta) yaklagimi icin albedo /3

N
B =1- 2(1 — C) |:l/0 ap+ + Z A(Vj) Vj 25]:| (521)

J=1

seklinde belirlenir.
5.1.2. Lineer Yaklasim

Bu yaklasimda, v/ € [0, 1] arahigi, N + 1 tane nokta secilerek N tane alt aralia
boliindii. Burada noktalar, 0 = 11 < 1n < v3 < --- < vy < vyy1 = 1 olacak

sekilde ayarlandi. A(1') fonksiyonu,

A(V) =~ AWy Wi = V) + Al ) (V' = Vj); V€ (vj,vi) (5.22)

Vit1 =V

seklindeki lineer bir fonksiyon ile (v}, vj41), j = 1,2,3,..., N alt araliginda yaklagti-
rildi.  Egitlik 5.22 ile verilen bu yaklasim, Esitlik 5.2°deki integral terimine uygu-

lanirken A(v;)’nin N + 1 tane teriminin her biri esit kabul edilerek, yani bir sabit gibi

43



diistiniilerek A(v;), integral disina aliabilir. Boylece Esitlik 5.2°deki integral terimi

2+ul—1+”2_yln"/2_y”]

/01 AW [1 + -2 ]dy’ ~ A(0)

vV —v 2 Vs v
al 1 v v v v
A . - . — . Jj+1 — 1 J+1 ‘
+jz2 (v)) 2(1/3+1 vio1) + V|:Vj+1 ]
+I/—Vj_1 | Y H
Vi — Vi1 Vioi—V
1—vy V—UN 1—v
A1) v+ In ‘ ( (5.23)
2 1—vy UN — UV
seklinde yazilabilir. Sahni et. al. (2020), A(vy+1) = A(1) = 0 oldugunu (Bkz. EK—4)
gostermistir. Burada, z; = A(y;), 1 = 1,2,..., N + 1 tammlamasi yapildiktan sonra
Esitlik 5.2
N+1
> Hijz; = fillvi) — aos fo(vi), i=1,2,..,N+1 (5.24)
j=1
veya
I/':\[i = /fl — a0+/f2 (525)

ile verilen bir (N + 1) x (N + 1) matris denklemine indirgendi. Burada N + 1
boyutlu /f\l = fi(y;) ve fz = fo(v;) vektorleri, Esitlik 5.7 ile verilir ancak burada
i=1,2,...,N+1 seklindedir. (N + 1) x (N + 1) boyutlu H = H; ; matris elemanlari

cv cv
Hyy=1+—, Hy=-—, (5.26)
4 4
c .
Hl,j = Z(V]’_H — Vj—l); ] = 2, ...7N, (527)
H, = %[—1 2l |2 T ] 220 -3 . N+1, (5.8
’ 2 1%} V; 4
Hy, = v [V]H V; n Vig1 — V4 Vi —Vj1 n Vi —V; }
2 Vi1 — V5 Vi —1V; Vi —Vj—1 Vi1 — U
& . . .
Jrz(uj+1 —vi1); 4,5 =2,3,.,N; i#] (5.29)
ve
& Ccy; Vit1 =V
Hi; = Mvi)+ Z(Vi—l—l — Vi) + 7111 h ;
1,7 =2,3,...N; 1=7 (5.30)
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ile verilir. H matrisinin (N + 1)-inci siitunu

1_Vi

ClV; Vi — UN
Hi,N+l = |:1 1 3
— VN

c
l‘ —-(1—- ;
2 nVN—I/i:|+4( vx)

i=1,2,.. N (5.31)

ile verilir. Son olarak H matrisinin I N+1,n+1 €eleman1 sonsuza gider. Ancak EK—4’te
aciklandig1 gibi xn41 = A(vyy1) = 0 oldugundan bunun bir 6nemi yoktur. Esitlik
5.25’in ilk N denklemi (/N + 1)-inci denklemden ayrigtirilir ve H matrisinin (N +1)-
inci siitunu H; 44 alakasizdir. ;, 7 = 1,2, ..., N ¢ozlim vektori, Esitlik 5.6 ile verilen
N x N matris denklemi ¢oziilerek elde edildi. Esitlik 5.6, SVD Lineer yaklagimi icin
diizenlenirse, H, H matrisinin (N x N mertebeli) ana alt matrisidir; f; ve f3, yukarida
verilen ?1 ve ?2 vektorlerinin ilk N bileseninden olusan N boyutlu vektorleri ifade
eder; ve x, X vektoriiniin ilk N bilesenini iceren N boyutlu bir vektordiir. Esitlik 5.6
lineer oldugundan, /N boyutlu x ¢6ziim vektorii, Midpoint (Ortanokta) yaklasiminda

oldugu gibi Esitlik 5.10 ile verilir.

Midpoint (Ortanokta) yaklagsiminda oldugu gibi; H matrisinin oldukca kotii kosullu
durumda (Sahni and Kumar 1987; Sahni et. al. 2019, 2020) oldugu, Esitlik 5.11
ile verilen y; ve yo bireysel ¢oziimlerinin 10* mertebesinde pozitif ve negatif bir
sekilde salinimhi oldugu, dolayisiyla her bir alt aralikta lineer yaklasimiyla iyi tem-
sil edilen A(1') temel varsayimini agikga ihlal ettigi goriildii. Ancak SVD yonteminin
Lineer yaklagimiyla diizgiin ve 10! mertebesinde lineer bir kombinasyon elde etmek

miimkiinddr.

Boylece kotii kosullu durumda olan matris denklemi Esitlik 5.6, SVD yonteminin Li-
neer yaklagimi ile ¢oziilebilir. Dolayisiyla SVD Midpoint yaklagiminda oldugu gibi
H matrisi, Egitlik 5.12 seklinde yazilarak x ¢oziim vektorii Esitlik 5.18’de verildigi
gibi belirlenir. Albedo [ ifadesi Esitlik 5.20 ile verilir. Esitlik 5.22, Esitlik 5.20’de

kullanilarak SVD yonteminin Lineer yaklasimi ile albedo /3 ifadesi

2
g = 1-2(1-¢) lyo agy + A(Vl)EQ

| =

+ i A(v)) [(ufﬂ — 2 ) 4+ v (v — yj_l)H (5.32)

j=2
seklinde belirlenir (Sahni et. al. 2019, 2020).
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5.2. Saf Triplet Sacilma icin SVD Yontemi

Bu kesimde sacilma fonksiyonunun Legendre aciliminin (Mika 1961) saf triplet sacil-
mal1 durumu i¢in yar1 uzay albedo problemi SVD yonteminin Midpoint (Ortanokta) ve
Lineer yaklasimlar ile ¢oziildii. Esitlik 2.35, buradaki probleme uygulanarak L = 3
ve fi = fo = 0 aliursa siirekli Case 6zfonksiyonu

Pl + 7fs ¢3(v) P3(p)
2 vV —

cv

o(v, ) = +AW)o(v — ) (5.33)

seklinde elde edilir. Burada ¢3(v), Esitlik 2.34 ile verilir. Esitlik 2.41 ve 5.33, Esitlik
5.1’de kullanilarak ve v — v/, u — v, A(1y) — aoy seklinde notasyon degisikligi

yapilarak

30w + 5 [ A7) Py

2 vV —v

3 _
:1_a0+%1+’}/0(51/ 31/)

(5.34)

Vg — vV

elde edilir. Esitlik 5.34’te

(5.35)

ile verilen esitlik kullanilarak

A)Aw) + 5 [ 2 14 1ot o)

cvy 1+ (5V3 — 31/)
B e —"

C

1 1
-3 /0 AW) du'—g7f3 Py(v) /0 AW gs(V) dv/' (5.36)

elde edilir. v/ — v faktoriinii sadelestirmek i¢in 7 f5 ¢3(v) P3(v) terimi, eklenerek ve

cikarilarak

ADAW) + 51+ 7o) A [

B cvg 1+ 7 (5V3 — 3V)

=1l =00+
2 Vg —V

Cc

-5 [ Ay = Sia ) [ A6 e s
A()

vV —v

~STfs Po(v) /O 1 |03() = 65(v) |/ (5:37)
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elde edilir. Burada

/01 AW gs(V)dV' = %(1 —¢) /01 AW

1
—é(Q — 40)/ AW dV (5.38)
0

veE

/01 A(y’)%(l/) - ¢3(V)dz/ = E(l — ) /01 A (1/2 Yy 1/2>d1/

vV —v 6
1
—%(9 — 4c)/ A(W)dV (5.39)
0

esitliklerine dikkat edilerek, Esitlik 5.37

AW)AW)+ Futw) [ AV 4 — 61 0) = aosga(v)

2 0o V—v
+B1g3(v) + Baga(v) + Bsgs(v) + Bags(v) (5.40)

seklinde yazilir. Burada u(v), g1(v), g2(v), g3(v), g4(v), g5(v) ve gg(v) fonksiyonlar

u(v) =1+7f3 qbg(v) Ps(v), gl(l/) =1, (5.41)
R ) 6542

ga(v) = —§7f3 Py(v) %(1 — ot — é(g —40), (5.43)

5s) =~ LT B (1 =) ve ()= ST B (1~ ) (5.44)

seklinde verilir ve A(v') ¢oziimii ile ilgili By, B, B3 ve By sabitleri

1 1
By = / A(W)dV', By= / AWV v, (5.45)
0 0

1 1
Bs = / AW VAV ve By = / AWV dV (5.46)
0 0

seklinde verilir (Bozkir et. al. 2022b).
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5.2.1. Midpoint (Ortanokta) Yaklasim

Izotropik sacilma icin SVD Midpoint yaklagiminda (Kesim 5.1.1.) anlatildig1 gibi
Esitlik 5.3, Esitlik 5.40’taki integral teriminde kullanilarak

PAW) N
A Edl/ NJZIAO/])IH

elde edilebilir. Burada, z; = A(y;), i = 1,2,..., N tamimlamas1 yapildiktan sonra,

Esitlik 5.40, N x N matris denklemi

vito v ’ (5.47)

l/j—éj—V

N
Z Hijz; = gi(vi) — aorg2(vi) + Bigs(vi)
7j=1

+B594(vi) + Bsgs(v;) + Bags(vs), ©=1,2,...,N (5.48)
veya
Hx = g1 — apy82 + Bi83 + Baga + Bsgs + Bage (5.49)

seklinde yazilabilir. Burada NV boyutlu gy, k = 1, 2, 3, 4, 5 ve 6 vektorleri, kendi

bilesenleri gy, = gx(v;) ile tanimlanir ve H; ; matris elemanlari

v Vi +0; — v e
H;;= 7u(l/z) In ﬁ ., i#4, 4,j=12 .. N (5.50)
ve
Hi;=MNv), i=j, i=12..,N (5.51)

ile verilir. Esitlik 5.49, lineer bir denklem oldugundan x ¢6ziim vektorii,
X =y1 —ao1y2 + Biys + Boya + Bsys + Baye;  yi=H ‘g (5.52)

seklinde yazilabilir ve SVD Midpoint yaklasimiyla x ¢oziim vektorii elde edilebilir.
Bu nedenle Esitlik 5.12, Esitlik 5.49°da kullanilarak

WVTx = U" g1 — ap: 82 + Bi83 + Baga + Bsgs + Bage (5.53)

elde edildi. Boylece Esitlik 5.52 ile verilen ¢6ziim, yalmizca Esitlik 5.53’teki vektoriin

N-inci bileseninin sifir olmasiyla miimkiindiir. Bu durum,

{UT[g1— ao182 + Bigs + Boga + Bogs + Buga] } =0 (554
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seklinde ifade edilebilir. Esitlik 5.54, ag.., By, B2, Bs ve B, sabitlerini belirleyen bes

denklemden biridir. Ayrica By, By, B3 ve B, sabitleri

1 N
By :/ AW dv =~ ZA(Z/J-)%J-,
0 i
1 N
By = / AWV dv =~ ZV]A V)20
0 i

1 N 2
A 2 : 0j
B3 = /0 A(V ) v 2 dy/ ~ Vj2A(Vj>25j |} + 3#]2:|

J=1

Ve

1 2
By = / AWV dv' Z v;° A(v;)26; [1 + 5—]
0 Vi

seklinde yazilabilir. Simdi N boyutlu bir satir vektorii by = (2607, 209, 203, ...,

tanimlanabilir. Bundan sonra Esitlik 5.55,

By =b;i-x = by-y1 —apib1-y2+ Bib1-y3

+B5bq - ya + Bsby - ys + Bsby - ys

seklinde yazilabilir. Benzer sekilde by = (2y1(51, 20509, 21303, ..., 2VN6N),
bs = (201261 + 261 /3, 210205 + 265 /3, ..., 2uN20n + 2057 /3) ve

(5.55)

(5.56)

(5.57)

(5.58)

25)

(5.59)

by = (2y1351 + 201813, 205309 + 209053, ..., N0 N + 21/N5N3) tanimlanabilir ve bes

katsay1 ag,, B, Bo, B3 ve By igin beg lineer denklem
{UT [gl — p+82 + B1gs + Baga + Bags + B4g6} }N =0,

b1'Yl—a0+b1'Y2+B1[b1'Y3—1}

+B3by - y4 + Bsby - ys + Bsby - yg = 0,

bz - y1 — aopibz2 - y2 + Bib2 - ys
+By[bz - y4 — 1] 4+ Bsba - y5 + Byba - yg = 0,

b3 - y1 — ao+bs - y2+ Bibs - ys
+Bybs - ys+ Bs[bs - y5 — 1] + Bybs - yg = 0
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(5.63)



veE

by y1 —aoybs-y2 + Bibs-ys
+Baby - ya + Bsby - ys + By [b4 “Ye — 1} =0 (5.64)

seklinde elde edilebilir. Bu bes denklem ¢oziilerek, Esitlik 5.52°den x ¢oziim vektorii
elde edilebilir. x vektorii bilindiginde, ayrintili agisal dagilim dahil tiim fiziksel biiyiik-
liikkler hesaplanabilir. F'y ve Hy yontemlerinin sonuclariyla karsilagtirmak icin burada

yalnizca albedo [ hesaplandi. Albedo i¢in sonuglari veren ifade Egitlik 5.20’den
B=1-2(1—c) [uoao+ + BQ] (5.65)

seklinde belirlenir. Burada B, Esitlik 5.56 ile verilir (Bozkir et. al. 2022b).
5.2.2. Lineer Yaklasim

Izotropik sagilma icin SVD Lineer yaklasiminda (Kesim 5.1.2.) anlatildig1 gibi Esitlik
5.22, Esitlik 5.40’taki integral teriminde kullanilarak

VAW 2’ Vig1g — V Vig1g — V V— Ui Vi — U
/ ———dv' ~ Z A(v) |2 In |2 ‘ + In |2 ’
o V —V = Viy1 — V5 vy =V Vi —Vj1 Viop —V
_ 1 — _ _
A1) [1 N ln‘ v } + A(0) [ 1 2T | ”” (5.66)
1—vy VN — VUV Vs v

elde edilebilir. v, 1’e giderken A(1)’in 6niindeki katsay1 sonsuza gider. Bu durum,

V—UN 1—v

v—1 i¢in {1%— ln‘ ”—>oo

1—vy Uy — V

seklinde gosterilebilir. Bu durumda A(1) = 0 olmalidir. Bununla birlikte EK—4’te
A(1) = 0 oldugu analitik olarak (Sahni et. al. 2020) gosterilmistir. Burada, x; =
A(v;),1=1,2,...,N + 1 tammlamas1 yapildiktan sonra Esitlik 5.40,

N+1
Z Hijr; = g1(vi) — aor92(vs) + Bigs(vi) + Baga(vs)
j=1

+Bsgs(v;) + Bags(vs), i=1,2,..,N+1 (5.67)
veya

Hx = g1 — ao+82 + B183 + Bogs + Bsgs + Begs (5.68)
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seklinde (N + 1) x (N + 1) matris denklemine indirgendi. Burada N + 1 boyutlu g,
k =1,2,3,4,5 ve 6 vektorleri, kendi bilesenleri gy; = g;(v;) ile tanimlanir ve H, ;

matris elemanlari

cv
Hyj=0b1; j=1,.,N+1,  Hy = —TQU(VQ), (5.69)
Hi,lzﬁu(yi){—u 2 Vi, |2 T }; i=3, . N+1, (5.70)
2 2 Vi
ClUiy1 Viy1 —Vji—1 Vi —Viy1
Hj; = —2u(y, [ : I In | —— 1;
J+1,3 92 ( J+1) v — v Vi1 — Vi
17=2,...N; 1=7+1, (5.71)
ClV;_1 Vit1 —Vji—1 Viy1 — Vj—1
H_ 1, =—1—u(v;,_ [J 7~ 1In|-2 ] ];
=L 2 ( J 1) Vj+1 — Vj Vj — Vj—l
1=3,..N+1, i=75—1, (5.72)
Hij= %u(m) [Vj-ﬁ-l -V n Vit1 — V4 Vi —Vj—1 n Vi —V; }
2 Viy1 — V5 Vi =V Vi —=Vj1 Vi1 — U
1=2,3,.,.N+1;, j=23,...N; i#] (5.73)
ve
His = A\wi) + =) In |22 =10 =08 Ny i= (5.74)
2 Viei—V;

ile verilir. Burada 9; ;, Kronecker delta fonksiyonunu ifade eder. ¢ = j oldugunda

INE
d;; = L olur ve ¢ # j oldugunda ¢, ; = 0 olur. H matrisinin (N + 1)-inci siitunu

V; — UN 1—y

Hi,N+1 = %u(l/l) |:1 —+ ln )

}; i=1,2 .. N (5.75)

1—vy UN — VU;
ile verilir. Kesim 5.1.2.’de gosterildigi gibi 211 = A(vn41) = A(1) = 0 (Bkz. EK-
4) olur. Dolayisiyla x;, 1 = 1,2, ..., N ¢oziim vektorii, Esitlik 5.49 ile verilen N x N
matris denklemi ¢oziilerek elde edilebilir. Esitlik 5.49°da, H (N x N mertebesinde), H

matrisinin ana alt matrisidir; x, X vektoriiniin ilk N bilegeninden olugsan N boyutlu bir

vektordiir ve gy, gy vektorlerinin ilk /V bilegeninden olusan N boyutlu vektorlerdir.

Esitlik 5.49, lineer bir denklem oldugundan x ¢oziim vektorii, Esitlik 5.52°deki gibi
yazilabilir. Burada SVD Lineer yaklagimiyla x ¢6ziim vektorii elde edilebilir. Bu ne-
denle Esitlik 5.12, Esitlik 5.49°da kullanilarak Esitlik 5.53 elde edilir. Boylece Esitlik
5.52 ile verilen ¢oziim, yalmizca Esitlik 5.53’teki vektoriin N-inci bileseninin sifir ol-

mastyla miimkiindiir. Bu durum, Esitlik 5.54 ile verilir. Esitlik 5.54, aq., B, B,
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B3 ve B, sabitlerini belirleyen bes denklemden biridir. Ayrica Esitlik 5.45 ve 5.46 ile

verilen By, By, B3 ve B, sabitleri

N
v 1
Bl ~ 14(V1)52 + 5 ZA(VJ')(V]'-H — I/j_l), (576)
j=2
1/22 1 N
B2 ~ A(I/l)? + 6 Z A(Vj) |:(V]+1 VJ ) + VJ(V]JFI vj 1):| s (5 77)
j=2

—f—l/]2 (Vj-i—l — Vj—l):| (578)

ve

vt AW, . " .
By & A(Vl)Q_() ™ Z 20 {(Vj-i—l a Vj—l) + VJ( Vi1 Vj—l)
2
+V32 (VJZH y V?—l) + V? (Vj+1 - qu)} (5.79)

seklinde yazilabilir. Simdi N boyutlu bir satir vektorii

1

bl = §|:V2,(V3_V1)7(V4_V2)7 """"""" a(VN+1_VN—1):| (580)

tanimlanabilir. Bundan sonra Esitlik 5.76, Esitlik 5.59 seklinde yazilabilir. Benzer

sekilde bs, b ve by vektorleri, bilesenleri ile birlikte

Vo2 1
by, = = 6[(V32_V1 )+V2(V3—V1)},
1
6|: |20 —V2 —|—V3(4—V2)i| .......... 3
1
6[ vni1)? — (vv-1)?) + on (Vv — ’/Nfl)}a (5.81)
vy’ 1 3 3 2 2 2
bs = 12" E[(Vs —11°) (V3" —11%) + 1n (V3—V1)]7
1
12 [(V43 — V9 ) + V3(1/42 — V22) + 1/32<V4 — VQ)], .......... s
1
5 [((VN+1)3 — (wnv-1)?) +on ((vvin)® = (vn-1)?)

+un? (VN1 — VN—I)} (5.82)
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veE

— | (5* — ) F (1 — 1) + 12 (1% — 11?) 4+ P (1 — ul)} ,

- (V44 - V24) + V:J,(V43 — V23) + 1/32(1/42 - V22) + V33(V4 - Vz)} )

20 :((VN+1)4 - (VN—1)4) + I/N((VN+1)3 - (VN—l)g)

+un’ (vn41)? = (vv—1)?) + o’ (Vv — VN_l)} (5.83)

seklinde tanimlanabilir ve bes katsay1 ag., By, By, B3 ve By icin bes lineer denklem,
Esitlik 5.60-5.64 ile verilir ancak bu bes denklemdeki B, Bs, B3 ve B, katsayilari ile
b1, ba, bs ve by vektorleri, sirasiyla Esitlik 5.76-5.79 ve Esitlik 5.80-5.83 ile verilir.
Bu bes denklem coziilerek, Esitlik 5.52’den x ¢6ziim vektorii elde edilebilir. Albedo
icin sonuclar1 veren ifade Esitlik 5.65 ile verilir. Ancak Esitlik 5.65’teki B,, Esitlik
5.77 ile verilir. (Bozkir et. al. 2022b)

Sacilma fonksiyonunun Legendre aciliminin (Mika 1961) saf triplet sacilmasi (Kesim
3.2., Kesim 4.2. ve Kesim 5.2.) i¢in elde edilen sayisal sonuglar asagidaki gibidir.
Bu tez calismasinda yapilan tiim hesaplamalarda Mathematica yazilimi 12.2 (Wolfram
Mathematica 2020) kullanildi. Saf triplet sacilmada degisen ikincil ndtron sayisi ve
sacilma katsayilari icin kesikli 6zdegerler Cizelge E6.1.’de (Bkz. EK—6) verildi. Bu
ozdegerler, Esitlik 2.43 ile verilen normalizasyon integral sonucunun sayisal olarak
cOziimiidiir. Bu amacla Newton-Raphson yontemiyle ¢calisan Mathematica yazilimin-
daki FindRoot komutu kullanild1 (Burden, Faires and Burden 2016). Cizelge 5.1. ve
Cizelge E6.2.-E6.4., degisen c ve f3 degerleri i¢in Fy, Hxy ve SVD yontemleriyle
hesaplanan albedo degerlerini gosterir. Sekil 5.2. ve Sekil E6.1.a.—E6.1.c.’de albedo /3,
sacilma katsayis1 f3’e karsi cizilirken, Sekil E6.1.d.’de (Bkz. EK-6) albedo £, ikincil
notron sayisi c’ye karsi ¢izildi. Burada Hy, Fx ve SVD yontemi ile cizilen grafikler
benzer oldugundan sadece bir yontemin (Hy yontemi) sonuglar ile ¢izilen grafikler
verildi. Hy ve Fy yOntemi sonuglari, sirasiyla yalnizca N = 10 ve N = 11 i¢in
verilirken, SVD yo6ntemi sonuclari, N = 500 ve N = 1000 i¢in verildi. Mathematica
yazilimindaki SingularValueDecomposition komutu, SVD yontemini uygulamak i¢in

kullanilda.
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Cizelge 5.1. ¢ = 0,8 ve degisen f3 icin albedo degerleri (Bozkir et. al. 2022b)

0.15

f3  Hx(N=10) Fx(N=11) SVD (N =500) SVD (N = 1000)
—0,14 0,3424167180 0,3424152523 0,3423175314 0,3423708617
—0,10 0,3422636171 0,3422621553 0,3421559010 0,3422138123
—0,05 0,3420678131 0,3420663569  0,3419470338 0,3420119623
0,05 0,3416604436 0,3416590022  0,3415005523 0,3415864763
0,10 0,3414482963 0,3414468651 0,3412573202 0,3413598880
0,14 0,3412742227 0,3412728015 0,3410480829 0,3411694055
[ I I I I I ]
0.3424 - s
0.3422 L —o— c=0.8 ]
0.3420 ]
“ [ ]
0.3418 |- s
0.3416 ]
0.3414 |- -
03412 L | | | | | | | | | | | | | | | | ]
-0.15 -0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10
f3

Sekil 5.2. ¢ = 0,8 ve N = 10 i¢in Hy yontemiyle 3 ile f5 karsilagtirmasi (Bozkir et. al. 2022b)

Sabit c icin sacilma katsayilar1 artarken albedo degerlerinin azaldig: goriildii. Fakat

sabit sacilma katsayis1 i¢in ¢ artarken albedo degerlerinin beklendigi gibi arttig1 goriildii.

Sayisal sonuglara gore negatif tanimli sacilma katsayis1 f3 < 0 i¢in geriye dogru, pozi-

tif tanimli sagilma katsayist f3 > 0 icin ileriye dogru sacilmanin gerceklestigi goriildii.

Sayisal sonuglara gore ii¢c yontem i¢in de genellikle ilk {ic basamak aynidir (Bozkir et.

al. 2022b).
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5.3. Lineer-Triplet Sacilma icin SVD Yontemi

Bu kesimde sac¢ilma fonksiyonunun Legendre agiliminin (Mika 1961) lineer-triplet
sacilmali durumu i¢in yar1 uzay albedo problemi SVD yonteminin Lineer yaklagimi
ile ¢oziildii. Buradaki islemler, Kesim 5.1., 5.2. ve 5.4.’e benzer sekilde yapildi.
o (1o, 1) ve ¢(v, u) seklinde gosterilen Case 6zfonksiyonlarinin agik formlarmin Esitlik
5.1’de kullanilmasiyla; v — v/, u — v, A(vy) — aoy seklinde notasyon degisikligi
yapilmasiyla ve bir miktar ara islemden sonra (Tiireci et. al. 2023) Esitlik 5.40 ile ve-

rilen singiiler integral denklem elde edilir. Ancak Egitlik 5.40’ta verilen u(v), g:(v),

92(v), g3(v), g4(v), g5(v) ve g¢(v) fonksiyonlart

u(v) =1+ 3f101(v)Pr(v) + Tf33(v) P3(v), g1(v) =1, (5.84)

1 3
i) = 2 oy o L =S 89)

C 7f3 2
av) = ~3 [Sfl(l —c)v+ ?15(1 —¢)(1 —cfr)v°P3(v)
—%(9 —4c)P3(v)|, (5.86)
7f3C
gs5(v) = —315(1 —c)(1 —cf)vPs(v) (5.87)
ve

() = =151 - )1 - e P 5:88)

seklinde verilir ve A(1/) ¢oziimii ile ilgili By, By, B3 ve By sabitleri Esitlik 5.45 ve
5.46 ile verilir. Ayrica bu sabitlerin acilimlar Esitlik 5.76-5.79 ile verilir (Tiireci et.
al. 2023).

5.3.1. Lineer Yaklasim

Bu kesim, saf triplet sagilma i¢in SVD Lineer yaklasgiminin (Kesim 5.2.2.) ¢oziimii
ile aynmidir. Ancak Esitlik 5.84-5.88 ile verilen fonksiyonlarin farkli olduklar1 dikkate

alinmalidir.
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Sacilma fonksiyonunun Legendre a¢ilimimin (Mika 1961) lineer-triplet sa¢ilmasi (Ke-
sim 4.3. ve Kesim 5.3.) icin elde edilen sayisal sonuclar asagidaki gibidir. Sagilma
cekirdeginin negatif olmadig1 durumda, lineer sacilma (3 f1) ve triplet sacilmanin (7 f3)

gii¢ aralif1 elde edildi ve Cizelge 5.2.’de verildi.

Cizelge 5.2. Farkli 7f5 degerleri i¢in 3 f1 aralig1 (Tiireci et. al. 2023)

ol

(7f3) 7f3 3f1
10 —10 0<3f < 1,065
09  —0729  —0271<3f, <1215
08  —0512  —0488<3f, < 1,284
07  —0343  —0,657<3f, <1281
06 —0216  —0,784<3f, <1215
-0,5 —0,125 —0,875 < 3f; < 1,125
05 0,125  —1,125< 3f, < 0,875
0,6 0,216 —1,215 < 3f; <0,784
0,7 0,343 —1,281 < 3f; <0,657
0,8 0,512 —1,284 < 3f; <0,488
0,9 0,729 —1,215 < 3f; <£0,271
1,0 1,0 ~1,065 < 3f, <0

Sonraki tiim hesaplamalarda Cizelge 5.2.’ye uyan f; ve f3 degerleri secildi. Daha
sonra, cesitli f; ve f3 degerleri kullanilarak Cizelge E7.1.de 0,7 < ¢ < 0,9999 icin
listelenen v, kesikli 6zdegerleri (difiizyon uzunlugu) elde edildi. Bu kesikli 6zdegerleri
hesaplamak i¢cin Mathematica yaziliminda “FindRoot” komutu kullanildi. Cizelge
E7.1.’den difiizyon uzunlugunun yalnizca ikincil notron sayisi ¢ ve lineer sag¢ilmanin

PR

giicli f7 ile onemli Ol¢iide degistigi goriildii.

SVD yonteminde kullanilan ag noktalari arasindaki mesafe kisaltilabilir, yani ag nokta-
larinin sayisi artirilabilir. Bu durumda kotii kosullandirmanin arttig1 ve yapilan bilgisa-
yar programlarinin onceki siiriimiinde N = 150 icin makine tagsmas1 goriildii. Ancak
tasmadan Once, programin, cok biiyiik olmayan bir ag i¢in makul sonuclar (yaklasik
tic ila dort rakamli dogruluk) verdigi kaydedildi. EK-5’te, bu zorlugun kaynaginin izi
stiriildii ve caresi de bulundu. Sonraki ¢izelgelerde, N = 500, N = 1000 ve N = 5000
ile hesaplamalarin sonuglar1 kaydedildi. Ancak ag aralig1 daha da kiiciiltiilebilir. Esit

olmayan alt araliklara sahip farkli bir ag yapisi secilerek sayisal hesaplamanin biiyiik
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Olcilide azalmasinin miimkiin oldugu da kontrol edildi. Aslinda, noktalar1

1 0; A —2
N+1 ) 1 ) N(N + 1)7
UN—i+1 = UN—i+2 — ZA, 1= 17 2, ceey N (589)

ile verilen bir agin alt araliklar1 farkli uzunluktadir. Boyle bir ag araligi secilerek N =
400 i¢in elde edilen sonucun, esit uzunluklu ag aralig: secilerek N = 5000 i¢in elde

edilen sonug ile ayni oldugu goriildii.

0,7 < ¢ < 0,9999 i¢in albedo g degerlerinin Hy ve SVD sonuglar Cizelge E7.2.—
E7.7.de (Bkz. EK-7) verildi. N = 6 i¢cin Hy ve N = 5000 i¢in SVD sonuglari
arasinda iyi bir uyum oldugu gozlemlendi. Farklar, ondalik basamaktan sonra ¢ = 0,7
ve ¢ = 0,8 i¢in besinci, ¢ = 0,9 icin altinci, ¢ = 0,99 icin yedinci ve ¢ = 0,999 ve

¢ = 0,9999 i¢in sekizinci siradadir. Boylece bu sonuclara bu tutarlilikta glivenilebilir.

Albedo ’nin c ile arttigi, ancak lineer sac¢ilma f;’in giicii arttikga azaldig1 goriildii.
Artan fi, sag¢ilma fonksiyonunu ileriye dogru pik yaptirdigindan bu, anlagilabilir bir
durumdur. Ayrica, f’nin f3 ile keskin bir sekilde degismedigi, ancak belirli ¢ ve f;

icin artan f3 ile azaldig1 goriildii.

Son olarak Cizelge E7.8.’de bu iki yontem ile hesaplanan ¢ikis dagilimi ¢ = 0,8 ve
¢ = 0,999 olmak iizere iki farkli deger i¢in kargilastirildi. Biri pozitif, digeri negatif
olmak iizere iki farkli 3 f, degeri secildi. Benzer sekilde, yine olduk¢a 6nemli dlgiide
farklilik gosteren 7 f3; degerleri se¢ildi. Hyx ve SVD yontemleri ile hesaplanan ¢ikis
dagilimlarinin hemen hemen aym oldugu goriildii. © = 0 disinda farklar, ondalik
basamaktan sonra dordiincii veya besinci siradadir. 1 = 0’da bir dengesizlik vardir.
i = 0 icin Hy sonucu yalmzca Esitlik 3.4°teki a( katsayisi ile belirlenir. Diger tiim

katsayilar onemsizdir. Dolayistyla, Hy sonucu p = 0 icin ¢ok tutarli olmayabilir.

Cikis dagiliminin, p ile monoton bir sekilde azaldig: goriildii. Ayrica bu ¢ikis dagilimi
f3’teki degisimlere ¢ok duyarli degildir. Cizelge E7.8.’den, ¢ = 0,999 i¢in tiim f; ve
f3 degerlerinde c¢ikis dagilimi neredeyse diizdiir. Bu, su sekilde anlasilabilir: ¢ = 1
icin Esitlik 2.23’iin ¢6zlimii, Esitlik 3.1 ile verilen sinir kosuluna bagl bir bi¢cimde,
analitik olarak W (z, u) = 1, —1 < p < 1,0 < x < oo seklinde bulunur (Tiireci et. al.
2023).
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5.4. Anh-Giingor Sacilma Fonksiyonu icin SVD Yontemi

Bu kesimde Anli-Giingor sagilma fonksiyonunun ikinci mertebe sagilma durumu (L =
2) kullanilarak yar1 uzay albedo problemi SVD y6nteminin Lineer yaklagimui ile ¢oziil-
dii. Buradaki islemler, Kesim 5.1., 5.2. ve 5.3.”e benzer sekilde yapildi. Esitlik 2.65 ve

2.66 kullanilarak L = 2 alinirsa siirekli Case 6zfonksiyonu

wpl+tPip) () + 12 Po(p) ha(v)
2 vV —

(v, p) = +AW) oy — ) (5.90)

seklinde elde edilebilir. Esitlik 2.68 ve 5.90’1n, Esitlik 5.1°de kullanilmasiyla ve v —
V', — v, A(vy) — aps seklinde notasyon degisikligi yapilmasiyla

AW)AW) + 5 /0 ”V/j‘l_(”;) (14 ¢ Pi(v) n (V) + 2 Po(v) ha(V) ] d/

vy [1 — b(vy) + a(vy) v + 3b(vy) v ]
2 Vg — VUV

—1— a2 (5.91)

elde edilir. Burada Egsitlik 5.35, Esitlik 5.91°de kullanilarak

AW + & /0 AV 1 4 P ) () + £ Po(w) b)) a0/

2 vV —v

cvp [1 —b(vo) + a(vy) v+ 3b(vy) v } c /01 AW dv

-1 _Z
a0+2 Vg —V 2

1 1
—%tPl(y) / A(u’)hl(u’)dy’—thPg(u) / AW) b)Y (5.92)
0 0

elde edilir. Daha sonra v/ —v terimini sadelestirmek i¢in ¢t P;(v) hy(v) ve t2 Py(v) ho(v)

terimleri eklenir ve ¢ikarilirsa

AWVAW) + S [1+ ¢ PL0) b (0) + £ P0) by (y)] /1 f(fl)yd /
_1_a0+c;0 [1_b(V0)+iiVi)Z+3b ) / Al
—gtPl(y)/olA(y’) ()i — S8 Py )/0 AW ho()d/
~ SR )/01 :1(_”)V (1) = b (v) | o
~SHPw) 01 :“_)V (o) = ()] v/ (5.93)
elde edilir. Burada
/0 AW () = (1— 0 /0 AW v, (5.94)
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/0 AW hy (V)Y = %(1—0)(3—@) /O AWV dv'

1
L / AW, (5.95)
2 0
1 / 1
/A(y’)hl(yy)/:ﬁl(y)du’:(1—c)/ AW dv (5.96)
0 0

veE

/o A(V’)hQ(V/) = (V) dv' = %(1 —0o)(3— ct)/o AWV dV

1
+%( —)(3— ct)y/ AW Ydv  (5.97)
0

ile verilir. Esitlik 5.94-5.97, Esitlik 5.93’te kullanilarak
1 A /
AW)AW) + 5 u(v) /0 %du

= 1(v) — ao492(v) + B1g3(v) + By ga(v) + Bs g5(v) (5.98)

elde edilir. Burada u(v), g1(v), g2(v), g3(v), ga(v) ve g5(v) fonksiyonlar

u(v) =1+t P (v) hi(v) +t* Py(v) ho(v), a(v) =1, (5.99)
go0) = C_;O [1—b(ro) + clzjiui)ly/ + 3b(vy) V2] | 0o = —gu(u), (5.100)
9i(v) = — (1 o)1 + %t(S — ) Po(w) (5.101)

gs(v) = —§t2(1 — ¢)(3— ct) Py (v) (5.102)

ile verilir. Ayrica By, By ve Bj sabitleri, Esitlik 5.45 ve 5.46 ile verilir.
5.4.1. Lineer Yaklasim

Izotropik ve saf triplet sagilmalar icin SVD Lineer yaklasgiminda (Kesim 5.1.2. ve
Kesim 5.2.2.) ifade edilenlerden farkli olanlar asagida yazildi. Buna gore x; = A(v;),

1t =1,2,..., N 4+ 1 tammlamas1 yapilarak Esitlik 5.98,

N+1
> Hijzp = 01(vi) — aosg2(vi) + Bigs(vi) + Baga(vi) + Bsgs(vi),
j=1

i=1,2,..,N+1 (5.103)
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veya
HX = 81 — a0, 82 + Bi8s + B84 + Bsgs (5.104)

seklinde (N + 1) x (N + 1) matris denklemine indirgenir. Burada N + 1 boyutlu
gk, k =1, 2, 3, 4 ve 5 vektorii, g8x; = gx(1;) bilesenleri ile tamimlanir ve H; ; matris

elemanlari, Esitlik 5.69-5.75 ile verilir. x;, ¢ = 1,2, ..., N ¢6ziim vektort,
Hx = g1 — ap4 82 + Bigs + Bagy + Bsgs (5.105)

ile verilen N x N matris denklemi ¢oziilerek elde edilebilir. Burada H, H matrisinin
N x N mertebesinde ana alt matrisidir. x ve gy, sirasiyla X ve gy vektorlerinin ilk N

bilesenine sahip /N boyutlu vektorlerdir. Esitlik 5.105 lineer oldugundan x ¢oziimii
X =y1 — ao4y2 + Biys + Boya + Bsys;  yx = H 'gy (5.106)

seklinde yazilabilir. Burada SVD Lineer yaklasimiyla x ¢coziim vektorii elde edilebilir.

Bu nedenle Esitlik 5.12, Esitlik 5.106’da kullanilarak
WVTx =U" g1 — ao+82 + Bigs + Boga + Bsgs] (5.107)

elde edilir. Boylece Esitlik 5.106 ile verilen ¢6ziim, sadece Esitlik 5.107 ile verilen

vektoriin NV-inci bileseninin sifir olmasiyla elde edilebilir ve bu ifade

{U[g1 — aosg2 + Bigs + Boga + Bogs) }N =0 (5.108)

seklinde gosterilebilir. Esitlik 5.108; agy, By, Bs ve Bs sabitlerini belirleyen dort
denklemden biridir. Ayrica By, By ve B3 sabitleri, Esitlik 5.76-5.78 ile verilir. Bundan
sonra By, By ve Bj sabitleriyle ilgili N boyutlu ii¢ satir vektorii yazildi. Bu satir
vektorleri Esitlik 5.80-5.82 ile verilir. Bu satir vektorleri kullanilarak, Esitlik 5.59°da

gosterilene benzer sekilde lic denklem elde edilir.

Boylece ag, By, By ve Bs katsayilarini belirlemek i¢in

{U" (g1 — a0, + Bigs + Buga + Bugs] | =0, (5.109)
by - y1 —ap+b1 - y2 + Bilb1 - ys — 1]+ Bsby - ya + Bsby - y5 =0, (5.110)

by - y1 — agiba - y2 + Biba - y3 + Ba[ba - y4 — 1] + Bsba - y5s =0 (5.111)
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ve
bs - y1 — apybs - y2 + Bibs - y3 + Babs - y4 + Bslbs - ys — 1] =0 (5.112)

seklinde dort lineer denklem elde edilir. Bu dort denklemin ¢oziilmesiyle x ¢oziim
vektorii, Esitlik 5.106’dan elde edilir. Albedo i¢in sonuclar1 veren ifade Esitlik 5.65 ile
verilir. Ancak Egsitlik 5.65’teki B,, Esitlik 5.77 ile verilir. (Bozkir vd. 2022a)

Anli-Giing6r sacilma fonksiyonunun ikinci mertebe sagilmasi (Kesim 3.3. ve Kesim
5.4.) i¢in Fy ve SVD yontemleriyle elde edilen sayisal sonuglar asagidaki gibidir.
Degisen ¢ parametresi i¢in kesikli 6zdegerler Cizelge 5.3.’te verildi. Bu kesikli 6zde-
gerler Esitlik 2.77 nin sayisal ¢oziimleridir. Burada Fy ve SVD yontemleri ile yari
uzay albedo [ degerleri hesaplandi. SVD sonuclar1 (Bkz. EK-8) Cizelge ES8.1. ve
E8.2.°de verildi. SVD yontemi i¢in ag araligt N = 100, 500, 1000, 5000 ve 10.000’dir.
F'x sonuglar1 (Bkz. EK-8) Cizelge E8.3. ve E8.4.’te verildi. Fy yontemi i¢in ag araligi
en fazla N = 11 olarak alindi. Genel olarak, her iki yontemin de hesaplama siiresi ¢cok
kisadir, ancak SVD yonteminde, N = 5000 i¢in yaklasik 10 dakika ve N = 10.000
icin yaklasik 45 dakika olarak ol¢iildii.

Fx ve SVD yontemleri i¢in albedo /3 degerlerinde, genellikle dort anlamli rakam tu-
tarlidir. 0,7 < ¢ < 0,9 i¢in hesaplamalar, albedo degerlerinin ¢ (—1’den +1’¢e) sacilma
parametresi boyunca azaldigim1 gosterdi. Bu azalma, Cizelge 5.4. ve Sekil 5.3.te
goriilebilir.  Fy ve SVD sonuglart benzer oldugundan sadece Fy sonuglari, grafik

seklinde verildi (Bozkir et. al. 2022a).

F'x sonuglarinin, SVD sonuglarindan daha yakinsak oldugu goriildii. Fy sonuglarinin
11-inci yaklagimda bes basamak i¢in yakinsama yaptig1 goriiliirken, SVD sonuglarinin

10.000-inci yaklagimda dort basamak icin yakinsama yaptig1 goriildii.

Anli-Giingor sacilma fonksiyonunun ikinci mertebe sac¢ilmasi i¢in elde edilen albedo

B sonuglari, Tiireci (2020)’nin ¢alismasindaki beklentiyi dogrulamaktadir.

Tiireci (2020)’nin ¢alismasindaki Cizelge 2—4, Inonii sacilma fonksiyonu kullanilarak
hesaplanan yar1 uzay albedo [ degerlerini gostermektedir. Sekil 5.4., Tiireci (2020) nin

calismasinda verilen degerlere gore cizildi.

Anli-Gling6r sagilma fonksiyonu kullanilarak elde edilen Sekil 5.3.’teki albedo /3 de-

gerlerinin davramis1, In6nii sacilma fonksiyonu kullanilarak elde edilen Sekil 5.4.’teki
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Cizelge 5.3. 0,7 < ¢ < 0,9 ve —1 < t < 1 i¢in kesikli 6zdegerler (Bozkir et. al. 2022a)

c

0,7

0,8

0,9

~1,0
—08
—0,6
—04
—02
0.2
04
0.6
0.8
1,0

1,1281202763656255
1,1352575286406636
1,1471370799873635
1,1631779933627155
1,1830900316098414
1,2344433773351842
1,2663202941523783
1,3029635119625347
1,3451766908300933
1,3941511845928345

1,2812068038254400
1,2973427983813660
1,3184238239058215
1,3439038962492240
1,3736093694404903
1,4463011714460656
1,4901649040975790
1,5400566168080096
1,5971775275610394
1,6632743761297488

1,6879172361052548
1,7206926348943397
1,7586011759913212
1,8014882227356215
1,8495391152644920
1,9631923317398303
2,0304999542114492
2,1065003462048364
2,1930897877270120
2,2929529626182936

Cizelge 5.4. F'y N = 11 ve SVD N = 10.000 i¢in albedo 3 degerleri (Bozkir et. al. 2022a)

-1,0
-0,8
—0,6
—0,4
—0,2
0,2
0,4
0,6
0,8
1,0

0,7 0,8 0.9
Fx SVD Fx SVD Fn SVD
0,30536020 0,30534688 0,39334645 0,39333843 0,52715416  0,52715048
0,29600853  0,29599559 0,38372819  0,38372069 0,51827993  0,51827661
0,28651366  0,28650128 0,37384734  0,37384027 0,50901375  0,50901065
0,27680929  0,27679752 0,36362371  0,36361698 0,49927128  0,49926831
0,26684023  0,26682905 0,35298636  0,35297987 0,48897038  0,48896747
0,24592051  0,24591021 0,33020253  0,33019622 0,46634194  0,46633895
0,23488735  0,23487731 0,31792159 0,31791522 0,45381489 0,45381177
0,22342421  0,22341428 0,30495556  0,30494902 0,44032314 0,44031980
0,21150321 0,21149324 0,29123385  0,29122699 0,42572729  0,42572361
0,19910838  0,19909822 0,27668936  0,27668201 0,40986761  0,40986340

albedo [ degerlerinin davranigina benzerdir. Negatif ¢ parametresi icin albedo, —d igin

Inonii sagilma fonksiyonu sonuclarina benzerdir. Ayni sekilde pozitif ¢ i¢in albedo, +b

icin Inonii sacilma fonksiyonu sonuglaria benzerdir. ¢, pozitif yonde arttikca albedo

degerlerinin azaldig1 goriildii. Bu, gelen notronlarin ileri sa¢ilma yaptigini gosterir.

Benzer sekilde ¢, negatif yonde arttik¢a albedo degerlerinin arttig1 goriildii. Bu, gelen

notronlarin geri sacilma yaptigini gosterir. Bu nedenle anizotropik sag¢ilma hesapla-

malarinda Anli-Giingor sagilma fonksiyonu kullanilabilir (Bozkir et. al. 2022a).
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Sekil 5.3. Degisen c ve N = 11 i¢in Fy yontemiyle albedo £ ile ¢ karsilastirmas1 (Bozkir et. al. 2022a)

d (ileri kacakli sacilma katsayisi)

b (geri kacakli sacilma katsayisi)

0.45

0.40

0.35

0.30

0.25

0.20

0.15

B
L B e e e e By e B B I B

0.10

drt ot

¢=08, f;=0.1, f,=-0.14
=08, f,=0.1, f,=0.06
c=0.8, f;=0.2, f,=—0.08
=08, f,=02, f,=0.12
=038, £,=0.3, f,=—0.02
¢=08, f,=03, f,=0.18

-05
d (negatif degerler icin)

0.0
|

b (pozitif degerler icin)

0.5

Sekil 5.4. Inonii sagilma fonksiyonu icin albedo 3 ile d (geri kacaklr) ve b (ileri kacaklr) karsilastirmasi

(Bozkir et. al. 2022a)
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6. SVD YONTEMIYLE IZOTROPIK SACILMA ve
YANSITICI SINIR SARTLARI icin KRITIK
SLAB KALINLIGI

Bu béliimde izotropik sagilma icin 2b kalinliginda kritik bir slab incelendi. Bu kri-
tik salbin her iki yiizeyi icin de yansima katsayis1 /2 ayni verildi. Bdoyle bir slabin
yiizeylerine yansitici sinir kosullart uygulandi. Burada transport denklemi, Case 6z-
fonksiyonlar1 (Case and Zweifel 1967) kullanilarak SVD yontemi (Sahni et. al. 2019,
2020) ile ¢oziildii. Case 6zfonksiyonlari kullanilarak bir singtiler integral denklem elde
edildi. Daha sonra bu denklem, SVD yontemiyle bir matris denklemine doniistiiriilerek
¢oziildii. Izotropik sacilma icin herhangi bir kaynak olmadan —b < z < b bolgesi
boyunca uzanan, homojen bir slabda duragan tek hizli transport denklemi Esitlik 2.1

ile verilir. Yansitici sinir kogullari, slab yiizeyleri iizerinde uygulanirsa,

elde edilir. Izotropik sacilma igin kritiklik problemi, verilen ¢ > 1 parametresi icin 2b
slab kalinliginin belirlenmesini igerir, boylece Esitlik 2.1’in kayda deger bir ¢6ziimii
olan ¥(x, 1) bulundu. Case yontemi kullanilarak Esitlik 2.1’in genel ¢oziimii, Esitlik
2.16 ile verilir. Esitlik 2.16,

U(z, ) = A)d(vo, pe " + A(—vo) (=1, p)e’™

1 1
+/ A(v)o(v, ,u)e‘””du%—/ A(=v)p(—v, p)e™"dv  (6.2)
0 0

seklinde de yazilabilir. Burada kesikli ve siirekli 6zfonksiyonlar sirastyla Esitlik 2.11
ve 2.12 ile verilir. vy ¢ [—1,1], Esitlik 2.10’un kokleridir. Esitlik 2.10’un sadece
bir ¢ift kokii vardir. Bu kokler ¢ > 1 i¢in kompleks sayilardir. A(+vy) ve A(£v),
v € [0,1] agihm katsayilari, Esitlik 6.1 ile verilen sinir kosullari tarafindan belir-
lendi. Verilen sinir kosullari ile W (x, p1) akisi, ¥(x, ) = W(—z, —pu) simetri kogulunu

saglar. ¢(Fvy, ) ve ¢(v, 1) 6zfonksiyonlarinin simetri 6zelliklerine dikkat edilerek,

yani (p € [—1,1])

P(vo, 1) = ¢(—vo, —p);  o(v, 1) = ¢(—v, —p) (6.3)
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esitlikleri dikkate alinarak, acilim katsayilarinin
An) = A(=n) = aoy;  A(v) = A(=v), ve[0,1] (6.4)

iligkilerini sagladig1 goriildii. Ayrica ag;. ve A(r), 0 < v < 1 katsayilarini belir-
lemek i¢in ylizeylerden sadece birine, 6rnegin x = —b, sinir kosullar1 uygulanmalidir.
Bu sinir kogulunu ve Esitlik 6.2, 2.11 ve 2.12°den ¢(—b, ), ¢(Lvo, p), o(v, 1) ve
¢(—v, p) icin agik ifadeleri kullanarak, ag. ve A(v) a¢ilim katsayilar igin agagidaki

singiiler integral denklem
A(V) [eb/“ - Re’b/”} A(v)

1 b/v' R b/ b/ _ R b/v'
+§/ VAV lPe ¢ 46 ‘ }du'
0

vV —v vV +v
b/Vo il R —b/Vo —b/VO 4 R b/l/o
= D, [6 © 4 ‘ } (6.5)
2 Vg —V v+ v
elde edildi. Esitlik 6.5
¢ [ 1 g0
ANv)B — 'B(v') | P dv'
2 <V)+2/0 Y (V){ V/—V+V/—|—V:| Y
1 9(o)
=) 6.6
(VO)|:V0—V+V0+V Qo+ (6.6)
seklinde daha kapali formda yazilabilir. Burada B(1), g(v') ve h(v) fonksiyonlari
B(/) = [eb/”’ - Re—b/y’}A(u’), 6.7)
6—21)/1/ - R
A
g(]j) - 1 — Re,Qb/y/ (68)
ve
hve) = == (/" — Re™"/*0) 6.9)

ile verilir. Burada g(v') fonksiyonu, g(0) = —R ve g(1) = [e™* — R|/[1 — Re™?]
ile v/ € [0, 1]’niin yavag degisen, monoton olarak artan bir fonksiyonudur. Esitlik 5.35

veE

v v

=1— (6.10)

vV +v v+

ile verilen baginti, Esitlik 6.6’da kullanilarak

:h(z/g)[ ! +g(”°)}a0+ 6.11)



elde edildi. Esitlik 6.11,

)\(V)B(V)—i-%/olB(V/) [Pl/l _ 9w ]dy’ul —aos folv)  (6.12)

—v VvV +v

seklinde tekrar yazilabilir. Burada I; sabiti ve fy(v) fonksiyonu

1
L= g/o BW)[1+ g(v/)]dv' (6.13)
veE
fo(v) = h(1p) [Vo 1_ ~+ Vgo(ff” (6.14)

ile verilir.

6.1. Midpoint (Ortanokta) Yaklasim

Kesim 5.1.1.e benzer sekilde v/ € [0, 1] aralig, 26;, j = 1,2, ..., N uzunluklu NNV tane
(v; — d;,v; + §;) alt araliga bolindi. Burada vy — 6; = 0, v; + §; = Vi1 — 041,
vn +0x = 1 olacak sekilde ayarlandi. B(2') ve g(v') fonksiyonlarinin, her alt aralikta
yavagca degistigi ve v; noktalarindaki degerleriyle yaklagik olarak tahmin edilebildigi
kabul edildi. Diger bir ifade ile her bir alt aralifin orta noktasinda B(v') ve g(v/)

fonksiyonlar1
B(W) = B(vj) ve g(V)~g(vy); v € (v;—0djv;+0;) (6.15)

seklinde yaklastirilabilir. Dolayisiyla Esitlik 6.12’deki integral terimi ve /; sabiti

/OIB(V/) [PV, 1_ — - Vg,(i)y]du’

N
vi+0; —v vi+d0; +v
~ B(yv)|In|-X—2 " | — Nn |ZLZ—2 "~ ~ 1
; (VJ)|:an—5j—V g(yj>an—5j+V‘1 (6 6)
ve
c [* ¢
I, = 5/ B(V)[1+ g(W)]dV/ = 3 Z [1+ g(v;)] B(v;)26; (6.17)
0 j=1

seklinde yazilabilir. Esitlik 6.16 ve 6.17, Esitlik 6.12’de kullanildiktan sonra Esitlik

6.12, v1, 15, ..., vy ile verilen Orgii noktalarinda degerlendirilir. Daha sonra

N
Hx = aop+ fo veya ZHZ’] T = Qo4 fO(Vi) 1= 1, 2, ceey N (618)

J=1
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seklinde matris formunda ifade edilebilen N tane lineer denklem seti elde edilir. Bu-
rada x vektori, ; = B(v;), j = 1,2,..., N bilesenlerine sahip N boyutlu bir siitun

vektorudir. H ise matris elemanlari

cv; vi+9; — v vi+0; + v
H,: = Au)oi,+ 2| 2S 7Yy |G
J (V) ’J+2|:an—5j—Vi g(l/]) ]—(5j+VZ‘}
FE[Ugl0s)]25 619
seklinde olan bir N x N matrisidir. fo vektori
1 9(v0o) ,

i) =h , =12 ..,N 6.20
fO(V) (y0)|:V0—l/i + V0+Vi ! ( )

bilesenlerine sahip N boyutlu bir siitun vektoriidiir.

Esitlik 6.18, biitiin B(v;) katsayilarini ve ayrica sag tarafta olusan a4 katsayisini belir-
ler. Normalde, verilen sag taraf i¢in yani aq, katsayisi belirlendikten sonra, bir matris
denklemi ¢oziiliir. Ancak bu durumda H matrisi oldukca kotii kosullu durumdadir ve
Esitlik 6.18’in ¢oziimii, sadece ag katsayisinin belirli bir degeri icin mevcuttur. SVD

yontemi, bu tiir matris denklemlerini ¢6zmek i¢in idealdir.

ao+ nin sag tarafta carpma seklinde bir sabit oldugu goriiliir ve normalizasyon icin

kullanilabilir. Boylece herhangi bir genellik kayb1 olmaksizin ay = 1 alinabilir.

Duragan aki W(x, i1), belirlenecek olan slab kalinhig: (kritik kalinlik) 2b’nin sadece
belirli bir degeri i¢in mevcut oldugundan, Esitlik 6.18’in sag tarafi hafifce diizenlenir

ve fy vektori

fo = p1 + Bp2 (6.21)

seklinde yazilir. Burada (3, bir parametredir. Ayrica p; ve p2 vektorleri

h h
Pri = (v0) Ve pa;= (10)g(vo) (6.22)
VW — Vv v+ v

ile verilir. Esitlik 6.21, Esitlik 6.18’de kullanilarak x ¢6ziim vektorii,

Hx =fy =p1+0p2; x=y1+By2; Hyi=p1; Hy:=p2 (623)

seklinde yazilabilir. H matrisi kotii kosullu durumda oldugundan, bireysel vektorler y;
ve y2, yiiksek derecede salinimlidir. Bu durum, x vektoriiniin her bir (v; — §;, v; + 6;)

alt araligindaki degisimlerinin kiiciik oldugu varsayimin iptal eder. SVD yontemi, x
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vektorii diizgiin olacak sekilde, S parametresini belirlememize yardimci olur. Bagka bir
ifadeyle y; ve yo vektorlerinin lineer birlesimi, bu vektorlerdeki bireysel salinimlari
ortadan kaldirir (Sahni and Kumar 1987; Sahni et. al. 2019, 2020). [ paramet-
resi, tahmin edilen 2b kalinligina baghdir ve bu 2b kalinlig1, 5 = 1 oluncaya kadar

degistirilebilir, boylece kritik slab kalinlig1 elde edilir.

SVD yonteminde H reel matrisi, Esitlik 5.12 biciminde yazilir. Burada H reel mat-
risinin bilesenlerinin (U, W ve VT) de reel birer matris olduguna dikkat edilmelidir.

Esitlik 5.12, Esitlik 6.23’te kullanilarak,
WVTx =U" p; + p2] (6.24)

yazilabilir. Wy y denilen diyagonal elemanlardan birinin diger diyagonal elemanlara
kiyasla cok kiigiik oldugu bulundu. Bu durum, Esitlik 6.23’lin ¢oziimiinde sayisal
kararsizliklar ortaya c¢ikarir. Bununla birlikte, Esitlik 6.24 ile verilen vektoriin, N-inci

bileseni

{UT [p1 + pa] }N —0 (6.25)

olacak sekilde belirlenirse, buradan [ bulunabilir. Daha sonra x vektorii
x = VW 'U" [p; + 8p.] (6.26)

seklinde kolayca hesaplanabilir. Son olarak belirli bir dogruluk dahilinde, 5 = 1 elde
edene kadar, cesitli b degerlerini yineleyerek kritik slab kalinlig1 elde edilebilir.

6.2. Lineer Yaklasim

Kesim 5.1.2.ye benzer sekilde her alt aralikta SVD Lineer yaklasimi dikkate alindi.
B(v') ve g(v') fonksiyonlariin her bir alt aralikta yavasca degistigi kabul edildi.
Dolayisiyla B(v') ve g(v') fonksiyonlar1 v/ € (v;, v,41) alt aralifinda

B(v;)(Vjs1 — V') + B(vjp) (V' — vy)
Vi+1 = Vj

B(V') ~

ve g(V') =~ g(v;) (6.27)

seklinde yaklasik olarak yazilabilir. Daha sonra Esitlik 6.27, Esitlik 6.12°de kullanildi.
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Boylece Egsitlik 6.12°deki integral terimi ve /; sabiti

/OlB(u')[P L —QW)]CZV’

vV—v vV+v

N
=2 Vipr =V Ly —v L v = v e — v
J— . r - 1_
+B<0>{—1+”2 I |2 ”]]+B<1>1+” P | ”H
V2 v L 1—-vN VN — UV
N
g(vj)3 > B(v;) Vin TV (M V) Vi | VY ”
’ j=2 ! Viy1 — Vj Vj+V Vi —Vj1 yj_1—|—y
1
+B(O)|:—1+V2+V1 V2+V‘:|+B(1) 1_V+VN1 ’ +v 1}
V2 v l—vn VN +V
(6.28)
ve
¢ - 1—v
2 — Un
11~—{;[1+9(V])}B(%) (vi+1—vj_1)+B(0)5+B(1)( 5 )}
(6.29)

seklinde elde edildi. EK—4’¢e benzer sekilde B(1) = 0 oldugu, analitik olarak gosterile-
bilir. Burada z; = B(v;), 1 = 1,2, ..., N+1 tammlamas1 yapildiktan sonra Egitlik 6.12,

N+1
H§:a0+ f() veya ZHZ’J Tj = Qo4 fo(Uz‘>, 1= 1,2,,N+1 (630)
j=1

seklinde (N + 1) x (N + 1) matris denklemine indirgendi. Burada fo vektorii,

L, )
Vg — V; vy + U

fO(Vi> :h(V0)|: :|, 1= 1,2,,N+1 (631)

bilegenlerine sahip N + 1 boyutlu bir siitun vektoriidiir. H; ; ise matris elemanlari

H1,1:1+%(1—R); i=1 & j=1, (6.32)
Hy,;=06, i=1 & j=2,...N+1, (6.33)
ClV9y . .
Hyy = ——=(1+3R—4Rln2); i=2 & j=1, (6.34)
c Vo Vo — U Vg — U
H, = {(1-R=+y| -1 1‘
1 2{( R)2+1/{ + D }
+uiR[—1+V2+Viln V2+V’l};
Uy vy
i=3,.,N+1 & j=1, (6.35)
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c 1
Hi; = 5{ 1+ g(v))] §(Vj+1 —Vj1)

Vi — Vit

Vil V-1,

n

|

V1 [
Vi=Vi- Wi = Vi

2Vj 11

Vj + Vi1
Vi + Vit ] :

Vj —Vj-1 Vi1 + Vi 7

i—i+1 & j=2..N, (6.36)

2Vj+1 In

—vj1 9(v5) [V‘H .
j j

_Vimi Vi

In

c 1
Hi_; = 5{ [1 +9(Vj>]§(yj+l —Vj-1)

Vi1 {yjﬂ — Vi In ‘ il — Vil ”
Vit1 = Vj Vi—Vji
—vi_19(v5) [yjﬂ Rl i In | 21 T Vi1 ‘
Vi1 = Vj Vi + Vi1
Wi g |Vt iz ” :
Vi — Vi1 21/]‘_1 ]
1=7—1 & j=3,..,.N+1, (6.37)
c 1
H;; 5 [1+9(v;)] §(Vj+1 —Vj1)
—|—Ui |:Vj+1 — V; 1n l/j+1 — V; Vi — Vj—l ln Vj — V; :|
Vj+1 — I/j Vj —V; I/j — Vj,1 Vj,1 —V;
_y, g(Vj) [V]'Jrl e Z In V]'+1 e Z _ v; + ijl n I/j + v 1 :
Vj+1 — Vj Vj + v; I/j — ijl ijl + v;
1=2,3,...N+1;, j=23,..,.N; 1#£] (6.38)
ve
c 1 Vig1r — U
Hi; = M)+ 5{ [1 + Q(Vz‘)] §(Vi+1 — Vi) +viln v
Vie1 T Vi, |Vig1 T V| Vit Vi 2v;
—v; g(1;) In — In ;
Viy1 — Vi 2y, Vi — Vi1 Vi1tV
1=2,3,..N; 1= (6.39)

ile verilir. H matrisinin (N + 1)-inci siitunu

; i — I -y
Hinyg = 61{14-1/ VNln‘ Y

2 1—vy UN — U

1+VZ'
vy +;

V; +UN

ln’

_g(yj){l_ 1} i=1,2,..,N (6.40)

1—VN
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ile verilir. Son olarak H 1 n41 €lemani, sonsuza gider. Bu durum, Hyiq ny1 — 00
seklinde gosterilebilir. Fakat bunun bir 6nemi yoktur. Ciinkii EK—4’te anlatildig1 gibi
rn11 = B(vny1) = B(1) = 0 oldugu gosterilebilir. z;, i = 1,2, ..., N + 1 ¢6ziim
vektoriiniin (N + 1)-inci terimi sifira esit oldugundan, Esitlik 6.30’un (N + 1)-inci
denklemi, ilk N denklemden ayrilir ve (/N + 1)-inci siitun, yani H; n, alakasizdir.
Dolayisiyla z;, ¢ = 1,2, ..., N ¢oziim vektori, Esitlik 6.18 ile verilen /N x N mertebeli
matris denklemi coziilerek elde edilebilir. Esitlik 6.18’de H, H matrisinin N x N
mertebesinde ana alt matrisidir; x, X vektoriiniin ilk /V bilegeninden olusan N boyutlu

vektordiir ve fy, /f\o vektoriiniin ilk NV bileseninden olugan N boyutlu vektordiir.

Esitlik 6.18, biitiin B(v;) katsayilarini ve ayrica sag tarafta olusan a katsayisini belir-
ler. Bundan sonraki islemler, Kesim 6.1°de verilen SVD Midpoint yaklagimina benzer

oldugundan burada yazilmadi.

6.3. Kritik Kalinlik Degerlerinin Ortalama Serbest Yol (mfp) Biri-

minden cm’ye Doniistiiriilmesi

Fisyon reaktorlerinde Uranyum ve Plutonyum gibi radyoaktif elementler, bir nétron
ile daha kiiciik iki ¢ekirdege boliiniir. Bu esnada 2 veya 3 nétron ile birlikte biiyiik
bir enerji aciga cikar. Dolayisiyla bu enerjiyi kontrol altinda tutabilmek i¢in reaktor
icerisindeki notronlarin dagilimini bilmek gerekir. Bu notronlarin dagilimi, notron
transport denklemi ¢oziilerek elde edilir. Kritiklik hesab1 yapilirken, fisyon ile ortaya
cikan ikincil nétron sayist ¢ ve kritik slab kalinlig1 2b arasinda bir baginti bulunur
(Tireci 2005). Burada nétron transport denklemi, diizlem geometriye sahip olan ho-
mojen bir uzayda tek hizli notronlar icin ¢oziildii. Dolayistyla bulunan kritik kalinlik
degerleri, diizlem geometride baz1 yaklagimlar sonucu elde edilen yaklagik degerlerdir.
Notron transport denkleminin ¢oziilmesiyle elde edilen kritik kalinlik degerleri, orta-
lama serbest yol (mfp) birimindedir. Ortalama serbest yolu, cm cinsinden yazmak icin

2

Ot

do, = 2b; d (6.41)

esitli§i kullanilabilir. Burada d, kritik kalinligin ¢m cinsinden uzunlugunu; o, or-
tamin makroskopik toplam tesir kesitini ve 2b, kritik kalinli§in ortalama serbest yol

(mfp) cinsinden uzunlugunu ifade eder. Ortamin makroskopik toplam tesir kesiti (o),
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makroskopik toplam yakalama tesir kesiti (o) ile makroskopik toplam sacilma tesir
kesitinin (o) toplamina (o, = 0, +0y) esittir. Ortamin makroskopik toplam yakalama
tesir kesiti (0,), makroskopik 1s1mali yakalama tesir kesiti (o,) ile makroskopik fisyon
tesir kesitinin (o¢) toplamina (o, = o, + oy) esittir. Ortamin makroskopik toplam
sacilma tesir kesiti (o), makroskopik elastik sacilma tesir kesiti (o) ile makroskopik
elastik olmayan sagilma tesir kesitinin (o3,) toplamina (o = o5 + oy,) esittir. Ikincil
notron sayisi c, tesir kesitleri cinsinden (Case and Zweifel 1967, s. 5)

c= Tst T VOt (6.42)

Ot
seklinde verilir. Burada v, fisyon bagsina iiretilen ndtron sayisim ifade eder. 23°U igin

v =~ 2,5 iken 2% Py igin v ~ 3,0°dur.

Makroskopik tesir kesiti, bazi kitaplarda o, baz1 kitaplarda ise X seklinde gosterilir.
Ormegin Case and Zweifel (1967), makroskopik tesir kesitini ¢ ile gosterir, ancak
Lamarsh and Baratta (2001), X ile gosterir. Bu tez ¢calismasinda notron transport teori
incelendigi i¢in makroskopik tesir kesiti, Case and Zweifel (1967)’in kitabinda kul-

lanilan o sembolii ile gosterildi.

Cizelge 6.1.’de verilen Uranyum, dogal Uranuymu ve Plutonyum ise yapay olarak
elde edilen Plutonyumu ifade eder. Cizelge 6.1.’de verilen degerlerin Esitlik 6.42°de

kullanilmasiyla, Uranyumun ve Plutonyumun ikincil nétron sayilari sirasiyla ¢y ve cp,,

owy + vyog 04301 42,5 x 0,2025
o N 0,7969

cy = = 1,1750 (6.43)

veE

Tapu -+ Vouipy  0,3902 + 3,0 X 36,66
- _ —2.1934 6.44
°r Oire 50,3202 (6.44)

seklinde elde edildi. Buna gore termal reaktorlerde, dogal Uranyum kullanabilmek i¢in

yavaslatici olarak yakalama tesir kesiti ¢cok kiiciik olan maddeler kullanmak gerekir.

Cizelge 6.1.’deki o, degerleri ile Cizelge E9.1.—E9.9.’daki (Bkz. EK-9) 20 degerlerinin
Esitlik 6.41°de kullanilmasiyla, Cizelge E9.1.-E9.9.’daki d degerleri cm cinsinden
bulundu. Burada SVD yonteminin Midpoint ve Lineer yaklasimlar1 ve Hy yontemi
ile sayisal degerler bulundu. Hy yOnteminin analitik hesaplamalar1 Tiireci (2005)’de
verilmigtir. Tiireci (2005)’de belirtilen birincil, ikincil ve ti¢iinciil kritik kalinlik deger-

leri icin sayisal degerler hesaplandi. Birincil kalinlik degerleri Cizelge E9.1.-E9.3.’te,
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Cizelge 6.1. U ve Pu icin makroskopik tesir kesiti degerleri (0,0253 eV) (Lamarsh and Baratta 2001,
p. 741-742; Edt. Zabunoglu 2015, s. 741-742)

Element o (em™1) ot (em™1) oy (em™1) oy (em™1)
Uranyum 0,3668 0,2025 0,4301 0,7969
Plutonyum 49,93 36,66 0,3902 50,3202

ikincil kalinlik degerleri Cizelge E9.4.—E9.6.’da ve liglinciil kalinlik degerleri Cizelge
E9.7.-E9.9.°da verildi. Cizelge E9.1.-E9.9.’da ikincil ndtron sayis1 ¢y = 1,1750 ve
cpy = 2,1934 i¢in yansima katsayis1t & = 0,00 ile R = 0,99 araliginda birincil,
ikincil ve tgiinciil kritik kalinlik degerleri, mfp (2b) ve ¢cm (d) cinsinden, izotropik
sacilma i¢in verildi. SVD yonteminin Midpoint ve Lineer yaklasimlar1 N = 1000
ile Hy yontemi N = 5, birbirleriyle sayisal degerler olarak karsilastirilmalar: sonu-
cunda, birincil, ikincil ve tigiinciil 20 kritik kalinlik degerleri, vigiilden sonra en az ii¢
basamak tutarhidir. Dolayisiyla farkli yontemlere gore cizilen grafikler benzerdir. Bu
yiizden bu grafiklerin hepsi, tek bir yontem i¢in ¢izildi. Bu yontem, SVD Midpoint
yaklagimi N = 1000 olarak secildi. Bu grafikler, Sekil E9.1. ve Sekil E9.2.’de (Bkz.
EK-9) verildi. Bu grafiklerde birincil, ikincil ve iicilinciil kalinliklarda ¢;; = 1,1750 ve
cpy = 2,1934 icin “2b ile R” ve “d ile R” karsilagtirmalar1 yapildi. Bu grafiklere gore

yansima katsayist R arttik¢a kritik kalinlik degerleri azalir.

Uygulamada reflektor kullanilan reaktorlerde daha az kritik kiitle kullanim1 gerektigi
bilinir. Dolayisiyla yansima katsayisinin yiiksek olmasi, kritik kalinlik degerlerinin
diisiik olmasina neden olur. Ayrica Cizelge E9.1.-E9.9.’da verildigi gibi ikincil notron
sayis1 (c) arttikca yine kritik kalinlik degerleri azalir. Uygulamada zenginlestirilmis
yakiat kullanilan reaktorlerde daha az kritik kiitle kullanim1 gerektigi bilinir. Bunun se-
bebi ikincil nétron sayisinin fazla olmasidir. Ciinkii bu reaktorlerde fisyon yapan izo-
toplar daha fazladir. Dolayisiyla ikincil ndtron sayisinin yiiksek olmasi, kritik kalinlik

degerlerinin diisiik olmasina neden olur.
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7. SONUCLAR ve TARTISMA

Bu tez caligmasinda Case 0zfonksiyonlar: ndtron transport denkleminde kullanilarak
Fn, Hx ve SVD yontemleriyle yar1 uzay albedo problemi ve SVD yontemiyle kritiklik
problemi ¢oziildii. Burada kullanilan yontemlerin avantaj ve dezavantajlar1 asagidaki

gibi yazilabilir.

1. Hy yOntemi, Case 6zfonksiyonlart ve bunlar arasindaki diklik bagintilarinin, ince-
lenen problemin sinir sartlarina gore kullanilmasina dayanan bir yontemdir. Sagilma-
nin tiiriine gore, bu 6zfonksiyonlarin ve diklik bagintilarinin giincellenmesi gerekir.
Her ne kadar analitik olarak hesap yapilmasi gerekli olsa da sayisal hesaplamalari
cabuk yakinsama yapar. Hy yoOntemi analitik hesaplamalarin azlig1 ve ¢abuk yakin-
sayan sonu¢ vermesiyle en pratik yari analitik yontemlerden biridir. Fy yontemi, Hy
yontemine benzer sekilde, Case 6zfonksiyonlar1 ve bunlar arasindaki diklik bagintilari-
na dayanir. Yine benzer sekilde sagilmanin tiirline gore, bu 6zfonksiyonlarin ve dik-
lik bagintilarinin giincellenmesi gerekir. Analitik olarak yapilmasi gereken hesapla-
malar, Hy yontemine gore biraz daha azdir. Sayisal hesaplamalari, Hy yontemine
gore daha gec yakinsar. SVD yontemi, Case 0zfonksiyonlarinin kullanimina dayanir
ancak bunlar arasindaki diklik bagintilar1 kullanilmaz. Sacilmanin tiirline gore, bu
ozfonksiyonlarin giincellenmesi gerekir. SVD yontemi, Midpoint (Ortanokta) yaklagi-
mi ve Lineer yaklasim olarak iki sekilde incelenir. SVD Midpoint (Ortanokta) yaklagi-
minin, SVD Lineer yaklasimina gore analitik hesaplamalar1 daha azdir. Ancak SVD
Lineer yaklagimi, SVD Midpoint yaklagimina gore ¢ok kiiciik bir derecede daha fazla
yakinsama yapar, ancak bu fark bir basamaktan bile daha azdir. SVD y6nteminde anal-
itik olarak yapilmasi gereken hesaplamalar, Fy yontemine gore daha fazladir ancak Hy
yontemine gore daha azdir. Sayisal hesaplamalari, Hy ve Fy yontemlerine gore daha
gec yakinsar, ornegin yar1 uzay albedo probleminde Hy yontemi 6-inc1 yaklasimda
yedi ila sekiz basamak, Fy yontemi 11-inci yaklasimda 5 basamak ve SVD yontemi

5000-inci yakla-simda (esit uzunluklu ag araligi) dort basamak yakinsama yapar.

2. Hy ve Fy yontemleri diisiik mertebeden (6rnegin 7x7) bir matris denkleminin
cOziimiinii gerektirir. SVD yonteminde iyi bir dogruluk elde etmek icin kotii kosullu

durumda olan yiiksek mertebeli (6rnegin 1000x 1000) bir matris denklemini ¢6zmek
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gerekir. Matris mertebesinin biiylimesi, genellikle makine tagsmasina yol acar, ancak
matris mertebesini istedigimiz kadar artirmamiza izin veren bir yontem degisikligi bu-
lundu. SVD yonteminde esit olmayan alt araliklara sahip farkli bir ag yapisi secilerek
sayisal hesaplama, biiyiik dlciide azaltildi. Boyle bir ag aralig: segilerek N = 400 icin
elde edilen sonug, esit uzunluklu ag aralig1 sec¢ilerek N = 5000 i¢in elde edilen sonug

ile aynidir.

3. Hy ve Fy yontemleri albedoyu ve ¢ikis dagilimini dogrudan verebilir. SVD yontemi

ise albedoyu ve cikis dagilimini vermek icin bir miktar analitik hesaplama gerektirir.

4. Mertebesi 7x7 olan bir matris denklemi i¢in Hy ve Fy yOntemlerinin hesaplama
siireleri saniye mertebesindedir (yaklasik bir saniyedir). Ancak SVD yonteminin Mid-
point yaklagimi ve Lineer yaklagiminin hesaplama siiresi, sirastyla 1000x 1000 merte-
beli bir matris i¢in yaklasik 10 ile 20 saniye, 50005000 icin yaklasik 5 ile 10 dakika
ve 10.000x10.000 i¢in yaklagik 25 ile 45 dakikadir.

Anli-Glingor sacilma fonksiyonunda ¢ sagilma parametresinin pozitif yonde artmasiyla
(t > 0) albedo degerlerinin azalmasi, gelen notronlarin ileri sacilma yaptigin1 gosterir.
Benzer sekilde ¢ sagilma parametresinin negatif yonde artmasiyla (f < 0) albedo
degerlerinin artmasi, gelen notronlarin geri sagilma yaptigini gosterir. Buna benzer bir
etki sacilma fonksiyonunun Legendre aciliminin (Mika 1961) saf triplet sacilmasinda
goriildii. f5 sacilma katsayisi pozitif yonde arttiginda (f3 > 0) albedo degerlerinin
azaldig1 goriildii. Bu durum, gelen nétronlarin ileri sagilma yaptigini gosterir. Ben-
zer sekilde f3 sacilma katsayisi negatif yonde arttiginda (f; < 0) albedo degerlerinin

artti§1 goriildii. Bu durum, gelen nétronlarin geri sagilma yaptigini gosterir.
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EKLER

EK-1. Kiiresel Harmoniklerin Toplama Kuralina Uygulanmasi

Toplama kurali

B 47
2w+ 1

o~ 47
Pl@-b) =5

¢ ¢
> V(@) Y () > Yem(@)Yg,(0)  (ELD
m=—/ m=—¢
ile verilir. Burada @ ve b herhangi iki birim vektdrdiir. i, (d) ve Yo (b) kiiresel
harmoniklerdir ve yildiz isareti, kompleks eslenigi anlamina gelir. Esitlik E1.1 kul-

lanilarak

l
P(Q - Q) = > Y0 () Y (Q) (E1.2)

m=—

~

yazilabilir. Burada kiiresel harmonikler, Y7,,(2) = Yz, (14, ¢) seklinde yazilabilir. Bu-
rada p = cosf ve ¢, ’mn birim kiire iizerindeki agisal koordinatlaridir. Kiiresel
harmonikler Y7,,(€2), agik formda

20+ 1 (€ — [m])!
4 (04 |m])!

1/2
Yo (Q) = ] (=)D HmD P, (cosB)e™?  (E1.3)

formiiliiyle verilir. Benzer sekilde kiiresel harmoniklerin kompleks eslenigi Y, ( KAZ)

1/2

20+ 1(0— ! !
0+ ( |m|) (_1)(1/2)(m+\m\)PZ|m|(COSO)G_Zmd) (E1.4)

4 (€ + |m])!

Vi (Q) =

ile verilir. Yine benzer sekilde Yy, (€) ve Yg;n(@’ )

1/2
~ 2€+1(€—|m|)! .y
Yo () = —1)@/2)(m+|m|) p 0 eme El.5
ve
1/2
~ 20+1 (¢ — |m|)! o,
Y () = —1)/2)(m+|m)) p . 0"\~ El1.6

seklinde verilir. Esitlik E1.3 ile E1.6, Esitlik E1.2°de kullanilarak ve 1 = cos# ile
(' = cos @ yerine yazilarak

PPN ¢ ¢ —|ml)!
PE-B)= 5 G

m=—/

(= 1) F D Pyt (1) Py (1) €™ €90 (E1.7)
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elde edilir. Esitlik E1.7°deki seride m = 0 yerine yazilirsa ve ayrica serinin geriye
kalan kismi m = —{’den m = —1’e ve m = 1’den m = (’ye seklinde iki ayr seri
olarak yazilirsa

o)

P - Py(p)

l— |m| ! m+|m N im(p—a¢’
W( 1) D Pyt (1) Papny (1) ™0~
¢

(é—m)!
(E—I—m)!

) = Pulp

~—

+

NﬁML

+ (=)™ Py (1) Pr (1) ™99 (E1.8)

m=1

elde edilir. Esitlik E1.8’de verilen m = —¢’den m = —1’e seklindeki seri, m = 1’den
m = £’ye seklinde tekrar yazilirsa ve mutlak deger icindeki m degerlerinin her zaman
pozitif olarak digartya ¢ikmasi ve burada mutlak deger icinde olmayan m degerlerinin
Oniine negatif isaret gelmesi dikkate alinirsa ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

)
i (£ m)!
¢
+ > %PM(M)PM(M')&WW—W> (E1.9)
elde edilir. Esitlik E1.9°da iistel ifadelerin
e~ = cos [m(¢ — ¢)] — isin [m(¢ — ¢')] (E1.10)
ve
) = cos [m(6 — )] + isin [m(6 — )] ELLD

seklindeki agilimlari dikkate alimirsa, Esitlik E1.9°daki i sin [m(¢ — ¢/)] terimlerinin
sadelestigi goriiliir. Esitlik E1.9 tekrar yazilirsa

P(Y-Q) = P(p)P()

g '
12y €+Z P (1) Pom (1) cos [m(¢ — ¢')]  (EL12)

m=1

elde edilir.
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EK-2. Siirekli Dagihm Fonksiyonunun Belirlenmesi

Stirekli dagilim fonksiyonu,

1
/ ¢(v, p)dp =1 (E2.1)
-1

ile verilen normalizasyon sartimin kullamlmasiyla elde edilir. izotropik sacilmada
stirekli 6zfonksiyon

1
Ov, 1) = 5 P— A p) (E2.2)
ile verilir. Esitlik E2.2’nin Egsitlik E2.1°de kullanilmasiyla

cv !

d
P A =1 (E2.3)
2 )], v—upu

elde edilir. Esitlik E2.3’ten Cauchy prensip deger taniminin kullanilmasiyla siirekli
dagilim fonksiyonu

d
Ay) = 1-Z [ p&H
2 ), v—p
v—e d 1 d
- 1—th/ o +/ “] (E2.4)
2 0 -1 v—u 1/+{-:I/_,u

seklinde elde edilir. Burada e, sifira yaklasan ¢ok kiiciik bir degerdir. Bu durum, Sekil
E2.1.’de gosterilmistir.

—1<pu<i e— 0
p=—1 — = T~ n=1
U=v—=c H=v—4+e

Sekil E2.1. ;1 = v durumunun bir dogru pargasi iizerinde gosterilmesi

Sekil E2.1.’deki ¢ = v noktas1 baz alindiginda, 1 = —1 ile 4 = v — ¢ arasindaki
bolgede 1+ < v oldugundan, Esitlik E2.4’{in sag tarafinda bulunan birinci integraldeki
v —  ifadesi her zaman pozitiftir. Bu yiizden degisken degistirme yaparken v = v —
alinir. Buna gore

du = —du

w=—licinu=v+1

p=v—cicinu=v— (v—e)=colur
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Benzer bicimde Sekil E2.1.’deki ;1 = v noktast baz alindiginda, p = v +eile p =1
arasindaki bolgede 1 > v oldugundan, Esitlik E2.4’{in sa§ tarafinda bulunan ikinci in-
tegraldeki v — p ifadesi her zaman negatiftir. Bu ylizden degisken degistirme yaparken
u = g — v almir. Buna gore

du = du

p=v+eicinu=(r+e)—v=c

@ = licin u = 1 — v olur. Buna gore Esitlik E2.4

€ —d 1—v d
ANv)=1- el T [/ — +/ _u] (E2.5)
20| )01 u . —U
seklinde elde edilir. Esitlik E2.5’ten siirekli dagilim fonksiyonu
cv 1+v
AMy)=1——1 E2.
m=1-Fn (i) (E26)

seklinde elde edilir. Esitlik E2.6’da verilen logaritmik ifadenin yarisi i¢in

1 /1
P = —1n< +”) (E2.7)
2 1—v

seklinde bir tanimlama yapilir. Esitlik E2.7 nin her iki tarafi 2 ile carpilir. Daha sonra
Esitlik E2.7°nin her iki tarafi iistel ifade ile yazilirsa
1+v
2z _
c 1—v
elde edilir. Esitlik E2.8’in her iki tarafindan 1 ¢ikarilir. Daha sonra Esitlik E2.8’in her
iki tarafina 1 eklenir. Elde edilen iki ifade birbirine boliinerek

(E2.8)

|
- E2.
=Y (E2.9)
elde edilir. Esitlik E2.9’un sol tarafi e=*/e~* ile ¢arpilarak
£ ¢ _, (E2.10)
elde edilir. Esitlik E2.10’un sol tarafi tanim geregi
e — e T
tanh(z) = — E2.11
anh(r) = S—— E2.11)
seklinde verilir. Esitlik E2.11, Esitlik E2.10°da kullanilirsa
tanh(z) = v (E2.12)

elde edilir. Esitlik E2.12°den
r = tanh™'(v) = Arctanh(v) (E2.13)
elde edilir. Esitlik E2.13, Esitlik E2.7°de kullanilarak

1 1
Arctanh(v) = ~In ( ——~ (E2.14)
2 1—-v
elde edilir. Esitlik E2.14, Esitlik E2.6’da kullanilarak stirekli dagilim fonksiyonu
A(v) =1 — cvArctanh(v) (E2.15)

seklinde elde edilir.
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EK-3. Akim ifadesi Kullamlarak Albedonun Belirlenmesi

Burada J akimi kullanilarak 3 albedo ifadesi belirlenecektir. .J akim ifadesi,

1
J=/ (0, p) du (E3.1)

1
ile verilir. Esitlik 3.3, = 0 i¢in

1
U(0, 1) = a0 v, 1) + / AWw) (v, ) dv, p € [~1,1] (E32)

seklinde tekrar yazilabilir. Esitlik E3.2’nin, E3.1°de kullanilmasiyla

1 1
/u‘lf(O,u)dﬂ = ao+/1u¢(Vo,u)du

1
1 1
+ / A(v) dV/ (v, ) dps (E3.3)
0 -1
elde edilir. Esitlik E3.31in sol tarafindaki integralin
1 0 1
/ (0, p) dp = / 10 (0, 1) du+/ (0, 1) dp
—-1 -1 0
seklinde ikiye boliinmesiyle ve sag tarafindaki integrallerin
1
/ pd(vo, 1) dp = (1= c)ug
-1
ve
1
/ po(v,p)dp = (1—cjv
-1
seklinde elde edilmesiyle Esitlik E3.3

1
Jairis — Jaks = o+ (1 — c)vo + (1 — c)/ vA(v)dv (E3.4)
0
seklinde bulunur. Burada
1
Joiris = / (0, @) du (E3.5)
0
ve
1
Jg1k1§ = / H \11(07 —,LL) dl’b (E3.6)
0
ile verilir. Sinir gart1,
U(0,p) =1, pelo1] (E3.7)

ile tanimlanmustir. Esitlik E3.7°nin E3.5’te kullanilmasiyla Jyiris = 1/2 oldugu goriiliir.
Esitlik E3.4’iin her iki tarafi Jy ile boliinerek ve 3 = J s / Jiris albedo tanimi kul-
lanilarak, albedo [ ifadesi

p=1-20-0war. + [ va0) 8] (B3
0

seklinde elde edilir.
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EK-4. Uc Noktalara Yakin Tekil Integral Denklemin Coziimii

Burada v = 0 ve v = 1 u¢ noktalarina yakin tekil integral denklemin ¢oziimii ince-
lenecektir. Esitlik 5.2 ile verilen tekil integral denklemi

1. /
Av) A(v) + f/ VAW 1y 21— g, 0L (E4.1)
0

2 vV —v 2 yg—v
seklinde yeniden yazilir. Esitlik E4.1°de
1 !
EA(V) / G
2 0 V'

v —-rv

ifadesi eklenip cikarilarak

c 1 I/, [A(U’) o A( )} 1 !

Av) A(v) 5/0 3 dv' + -A(v) /0 7 l/dy’
1
— 1 — ag, 2 (E4.2)
2 vg— Vv
elde edilir. Esitlik 2.15 ile verilen A(v)
cv 1+v
Myv)=1-— 1 E4.
) 5l (1 : V) (E4.3)

seklinde tekrar yazilabilir. Esitlik E4.3, Esitlik E4.2’de yerine konularak ve bazi diizen-
lemeler yapilarak

2 1—v 2 v 2 vV —v
1
— 1~ ag, 0 (E4.4)
2 vyg—v

elde edilir. Simdi v — 0 ele alinirsa, hesaplanan A(0) degerini ¢apraz kontrol etmek
icin kullanilabilecek

Cc

A(0) + 5/01 AW)dv =1 —

C Qo+
2

(E4.5)

ifadesi elde edilir. Ote yandan, Esitlik E4.4'te v — 1 ele alinirsa, koseli parantez
icindeki katsay1 |- - - | — oo iken diger tiim terimler sonlu kalir. Bu, bizi v — 1 iken
A(v) — 0 sonucuna gotiiriir.

Esitlik 5.22, Esitlik 5.2°de kullanilarak ayriklastirilirsa Esitlik 5.25 matrisi elde edilir.
vni1 = likenzyy1 = A(vny1) = 0 olur. Bu nedenle, Esitlik 5.25 ile verilen denklem
setinin ilk NV lineer denklemi,

N
Y Hyjzj=fi(vi) —aosfo(vi), i=1,2,..,N (E4.6)
j=1

seklinde acik formda yazilabilir ve (N + 1)-inci denkleme herhangi bir atifta bulunul-
madan c¢oziilebilir. (Sahni et. al. 2019, 2020)

84



EK-5. SVD Yonteminin Gelistirilmesi

Simdi, makine tasmasini Onleyen ve N’yi artirarak ¢ok kiigiik alt araliklar1 se¢cmeye
izin veren SVD prosediiriiniin gelistirilmesi tartigilacaktir. Bunun i¢in Esitlik 5.53’te

WVTx = U" (g1 — ao; 82 + Bigs + Baga + Bsgs + Bigs) (E5.1)
ile verilen esitlikten baglanabilir. x ¢6ziim vektorii
x = VW 'U"[g; — ag+82 + Bi183 + Baga + Bsgs + Bage] (E5.2)

seklinde yazilabilir. W kosegen bir matris oldugundan, (VW 1) ¢arpim matrisinin
elemanlar

1

VW = ——
( )z,] Wj,j

V.ii t,j=123,..,N (ES5.3)
ile verilir. Daha 6nce belirtildigi gibi, Wy y matris eleman, diger W ;, j = 1,2, ...,
N — 1 6gelerinden birka¢ mertebe daha kiiciiktiir. Ayrica, /N artirilirsa, bu son ele-
man keskin bir bicimde azalirken, diger tiim elemanlar kabaca aym biiyiikliikte kalir.
Bu durum, (VW 1), \, matrisinin son siitununun hesaplanmasinm engeller ve makine
tasmasina neden olur. Ancak

{UT (81 — a0+ 82 + Bi8s + Baga + Bigs + Bags) }N =0 (E5.4)

ile verilen Esitlik 5.54, bu son siitunun 6nemsiz oldugunu ima eder. Ciinkii bu son
siitun, her zaman bir sifir ile carpilir. Burada yalnizca

u” [gl — a0+ 82 + B183 + Baogs + Bags + 3436] (E5.5)

ile verilen siitun vektoriiniin /V-inci girdisinin sifir oldugu kaynak terimleri i¢in ¢6ziim
aranir. Boylece en son elde edilecek sonuglart etkilemeden W y x elemani, herhangi
bir say1 ile degistirilebilir. Kolaylik saglamak i¢in 1/W y y = 0 olacak sekilde ayarla-
narak, Wy x — oo segilir. Bu se¢cim, N’ nin istenildigi kadar artirilabilmesini saglar.
(Tiireci et. al. 2023)
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EK-6. Saf Triplet Anizotropik Sacilma icin Sayisal Sonuclar

Cizelge E6.1. Degisen c ve f3 icin kesikli 6zdegerler (Bozkir et. al. 2022b)

f3 ¢
0,5 0,7 0,8 0,9
—0,14 1,036524517532 1,202557851016 1,405395985659 1,902459206249
—0,10 1,038622044075 1,203658776953 1,405974205926 1,902652095096
—0,05 1,041404888717 1,205155364321 1,406762502028 1,902914754721
0,05 1,047571864143 1,208629020114 1,408603495460 1,903526931326
0,10 1,050994890805 1,210658154490 1,409687143164 1,903886567662
0,14 1,053916523287 1,212451675164 1,410650594659 1,904205945603

Cizelge E6.2. ¢ = 0,5 ve degisen f35 icin albedo degerleri (Bozkir et. al. 2022b)

f3

Hy (N = 10)

Fx (N = 11)

SVD (N = 500)

SVD (N = 1000)

-0,14
-0,10
—0,05
0,05
0,10
0,14

0,1471606618
0,1469869992
0,1467672271
0,1463183694
0,1460890976
0,1459032656

0,1471581477
0,1469844846
0,1467647120
0,1463158542
0,1460865828
0,1459007512

0,1464149742
0,1462633260
0,1460694640
0,1456676818
0,1454598528
0,1452902780

0,1468234125
0,1466593065
0,1464507954
0,1460224369
0,1458025209
0,1456237908

Cizelge E6.3. ¢ = 0,7 ve degisen f3 icin albedo degerleri (Bozkir et. al. 2022b)

f3 Hy (N =10) Fx(V=11) SVD( =500) SVD (N = 1000)
—0,14 0,2571920897 0,2571900989  0,2569937314 0,2571006931
—0,10 0,2570143334 0,2570123466  0,2568043191 0,2569175537
—0,05 0,2567879273 0,2567859464  0,2565611737 0,2566834184

0,05 0,2563202936 0,2563183277  0,2560501254 0,2561957383
0,10 0,2560786166 0,2560766605  0,2557796102 0,2559407396
0,14 0,2558812790 0,2558793325  0,2555542339 0,2557304407
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0.1472

0.1470

0.1468

0.1466
«Q

0.1464

0.1462

0.1460

-0.15

0.4784 -

0.4782 -

= 047801

04778 -

0.4776

-0.15

Cizelge E6.4. ¢ = 0,9 ve degisen f5 i¢in albedo degerleri (Bozkir et. al. 2022b)

f3 Hy (N =100 Fx(V=11) SVD( =500) SVD (N = 1000)
—0,14 0,4783852762 0,4783844842  0,4783464701 0,4783672973
—0,10 0,4782854516 0,4782846620  0,4782424520 0,4782655268
—0,05 04781570834 0,4781562971  0,4781073131 0,4781340179

0,05 0,4778873877 0,4778866106  0,4778144809 0,4778535657
0,10 0,4777454665 0,4777446958  0,4776505089 0,4777013073
0,14 0,4776282279 0,4776274636  0,4775034349 0,4775698705

I
-0.10

I I I
-0.05 0.00 0.05

f3

(a)

!
0.10 0.15

I
-0.10

I I I
-0.05 0.00 0.05

f3

(c)

L
0.10 0.15

Q

0.2572

0.2570

0.2568 -

0.2566 -

0.2564 -

0.2562 -

0.2560 -

0.2558

I
-0.15 -0.10

. .
0.00 0.05
fC!

(b)

I
0.10 0.15

(@

Sekil E6.1. N = 10 i¢cin Hy yontemiyle a. ¢ = 0,5 icin 3 ile f3 kargilagtirmas1 b. ¢ = 0,7 i¢in 3
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EK-7. Lineer-Triplet Anizotropik Sacilma icin Sayisal Sonuclar

Cizelge E7.1. Degisen c, 7 f3 ve 3 f1 i¢in kesikli 6zdegerler (Tiireci et. al. 2023)

3f1 c 7f3
—1 —0,512 —0,216 0,125 0,343 0,729
—0,8 0,7 — — — 1,11940554 1,12098648 1,12407355
0,8 — — — 1,28337920 1,28418140 1,28575890
0,9 — — — 1,71080059 1,71104849 1,71153388
0,99 — - - 5,15600597 5,15601276 5,15602597
0,999 - — — 16,23034468 16,23034489 16,23034530
0,9999 — — — 51,30150974  51,30150975  51,30150976
—0,6 0,7 — - 1,13685082 1,13894865 1,14040931 1,14325851
0,8 - — 1,31005885 1,31113162 1,31188198 1,31335469
0,9 — — 1,75300034 1,75333955 1,75357609 1,75403872
0,99 — — 5,29610806 5,29611758 5,29612418 5,29613701
0,999 - — 16,67472761 16,67472791 16,67472811 16,67472851
0,9999 — - 52,70717523  52,70717524  52,70717524  52,70717525
—0,4 0,7 — 1,15656692 1,15810280 1,16004444 1,16139477 1,16402541
0,8 - 1,33917403 1,33996606 1,34097135 1,34167341 1,34304872
09 — 1,79869395 1,79894961 1,79927326 1,79949875 1,79993928
0,99 - 5,44829449 5,44830183 5,44831106 5,44831747 5,44832991
0,999 — 17,15773199 17,15773221 17,15773250 17,15773270 17,15773309
0,9999 — 54,23510292  54,23510293  54,23510294  54,23510294  54,23510296
—0,2 0,7 — 1,17959762 1,18102228 1,18282072 1,18406986 1,18649989
0,8 — 1,37146485 1,37220831 1,37315041 1,37380732 1,37509183
0,9 — 1,84852263 1,84876651 1,84907497 1,84928968 1,84970873
0,99 - 5,61441289 5,61441999 5,61442893 5,61443513 5,61444718
0,999 — 17,68529728 17,68529750 17,68529778 17,68529798 17,68529836
0,9999 — 55,90411033 5590411034  55,90411035 55,90411035  55,90411036
0,1 0,7 1,21571548 1,21760866 1,21888311 1,22048828 1,22160089 1,22376033
0,8 1,42394622 1,42494639 1,42562223 1,42647660 1,42707101 1,42823024
0,9 1,93146442 1,93180021 1,93202685 1,93231314 1,93251216 1,93289999
0,99 5,89478162 5,89479165 5,89479839 5,89480688 5,89481277 5,89482421
0,999 18,57664471 18,57664503 18,57664524 18,57664550 18,57664569 18,57664605
0,9999  58,72426969  58,72426970  58,72426971 58,72426971 58,72426972  58,72426973
0,3 0,7 1,24379210 1,24555404 1,24673803 1,24822695 1,24925753 —
0,8 1,46357562 1,46451521 1,46514903 1,46594907 1,46650488 —
0,9 1,99376264 1,99408208 1,99429749 1,99456934 1,99475817 —
0,99 6,10685742 6,10686708 6,10687358 6,10688176 6,10688743 —
0,999 19,25164061 19,25164091 19,25164112 19,25164138 19,25164155 —
0,9999 60,86015826  60,86015827  60,86015827 60,86015828  60,86015829 —
0,5 0,7 1,27423335 1,27587361 1,27697387 1,27835535 1,27931022 —
0,8 1,50688046 1,50776242 1,50835640 1,50910503 1,50962442 —
0,9 2,06256499 2,06286830 2,06307264 2,06333029 2,06350913 —
0,99 6,34360536 6,34361464 6,34362089 6,34362875 6,34363420 —
0,999 20,00600240  20,00600269  20,00600289  20,00600314  20,00600331 —
0,9999  63,24745065  63,24745066  63,24745066  63,24745067  63,24745068 —
0,7 0,7 1,30734750 1,30887456 1,30989710 1,31117901 — —
0,8 1,55444964 1,55527663 1,55583270 1,55653255 — —
0,9 2,13908406 2,13937140 2,13956481 2,13980848 — —
0,99 6,61021288 6,61022177 6,61022775 6,61023528 — —
0,999 20,85661104  20,85661132  20,85661151 20,85661175 — —
0,9999  65,93968153  65,93968153  65,93968154  65,93968155 — —
1,0 0,7 1,36287074 1,36424187 1,36515763 — — —
0,8 1,63545004 1,63619892 1,63670131 — — —
0,9 2,27185826 2,27212185 2,27229903 — — —
0,99 7,08174115 7,08174943 7,08175499 — — —
0,999 22,36403597  22,36403624  22,36403641 — - —
0,9999  70,71173887  70,71173888  70,71173889 — — —
1,125 0,7 — 1,38971573 1,39059007 — — —
0,8 - 1,67399791 1,67447893 — — —
0,9 — 2,33528030 2,33545076 — — —
0,99 — 7,31035457 7,31035995 — — —
0,999 — 23,09632282  23,09632299 — — —
0,9999 — 73,03040476  73,03040477 — — —
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Cizelge E7.2. ¢ = 0,7°de degisen 7 f3 ve 3 f1

icin albedo degerleri (Tiireci et. al. 2023)

3f1 Yontem N 7fs
-1 —-0,512 -0,216 0,125 0,343 0,729
-0,8 Hy 6 — — — 0,29444965  0,29431441  0,29407046
SVD 500 — — — 0,29411976  0,29397167  0,29370220
SVD 1000 — — — 0,29429815  0,29415697  0,29390123
SVD 5000 — - — 0,29442426  0,29428802  0,29404207
-0,6 Hy 6 — - 0,28582812  0,28561569  0,28547755  0,28522834
SVD 500 - — 0,28554127  0,28530946  0,28515744  0,28488016
SVD 1000 — - 0,28569627  0,28547489  0,28533035  0,28506818
SVD 5000 — — 0,28580600  0,28559205  0,28545283  0,28520142
—-0,4 Hy 6 — 0,27676863  0,27658378  0,27636670  0,27622552  0,27597077
SVD 500 — 0,27651763  0,27631759  0,27608046  0,27592474  0,27564013
SVD 1000 — 0,27665315  0,27646129  0,27623496  0,27608707  0,27581854
SVD 5000 - 0,27674924  0,27656320  0,27634455  0,27620224  0,27594515
-0,2 Hy 6 - 0,26707716  0,26688818  0,26666620  0,26652182  0,26626125
SVD 500 — 0,26684368  0,26663941  0,26639704  0,26623770  0,26594599
SVD 1000 - 0,26696964  0,26677360  0,26654221  0,26639093  0,26611598
SVD 5000 — 0,26705909  0,26686890  0,26664533  0,26649978  0,26623676
0,1 Hyn 6 0,25191726  0,25160228  0,25140667  0,25117684  0,25102732  0,25075738
SVD 500  0,25172609  0,25139017  0,25117936  0,25092899  0,25076419  0,25046189
SVD 1000 0,25182914  0,25150449  0,25130186  0,25106255  0,25090597  0,25062108
SVD 5000 0,25190244  0,25158582  0,25138901  0,25115757  0,25100685  0,25073436
0,3 Hy 6 0,24091195  0,24058942  0,24038906  0,24015362  0,24000042 -
SVD 500  0,24073213  0,24038903  0,24017363  0,23991768  0,23974913 -
SVD 1000 0,24082901  0,24049697  0,24028967  0,24004475  0,23988445 —
SVD 5000 0,24089799  0,24057384  0,24037230  0,24013525  0,23998084 -
0,5 Hy 6 0,22928354  0,22895299  0,22874761  0,22850621  0,22834910 -
SVD 500  0,22911346  0,22876273  0,22854249  0,22828070  0,22810822 —
SVD 1000 0,22920504  0,22886517  0,22865292  0,22840210  0,22823788 -
SVD 5000 0,22927031  0,22893818  0,22873163  0,22848863  0,22833031 -
0,7 Hy 6 0,21696491  0,21662585 021641512  0,21616739 — -
SVD 500  0,21680323  0,21644438  0,21621899  0,21595102 — —
SVD 1000  0,21689025 0,21654204  0,21632454  0,21606745 — —
SVD 5000 0,21695232  0,21661170  0,21639982  0,21615050 — —
1,0 Hyn 6 0,19701785  0,19666495  0,19644553 — — —
SVD 500  0,19686674  0,19649461  0,19626084 - — -
SVD 1000 0,19694803  0,19658623  0,19636017 - — -
SVD 5000  0,19700606  0,19665165  0,19643110 - — -
1,125 Hy 6 - 0,18776172  0,18753841 - — -
SVD 500 — 0,18759539  0,18735785 — — —
SVD 1000 - 0,18768484  0,18745495 - — -
SVD 5000 — 0,18774873  0,18752430 - — —
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Cizelge E7.3. ¢ = 0,8°de degisen 7 f3 ve 3 f1

icin albedo degerleri (Tiireci et. al. 2023)

3f1 Yontem N 7fs
-1 —-0,512 -0,216 0,125 0,343 0,729
-0,8 Hy 6 — — — 0,38244224  0,38232618  0,38211592
SVD 500 — — — 0,38227890  0,38214774  0,38190244
SVD 1000 — — — 0,38236680  0,38224375  0,38201725
SVD 5000 — - — 0,38242947  0,38231222  0,38209917
-0,6 Hy 6 — - 0,37328947  0,37310711  0,37298808  0,37277239
SVD 500 — — 0,37315044  0,37294932  0,37281532  0,37256465
SVD 1000 — - 0,37322524  0,37303420  0,37290824  0,37267632
SVD 5000 — — 0,37327861  0,37309477  0,37297455  0,37275606
—-0,4 Hy 6 — 0,36360302  0,36344434  0,36325718  0,36313499  0,36291352
SVD 500 — 0,36348137  0,36330995  0,36310427  0,36296725  0,36271089
SVD 1000 — 0,36354681  0,36338223  0,36318650  0,36305744  0,36281977
SVD 5000 — 0,36359353  0,36343383  0,36324521  0,36312184  0,36289758
—0,2 Hy 6 — 0,35319497  0,35303198  0,35283971  0,35271415  0,35248654
SVD 500 — 0,35307720  0,35290169  0,35269113  0,35255086  0,35228844
SVD 1000 - 0,35314053  0,35297175  0,35277101  0,35263864  0,35239486
SVD 5000 — 0,35318576  0,35302179  0,35282807  0,35270134  0,35247094
0,1 Hy 6 0,33665628  0,33638399  0,33621401  0,33601341  0,33588238  0,33564475
SVD 500  0,33655906  0,33627118  0,33608894  0,33587036  0,33572478  0,33545245
SVD 1000 0,33661132  0,33633182  0,33615616  0,33594724  0,33580946  0,33555571
SVD 5000 0,33664868  0,33637516  0,33620421  0,33600219  0,33587000  0,33562959
0,3 Hy 6 0,32455008  0,32426975  0,32409468  0,32388804  0,32375303 -
SVD 500  0,32445541  0,32415972  0,32397256  0,32374810  0,32359863 -
SVD 1000 0,32450629  0,32421884  0,32403818  0,32382329  0,32368157 —
SVD 5000 0,32454268  0,32426113  0,32408511  0,32387706  0,32374090 -
0,5 Hy 6 031161561  0,31132661  0,31114609  0,31093295  0,31079366 -
SVD 500  0,31152314 0,31121900 0,31102651  0,31079569  0,31064201 —
SVD 1000  0,31157283  0,31127681  0,31109075 0,31086942  0,31072346 -
SVD 5000 0,31160837 0,31131818 0,31113671  0,31092217  0,31078173 -
0,7 Hy 6 0,29774556  0,29744722  0,29726082  0,29704066 — -
SVD 500  0,29765498  0,29734168  0,29714340  0,29690568 — -
SVD 1000  0,29770364  0,29739837  0,29720647  0,29697817 — -
SVD 5000 0,29773847  0,29743895  0,29725160  0,29703005 — —
1,0 Hyn 6 0,27489709  0,27458327  0,27438708 — — —
SVD 500  0,27480879  0,27448019  0,27427225 - — -
SVD 1000  0,27485622  0,27453555  0,27433391 - — -
SVD 5000 0,27489018  0,27457519  0,27437806 - — -
1,125 Hyn 6 — 0,26422043  0,26401978 - — -
SVD 500 — 0,26411817  0,26390579 — — —
SVD 1000 — 0,26417308  0,26396699 — — —
SVD 5000 - 0,26421241 0,26401082 - — -
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Cizelge E7.4. ¢ = 0,9°da degisen 7 f3 ve 3 f1

icin albedo degerleri (Tiireci et. al. 2023)

3f1 Yontem N 7fs
-1 —-0,512 -0,216 0,125 0,343 0,729
-0,8 Hy 5 — — — 0,51750367  0,51742835  0,51729105
SVD 500 — — — 0,51744111  0,51735688  0,51719558
SVD 1000 — — — 0,51747467  0,51739520  0,51724666
SVD 5000 — - — 0,51749873  0,51742269  0,51728341
-0,6 Hy 5 — - 0,50868465  0,50856629  0,50848861  0,50834700
SVD 500 - — 0,50863226  0,50850367  0,50841705  0,50825130
SVD 1000 — - 0,50866037  0,50853726  0,50845542  0,50830249
SVD 5000 — — 0,50868052  0,50856134  0,50848294  0,50833934
—-0,4 Hy 6 — 0,49927274  0,49916975  0,49904757  0,49896737  0,49882111
SVD 500 — 0,49922676  0,49911726  0,49898480  0,49889560  0,49872502
SVD 1000 — 0,49925143  0,49914543  0,49901847  0,49893408  0,49877642
SVD 5000 — 0,49926913  0,49916562  0,49904261  0,49896169  0,49881342
-0,2 Hy 6 — 0,48911089  0,48900445 0,48887814  0,48879522  0,48864395
SVD 500 — 0,48906475  0,48895177  0,48881511  0,48872312  0,48854730
SVD 1000 - 0,48908951  0,48898003  0,48884892  0,48876177  0,48859899
SVD 5000 — 0,48910726  0,48900030  0,48887317  0,48878951  0,48863621
0,1 Hy 6 0,47264423  0,47246578  0,47235363  0,47222048  0,47213302 0,47197344
SVD 500  0,47260556 047241924  0,47230045 0,47215681  0,47206016  0,47187560
SVD 1000  0,47262631  0,47244422  0,47232898  0,47219095  0,47209921  0,47192792
SVD 5000 0,47264119  0,47246213  0,47234944  0,47221545  0,47212725  0,47196560
0,3 Hy 6 0,46047003  0,46028490  0,46016849  0,46003026  0,45993945 -
SVD 500  0,46043105  0,46023795 0,46011485  0,45996601  0,45986588 -
SVD 1000 0,46045196  0,46026314  0,46014362  0,46000046  0,45990531 —
SVD 5000 0,46046697  0,46028120 0,46016426  0,46002518  0,45993362 -
0,5 Hy 6 0,44728149  0,44708903  0,44696797  0,44682418  0,44672969 -
SVD 500  0,44724209 0,44704157 0,44691373  0,44675917  0,44665523 —
SVD 1000  0,44726323  0,44706703  0,44694282  0,44679403  0,44669514 -
SVD 5000 0,44727839  0,44708529  0,44696369  0,44681904  0,44672379 -
0,7 Hy 6 0,43292010  0,43271956  0,43259338  0,43244347 — -
SVD 500  0,43288019 043267147  0,43253839  0,43237753 — —
SVD 1000  0,43290160  0,43269727  0,43256788  0,43241288 — —
SVD 5000 043291696  0,43271578  0,43258905  0,43243825 — —
1,0 Hy 6 0,40873450  0,40852016  0,40838523 - — -
SVD 500  0,40869358  0,40847081  0,40832877 - — -
SVD 1000  0,40871554  0,40849728  0,40835904 - — -
SVD 5000 0,40873129  0,40851628  0,40838077 - — -
1,125 Hy 6 - 0,39732117  0,39718211 - — -
SVD 500 — 0,39727117  0,39712491 — — —
SVD 1000 — 0,39729798  0,39715558 — — —
SVD 5000 — 0,39731723  0,39717760 - — —
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Cizelge E7.5. ¢ = 0,99°da degisen 7 f3 ve 3 f1 i¢in albedo degerleri (Tiireci et. al. 2023)

3f1 Yontem N 7fs
-1 —-0,512 -0,216 0,125 0,343 0,729
-0,8 Hy 5 — — — 0,81502873  0,81501943  0,81500230
SVD 500 — — — 0,81502392  0,81501372  0,81499380
SVD 1000 — — — 0,81502650  0,81501678  0,81499832
SVD 5000 — - — 0,81502835  0,81501898  0,81500160
-0,6 Hy 5 — - 0,81052405  0,81050941  0,81049971  0,81048184
SVD 500 - — 0,81052004  0,81050440  0,81049377  0,81047299
SVD 1000 — - 0,81052219  0,81050708  0,81049695  0,81047769
SVD 5000 — — 0,81052373  0,81050901  0,81049924  0,81048111
—-0,4 Hy 5 — 0,80565574  0,80564297  0,80562767  0,80561753  0,80559884
SVD 500 — 0,80565217  0,80563879  0,80562244  0,80561132  0,80558961
SVD 1000 — 0,80565408  0,80564103  0,80562524  0,80561464  0,80559452
SVD 5000 - 0,80565545  0,80564264  0,80562725  0,80561703  0,80559808
-0,2 Hy 5 - 0,80036084  0,80034746  0,80033143  0,80032080  0,80030121
SVD 500 — 0,80035712  0,80034309  0,80032597  0,80031431  0,80029155
SVD 1000 - 0,80035911  0,80034543  0,80032889  0,80031778  0,80029669
SVD 5000 — 0,80036055  0,80034712  0,80033099  0,80032028  0,80030042
0,1 Hyn 5 0,79152198  0,79149927  0,79148484  0,79146755  0,79145608  0,79143494
SVD 500  0,79151875 0,79149526  0,79148014  0,79146167  0,79144910  0,79142454
SVD 1000  0,79152048  0,79149741  0,79148266  0,79146481  0,79145283  0,79143007
SVD 5000 0,79152172  0,79149896  0,79148447  0,79146708  0,79145552  0,79143409
0,3 Hy 5 0,78488248  0,78485850  0,78484326  0,78482499  0,78481288 -
SVD 500  0,78487908  0,78485427  0,78483830  0,78481879  0,78480551 -
SVD 1000 0,78488090  0,78485654  0,78484096  0,78482211  0,78480945 —
SVD 5000 0,78488221  0,78485817  0,78484287  0,78482449  0,78481228 -
0,5 Hy 5 0,77753284  0,77750741  0,77749124  0,77747186  0,77745901 -
SVD 500  0,77752923  0,77750293  0,77748599  0,77746529  0,77745121 —
SVD 1000  0,77753116  0,77750533  0,77748880  0,77746881  0,77745538 -
SVD 5000  0,77753255  0,77750705  0,77749083  0,77747134  0,77745839 -
0,7 Hy 5 0,76933381  0,76930672  0,76928950  0,76926885 — -
SVD 500  0,76932998  0,76930196  0,76928391  0,76926186 — -
SVD 1000  0,76933203  0,76930451  0,76928690  0,76926560 — -
SVD 5000 0,76933351  0,76930635  0,76928906  0,76926829 — —
1,0 Hy 5 0,75503043  0,75500033  0,75498118 - — -
SVD 500  0,75502618  0,75499504  0,75497497 - — -
SVD 1000  0,75502845  0,75499787  0,75497830 - — -
SVD 5000  0,75503009  0,75499991  0,75498069 - — -
1,125 Hyn 5 — 0,74815355  0,74813345 - — -
SVD 500 — 0,74814800  0,74812693 — — —
SVD 1000 — 0,74815097  0,74813042 — — —
SVD 5000 — 0,74815311  0,74813293 - — —
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Cizelge E7.6. ¢ = 0,999°da degisen 7 f3 ve 3 f1 icin albedo degerleri (Tiireci et. al. 2023)

3f1 Yontem N 7fs
-1 —-0,512 -0,216 0,125 0,343 0,729
-0,8 Hy 4 — — — 0,93727991  0,93727903  0,93727740
SVD 500 — — — 0,93727945  0,93727848  0,93727658
SVD 1000 — — — 0,93727970  0,93727878  0,93727702
SVD 5000 — - — 0,93727987  0,93727899  0,93727733
-0,6 Hy 4 — - 0,93562294  0,93562154  0,93562062  0,93561891
SVD 500 — — 0,93562255  0,93562106  0,93562004  0,93561804
SVD 1000 — - 0,93562276  0,93562132  0,93562035  0,93561850
SVD 5000 — — 0,93562290  0,93562150  0,93562057  0,93561884
—-0,4 Hy 4 — 0,93382517  0,93382395  0,93382248  0,93382151  0,93381971
SVD 500 — 0,93382483  0,93382355  0,93382198  0,93382090  0,93381880
SVD 1000 — 0,93382501  0,93382376  0,93382225  0,93382123  0,93381928
SVD 5000 — 0,93382514  0,93382392  0,93382244  0,93382146  0,93381964
-0,2 Hy 4 — 0,93186436  0,93186307 0,93186152  0,93186049  0,93185859
SVD 500 — 0,93186400  0,93186264  0,93186099  0,93185985  0,93185763
SVD 1000 - 0,93186419  0,93186287  0,93186127  0,93186020  0,93185814
SVD 5000 — 0,93186433  0,93186304  0,93186148  0,93186044  0,93185851
0,1 Hy 4 0,92856333  0,92856112  0,92855971  0,92855801  0,92855689  0,92855481

SVD 500  0,92856301  0,92856072  0,92855924  0,92855743  0,92855619  0,92855375
SVD 1000 0,92856318  0,92856093  0,92855949  0,92855774  0,92855656  0,92855431
SVD 5000  0,92856330  0,92856108  0,92855967  0,92855797  0,92855683  0,92855472

0,3 Hy 4 0,92607003  0,92606767  0,92606617  0,92606436  0,92606316 -
SVD 500  0,92606969  0,92606725  0,92606567  0,92606374  0,92606241 -
SVD 1000 0,92606988  0,92606748  0,92606594  0,92606407  0,92606281 -
SVD 5000  0,92607001  0,92606764  0,92606613  0,92606431  0,92606310 -

0,5 Hy 4 0,92329173  0,92328920  0,92328758  0,92328565  0,92328436 -
SVD 500  0,92329136  0,92328874  0,92328705  0,92328497  0,92328356 —
SVD 1000 0,92329156  0,92328898  0,92328733  0,92328533  0,92328399 -
SVD 5000  0,92329170  0,92328916  0,92328754  0,92328559  0,92328429 —

0,7 Hy 4 0,92016921  0,92016648 092016474  0,92016266 = —
SVD 500  0,92016882  0,92016599 092016417  0,92016193 = -
SVD 1000 0,92016903  0,92016626  0,92016448  0,92016232 — —
SVD 5000 092016918  0,92016644  0,92016470  0,92016260 — -

1.0 Hy 4 0,91466215  0,91465905  0,91465708 - — -
SVD 500 091466171  0,91465850  0,91465643 - - -
SVD 1000 091466195 091465880  0,91465678 - — -
SVD 5000 091466212  0,91465901  0,91465703 - — -

1,125 Hy 4 - 0,91199580  0,91199370 - — -
SVD 500 — 0,91199521  0,91199301 - — -
SVD 1000 — 0,91199552  0,91199338 - — -
SVD 5000 — 0,91199575  0,91199365 - - -
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Cizelge E7.7. ¢ = 0,9999°da degisen 7 f3 ve 3 f1 icin albedo degerleri (Tiireci et. al. 2023)

3f1 Yontem N 7fs
-1 —-0,512 -0,216 0,125 0,343 0,729
-0,8 Hy 3 — — — 0,97970233  0,97970224  0,97970209
SVD 500 — — — 0,97970228  0,97970219  0,97970201
SVD 1000 — — — 0,97970231  0,97970222  0,97970205
SVD 5000 — - — 0,97970232  0,97970224  0,97970208
-0,6 Hy 3 — - 0,97915248  0,97915235 097915226  0,97915209
SVD 500 — — 0,97915244  0,97915230  0,97915220 0,97915201
SVD 1000 — - 0,97915246  0,97915232  0,97915223  0,97915205
SVD 5000 — — 0,97915248  0,97915234 097915225  0,97915209
—-0,4 Hy 3 — 0,97855516  0,97855504  0,97855490  0,97855481  0,97855463
SVD 500 — 0,97855512  0,97855500  0,97855485  0,97855474  0,97855454
SVD 1000 — 0,97855514  0,97855502  0,97855488  0,97855478  0,97855459
SVD 5000 — 0,97855515  0,97855504  0,97855489  0,97855480  0,97855462
—0,2 Hy 3 — 0,97790300  0,97790287  0,97790273  0,97790263  0,97790244
SVD 500 — 0,97790296  0,97790283  0,97790267  0,97790256  0,97790235
SVD 1000 - 0,97790298  0,97790285  0,97790270  0,97790260  0,97790240
SVD 5000 — 0,97790300  0,97790287  0,97790272  0,97790262  0,97790243
0,1 Hy 3 0,97680229  0,97680208  0,97680194  0,97680177  0,97680167  0,97680146

SVD 500  0,97680226  0,97680204  0,97680189  0,97680172  0,97680159  0,97680136
SVD 1000 097680228  0,97680206  0,97680192  0,97680175  0,97680163  0,97680141
SVD 5000 0,97680229  0,97680207  0,97680193  0,97680177  0,97680166  0,97680145

0,3 Hy 3 0,97596938  0,97596915  0,97596900  0,97596882  0,97596870 -
SVD 500  0,97596934  0,97596910  0,97596895  0,97596876  0,97596863 -
SVD 1000 0,97596936  0,97596913  0,97596897  0,97596879  0,97596867 -
SVD 5000  0,97596937  0,97596914  0,97596899  0,97596882  0,97596870 -

0,5 Hy 3 0,97503931  0,97503906  0,97503890  0,97503871  0,97503859 -
SVD 500  0,97503927  0,97503902  0,97503885 0,97503865  0,97503851 —
SVD 1000 0,97503929  0,97503904  0,97503888  0,97503868  0,97503855 -
SVD 5000  0,97503931  0,97503906  0,97503890  0,97503871  0,97503858 —

0,7 Hy 3 0,97399156  0,97399130  0,97399112  0,97399092 = —
SVD 500  0,97399152  0,97399124  0,97399106  0,97399084 = -
SVD 1000  0,97399154  0,97399127  0,97399110  0,97399088 - -
SVD 5000 097399156  0,97399129  0,97399112  0,97399091 - —

1.0 Hy 3 0,97213732  0,97213701  0,97213681 - — -
SVD 500  0,97213727  0,97213695  0,97213675 - - -
SVD 1000 097213730  0,97213698  0,97213678 - — -
SVD 5000 0,97213731  0,97213701  0,97213681 — - -

1,125 Hy 3 - 0,97123738  0,97123717 - — -
SVD 500 — 0,97123732  0,97123711 - — -
SVD 1000 — 0,97123736  0,97123714 - — -
SVD 5000 — 0,97123738  0,97123717 - - -
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Cizelge E7.8. ¢ = 0,8 ve ¢ = 0,999 i¢in Hy ve SVD yontemleriyle elde edilen ¢ikis dagilimlar (Tiireci et. al. 2023)

¢ Yéntem N g 3f1 = —0.8 3f1 =07
Tf3 = 0,125  7f3 = 0,729 Tfs =—1,0 Tfs = 0,125
0,8 Hx 6 00 056055216  0,56009283 0,53206159  0,53113085
SVD 5000 0,56655881  0,56611179 0,53838594  0,53747832
Hx 6 01 050980386  0,50795443 047334312 0,46969685
SVD 5000 0,50953527  0,50768766 047305873 0,46941222
Hx 6 02 047374225 047111471 0,42909504  0,42390155
SVD 5000 047387104 047124685 0,42922453  0,42403369
Hx 6 03 044589361 044297339 0,39286781  0,38706234
SVD 5000 044592731 0,44301054 0,39289716  0,38709405
Hx 6 04 042291745 042010073 036137149 0,35572886
SVD 5000 0,42285619  0,42004251 0,36130249  0,35566124
Hx 6 05 040328727 040090719 0,33313291  0,32831723
SVD 5000 0,40328084  0,40090379 033312122 0,32830713
Hx 6 06 038632348  0,38466758 0,30751344  0,30410993
SVD 5000 0,38637686  0,38472397 0,30756375  0,30416221
Hy 6 07 03715785  0,37089981 0,28408748  0,28262151
SVD 5000 0,37159405  0,37091771 0,28409844  0,28263387
Hx 6 08 035857483  0,35909822 0,26238149  0,26332995
SVD 5000 0,35854027  0,35906535 026234113 0,26329009
Hx 6 09 034689323  0,34882154 024197371 0,24577377
SVD 5000 0,34692349  0,34885296 0,24200104  0,24580169
Hx 6 1,0 033661601 034013531 0,22295456  0,23001491
SVD 5000 0,33651922  0,34003831 0,22285077  0,22990995
0999  Hy 4 00 097082283 097076524 0,96333712  0,96322899
SVD 5000 097164174  0,97159704 0,96433072  0,96423587
Hy 4 01 096486445 096470272 0,95597614  0,95563262
SVD 5000 0,96482690  0,96466752 0,95592309  0,95558117
Hx 4 02 095937029  0,95913564 0,94911819  0,94861808
SVD 5000 0,95934344  0,95910761 0,94908873  0,94858739
Hx 4 03 095422300  0,95394923 0,94261087  0,94203229
SVD 5000 0,95423484  0,95395993 0,94262975  0,94205033
Hy 4 04 094932637 094904921 0,93632994  0,93575025
SVD 5000 0,94934467  0,94906770 0,93635316  0,93577376
Hx 4 05 094460535 094436177 0,93017939  0,92967504
SVD 5000 0,94460948  0,94436720 0,93018173  0,92967840
Hy 4 06 094000604 093983357 0,92409136  0,92373777
SVD 5000 0,93999646  0,93982546 0,92407612  0,92372350
Hx 4 07 093549570  0,93543172 0,91802623  0,91789767
SVD 5000 0,93548624  0,93542292 0,91801340  0,91788517
Hx 4 08 093106274 093114383 091197256  0,91214199
SVD 5000 0,93106627  0,93114691 091197902  0,91214810
Hx 4 09 092671674 092697796 0,90594708  0,90648608
SVD 5000 092672792 0,92698867 0,90596312  0,90650184
Hx 4 1,0 092248839 0,92296267 0,89999476  0,90097335
SVD 5000 0,92246489  0,92294179 0,89995865  0,90093892

1zelge .6.°de =0, erie = X - ullaniidi.
Cizelge E7.8.’de 1 = 0,0 yerine p = 1 x 10716 kullanild
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EK-8. Anli-Giingor Sacilma Fonksiyonu icin Sayisal Sonuclar

Cizelge E8.1. 0,7 < ¢ < 0,9 ve —1,0 <t < —0,2 i¢in SVD yontemi ile albedo degerleri (Bozkir et. al.
2022a)

c N t

-1,0 -0,8 —0,6 —-04 —0,2

0,7 100 0,30335955 0,29406609 0,28466770 0,27507462  0,26521517
500  0,30503909 0,29569674 0,28621678 0,27652944  0,26657709

1000  0,30521160 0,29586421 0,28637616 0,27667954 0,26671809

5000 0,30533376 0,29598284 0,28648913 0,27678605 0,26681825
10.000 0,30534688 0,29599559 0,28650128 0,27679752  0,26682905

0,8 100 0,39221226 0,38268259 0,37287537 0,36271009 0,35211638
500 0,39316072  0,38355674 0,37368768 0,36347335 0,35284289

1000 0,39325997 0,38364829 0,37377287 0,36355353 0,35291934

5000 0,39333076 0,38371361 0,37383368 0,36361077 0,35297395
10.000 0,39333843 0,38372069 0,37384027 0,36361698 0,35297987

0,9 100 0,52665849 0,51784762 0,50861968 0,49889977 0,48861019
500  0,52707202 0,51820809 0,50894812 0,49920931 0,48891022

1000  0,52711571 0,51824626 0,50898296 0,49924218 0,48894211

5000  0,52714706 0,51827363 0,50900793 0,49926575 0,48896498

10.000 0,52715048 0,51827661 0,50901065 0,49926831 0,48896747

Cizelge E8.2. 0,7 < ¢ <09 ve 0,2 < t < 1,0 icin SVD yontemi ile albedo degerleri (Bozkir et. al.
2022a)

c N t

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

0,7 100 0,24447509  0,23350450 0,22208356  0,21018280 0,19778343
500 0,24568457  0,23466072  0,22320366 0,21128521  0,19888894

1000  0,24581071 0,23478174  0,22332129 0,21140134  0,19900572

5000  0,24590051 0,23486798 0,22340521 0,21148426 0,19908918
10.000 0,24591021 0,23487731 0,22341428 0,21149324  0,19909822

0,8 100 0,32937774  0,31709788  0,30411637  0,29035841 0,27574862
500 0,33006597 0,31778497 0,30481615 0,29108824  0,27653281

1000  0,33013863 0,31785761 0,30489023 0,29116558 0,27661595

5000  0,33019058 0,31790958 0,30494326 0,29122097 0,27667553
10.000 0,33019622 0,31791522 0,30494902 0,29122699 0,27668201

0,9 100 0,46597708 0,45343348 0,43991252  0,42526873  0,40932909
500  0,46628090 0,45375106 0,44025443 0,42565063 0,40977773

1000  0,46631323 0,45378487 0,44029083 0,42569125 0,40982540

5000 0,46633643 0,45380913 0,44031695 0,42572043  0,40985965
10.000 0,46633895 0,45381177 0,44031980 0,42572361 0,40986340
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Cizelge E8.3. 0,7 < ¢ < 0,9ve —1,0 <t < —0,2 i¢in Fy yOntemi ile albedo degerleri (Bozkir et. al.

2022a)
c N t
-1,0 -0,8 -0,6 -0,4 -0,2
0,7 0 0,29341748 0,28285273 0,27245502 0,26203472 0,25145851
1 0,32239774 0,31110973 0,30025350 0,28964048 0,27913577
2 0,31001992 0,30019329 0,29035832 0,28042271 0,27031408
3 0,30549742 0,29617859 0,28670487 0,27701475 0,26705624
4 0,30552030 0,29615550 0,28665070 0,27693926 0,26696578
5  0,30538703 0,29603575 0,28654123 0,27683721 0,26686863
6 0,30538814 0,29603443 0,28653793 0,27683237 0,26686258
7 0,30536730 0,29601554 0,28652063 0,27681626 0,26684726
8 0,30536793 0,29601568 0,28652034 0,27681561 0,26684634
9 0,30536207 0,29601036 0,28651547 0,27681109 0,26684204
10 0,30536242 0,29601054 0,28651550 0,27681100 0,26684185
11 0,30536020 0,29600853 0,28651366 0,27680929 0,26684023
0,8 0 0,38245432 0,37220596 0,36180445 0,35110431 0,33999556
1 0,40520312 0,39416730 0,38333450 0,37250471 0,36153667
2 0,39637662 0,38646898 0,37638310 0,36602289 0,35530734
3 0,39343842 0,38384871 0,37398530 0,36377277 0,35314304
4 0,39345719 0,38382860 0,37394080 0,36371274 0,35307299
5 0,39336420 0,38374737 0,37386733 0,36364424 0,35300736
6 0,39336635 0,38374638 0,37386434 0,36363994 0,35300219
7 0,39335124 0,38373317 0,37385242 0,36362886 0,35299159
8 0,39335207 0,38373328 0,37385206 0,36362820 0,35299072
9 0,39334773 0,38372950 0,37384866 0,36362505 0,35298771
10 0,39334812 0,38372964 0,37384864 0,36362491 0,35298750
11 0,39334645 0,38372819 0,37384734 0,36362371 0,35298636
0,9 0 051959357 0,51050453 0,50100300 0,49099033 0,48037424
1 0,53267679 0,52317515 0,51350297 0,50351615 0,49310039
2 0,52844615 0,51947399 0,51013800 0,50035075 0,49002808
3 0,52720446 0,51834419 0,50908680 0,49935008 0,48905325
4 0,52720619 0,51832747 0,50905857 0,49931461 0,48901320
5  0,52716305 0,51828995 0,50902440 0,49928235 0,48898180
6 0,52716399 0,51828891 0,50902222 0,49927948 0,48897850
7 0,52715655 0,51828253 0,50901646 0,49927407 0,48897324
8 0,52715699 0,51828247 0,50901612 0,49927356 0,48897263
9 0,52715479 0,51828061 0,50901446 0,49927200 0,48897112
10 0,52715501 0,51828065 0,50901439 0,49927187 0,48897095
11 0,52715416 0,51827993 0,50901375 0,49927128 0,48897038
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Cizelge E84. 0,7 < ¢ < 09 ve 0,2 < t < 1,0 i¢in Fy yontemi ile albedo degerleri (Bozkir et. al.

2022a)
c N t
0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
0,7 0 0,22946787 0,21791802 0,20593210 0,19347857 0,18054799
1 0,25809258 0,24744382 0,23667931 0,22581337 0,21490445
2 0,24935080 0,23840456 0,22710023 0,21541304 0,20333277
3 0,24615336 0,23512773 0,22367101 0,21175376  0,19935729
4 0,24604454 0,23501411 0,22355599 0,21164238 0,19925760
5  0,24595046 0,23491844 0,22345667 0,21153714 0,19914374
6 0,24594272 0,23491014 0,22344802 0,21152848 0,19913561
7 0,24592788 0,23489501 0,22343223 0,21151165 0,19911726
8 0,24592656 0,23489356 0,22343072 0,21151013 0,19911588
9 0,24592240 0,23488932 0,22342627 0,21150538 0,19911068
10 0,24592208 0,23488895 0,22342589 0,21150500 0,19911035
11 0,24592051 0,23488735 0,22342421 0,21150321 0,19910838
0,8 0 031618839 0,30332094 0,28969875 0,27523697 0,25985468
1 0,33878632 0,32685664 0,31448768 0,30165348 0,28836385
2 0,33252110 0,32031195 0,30746696 0,29391786 0,27960076
3 0,33036983 0,31809269 0,30512870 0,29140563 0,27685356
4 0,33028972 0,31801165 0,30505028 0,29133525 0,27679995
5 0,33022469 0,31794451 0,30497931 0,29125834 0,27671426
6 0,33021855 0,31793822 0,30497313 0,29125274 0,27671005
7 0,33020803 0,31792730 0,30496151 0,29124004 0,27669575
8 0,33020693 0,31792617 0,30496041 0,29123910 0,27669516
9 0,33020394 0,31792306 0,30495710 0,29123546 0,27669103
10 0,33020366 0,31792277 0,30495682 0,29123524 0,27669094
11 0,33020253 0,31792159 0,30495556 0,29123385 0,27668936
09 0 045694146 0,44390138 0,42980082 0,41447662 0,39773581
1 0,47058036 0,45827907 0,44514658 0,43107459 0,41595599
2 0,46742166 0,45493850 0,44151343 0,42700781 0,41126186
3 0,46643049 0,45390527 0,44041406 0,42581633 0,40995048
4 0,46638638 0,45386149 0,44037292 0,42578152 0,40992799
5  0,46635410 0,45382749 0,44033615 0,42574056 0,40988074
6 0,46635040 0,45382380 0,44033270 0,42573776 0,40987935
7  0,46634499 0,45381806 0,44032644 0,42573070 0,40987105
8 0,46634428 0,45381736 0,44032581 0,42573024 0,40987097
9 0,46634273 0,45381571 0,44032400 0,42572819 0,40986852
10 0,46634253 0,45381552 0,44032384 0,42572809 0,40986857
11  0,46634194 0,45381489 0,44032314 0,42572729 0,40986761
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EK-9. Kritik Slab Kalinhg icin Sayisal Sonuclar

Cizelge E9.1. mfp (2b) ve c¢m (d) cinsinden SVD Midpoint yaklasimi i¢in birincil kritik kalinlik

degerleri
N R cy = 1,1750 cpy = 2,1934
20 (mfp) d (cm) 20 (mfp) d (cm)

100 0,00 2,84688308 3,57244708 0,51677199 0,01026967
0,10 2,63436986 3,30577219 0,44765767 0,00889618
0,20 2,39756087 3,00860945 0,38165499 0,00758453
0,30 2,13603541 2,68043093 0,31936849  0,00634673
0,40 1,85113247 2,32291689 0,26119356  0,00519063
0,50 1,54653787 1,94069252 0,20732947  0,00412020
0,60 1,22852417 1,54162902 0,15780862 0,00313609
0,70  0,90556323 1,13635743 0,11253332  0,00223634
0,80 0,58725291 0,73692171 0,07131283 0,00141718
0,90 0,28285826 0,35494825 0,03389635 0,00067361
0,99 0,02714712 0,03406591 0,00323966  0,00006438

500 0,00 2,84881621 3,57487289 0,51798745 0,01029383
0,10 2,63650997 3,30845774 0,44881561 0,00891919
0,20 2,39986444 3,01150011 0,38272124  0,00760572
0,30 2,13843104 2,68343712 0,32031707  0,00636558
0,40 1,85351857 2,32591111 0,26200720  0,00520680
0,50 1,54878734 1,94351530 0,20799900 0,00413351
0,60 1,23049865 1,54410672 0,15833178 0,00314649
0,70 0,90713511 1,13832991 0,11291318 0,00224389
0,80 0,58832835 0,73827124 0,07155628 0,00142202
0,90 0,28339250 0,35561864 0,03401274  0,00067593
0,99 0,02719890 0,03413088 0,00325080 0,00006460

1000 0,00 2,84905747 3,57517565 0,51813976  0,01029685
0,10 2,63677714 3,30879299 0,44896080 0,00892208
0,20 2,40015209 3,01186107 0,38285501 0,00760838
0,30 2,13873029 2,68381263 0,32043616  0,00636794
0,40 1,85381672 2,32628526 0,26210940 0,00520883
0,50 1,54906853 1,94386815 0,20808315 0,00413518
0,60 1,23074555 1,54441655 0,15839757 0,00314779
0,70 0,90733173 1,13857665 0,11296098 0,00224484
0,80 0,58846292 0,73844010 0,07158693 0,00142263
0,90 0,28345936 0,35570255 0,03402740  0,00067622
0,99 0,02720538 0,03413901 0,00325220 0,00006463

99



Cizelge E9.2. mfp (2b) ve cm (d) cinsinden SVD Lineer yaklagimi igin birincil kritik kalinlik degerleri

N R cy = 1,1750 cpu = 2,1934
2b (mfp) d (cm) 2b (mfp) d (cm)

100 0,00 2,85024423 3,57666486 0,51850829 0,01030418
0,10 2,63807655 3,31042358 0,44931072  0,00892903
0,20 2,40153551 3,01359708 0,38317655 0,00761477
0,30 2,14015368 2,68559880 0,32072195  0,00637362
0,40 1,85522004 2,32804623 0,26235459  0,00521370
0,50 1,55037908 1,94551271 0,20828516  0,00413920
0,60 1,23188641 1,54584817 0,15855578  0,00315094
0,70  0,90823387 1,13970871 0,11307622  0,00224713
0,80 0,58907717 0,73921091 0,07166109  0,00142410
0,90 0,28376371 0,35608446 0,03406303  0,00067693
0,99 0,02723486 0,03417601 0,00325562  0,00006470

500 0,00 2,84945696 3,57567694 0,51832747 0,01030058
0,10 2,63721696 3,30934491 0,44913940 0,00892563
0,20 2,40062294 3,01245193 0,38301931 0,00761164
0,30 2,13921738 2,68442386 0,32058223  0,00637085
0,40 1,85429946 2,32689102 0,26223465 0,00521132
0,50 1,54952154 1,94443661 0,20818620 0,00413723
0,60 1,23114158 1,54491351 0,15847811 0,00314939
0,70  0,90764597 1,13897098 0,11301949  0,00224601
0,80 0,58867740 0,73870924 0,07162446  0,00142337
0,90 0,28356576 0,35583606 0,03404536  0,00067657
0,99 0,02721568 0,03415194 0,00325392  0,00006466

1000 0,00 2,84937228 3,57557069 0,51830856  0,01030021
0,10 2,63712456 3,30922896 0,44912156  0,00892527
0,20 2,40052491 3,01232891 0,38300301 0,00761132
0,30 2,13911686 2,68429773 0,32056782  0,00637056
0,40 1,85420069 2,32676709 0,26222235  0,00521108
0,50 1,54942961 1,94432125 0,20817611  0,00413703
0,60 1,23106179 1,54481339 0,15847023  0,00314924
0,70  0,90758305 1,13889202 0,11301377  0,00224589
0,80 0,58863464 0,73865559 0,07162078  0,00142330
0,90 0,28354461 0,35580952 0,03404360 0,00067654
0,99 0,02721364 0,03414938 0,00325375  0,00006466

100



Cizelge E9.3. mfp (2b) ve cm (d) cinsinden Hy yontemi i¢in birincil kritik kalinlik deZerleri

N R cy = 1,1750 cpy = 2,1934
2b (mfp) d (cm) 2b (mfp) d (cm)

1 0,00 2,84928830 3,57546531 0,51818061 0,01029767
0,10 2,63673154 3,30873577 0,44921024  0,00892704
0,20  2,40003667 3,01171624 0,38297564  0,00761077
0,30 2,13874084  2,68382587 0,32037666  0,00636676
0,40 1,85409508 2,32663456 0,26188183  0,00520431
0,50 1,54965019  1,94459805 0,20773980  0,00412836
0,60 1,23152278 1,54539186 0,15800702  0,00314003
0,70  0,90807097 1,13950429 0,11259072  0,00223749
0,80 0,58890493 0,73899477 0,07129085 0,00141674
0,90 0,28349620 0,35574878 0,03385095  0,00067271
0,99 0,02715459 0,03407528 0,00322922  0,00006417

3 0,00 2,84929864 3,57547828 0,51829228  0,01029989
0,10 2,63704718 3,30913186 0,44909761  0,00892480
0,20  2,40048866 3,01228342 0,38297603  0,00761078
0,30 2,13901608 2,68417127 0,32054333  0,00637007
0,40 1,85410560 2,32664777 0,26220378  0,00521071
0,50 1,54933979 1,94420854 0,20816387  0,00413679
0,60 1,23097940 1,54471001 0,15846315 0,00314910
0,70  0,90751163  1,13880240 0,11300879  0,00224579
0,80 0,58858199 0,73858952 0,07161787  0,00142324
0,90 0,28351991 0,35577853 0,03404369  0,00067654
0,99 0,02721184 0,03414712 0,00325334  0,00006465

5 0,00 2,84929864 3,57547828 0,51829213  0,01029988
0,10 2,63704433 3,30912829 0,44910615  0,00892497
0,20  2,40043986 3,01222218 0,38298896  0,00761104
0,30 2,13902958 2,68418820 0,32055524  0,00637031
0,40 1,85411510 2,32665968 0,26220691  0,00521077
0,50 1,54934860 1,94421961 0,20816680  0,00413684
0,60 1,23099814 1,54473352 0,15845875 0,00314901
0,70  0,90756435 1,13886855 0,11300820 0,00224578
0,80 0,58858493 0,73859321 0,07161766  0,00142324
0,90 0,28354611 0,35581141 0,03404369  0,00067654
0,99 0,02721265 0,03414814 0,00325337  0,00006465

101



Cizelge E9.4. mjfp (2b) ve cm (d) cinsinden SVD Midpoint yaklagimu i¢in ikincil kritik kalinlik degerleri

N R cy = 1,1750 cpy = 2,1934
2b (mfp) d(cm) 2b (mfp) d(cm)
100 0,00 10,96714217 13,76225646 2,89459056  0,05752343
0,10 10,75494583  13,49597920 2,82725520 0,05618529
0,20 10,51859192  13,19938753 2,76266226  0,05490165
0,30 10,25770615 12,87201174 2,70125319  0,05368129
0,40  9,97366599  12,51558036 2,64328699  0,05252934
0,50 9,67015135  12,13471120 2,58886246  0,05144778
0,60 9,35331652  11,73712701 2,53795044  0,05043602
0,70  9,03130828  11,33305092 2,49042827  0,04949162
0,80  8,71310688  10,93375188 2,44611122  0,04861092
0,90  8,40704847  10,54969064 2,40477848  0,04778953
0,99  8,14736952  10,22382924 2,36993464  0,04709708
500 0,00 10,96907010 13,76467574 2,89577725  0,05754701
0,10 10,75707844 13,49865534 2,82838790 0,05620780
0,20 10,52088494  13,20226495 2,76370946  0,05492247
0,30 10,26008748 12,87499997 2,70219071  0,05369992
0,40 997603364 12,51855144 2,64409812  0,05254546
0,50 9,67237876  12,13750628 2,58953730 0,05146119
0,60  9,35526731  11,73957499 2,53848477  0,05044664
0,70  9,03285846  11,33499619 2,49082221 0,04949945
0,80 8,71416689  10,93508206 2,44636807 0,04861602
0,90 8,40757611  10,55035275 2,40490360 0,04779201
0,99  8,14742093  10,22389375 2,36994684  0,04709733
1000 0,00 10,96931072 13,76497768 2,89592592  0,05754997
0,10 10,75734467 13,49898942 2,82852989 0,05621062
0,20 10,52117128  13,20262427 2,76384080 0,05492508
0,30 10,26038494  12,87537325 2,70230835 0,05370226
0,40  9,97632951  12,51892271 2,64419995 0,05254748
0,50  9,67265720  12,13785569 2,58962207 0,05146287
0,60 9,35551126  11,73988111 2,53855191  0,05044797
0,70  9,03305238  11,33523953 2,49087174  0,04950043
0,80  8,71429953  10,93524850 2,44640037 0,04861667
0,90 8,40764215 10,55043563 2,40491934  0,04779232
0,99  8,14742736  10,22390182 2,36994837  0,04709736
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Cizelge E9.5. mfp (2b) ve cm (d) cinsinden SVD Lineer yaklagimi igin ikincil kritik kalinhik degerleri

N R cy = 1,1750 cpy = 2,1934
2b (mfp) d(cm) 2b (mfp) d(cm)
100 0,00 10,97048868 13,76645587 2,89625464 0,05755650
0,10 10,75863167 13,50060443 2,82883783 0,05621674
0,20 10,52253754  13,20433874 2,76412013  0,05493063
0,30 10,26178524  12,87713043 2,70255365 0,05370713
0,40 997770293  12,52064616 2,64440807 0,05255162
0,50  9,67393115  12,13945432 2,58979180 0,05146625
0,60 9,35661073  11,74126080 2,53868360 0,05045059
0,70  9,03391280 11,33631924 2,49096685 0,04950232
0,80  8,71487855  10,93597509 2,44646109 0,04861787
0,90  8,40792559  10,55079130 2,40494829  0,04779290
0,99  8,14745455  10,22393594 2,36995114  0,04709741
500 0,00 10,96970818 13,76547644 2,89610400 0,05755351
0,10 10,75778162 13,49953774 2,82869886 0,05621398
0,20 10,52163815 13,20321012 2,76399607 0,05492816
0,30 10,26086666 12,87597774 2,70244652  0,05370500
0,40 9,97680529  12,51951975 2,64431876  0,05254985
0,50 9,67310176  12,13841355 2,58972030 0,05146483
0,60  9,35589787  11,74036626 2,53862920 0,05044951
0,70  9,03335736  11,33562223 2,49092836 0,04950156
0,80  8,71450649  10,93550821 2,44643705 0,04861740
0,90 8,40774435 10,55056388 2,40493709  0,04779268
0,99  8,14743725  10,22391423 2,36995009 0,04709739
1000 0,00 10,96962424 13,76537111 2,89608829  0,05755320
0,10 10,75769026  13,49942309 2,82868445 0,05621370
0,20 10,52154154  13,20308889 2,76398329  0,05492791
0,30 10,26076806  12,87585401 2,70243556  0,05370479
0,40  9,97670902  12,51939894 2,64430970 0,05254967
0,50  9,67301287  12,13830201 2,58971311  0,05146468
0,60 9,35582154  11,74027048 2,53862378  0,05044940
0,70  9,03329794  11,33554767 2,49092457 0,04950148
0,80  8,71446673  10,93545831 2,44643471  0,04861735
0,90 8,40772501  10,55053960 2,40493601 0,04779266
0,99  8,14743540  10,22391191 2,36994999  0,04709739
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Cizelge E9.6. mfp (2b) ve cm (d) cinsinden Hy yontemi i¢in ikincil kritik kalinlik degerleri

N R cy = 1,1750 cpu = 2,1934
2b (mfp) d(cm) 20 (mfp) d(cm)

1 0,00 10,96954045 13,76526597 2,89602682 0,05755197
0,10 10,75731216  13,49894862 2,82855352  0,05621109
0,20 10,52110539 13,20254159 2,76320179  0,05491238
0,30 10,26052440 12,87554825 2,70070493  0,05367039
0,40  9,97689123  12,51962759 2,64139446 0,05249173
0,50 9,67379317  12,13928118 2,58545293  0,05138002
0,60  9,35726602  11,74208309 2,53292803 0,05033621
0,70  9,03533997 11,33811014 2,48376134  0,04935913
0,80  8,71691542  10,93853108 2,43781824  0,04844612
0,90 8,41030881  10,55378192 2,39491458 0,04759350
0,99  8,14989083  10,22699314 2,35872504  0,04687432

3 0,00 1096955124 13,76527951 2,89607481 0,05755293
0,10 10,75761450 13,49932802 2,82864463 0,05621291
0,20 10,52149541 13,20303101 2,76390667 0,05492638
0,30 10,26067867 12,87574184 2,70231797  0,05370245
0,40  9,97662892  12,51929843 2,64415158 0,05254652
0,50  9,67294330  12,13821470 2,58951835  0,05146081
0,60 9,35576540  11,74020003 2,53839813  0,05044491
0,70  9,03325731  11,33549669 2,49067530 0,04949653
0,80  8,71444198  10,93542725 2,44616879 0,04861206
0,90 8,40771514  10,55052722 2,40466035 0,04778718
0,99  8,14743675 10,22391360 2,36967193  0,04709186

5 0,00 1096955124 13,76527951 2,89607466 0,05755292
0,10 10,75761110 13,49932376 2,82867234 0,05621346
0,20 10,52145801  13,20298407 2,76397570  0,05492776
0,30 10,26068252  12,87574666 2,70242307  0,05370454
0,40  9,97662498  12,51929348 2,64415158 0,05254652
0,50  9,67293535  12,13820474 2,58971112  0,05146464
0,60  9,35575468  11,74018658 2,53862512  0,05044942
0,70  9,03324408  11,33548008 2,49091731 0,04950134
0,80  8,71442907  10,93541106 2,44643054 0,04861727
0,90  8,40768337  10,55048735 2,40495063  0,04779295
0,99  8,14743193  10,22390756 2,36995578  0,04709750
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Cizelge E9.7. mfp (2b) ve cm (d) cinsinden SVD Midpoint yaklagimi i¢in ii¢iinciil kritik kalinlik

degerleri
N R cy = 1,1750 cpy = 2,1934
2b (mfp) d (cm) 2b (mfp) d (cm)
100 0,00 19,08673763 23,95123307 5,26099100 0,10455028
0,10 18,87454131 23,68495584 5,19366306 0,10321229
0,20 18,63818742 23,38836419 5,12906574  0,10192856
0,30 18,37730168 23,06098844 5,06764063  0,10070788
0,40 18,09326155 22,70455710 5,00964831  0,09955541
0,50 17,78974694  22,32368797 4,95519038  0,09847319
0,60 17,47291212 21,92610380 4,90424135  0,09746069
0,70  17,15090386 21,52202769 4,85668275 0,09651557
0,80 16,83270241 21,12272859 4,81233429  0,09563424
0,90 16,52664393  20,73866725 4,77097957  0,09481241
0,99 16,26696493  20,41280579 4,73612757  0,09411981
500 0,00 19,08866556 23,95365235 5,26217699  0,10457385
0,10 18,87667392 23,68763197 5,19479520 0,10323479
0,20 18,64048044 23,39124161 5,13011254 0,10194937
0,30 18,37968300 23,06397666 5,06857791  0,10072651
0,40 18,09562920 22,70752818 5,01045935 0,09957153
0,50 17,79197435  22,32648305 4,95586524  0,09848660
0,60 17,47486291 21,92855178 4,90477574 0,09747131
0,70  17,15245405 21,52397296 4,85707677  0,09652340
0,80 16,83376243 21,12405876 4,81259118  0,09563935
0,90 16,52717157 20,73932937 4,77110470  0,09481490
0,99 16,26701635 20,41287030 4,73613977  0,09412005
1000 0,00 19,08890618 23,95395429 5,26232557  0,10457680
0,10 18,87694015 23,68796605 5,19493711 0,10323761
0,20 18,64076678  23,39160093 5,13024383  0,10195198
0,30 18,37998047 23,06434994 5,06869553  0,10072884
0,40 18,09592507 22,70789944 5,01056117  0,09957355
0,50 17,79225279 22,32683246 4,95595000 0,09848828
0,60 17,47510686 21,92885790 4,90484289  0,09747264
0,70  17,15264797 21,52421630 4,85712630 0,09652438
0,80 16,83389507 21,12422521 4,81262349  0,09563999
0,90 16,52723761 20,73941224 4,77112044  0,09481521
0,99 16,26702278 20,41287838 4,73614130  0,09412008
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Cizelge E9.8. mfp (2b) ve cm (d) cinsinden SVD Lineer yaklagimu i¢in tigiinciil kritik kalinlik degerleri

N R cy = 1,1750 cpy = 2,1934
2b (mfp) d(cm) 2b (mfp) d(cm)
100 0,00 19,09008414 23,95543248 5,26265237  0,10458330
0,10 18,87822715 23,68958106 5,19524314  0,10324369
0,20 18,64213304 23,39331540 5,13052136  0,10195749
0,30 18,38138077 23,06610712 5,06893923  0,10073369
0,40 18,09729848 22,70962289 5,01076796  0,09957766
0,50 17,79352673  22,32843108 4,95611870  0,09849163
0,60 17,47620633  21,93023758 4,90497386  0,09747525
0,70  17,15350838  21,52529600 4,85722097  0,09652627
0,80 16,83447408 21,12495179 4,81268400 0,09564119
0,90 16,52752105 20,73976791 4,77114934  0,09481579
0,99 16,26704997 20,41291250 4,73614407  0,09412014
500 0,00 19,08930364 23,95445305 5,26250325 0,10458033
0,10 18,87737710 23,68851437 5,19510570 0,10324096
0,20 18,64123365 23,39218678 5,13039875  0,10195505
0,30 18,38046219 23,06495443 5,06883340 0,10073158
0,40 18,09640085 22,70849649 5,01067975  0,09957591
0,50 17,79269734 22,32739031 4,95604806  0,09849023
0,60 17,47549347 21,92934304 4,90492006 0,09747418
0,70  17,15295294 21,52459900 4,85718285 0,09652551
0,80 16,83410202 21,12448491 4,81266014  0,09564072
0,90 16,52733981 20,73954049 4,77113818  0,09481556
0,99 16,26703267 20,41289078 4,73614302  0,09412012
1000 0,00 19,08921970 23,95434772 5,26248771  0,10458002
0,10 18,87728574 23,68839972 5,19509146  0,10324068
0,20 18,64113704  23,39206556 5,13038613  0,10195480
0,30 18,38036359 23,06483071 5,06882258 0,10073137
0,40 18,09630458 22,70837568 5,01067080 0,09957573
0,50 17,79260846 22,32727878 4,95604096  0,09849009
0,60 17,47541714 21,92924726 4,90491471 0,09747407
0,70  17,15289353  21,52452444 4,85717910  0,09652543
0,80 16,83406227 21,12443502 4,81265782  0,09564067
0,90 16,52732047 20,73951621 4,77113712  0,09481554
0,99 16,26703082 20,41288847 4,73614292  0,09412011
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Cizelge E9.9. mfp (2b) ve cm (d) cinsinden Hy ydntemi i¢in tigiinciil kritik kalinlik degerleri

N R cy = 1,1750 cpu = 2,1934
2b (mfp) d(cm) 20 (mfp) d(cm)

1 0,00 19,08913591 23,95424257 2,89602682 0,10427123
0,10 18,87690764 23,68792526 2,82855352  0,10323850
0,20 18,64070090 23,39151825 2,76320179  0,10193926
0,30 18,38011995 23,06452497 2,70070493  0,10069636
0,40 18,09648681 22,70860436 2,64139446 0,09951638
0,50 17,79338881 22,32825801 2,58545293  0,09840303
0,60 17,47686170 21,93105998 2,53292803  0,09735740
0,70  17,15493567 21,52708705 2,48376134  0,09637850
0,80 16,83651110 21,12750796 2,43781824  0,09546385
0,90 16,52990441 20,74275870 2,39491458  0,09460998
0,99 16,26948631 20,41596977 2,35872504  0,09389013

3 0,00 19,08914670 23,95425611 5,26247438  0,10457976
0,10 18,87720998 23,68830465 5,19505974  0,10324005
0,20 18,64109091 23,39200767 5,13032427 0,10195357
0,30 18,38027420 23,06471853 5,06872464  0,10072942
0,40 18,09622448 22,70827517 5,01053511  0,09957304
0,50 17,79253889 22,32719148 4,95586917  0,09848667
0,60 17,47536101 21,92917683 4,90471028  0,09747001
0,70 17,15285291 21,52447347 4,85694654 0,09652081
0,80 16,83403752 21,12440397 4,81240384  0,09563563
0,90 16,52731061 20,73950384 4,77086620 0,09481016
0,99 16,26703217 20,41289016 4,73586134  0,09411452

5 0,00 19,08914670 23,95425611 5,26247423  0,10457976
0,10 18,87720658 23,68830039 5,19507955  0,10324044
0,20 18,64105351 23,39196073 5,13037699  0,10195462
0,30 18,38027805 23,06472336 5,06881139  0,10073115
0,40 18,09622054 22,70827022 5,01066891  0,09957570
0,50 17,79253094 22,32718150 4,95603892  0,09849005
0,60 17,47535029 21,92916337 4,90491587  0,09747409
0,70  17,15283966 21,52445685 4,85720861  0,09652602
0,80 16,83402460 21,12438776 4,81265724  0,09564066
0,90 16,52727882  20,73946395 4,77115543  0,09481591
0,99 16,26702735 20,41288412 4,73614993  0,09412025
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Sekil E9.1. N = 1000 SVD Midpoint yaklasimiyla a. ¢y = 1,1750 igin birincil kalinlik 2b ile R

karsilagtirmast b. ¢y = 1,1750 igin birincil kalinlik d ile R kargilastirmasi ¢. cp,, = 2,1934
i¢in birincil kalinlik 2b ile R karsilastirmasi d. cp,, = 2,1934 icin birincil kalinlik d ile R
karsilastirmast e. ¢y = 1,1750 i¢in ikincil kalinlik 2b ile R karsilagtirmasi f. ¢y = 1,1750
icin ikincil kalinlik d ile R karsilagtirmasi

108



29+ 0.058
28F 0.056
27F 0,054 1
a -
% 8§ 0os2f ]
8 26F =
0.050 -
25F
0.048} ]
24F
. . . . . | 0.046 . . . . .
0.0 02 04 06 0.8 10 0.0 02 0.4 06 08 10
R R
(a) (b)
24.0 i .
190F b
25 —e— y=11750
185F b
230
5 801 1 _ 225
E 3
g 175} B ° 220
170} 4 s
210
165[ 4
205
0.0 02 04 06 08 10
R R
(© ()
0.104
2
0.102}
51F
a ~0.100
E sof g
|8 °
0.098}
a9F
0.096
a8F
0.0041 L L L L L L
0.0 0.2 04 06 08 10
R R
() ®

Sekil E9.2. N = 1000 SVD Midpoint yaklagimiyla a. cp,, = 2,1934 icin ikincil kalinlik 20 ile R

karsilastirmast b. cp,, = 2,1934 i¢in ikincil kalinlik d ile R karsilastirmasi ¢. ¢y = 1,1750
icin tliciinciil kalinlik 2b ile R karsilastirmast d. ¢y = 1,1750 igin iiciinciil kalinlik d ile
R karsilastirmasi e. cp,, = 2,1934 icin iiciinciil kalinlik 2b ile R karsilastirmast f. cp,, =
2,1934 i¢in iigiinciil kalinlik d ile R karsilagtirmasi
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