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ABSTRACT

A NEW APPROACH TO THE GEOMETRY OF BERTRAND CURVES IN
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Department of Mathematics, Doctorate Thesis
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This thesis consists of six chapters. The first chapter is devoted to the introduction. The
second chapter contains concepts and definitions which are needed throughout the the-
sis. In the third, fourth and fifth sections, using a new approach in Minkowski 3-space,
the Bertrand curve conditions of spacelike, timelike and Cartan null and pseudo null
curves are obtained, respectively. The relations between Frenet vectors and curvature
functions of these curves and Bertrand mate curves are expressed. Examples for this
type of Bertrand curves are constructed and given with their graphs. The sixth chapter

is devoted to the discussion and conclusion.
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1. GIRIS

Diferensiyel geometrinin 6nemli bir calisma alani olan egriler teorisinin tarihi Huygens
(1629-1695), Leibniz (1646-1716) ve Newton (1643-1727) un diizlemsel egriler iize-
rine yaptiklari arastirmalara kadar dayanmaktadir. Bir diizlemsel veya uzay egrisinin
diferensiyel geometrisinin ¢alisilmasinda onemli bir asama Frenet-Serret denklemleri-
nin inga edilmesidir. Bu denklemler Frenet (1847) ve Serret (1851) tarafindan ayr1 ayri
tanimlanmustir. Giiniimiizde genellikle Frenet denklemleri olarak bilinmektedir. 7 (te-
get), N (asli normal), B (binormal) ile gosterdigimiz ve Frenet vektorleri olarak bilinen
bu vektorler yardimiyla egrinin bir¢ok geometrik 6zelligi incelenebilmektedir. Bunla-
rin baginda da egrinin egrilik fonksiyonlarinin elde edilmesi gelmektedir. Bir egrinin
egrilik fonksiyonlarinin egriyi temsil eden fonksiyonun tiirevleri yardimiyla bulunmasi
1671 yilinda Newton (1643-1727) tarafindan verilmistir. 1775 yilinda Monge (1746-
1818), ii¢ boyutlu Oklid uzayinda bir egrinin birinci ve ikinci egriligini tanimlamis ve
birinci egrilik fonksiyonunun analitik ifadesini elde etmistir. Fakat torsiyon (burulma)
egriliginin analitik ifadesini verememistir. Torsiyon (burulma) egriliginin analitik ifa-
desi 1806 yilinda Lancret (1774-1807) tarafindan verilmistir. Sonrasinda 1826 yilinda
Cauchy (1789-1857) ilk olarak bir uzay egrisini sistematik olarak ardisik tiirevler yar-
dimiyla calismustir [1-4]]. Giiniimiizde birim hizli bir uzay egrisinin birinci ve ikinci
egriliklerini Frenet vektorleri ve bunlarin tiirevleri yardimiyla kolayca ifade edilebil-

mektedir.

Egriler teoresinde yogun bir sekilde calisilan problemlerden birisi de egrilerin siniflan-
dirtlmasi problemidir. Bu problemin ¢6ziimiinde egrinin egrilikleri kj (egrininin egrilik
fonksiyonu olup klasik terminolojide x ile gosterilmektedir) ve k, (egrinin burulma
fonksiyonu olup klasik terminolojide 7 ile gosterilmektedir), egrinin Frenet vektorleri
(T,N,B) ve Frenet vektorlerinin olusturdugu Frenet diizlemleri (Oskiilator, Normal ve
Rektifiyen diizlemler) ve bunlar arasindaki iligkiler biiyiik bir oneme sahiptir. Uzay

egri ciftlerinin Frenet vektorleri arasindaki iligskiler sonucunda diferensiyel geometri-
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nin 6nemli egri drnekleri olan Bertrand egrileri, Mannheim egrileri ve involute-evolute
egrileri ortaya ¢ikmaktadir [5]].

Tezimizin konusunu olusturan Bertrand egrileri uzun bir ge¢gmige sahiptir. 1845 yi-
linda Saint-Venant tarafindan 3-boyutlu Oklid uzay: E? *de verilen bir uzay egrisinin
asli normalinin ayn1 uzayda bulunan bagka bir egrinin asli normali olup olamayacag:
sorusu, 1850 yilinda Bertrand tarafindan yayinlanan bir caligmada cevaplandiriimistir.
Bu calismada, bir uzay egrisinin yukarida belirtilen soruya bir ¢6ziim olabilmesi i¢in
egrilikleri arasinda bir lineer bagintinin olmasi gerektigi ispatlanmistir. Buna gore, ve-
rilen egrinin egrilik fonksiyonlar1 k| ve ky olmak iizere, Ak; + uk, =1, A € Ry, u
€ R seklinde bir bagintin1 saglanmasi gerek ve yeterdir. Bertrand’in bu ¢alismasindan
itibaren bu egriler Bertrand egrileri olarak adlandirilmastir 6, 7].

Bertrand egrileri iizerine yapilan caligmalar li¢ ana grupta ele alabiliriz. Birinci grup,
Oklid uzayindaki Bertrand egrilerinin genellestirmelerini icerir. Bu ¢alismalardan ba-
zilar1 su sekildedir: Pears (1935) , n-boyutlu Oklid uzay: E"’de Bertrand egrilerini
inceledi ve n > 3 i¢in ikinci veya ii¢iincii egrilik fonksiyonlarinin sifir olmasi gerekiti-
gini ispatladi. Boylece E"’deki Bertrand egrileri dejenere egrilerdir. Bu durumda E"’de
Bertrand egrileri uzayin, 3-boyutlu alt uzayinda bulunurlar [8-10]. Ayr1 bir calismada
Matsuda ve Yorozu (2003), 4-boyutlu Oklid uzay1 E*’teki Bertrand egrilerini arastir-
dilar. Bu calismada tiim egrilik fonksiyonlar1 sifirdan farkli olan bir egrinin Bertrand
egrisi olamayacagini (klasik anlamda) ispatlayarak Bertrand egrilerinin yeni bir sinifi
olan (1,3)-Bertrand egrilerini tanimladilar [[11].

Ikinci grupta Bertrand egrileri igin yapilan ¢alismalar Oklid i¢ ¢arpimi yerine Riemann
veya pseudo-Riemann i¢ ¢carpimlariyla donatilmig uzaylar i¢in yapilan ¢calismalardan
ve li¢ veya daha yiiksek boyutlu reel ve Lorentz uzay formlarindaki ¢calismalardan olus-
maktadir. Oklid uzayinda (3, 4 ve n boyutlar1 i¢in) Bertrand egrileri i¢in yapilan ¢alig-
malarin 6zellikle E% (3-boyutlu Minkowski uzay1), ]E‘ll (Minkowski uzay-zaman) ve Eg
(n-boyutlu ¢- indeksli yar1-Oklidyen uzay) uzaylarda genellestirildigi ayrica Galile ve
pseudo-Galile 3-boyutlu uzaylarinda da ¢alisildig1 goriilmektedir [[12-24].

Son grupta yer alan ¢calismalar, Bertrand egrilerinin yiizeyler teorisine uygulamalari ve
Bertrand egrilerine yeni bir bakis acis1 getiren calismalardir. Camct, Ilarslan ve Ugum
3-boyutlu Oklid uzayinda Bertrand egrilerine yeni bir bakis acis1 getirmiglerdir. Bu

calismada klasik Bertrand egri tanimi iizerinden hareket edilmistir. Buna gore E3de
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verilen bir (¢, ¢*) Bertrand egri ¢ifti i¢in
¢"(s") = @(s) + AN(s)
yazilabilir. Bu esitlik ¢ @* = AN zorunlulugunu gerektirir. Bunun yerine

@™(s") = @(s) + 1 () T (s) + pa (s) N(s) + 3 (5) B(s),

(1 (s), Uz (s) ve s (s) diferensiyellenebilir fonksiyonlar ) alinarak Bertrand egrilerine
yeni bir yaklagim getirmiglerdir [25]]. Bu yeni yaklasim sayesinde literatiire yeni Bert-
rand egrisi 6rnekleri eklenmistir. Ornegin genel helis egrilerinin (sabit egrilik oranina
sahip egriler) de Bertrand egrileri olabilecegini gostermislerdir.

Bu tez ¢alismasinda, yukarida bahsedilen yeni yaklasim yardimiyla Minkowski 3-
uzayinda sirasiyla spacelike, timelike ve Cartan null ile pseudo null egrilerinin Bert-
rand egri olma sartlar1 elde edilerek Bertrand egri ornekleri inga edilmistir. Bu ¢alig-

malardan elde edilen sonuglar [26,27]] makalelerinde yayinlanmustir.

1.1. Kaynak Ozetleri

Bu tez calismasinda temel kavramlar i¢in baglica O’Neill (1983), Kuhnel (1999), Dug-
gal ve Bejancu (1996), Montiel ve Ros (1998) kitaplar1 ile Walrave (1995) doktora
tezinin yan1 sira Bertrand egriler ve bu egrilerin eslenik egrileri icin referans listesinde

ad1 gecen makaleler ve kitaplardan yararlaniimisgtir.



2 . TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tezde gerekli olan kavramlar ve tanimlar verilecektir.

Tanim 2.1 (Simetrik Bilineer Form) Bir reel vektor uzay1 V i¢in

g:VxV =R

dontistimii Va,b € R ve Yu,v,w € V icin
(i) g (u,v) =g (v,u)
(ii) g (au+bv,w) = ag (u,w) +bg (v,w)
g(u,av+bw) =ag(u,v)+bg (u,w)
sartlar1 saglaniyorsa g doniisiimiine V reel vektor uzayi tizerinde simetrik bilineer form
denir [3,29,31].
Tanim 2.2 V reel vektor uzayi tizerinde bir simetrik bilineer form g olsun.

(i) 0 # v € V olmak iizere Vu € V igin

gu,v)=0

ise g ye V lizerinde dejeneredir denir. Aksi durumda g ye non-dejeneredir denir. Bu

tanima gore g nin non-dejenere olmasi i¢in gerek ve yeter sart Vv € V i¢in

g(u,v)=0ikenu =0

olmasidir.

(ii) (Skalar carpim) Non-dejenere simetrik bilineer form, skalar ¢carpim olarak adlan-
dirtlir.

(iii) Eger her 0 £ v € V i¢in g (v,v) > O ise g simetrik bilineer formu pozitif tanimli, eger
her 0 # v € V i¢in g (v,v) < 0 ise g simetrik bilineer formu negatif tanimlidir [28,31]].

Tamm 2.3 (Indeks) V reel vektor uzayi iizerinde bir simetrik bilineer form g olsun.

4



Bu durumda,

gw WxW—=R

negatif tamimli olacak sekilde en biiyiik boyutlu W alt uzayinin boyutuna g’ nin indeksi

denir ve ¢ ile gosterilir [28]].

Tanim 2.4 n-boyutlu g-indeksli yar1-Oklidyen uzay [Ef uzaymin bir dik koordinat sis-

temi (x,x2,X3,...,X,) olmak iizere

q n
ds? = — delz+ Z dx?
i=1 i=q+1

olarak tanimlanan non-dejenere metrik ile donatilmis n boyutlu Oklid uzayidir. Ey
uzayimin skalar carpimini g ile gosterelim. Ozel olarak n = 3 ve ¢ = 1 alinirsa 3-boyutlu
Minkowski uzayi elde edilir. Bu uzay Lorentz-Minkowski uzayi olarak da adlandirilir

ve genellikle E? ile gosterilir [28,31].

Tamm 2.5 v € E3\ {0} olmak iizere, eger

(i) g(v,v) > 0 ise, v spacelike (uzaysi) vektor
(ii) g(v,v) < 0 ise, v timelike (zamansi1) vektor

(iii) g(v,v) = O ise, v null veya lightlike (11ks1) vektor
olarak adlandirilir [28,,29.,31]].

Tamm 2.6 u € E3\{0} olmak iizere, E3 uzayinda u vektriiniin normu

||l [ = /1 (ut, )]

olarak tamimlanur. ||u|| = 1 ise u vektoriine birim vektor denir [28]].

Tanim 2.7 u, v € E? olmak iizere, u ve v vektorlerinin dik olmas1 icin gerek ve yeter

sart g(u,v) = 0 olmasidir [3-28].

Tamim 2.8 E3’de herhangi iki vektor u = (uy,ua,u3) ve v = (v1,v2,v3) olmak iizere,

uAv = (u3vy — upv3,u3vy — uiv3,ujvy — Vi)

5



vektoriine u ve v vektorlerinin vektorel carpimi denir [28)]].

I,i=jise
oj=q
0,i+# jise
ve e; = (81,0, 0;3) olmak iizere,
—€1 ey ée3

I/t/\V:det ui uy uj3

Vi v2 V3

seklinde verilir. Burada agagidaki esitlikler mevcuttur:
eiNey=e3,epNe3 = —e1,ez3/Nel = e

Tanim 2.9 /, R’nin bir acik arali§1 olmak iizere, ¢ : I C R — E% seklinde tanimli
diferensiyellenebilir bir doniisiim ise ¢’ye 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir egri de-
nir [[3}/30].

Tanm 2.10 ¢ : [ C R — E3 bir egri olsun. Eger ¢ egrisinin Vs € [ igin hiz vektorii ¢/ (s)
sirastyla spacelike, timelike veya null vektor ise ¢ egrisi sirastyla spacelike, timelike

veya null egri olarak adlandirilir [30].

Tanim 2.11 ¢: /I CR — E? bir egri olsun.

(i) @ null bir egri olmak iizere, eger Vs € I i¢in (@” (s), 9" (s)) = 1 sart1 saglaniyorsa ¢
egrisine pseudo yay parametresi ile parametrelendirilmistir denir. Bu durumda ¢ null

egrisi Cartan null egri olarak adlandirilir.

(i) @ null olmayan bir egri olmak iizere, eger Vs € I i¢in (¢’ (s), ¢’ (s)) = £1 sart1 sagla-
niyorsa ¢ egrisine yay uzunlugu parametresi ile parametrelendirilmistir denir [29-31]].
Asagidaki tammlara, drnekler kisminda ihtiya¢ duyuldugundan verilmistir.

Tanmm 2.12 ¢ : I C R — E% birim hizli bir egri olsun. @ egrisinin konum vektorii her
zaman kendi rektifiyen diizleminde kaliyorsa, ¢ egrisine Minkowski 3-uzayinda bir
rektifiyen egri ad1 verilir [39].

Tanmm 2.13 ¢ : /I C R — ]Ezl‘ birim hizli bir egri olsun. Eger sifirdan farkli sabit bir

vektor alam U igin g(N(s),U) fonksiyonu sabit ise ¢ egrisine slant helis ad1 verilir.
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Burada N(s) egrinin asli normal vektor alanidir. [32}36].

Tezimizin ana konusu olan Minkowski 3-uzayinda Bertrand egrilerinin genel tanimin
su sekilde verebiliriz:

Tamim 2.14 Minkowski 3-uzayinda sifirdan farkli egriliklere sahip bir ¢ : I C R — E%
egrisi i¢in, ayni asli normal vektore sahip olacak sekilde bir ¢* : I* C R — IE% egrisi
ve s € I, s* € I* noktalarinda s* = f(s) olmak tizere bir f : I — I* difeomorfizm varsa
¢ egrisine Bertrand egrisi denir. Bu durumda, ¢* egrisi, ¢ egrisinin Bertrand eslenik
egrisi olarak adlandirilir. Yani; Minkowski 3-uzayinda, verilen bir birim hizli, sifirdan
farkli egrilige sahip @ egrisi ve bagka bir uzay egrisi ¢*’1n karsilik gelen noktalarda asli
normal vektor alanlari lineer bagimli ise, o zaman bu @ egrisi Bertrand egrisi olarak ad-
landirilir ve diger ¢* egrisi de ¢ egrisinin Bertrand eslenik egrisi olarak isimlendirilir.
Ayrica (@, @*) egri ¢iftine Bertrand egri ¢ifti ad1 verilir.

{T,N,B} kiimesi, teget vektor T, asli normal vektor N ve binormal vektor B’den olu-
sur ve E?’deki bir ¢ egrisi boyunca hareketli Frenet catis1 olarak adlandirilir. Verilen
egrinin causal karakterine gore, Frenet vektorlerinin tiirevlerini, bu vektorler ve eg-
rilik fonksiyonlarina bagl olarak ifade edilen denklemlerine Frenet denklemleri de-
nir [31,39,41]]. Bu denklemleri su sekilde verebiliriz:

Durum 2.1 Eger ¢ spacelike ya da timelike bir egri ise, Frenet denklemleri, k| ve k;

strastyla birinci ve ikinci egrilikleri olmak iizere

T’ 0 &k 0 T
N’ = —81k1 0 83k2 N (2-1)
B 0 —&ky 0 B

olarak verilir. Ayrica, g(7,T) =€ = +£1,g(N,N) =& = +1,g(B,B) =& ==+1 ve
g(T,N) =g(T,B) = g(N,B) = 0 kosullar1 da saglanr.

Durum 2.2 Eger ¢ null (lightlike) bir egri ise, k; ve k, sirastyla birinci ve ikinci egri-
likleri olmak iizere, eger ¢ bir dogru ise birinci egriligi k1 = 0 dir. Diger tiim durumlar

icin k; = 1 dir. Bu durumda Frenet denklemleri

T’ 0 K 0 T
N’ = k2 0 —kl N (2-2)
B 0 —k O B



olarak verilir. Ayrica, g(7,T) = g(B,B) = g(T,N) =g(N,B) =0,g(N,N) =g(T,B) =
1 kosullar1 da saglanir.

Durum 2.3 Eger ¢ pseudo null bir egri ise, k| ve k; sirastyla birinci ve ikinci egrilikleri
olmak iizere, eger ¢ bir dogru ise birinci egriligi k1 = 0 dir. Diger tiim durumlar icin

k1 = 1 dir. Bu durumda Frenet denklemleri

T’ 0 4k O T
N | = 0 k 0 N (2.3)
B ki 0 —k» B

olarak verilir. Ayrica, g(N,N) =g(B,B) =g(T,N) =¢g(T,B) =0,g(T,T) = g(N,B) =
1 kosullar1 da saglanir.

Kabul edelim ki, E3’de, Minkowski 3-uzayinda , ¢ : I C R — [E3, Frenet catist
{T(s),N(s),B(s)} ve sifirdan farkli egrilikleri ki, k» olan bir Bertrand egrisi ve ¢* :
I* CR — E3 , Frenet catis1 {T*(s),N*(s),B*(s)} ve egrilikleri k7, k% olan Bertrand
eslenik egrisi olsun. Camci ve digerleri tarafindan, Oklid 3—uzayinda Bertrand egrileri
icin verilen yeni yaklasim, Minkowski 3—uzayinda Bertrand egrileri i¢in diisiiniilecek

olursa @* egrisi, i (s), Ua(s), Us(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere,

@*(s") = 9" (f () = @ (s) + 1 () T (s) + 2 (s) N () + 3 (s) B (s)

seklinde yazilabilir. Oklid 3—uzayinda diizlemsel egriler ve helis egrileri digindaki bir
egrinin bir tek Bertrand eslenigi bulunmasina ragmen [2|] Minkowski 3—uzayinda ¢
egrisinin causal karakterine gore eslenik egrisi ¢* farkli causal karakterlerine sahip

birden fazla egri olabilir.



3 . MINKOWSKI 3-UZAYINDA SPACELIKE BERTRAND EGRILER

Bu boliimde, E% Minkowski 3—uzayinda, bir spacelike egri icin Camc1 ve digerleri
tarafindan verilen yeni yaklasim kullanilarak bu egrinin bir Bertrand egri olma karak-
terizasyonlari ifade edilip ilgili 6rnekler inga edilecektir.

Kabul edelim ki, E}’de ¢ : I C R — E3 egrisi {T,N,B} Frenet catisina ve sifirdan
farkli ky, ky egriliklerine sahip bir spacelike Bertrand egrisi ve ¢* : I* C R — E? egrisi
de {T*,N*,B*} Frenet catisina ve ki,k5 egriliklerine sahip ¢ egrisinin bir Bertrand

eslenik egrisi olsun. Buna gore ¢* asagidaki sekilde verilebilir:

() =" (f(s) =@ (s) + 11 (s) T (s) + 2 (s) N (s) + 3 (5) B (s)

burada p; (s), Us (s) ve Us (s), I tizerinde diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. ¢ egrisi
spacelike asli normal vektorii N’ye sahip bir spacelike egri oldugunda, ¢ egrisinin

Bertrand eslenik egrisi, ¢* i¢in asagidaki durumlardan birisi miimkiindiir:
(i) @™ bir timelike egridir,

(ii) @™ spacelike asli normal vektore sahip bir spacelike egridir,

(iii) @™ bir Cartan null egridir.

Asagidaki teoremde tiim durumlar ayr1 ayr1 degerlendirilmistir.

Teorem 3.1 ¢ : I C R — E3, Minkowski 3-uzayinda sifirdan farkl egrilikleri k1, k, ve
spacelike asli normal vektor N’ye sahip bir birim hizli spacelike egri olsun. ¢ egrisinin,
Bertrand eslenik egrisi ¢* : I* C R — E% olan bir Bertrand egri olmasi i¢in gerek ve

yeter sart asagida verilen kosullardan birinin saglanmasidir:

(i) w1 (s), o (s) ve us (s) gibi diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere,

Mzky = lJé + Uiky

, 3.1)
Uy = Haky
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esitlikleri saglanir ya da & € R olmak iizere,

Wy — oky # 0
N;+N1k1 = Uzky
1+M—mh=l(%—mb>

(3.2)
hky—ki# 0
hki —ky# 0
1—h2> 0

/

esitlikleri saglanir. O zaman ¢ egrisi bir Bertrand egridir. Bu durumda, Bertrand

eslenik egrisi @* bir timelike egridir.

(ii) Wi (s), 12 (s) ve us (s) gibi diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere,

Uzky = Né + Uiky

, (3.3)
My — toky = O

esitlikleri saglanir ya da 4 € R olmak lizere,

Wy — tioky # 0
H;+N1k1 = Uzky
Ly — paky = ()~ pioke )
hky—ki # 0
hky —ky # 0
1-hn< 0

(3.4)

/

esitlikleri saglanir. O zaman @ egrisi bir Bertrand egridir. Bu durumda, Bertrand

eslenik egrisi @*, spacelike asli normal vektor N’ye sahip bir spacelike egridir.

(iii) w1 (s),uz (s) ve us(s) gibi diferensiyellenebilir fonksiyonlar ve v € R)h = +1
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olmak tizere,
Wy — ko # 0
H;'Hllkl: Uzkr
Ly — paky = ()= bioke )
‘Hé—uzkz‘= V2 |hki — k|
hky —ky £ 0
W4k £ 0

(3.5)

esitlikleri saglanir. O zaman @ egrisi bir Bertrand egridir. Bu durumda, Bertrand

eslenik egrisi @* bir Cartan null egridir.

Ispat. Kabul edelim ki, ¢ egrisi sifirdan farkl egrilikleri k{ (s), k> (s) olan ve yay uzun-
lugu parametresi s ile parametrelendirilmis bir spacelike Bertrand egrisi ve @* egrisi
de yay uzunlugu ya da pseudo yay parametresi s* ile parametrelendirilmis, ¢ egrisi-
nin Bertrand eglenik egrisi olsun. Yani, her s € [ i¢in [ iizerinde u; (s), U (s) ve s (s)

diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak tizere, ¢* egrisi su sekilde ifade edilebilir:

Q" (s7) = @™ (f(5) = @ (s) + 1 () T () + 12 () N (5) + 13 (s) B () (3.6)

(i) ¢* timelike bir egri olsun. ([3.6]) denkleminin s parametresine gore tiirevi alinir

ve de verilen denklemler kullanilirsa,
F17= (1 = ok ) T+ (o + ks — sk )N+ (15— ok ) B 3.7)
esitligi elde edilir. Buradan denklemi N ile skaler carpilirsa,
psky = iy + ki (3.8)
bulunur. esitligi denkleminde yerine yazilirsa,
F17 = (11— ok ) T+ (15— ko ) B (3.9)
elde edilir. Bu denklemi kendisi ile ¢arpilirsa,

(f/>2= (Hé—uzkzy— <1+Hi—l~l2k1>2 (3.10)
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bulunur. Ayrica
5:1+u11—u2k1 y_.u3—142k2

, Y= ; (3.11)
f f
esitliklerindeki seg¢imler yapilirsa ([3.9)) denklemi
T*=6T+YB (3.12)

olarak yazilir. Buradan da (3.12)) deki esitligin s parametresine gore tiirevi alinir ve
(2.1]) de verilen denklemler kullanilirsa,

fIEN*=8T+ (8ki—yko)N+7B (3.13)
elde edilir. (3.13)) denklemi kendisiyle carpilirsa,
0=0 ve y=0 (3.14)

oldugu goriiliir. Oncelikle, ¥ = 0 oldugunu varsayalim. O zaman [,L; — Uk = 0 dir.

Simdi de kabul edelim ki y # 0 olsun. Boylece & = & /7y olmak iizere,
Ly — paky = (45— poko)
elde edilir. Eger da elde edilen esitlikler de yerine yazilirsa,
FKIN* = (8ki — Yka) N (3.15)

bulunur. Ayrica ([3.15]) esitligi kendisi ile ¢arpilir ve (3.10)), (3.11]) denklemleri de kul-

lanilirsa,

N2
( f/>2 (k)2 = (hlil_ hkzz)

elde edilir. Burada hk; — k; # 0 ve 1 — h? > 0 olarak alinmistir. A = % se¢imi
1
yapilirsa,

N*=AN (3.16)

olur. (3.16)) esitliginin s parametresine gore tiirevi alinir ve (2.1]) de verilen denklemler
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kullanilirsa,

5B = —Ak T +A'N — AkyB— fIKiT* (3.17)

elde edilir. Burada A" = 0 dir. Son olarak, esitligi kullanilarak ve asagidaki se-
cimler yapilarak,
(hki —k2) (ué - H2k2> (hky — k1)
(f) ke (1—12)
(hky — k) (ué - ,LL2k2> (hky — ki) h
(f') ke (1—h2)

P(s) =

Q(s) =

(3.17)) denklemi tekrar yazilirsa,
kB =P(s)T+Q(s)B

elde edilir. Sonug olarak hk, — ky # 0 dur.

Tersine, ¢ sifirdan farkli k| ve k> egriliklere sahip yay uzunlugu parametresi s ile pa-
rametrelendirilmis bir spacelike egri olsun. Oncelikle kabul edelim ki, ¢ egrisi u; (s),
U (s) ve 3 (s) diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere, (3.1)) de verilen denk-

lemleri saglasin. O zaman, bir ¢* egrisi su sekilde ifade edilebilir:

@"(s") = 9" (f () = @ (s) + 1 () T (s) + 2 (s) N () + 3 (s) B (s) (3.18)

[fade edilen bu (3.18]) denkleminin s parametresine gore tiirevi alinirsa,

do*
ds

= <1+/.L1 —H2k1> T

bulunur. Ayrica (2.1]) de verilen denklemler kullanilarak,

I d(P*
f—H ds

=m <1 —l-,ui —,Ltz/q) >0
burada m; = sgn (1 + ,ui — u2k1> dir. O zaman my,m3 = *+1 olmak iizere,

T* = mlT

N* = mymN
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B* = mymoms3B

veE

g = 22
f

g = e
f

esitlikleri elde edilir. Sonug olarak ¢ egrisi bir Bertrand egridir ve ¢* egrisi de, @
egrisinin bir timelike Bertrand eglenik egrisidir.

Simdi de kabul edelim ki, p; (), uz (s) ve u3 (s) diferensiyellenebilir fonksiyonlar ve
h € R olmak iizere, ¢ egrisi de verilen denklemleri saglasin. O zaman, bir ¢*
egrisi su sekilde ifade edilebilir:

O" () =" (f(s)) = @(s) + i ()T (s) + t2 ()N (s) + 3 () B(s) ~ (3.19)
Burada (3.19)) esitliginin s parametresine gore tiirevi alinirsa,

do*
ds

_ (1 + _.u2k1> T+ (Hé - u2k2> B (3.20)

elde edilir. Boylece (3.20)) den agagidaki denklem elde edilir:

/ d(p*
f = H ds

_— (ué . /,sz2> V1-h2,

Burada ny = sgn (u; — /.szz) dir. Elde edilen son denklemlerle birlikte ([3.20)) esitligi

tekrar yazilirsa,

ni
T* = hT +B (3.21
s (WT +B) )
bulunur. Ayrica g(T*,7*) = —1 dir. Buradan (3.21)) esitliinin s parametresine gore

tiirevi alinirsa,
dT*  m (hki —kp)

s fV1-i2

(3.22)
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Boylece ny = sgn (hky — ky) olacak sekilde,

* dT™ _ ny (hkl —kz)
! ds* f'V1—h?

esitligi elde edilir. Bu ([3.22)) esitliginden de,
N* = nlnzN (3.23)

bulunur. Ayrica g (N*,N*) = 1 oldugu goriiliir. Ayn1 sekilde devam edilirse, yani ((3.23|)
denkleminin s parametresine gore tiirevi alinir ve ([2.1]) de verilen denklemler ile (3.21)),

(13.22) esitlikleri de kullanilirsa,

dN* —k*T* _ niny (hkz —kl)
ds* 1 f(1—h?)

(T +hB)

elde edilir ve bunun sonucunda da n3 = sgn (hk, — k1) olmak iizere,

k* W n3 (th—kl)
2 f/ /1_h2

esitligi elde edilir. Son olarak ayni islemlerin tekrari ile,

ninang

V1—h?

B* =

(T +hB)

bulunur ve g (B*,B*) = 1 dir. O zaman ¢ bir timelike egri ve ¢* egrisinin de Bertrand
eslenik egrisidir. Sonug olarak ¢ bir Bertrand egridir.

(ii) @™ spacelike asli normale sahip bir spacelike egri olsun. Bu durumda bu kismin
ispati, yukarida ispati verilen ¢* egrisinin timelike oldugu durumdaki ispat ile benzer
oldugundan ispat tekrarlanmamastir.

(i) @™ bir Cartan null egri olsun. O zaman (|3.6)) esitliginin s parametresine gore

tiirevi alinir ve (2.1)) ve (2.2)) de verilen denklemler kullanilirsa,

F1o= (1 — gk ) T+ (o + ks — ok ) N+ (15— ok ) B (3.24)
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elde edilir. Buradan ((3.24)) esitligi N ile skaler ¢arpilirsa,
pska = [ty + piky (3.25)
bulunur ve elde edilen bu (3.25)) esitligi denkleminde yerine yazilirsa,
£ = (11— ok ) T+ (115 — ko ) B (3.26)

elde edilir. Ayrica (3.26]) esitligi kendisi ile carpilirsa,

(1 + —l~l2k1>2 = (ué —uzkz>2

) , (3.27)
I+u— ks  =h <.u3 - u2k2>
bulunur ve burada & = £1 dir. Eger
s — ok
S = "“L3—{"22 (3.28)
f

esitligi alinir ve ((3.26)) denkleminde bu secilen ((3.28]) esitligi yazilirsa,

T* =6 (hT + B) (3.29)

bulunur. Buradan (3.29)) denkleminin s parametresine gore tiirevi alinir ve (2.1)) ve
(2.2)) de verilen denklemler kullanilirsa,

fN*=8 (hT +B)+ 8 (hky —k))N (3.30)
elde edilir. Bulunan bu ([3.30)) esitliginden de
§=0 ve hkj—k#0 (3.31)

oldugu soylenir. Ayrica (3.30)) esitliginde, (3.31]) de bulunan denklemler yerine yazi-
lirsa,

fN*=8(hkj —k))N (3.32)
dir. Eger (3.32)) denklemi kendisi ile ¢arpilir ve (2.2)) de verilen denklemler ile ([3.27)),
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(13.28]) esitlikleri de kullanilirsa,
13— pako| = 8 |y — ko (3.33)
bulunur. Burada N* = £N oldugundan,
—I3T* —B* =+ (—k;T — k»B)

ve
25 = k3 — k3
elde edilir. Ayrica ([3.33)) esitligi de, hk; — kp # 0 oldugunu gosterir.

Tersine, @ sifirdan farkli k1, k> egriliklerine sahip yay uzunlugu parametresi s ile pa-
rametrelendirilmis bir spacelike egri olsun. i (s), t2(s) ve uz(s) diferensiyellenebilir
fonksiyonlar ve y € R, h = £1 olmak iizere, ¢ egrisi (3.5 de verilen denklemleri

saglasin. O zaman, bir @* egrisi su sekilde ifade edilebilir,

@™ (") = @™ (f () = @ (s)+ 11 () T () + 2 (s) N (s) + 3 (s) B (s) (3.34)

Eger (13.34)) esitliginin s parametresine gore tiirevi alinirsa,

do* /
2 — (s poke ) (4T +B) (335)
\Y&
d2 * , / ,
d—;’; = (Iis - H2k2> (hT +B) + (.Us - ,u2k2> (hky — ko) N

elde edilir. Ayrica burada m, = sgn (u; — /.szz) ve m3 = sgn (hk; — ky) olmak iizere,

f = \/mz — ko) /m3 (hki — k)

oldugu goriiliir. Bunlara baglh olarak my = sgn (0) olmak iizere, ([3.35]) denklemi tekrar
yazilirsa,

T* = my6 (hT + B) (3.36)
bulunur. Aym zaman da g (7*,T*) = 0 esitligi de saglanir. Onceki yapilan islemler
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tekrarlanirsa, yani ([3.36]) denkleminin s parametresine gore tiirevi alinirsa,

dT* . m45 (/’lk1 —kz)
ds* f

N = ms3 m4N

elde edilir. Boylece elde edilen egrinin birinci egriligi k7 = 1 bulunur. Ayrica,

N* = m3m4N

dir ve g (N*,N*) = 1 esitligi saglanir. Buradan ayni islemler tekrar edilirse,

my
B*= —=(—hT +B
bulunur. g (B*,B*) =0 ve g (T*,B*) = 1 esitlikleri saglanir. Son olarak da egrinin ikinci

egriligi,

£0

k§—g <dN* *) _ ms3 (hk1+k2>

AV —2f'8

olarak elde edilir. O zaman ¢* egrisi bir Cartan null egridir ve ¢ egrisinin Bertrand
eslenik egrisidir. Boylece ¢ egrisi bir Bertrand egridir.
Teorem 3.2 ¢:/ CR — IE? Minkowski 3-uzay1 E?’de, stfirdan farkli egrilikleri k1,
ky ve timelike asli normal vektdr N’ye sahip bir birim hizli spacelike egri olsun. @
egrisinin, Bertrand eslenik egrisi ¢* : I* C R — E? olan bir Bertrand egri olmasi i¢in
gerek ve yeter sart asagida verilen kosullardan birinin saglanmasidir:

Ui (s), Mo (s) ve uz (s) gibi diferensiyellenebilir fonksiyonlari i¢in,

M1k = Né + Uzko

, (3.37)
My + ok = O
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esitlikleri saglanir ya da 4 € R i¢in,

s+ ks # 0
Uik = Né + Uzky
14+ — ok = h <.u_;, + uzkz)

(3.38)
hky —ky # 0
hky —ky # 0

ht 0

V
esitlikleri saglanir. O zaman @ egrisi bir Bertrand egridir. Bu durumda Bertrand eslenik
egrisi ¢*, timelike asli normal N* vektoriine sahip bir spacelike egridir.

Ispat. Bu teoremin ispati, yukarida verilen Teorem 3.1’in ispatina benzer oldugu igin

ispat1 tekrarlanmamustir.

Sonuc 3.1 ¢ : I C R — E3, Frenet gatis1 {7, N, B} olan bir spacelike Bertrand egri ve
@* : I* C R — [E3, Frenet catis1 {T*,N*, B*} olan ¢ egrisinin Bertrand eslenik egrisi

olsun. @ bir slant helis ise, 0 zaman @* bir slant helistir ancak ve ancak

13(s) — 2 (s)ka(s) = sabit

esitligi saglanir ve burada u3(s) = g(@*,B), U (s) = g(@*,N) dir.

Ispat. Bu sonucun ispati, yukarida verilen Teorem 3.1’in ispatina benzer oldugu igin

ispat1 tekrarlanmamistir.

3.1. Ornekler

Bu boliimde, yukarida aciklanan yeni yaklasima gore Bertrand egrileri ve bu egrilerin
Bertrand eglenik egrileri icin 6rnekler olusturulmustur. Spacelike rektifiyen egri 6rnek-

leri [377]] makalesinden alinmusgtir.

Ornek 3.1 ¢ : I C R — E3, egrilikleri ki (s) ve kz(s) olan bir spacelike Bertrand egri
olsun. Teorem 3.1’ deki durumlar saglansin. Kabul edelim ki t; = iy € R olsun. O

zaman

mky = Uzky
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Ly —poky = (15— poks
yazilabilir. Bu durumda

o ko (S—[.L()f(kl —hkz)ds)
Has) = Iy — ko

Ve

k1 (S—,Ll,of (kl —/’lkz)ds)
hki — ko

p3(s) =

elde edilir. Boylece Bertrand eslenik egrisi ¢* asagidaki gibi yazilabilir:
k2 (S — Ho f (k1 — hkz) ds)
9*(s) = o(s)+ pya—

1 — K2

ki (s— o [ (ky — hky)ds)

T(s)+ HoN(s)

Burada Bertrand eslenik egrisi @*, sirastyla, h> > 1, h? < 1 yada h? = 1 ise spacelike,

timelike ya da null egridir.

Ornek 3.2 E?’de egrilikleri k| = % ve ky = —\% olan spacelike asli normal vektor

N’ye sahip bir spacelike dairesel helis egrisi,

o(s)= % (sinh V/3s,cosh \/§S,3S)

denklemi ile verilsin. Bu egrinin Frenet vektorleri de asagidaki gibidir:

T(s) = %(cosh\/gs,sinh\/gs, \/3),

N(s) = <sinh\/§s,cosh\/§s,0>,

B(s) = %(\@cosh\@s,\@sinh\@s,l).

(i) Eger Teorem 3.1-(i) durumundaki kosullar1 saglayan p; = —1,tr = v/6, U3 =

\/Lg ve h = % secimleri yapilirsa @* egrisi,
v
*(s) = 7 sinh \/§S,7cosh\/§s,3s—2)
¢ (s) = 753 7

olarak ifade edilir. Gerekli hesaplamalarla ¢* egrisinin egrilikleri k7 = V3, ks =
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3

~ e Ve Frenet vektorleri de,

\/_
(\/Ecosh\/_s \/_smh\/_s \/_6>

N*(s) = <sinh\/§s,cosh\/§s,0>,

B*(s) = (\/\/4;6(:osh\/_s \/[smh\/_s \/_6>

bulunur. O zaman ¢ egrisi bir Bertrand egridir. Boylece, ¢* egrisi ¢ egrisinin bir ti-

melike Bertrand eslenik egrisidir.

(ii) Eger Teorem 3.1-(ii) durumundaki kosullar1 saglayan u; = V3, U = %,
w=—-1lveh= f secimleri yapilirsa @* egrisi,
3(3s+2V3)
@* (s) = | —=sinhv/3s, —— cosh/3s,
\/_ \/_ Ve
olarak ifade edilir. Gerekli hesaplamalarla @* egrisinin egrilikleri kf = %g, ks = —%

ve Frenet vektorleri de,

T*(s) = (\/_cosh\/_s \/_smh\/_s 3\\//__>

N*(s) = (sinhﬁs,coshx@s,O),
B*(s) = ( 3\/_0 sh/3s, \/_smh\/—s \/_>

V2 V2

bulunur. O zaman ¢ egrisi bir Bertrand egridir. Boylece, ¢* egrisi ¢ egrisinin spacelike

bir Bertrand eglenik egrisidir.

3

(iii) Eger Teorem 3.1-(iii) durumundaki kosullar saglayan p; (s) = <% - ﬁ) s,

Uy =1, usz(s) = (—% + ﬁ) s ve h =1 se¢imleri yapilirsa ¢* egrisi,
0" (s) = <— sinhv/3s, cosh\/_s £s>

olarak ifade edilir. Gerekli hesaplamalarla ¢* egrisinin egrilikleri k7 = 1, k5 = —5 ve
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Frenet vektorleri de,

T*(s) = (ﬁcosh\/_s \/_smh\/_s \/_>
N*(s) = (sinh V/3s, cosh \/§s,0) ,
B*(s) = (—gcosh\/_s \/—smh\/_s f)

bulunur. O zaman ¢ egrisi bir Bertrand egridir. Boylece ¢* egrisi, ¢ egrisinin bir Car-

tan null Bertrand eslenik egrisidir.

Sekil 3.1: Ornek 3.2.’de verilen ¢ egrisi ve bu egriye ait olan Bertrand eslenik egri-
lerinin grafikleri; kirmizi grafik ¢ egrisi, mavi grafik timelike Bertrand eglenik egrisi,
yesil grafik spacelike Bertrand eslenik egrisi ve siyah grafik Cartan null Bertrand esle-
nik egrisi olarak gosterilmistir.

Ornek 3.3 E3’de egrilikleri ki (s) = 5 ve ka(s) = —s olan spacelike asli normal vektor

N’ye sahip bir spacelike genel helis egrisi,

SS SS S3
06)=(~3-3+%)



denklemi ile verilsin. Bu egrinin Frenet vektorleri asagidaki gibidir:

4 4 2
T(S) = <_s§’_s_+l7%)7

8
2 2
S s
NGs) = (-=,-2,1
(s) (27 27)7
4 4 2
N s S
Bis) = (-2 —1,-2 7).

(i) Eger Teorem 3.1-(i) durumundaki kosullari saglayan p; = —1, tr = /6, u3 = \/Lg

ve h = —Z secimleri yapilirsa, Q™ egrisi,

3V3

olarak ifade edilir. Gerekli hesaplamalarla ¢* egrisinin egrilikleri k7 (s) = 3s,

k5(s) = —3s ve Frenet vektorleri de,

T*(s)

V3st 2v3 V35t V3 V352
8 37 8§ "3 8 |

s 52
N*(s) = (—5,—371>;
( 35t \/3 \/§s4 23 \/§s2>

B(s) =

8 3’8+3’2

bulunur. O zaman ¢ egrisi bir Bertrand egridir. Boylece, ¢* egrisi ¢ egrisinin

bir timelike Bertrand eslenik egrisidir.

(ii) Eger Teorem 3.1-(ii) durumundaki kosullar1 saglayan u;(s) = %4— 2s, Uy =1,

Us(s) = —% —2sveh= —% secimleri yapilirsa @* egrisi,

5 5 3
O (s) = (—j—0+2s,—i—0—|—3s,%+ 1)

olarak ifade edilir. Gerekli hesaplamalarla ¢* egrisinin egrilikleri k7 (s) =

k5(s) = —\% ve Frenet vektorleri de,

N st 2 st 30082
") = (‘ﬁ*%"ﬁ*ﬁ’ﬁ)’
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B(s) — (_i_i 2l )
bulunur. O zaman @ egrisi bir Bertrand egridir. Boylece, ¢* egrisi ¢ egrisinin

bir spacelike Bertrand eglenik egrisidir.

(iii) Eger Teorem 3.1-(iii) durumundaki kosullar1 saglayan g (s) = — % + % 452~

Ly (s) = —% + %,ug (s) = % — % +s2, y=1ve h = 1 secimleri yapilirsa, @*

6 6 4
LT W (A S N

olarak ifade edilir. Gerekli hesaplamalarla ¢* egrisinin egrilikleri k{ = 1, k&5 =0

egrisi,

ve Frenet vektorleri de,

bulunur. O zaman ¢ egrisi bir Bertrand egridir. Boylece, ¢* egrisi ¢ egrisinin

bir Cartan null Bertrand eslenik egrisidir.
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Sekil 3.2: Ornek 3.3’te verilen @ egrisi ve bu egriye ait olan Bertrand eslenik egri-
lerinin grafikleri; kirmizi grafik ¢ egrisi, mavi grafik timelike Bertrand egslenik egrisi,
yesil grafik spacelike Bertrand eslenik egrisi ve siyah grafik Cartan null Bertrand esle-
nik egrisi olarak gosterilmistir.

Ornek 3.4 E3"de egrilikleri k; (s) = ‘3/—5 ve k(s) = £ olan timelike asli normal vektér

N’ye sahip bir spacelike genel helis egrisi,

@ (s)= (1—12 (16s+ 55> — 101ns) ,g (4s+s* —21Ins) g (s2+21ns)>

denklemi ile verilsin. Bu egrinin Frenet vektorleri asagidaki gibidir:

() — <5s2+8s—5 V5 (s> 25— 1) \/§(s2—|—1)>

6s ’ 3s ’ 6s
2 2 2
1 11—
N = (P S 1)
2s Ky 2s
B(s) V5(1—52425s) 2-252+5s 145>
s) = — )
3s ’ 3s " 3s

Eger Teorem 3.2.’deki kosullar1 saglayan i (s) = % Ins—2s,up =1, u3(s) = %lns —
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V55 ve h = % se¢imleri yapilirsa ¢* egrisi,

(67/5+(564+6V/5)s2—55% | (—25+84+/5)Ins —6-2(3+7V/5)s2+/5s° | (—214+V/5)Ins
q)* (S) _ - 12s + 30 ) 6s + 3 ’
6—652++/55° + V35lns
12s 6
_ 55

olarak ifade edilir. Gerekli hesaplamalarla @* egrisinin egrilikleri k7 (s)

k5(s) = EEED] ve Frenet vektorleri de,

- 18(3v/5-5s)°

3
—5s

. (33/5-55) (—54s(-28+5s)) /2 (-3+v5s) (~1-Tsts2) (/3 (~3+v/5s) (1+)
T (S) - - ) s
61/30s2 /5+9-0/3 352, [5 2-6/5 652\ /5+2-8/%
2
N*(s) = (_ \/§(ES+1)7_S2:1’ IESSZ>

B (s) = (—3V/5+55)(—59+5(—28459s)) (—3v/5+55)(=59+s(—35+59%)) 59(—3+V/5s)(1+s?)
18V46s2, /54065 9V/A6s? | /5-+ 905 ' 18VA6s2 /54 26/

bulunur. O zaman ¢ egrisi bir Bertrand egridir. Boylece ¢* egrisi ¢ egrisinin timelike

asli normal vektor N’ye sahip bir spacelike Bertrand eslenik egrisidir.

Sekil 3.3: Ornek 3.4’ te verilen @ egrisi ve bu egriye ait olan Bertrand eslenik egri-
sinin grafikleri; kirmizi grafik @ egrisi, mavi grafik timelike asli normal vektore sahip
spacelike Bertrand eslenik egrisi olarak gosterilmistir.

Ornek 3.5 E3de egrilikleri ki (s) = MU and ky(s) = <90 olan timelike asli
(1+5) (1+:2)2

(e[S
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normal vektor N’ye sahip bir spacelike rektifiyen slant helis egrisi,

—sinh(1)v/1+ s2,cosh(1)v/1+ s2cos[sech(1)arctan(s)],

ols) = cosh(1)v/1 + sZsin[sech(1)arctan(s)]

denklemi ile verilsin. Bu egrinin Frenet vektorleri de asagidaki gibidir:

T(s) = - Si;li(slz)s : \/11+7 (cosh(1)scos[sech(1)arctan(s)] — sin[sech(1)arctan(s)]),
\/11+7 (cos[sech(1)arctan(s)] 4 cosh(1)ssin[sech(1)arctan(s)])
N(s) = (cosh(1),—sinh(1)cos[sech(1)arctan(s)], — sinh(1)sin[sech(1)arctan(s)]),
sinh(1) 1

B(s) = —m,m(cosh(l)cos[sech(l)arctan(s)]—l—ssin[sech(l)arctan(s)]),

\/117 (scos[sech(1)arctan(s)] 4 cosh(1)sin[sech(1) arctan(s)])

Eger Teorem 3.2.’deki kosullari saglayan u (s) = Staili(slz) — Ss_—zl,,uz =1,us(s) = i

7 ve h =1 secimleri yapilirsa ¢* egrisi,

: 2
sech(1) + —Smh(fhsl“ ,

¢ (S) - __cosh(1)v/1+s2cos[sech(1)arctan(s)]  cosh(1)v'1+s%sin[sech(1)arctan(s)]
—14s ’ —1+4s

(S) _ tanh(1)(—1+s)>

olarak ifade edilir. Gerekli hesaplamalarla ¢* egrisinin egrilikleri k7 3
2 ( 1452 ) 2

2

2
k5 (s) = tanh(1)(=1+5) (1+5) ve Frenet catist da,

2(14s2)2

—sinh(1) (1+3s),
T*(s) = \/E\/IHT cosh(1) (1+s)cos[sech(1)arctan(s)] 4+ (—1+ s) sin[sech(1) arctan(s)],

(—1+s)cos[sech(1)arctan(s)] 4+ cosh(1) (1 +s)sin[sech(1) arctan(s)]
N*(s) = (—cosh(1),sinh(1)cos[sech(1)arctan(s)],sinh(1)sin[sech(1)arctan(s)])
—sinh(1) (—1+3s),
B*(s) = ﬂ\/;@ cosh(1) (—1+s)cos[sech(1)arctan(s)] — (1 + s) sin[sech(1) arctan(s)],
(1+s)cos[sech(1)arctan(s)] 4+ cosh(1) (—1+s) sin[sech(1) arctan(s)]

bulunur. O zaman ¢ egrisi bir Bertrand egridir. Boylece ¢* egrisi, ¢ egrisinin timelike

asli normal vektor N’ye sahip bir spacelike Bertrand egslenik egrisidir.
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Sekil 3.4: Ornek 3.5’ te verilen @ egrisi ve bu egriye ait olan Bertrand eslenik egrisi-
nin grafikleri; kirmizi grafik ¢ egrisi, siyah grafik timelike asli normal vektore sahip
spacelike Bertrand eglenik egrisi olarak gosterilmistir.
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4 . MINKOWSKI 3-UZAYINDA TIMELIKE BERTRAND EGRILER

Bu boliimde, IE? Minkowski 3-uzayinda bir timelike egri i¢in literatiirde yapilan islem-
lerden farkli olan 6nceki boliimde anlatilan yeni yaklasim kullanilarak Bertrand egri
olma karakterizasyonlar1 incelenecektir. Bunun sonucunda elde edilen teorem ifade ve
ispat edilip ornekler grafikleriyle verilecektir.

Kabul edelim ki E3’de ¢ : 1 € R — E3, Frenet catst {T(s),N(s),B(s)} ve sifirdan
farkli egrilikleri & (s),k>(s) olan bir timelike Bertrand egrisi olsun. Bu durumda ¢* :
I* C R — E3, Frenet gatis1 {T*(s),N*(s),B*(s)} ve k%(s),k3(s) egriliklerine sahip
¢ egrisinin bir Bertrand eglenik egrisi olsun. O zaman @* egrisi u;(s), ua(s), u3(s)

diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak {izere,

¢*(s") = @"(f(5)) = @(s) + p1 ()T (5) + 12 (s)N(s) + U3 () B(s)
olarak yazilabilir. Bu timelike ¢ egrisinin asli normal vektorii N spacelike oldugunda
¢ egrisinin Bertrand eglenik egrisi ¢* i¢in agsagidaki durumlardan birisi miimkiindiir:
(1) @™ bir timelike egridir,
(ii) @™ spacelike asli normal vektore sahip bir spacelike egridir,
(iii) @™ bir Cartan null egridir.
Asagidaki teoremde olabilecek tiim bu durumlar ayr1 ayri ele alinmigtir.

Teorem 4.1 ¢ : I C R — E3, Minkowski 3-uzayinda sifirdan farkli &y (s),kz(s) eg-
riliklerine sahip bir birim hizli timelike egri olsun. O zaman ¢ egrisinin, Bertrand
eslenik egrisi @*: I* CR — E? olan bir Bertrand egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart

asagidaki durumlardan birinin saglanmasidir:

(i) wi(s),ua(s), us(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlart igin

.U; + Wk = Uzko

, (4.1)
M3 + trky =0
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esitlikleri saglanir ya da A reel sayisi icin

,u; + Uiky
s+ toks
1+ 1) + ok
ky — hk;
hki — ko
-1

= Wskz

£0

=h (H3/ +,u2k2>
£0

£0

>0

/

4.2)

esitlikleri saglanir. O zaman ¢ egrisi bir Bertrand egridir. Bu durumda, Bertrand esle-

nik egrisi ¢* bir timelike egridir.

(i) wi(s),u2(s), uz(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlart ve & reel sayisi igin

,u; + Uiky
s+ toks
1+ 1) + ok
ky — hk;
hky — ks
h—1

= Uszky

£0

=h (H3/ +l~l2k2>
£0

£0

<0

)

J

4.3)

esitlikleri saglanir. O zaman ¢ egrisi bir Bertrand egridir. Bu durumda, Bertrand esle-

nik egrisi ¢* spacelike asli normal vektor N’ye sahip bir spacelike egridir.

(iii) p1(s), ua(s), us(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlar1 ve y reel sayisi, h = £1 igin

.ué + Uiky
s+ ks
1+ 1) + ok
‘,u3/ + szz‘
hky —ky
hk +ky

= Uzky

#0

=h <H3/ +.U2k2>
= ¥ |hky — k|
£0

£0

\

/

4.4)

esitlikleri saglanir. O zaman ¢ egrisi bir Bertrand egridir. Bu durumda, Bertrand esle-

nik egrisi ¢* bir Cartan null (lightlike) egridir.

Ispat. Kabul edelim ki, ¢ egrisi k{ (s),ky(s) sifirdan farkl1 egrilikleri olan ve yay pa-
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rametresi s ile parametrelendirilmis bir timelike Bertrand egrisi ve ¢@* egrisi de yay
uzunlugu ya da pseudo yay parametresi s* ile parametrelendirilmis ¢ egrisinin Bert-
rand eslenik egrisi olsun. O zaman her s € [ icin y; (s), U2 (s), 43 (s) diferensiyellenebi-

lir fonksiyonlar olmak tizere @* egrisi

@™ (s") = @"(f(5)) = @(s) + t ()T (s) + 2 (s)N(s) + pa (s)B(s) ~ (4.5)

olarak yazilabilir.

(i) @™ egrisi timelike bir egri olsun. (4.5)) esitliginin s ye gore tirevi alinip (2.1]) de

verilen denklemler kullanilirsa,

£ = (14 pk ) T+ (i + ks — ko ) N + (M5 + ok ) B (4.6)

elde edilir. Elde edilen bu (4.6]) esitliginin N vektorii ile skaler carpimui yapilirsa,

Waky = Wy +ky (4.7)

dir. Bu (4.7))denklemi (4.6) esitliginde yerine yazilirsa,

f/T*: <1+u1+u2k1> T+ (,Lt;—l—uzkz)B 4.8)
bulunur. Burada (4.8]) esitliginin kendisi ile ¢arpimu yapilirsa,

2

(f/>2 = (1 + i +li2k1> - (H; +I~t2k2>2 (4.9)

elde edilir. Ayrica,

1+ u, k . k
_ +H1‘)’H21VC}/:N3+1422

0 - (4.10)
f f
olarak alinir ve (4.8)) esitliginde (4.10)) esitlikleri kullanilirsa,
T* =0T +yB 4.11)

elde edilir. Buradan (4.11)) esitliginin s ye gore tiirevi alinip (2.1)) de verilen denklemler

kullanilirsa,
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fIN*=8T+ (8k; —yky)N+7B (4.12)

bulunur. Elde edilen (4.12)) esitliginin N vektorii ile skaler carpimi yapilirsa,

§=0 ve y=0 (4.13)

bulunur. Bu esitliklerden 6ncelikle kabul edelim ki, ¥ = 0 olsun. O zaman u; + Woky =

0 elde edilir. Simdi de kabul edelim ki, ¥ # 0 olsun. Bdylece h = 8 /¥ olmak iizere,

1+ 1y + pioky = h <ué + u2k2>

elde edilir. Ayrica (4.13]) de elde edilen esitlikler (4.12]) de yerine yazilirsa,

FIEN* = (8k; — Yko) N (4.14)

bulunur. Burada (4.14)) esitliginin kendisi ile ¢arpim1 yapilir ve (4.9)), (4.10)) esitlikleri
kullanilirsa, hk; — ky # 0 ve h? —1 > 0 olmak iizere,

N2
(1) -

elde edilir. Buradan (4.14)) esitlignde A = Shi=1k2 slarak secilirse,

'k

N*=AN (4.15)

bulunur. Elde edilen bu (4.13)) esitlifinde s ye gore tiirev alinip (2.1]) de verilen denk-

lemler kullanilirsa, A" = 0 olmak uzere;

FISB* = AKi T+ A'N+AkoB — fI5T* (4.16)

olarak elde edilir. Boylece (4.8]) esitligi kullanilarak (4.16)) esitligi tekrar yazilirsa,

fIEB*=P(s)T+Q(s)B
elde edilir. Burada hk, — ki # 0 olmak tizere ,
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(ki —k2) (u; + szz) (hk> — k1)
(f) ke (r2=1)

(ki —k2) (ué + szz) (ks — Ky )
(f) k(2 =1)

P(s)= ve O(s) =

olarak bulunur.

Tersine, ¢ egrisi yay uzunlugu parametresi s ile parametrelendirilmis ve sifirdan farkl
ki (s), ko (s) egrilikli bir timelike egri olsun. Oncelikle kabul edelim ki, g1 (s), o (s), u3(s)
diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak tizere ¢ egrisi (4.1]) deki kogullari saglasin. O

zaman bir ¢* egrisi,

@*(s") = @"(f(s)) = @(s) + s ()T (5) + 12 (s)N(s) + U3 () B(s) (4.17)

esitligi ile tanimlanabilir. Bu (4.17)) esitliginin s ye gore tiirevi almip (2.1)) de verilen

denklemler kullanilirsa,

do*
ds

. (1+u{+uzk1)T (4.18)

esitligi bulunur. Buradan m; = sgn (1 + ,LL; + ,u2k1> olmak iizere,

f/ = Hdd—(‘? =m <1 +[,L1 +,LL2k1) > ( yazilabilir. Boylece, my,m3 = £1 olacak se-
kilde,
T* = mlT
N* = mmN
B* = mmoym3B
ve
o maky
1 = T
f
o m3ky
2 e
f

esitlikleri elde edilir. Sonug olarak ¢ egrisi bir Bertrand egridir ve ¢@* egrisi de ¢

egrisinin bir timelike Bertrand eslenik egrisidir.
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Simdi de kabul edelim ki, u;(s), ua(s), us3(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlar ve &

reel say1 olmak iizere ¢ egrisi (4.2)) deki kogullari saglasin. O zaman bir ¢* egrisi,

@™ (s7) = 9" (F(5)) = @(s) + ()T (s) + ()N (s) + 3 (5) B(s) (4.19)

esitligi ile tamimlanabilir. Bu (4.19)) esitliginin s ye gore tiirevi alinip (2.1)) de verilen

denklemler kullanilirsa,

do*
ds

= <1 + ‘ui + u2k1> T+ (,u; + szz) B (4.20)

esitligi elde edilir. Burada n; = sgn (,LL; + ,u2k2> olmak iizere,

‘ =n ,LL3 +[.L2k2> Vh?—1 4.21)

dir. Boylece (4.20)) esitligi (4.21]) denklemi kullanilarak tekrar yazilirsa,

* = \/}Z—1(hT+B) g(T*,T*) = —1 (4.22)

bulunur. Elde edilen bu (4.22)) esitliginin s ye gore tiirevi alinip (2.1]) de verilen denk-

lemler kullanilirsa,
dT* o ni (/’lkl —kz)

= 4.23
d V=1 “2)
esitligi elde edilir. Buradan ny = sgn (hk) — k) olmak iizere,
= dT* _m (hky — ko)
P ds V-1
elde edilir. Boylece (4.23]) esitlignden N* vektori,
N*=nmN, g(N N )=1 (4.24)

olarak bulunur. Daha sonra (4.24)) esitliginin s ye gore tiirevi alinip (2.1)) de verilen

denklemler ile (4.22)) ve (4.23)) esitlikleri kullanilirsa,

dN* *:nlnz(hkz—kl)
ds* ! f(hR2—1)

(T +hB)
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elde edilir. Burada n3 = sgn (hky —k;) olmak iizere, k3 = % oldugu bulunur.

Son olarak da B* vektorii benzer iglemler yapilarak,

ninans

N/

B =

(T+hB), g(B*,B")=1

elde edilir. O zaman ¢@* bir timelike egridir ve ¢ egrisinin Bertrand eslenik egrisidir.

Boylece, ¢ egrisi bir Bertrand egridir.

(ii) ¢~ egrisi asli normal vektorii spacelike olan bir spacelike egri olsun. Bu durumda
bu kismin ispati, yukarida ispati1 verilen ¢* egrisinin timelike oldugu durumdaki ispat

ile benzer oldugundan ispat tekrarlanmamuistir.

(iii) ¢* egrisi bir Cartan null egri olsun. ¢* egrisi (4.5)) esitligi ile tanimlanabilir. O
zaman (4.5)) esitliginin s ye gore tiirevi alimp (2.1)) ve (2.2) de verilen denklemler

kullanilirsa,

£ = (1 + a0k ) T+ (o + ks — ok ) N+ (154 ok ) B (425)

esitligi elde edilir. Buradan (4.25]) esitliginin N vektorii ile skaler carpimi yapilirsa,
paky = [ty + piky (4.26)

bulunur. Elde edilen bu (4.26)) esitligi (4.23)) de yerine yazilirsa,

17 = (1 U+ u2k1> T+ (u; + ,llzkz) B 4.27)

bulunur. Bu (4.27)) esitliginin kendisi ile carpimi yapilirsa,

(Lué+uﬁgz=(@+uﬂﬁz (4.28)

elde edilir. Burada h = +£1 secilirse,

1+ 1y + toky = h (,LL; +H2k2>

olarak elde edilir. Ayrica,
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s_ +,H2k2

(4.29)
f
alimirsa (4.29) esitligini kullanarak (4.27)) denklemi
T* = § (hT +B) (4.30)

elde edilir. Elde edilen bu (4.30) esitliginin s ye gore tiirevi alinip (2.1]) ve (2.2]) de

verilen denklemler kullanilirsa,
fN*=8 (hT +B)+8 (hky —k))N (4.31)

bulunur. Bu esitlikten

§=0 ve hki—ky#0 (4.32)

elde edilir. Buradan (4.32) esitligi (4.31]) esitliginde yerine yazilirsa,

FN*=8(hky —k))N (4.33)

esitligi elde edilir. Daha sonra elde edilen bu (4.33)) esitliginin kendisi ile carpimi ya-

pilip (4.28)) ve (4.29)) esitlikleri kullanilirsa,

‘u;—i—uzkz‘ = 8% |hky — ko |

esitligi elde edilir. Ayrica N* = +N oldugundan |k;| # |kz| ya da hk; + k # 0 olacak
sekilde,

k;T* —B* =+ (le —I—sz)

veE

)

elde edilir.

Tersine, @ egrisi yay uzunlugu parametresi s ile parametrelendirilmis ve sifirdan farkl

ki(s),ka(s) egrilikli bir timelike egri olsun. Kabul edelim ki, ¢ egrisi 1 (), o (s), Uz (s)

36



diferensiyellenebilir fonksiyonlar ve & reel say1 olmak iizere (4.4)) deki kosullari sag-

lasin. O zaman bir ¢* egrisi,

@*(s") = @*(f(s)) = @(s) + 1 ()T (s) + k2 (s)N(s) + u3(5)B(s) (4.34)
esitligi ile tanimlanabilir. Elde edilen bu (4.34)) esitliginin s ye gore tiirevi alinip (2. 1))

ve (2.2)) de verilen denklemler kullanilirsa,

do*
ds

= (13 + ko ) (T +B) 4.35)
bulunur. Buradan m, = sgn <u; + ,uzk2> ve m3 = sgn (hk; — ky) olmak iizere,

d2 (P*

—a = ([J; T ,uzkz)l (hT +B) + (ué + uzkz> (hky —k2) N

ve

P = \/mz (13 + ako ) \/m3 (hky — k)

elde edilir. Boylece m4 = sgn (8) olmak iizere, (4.35|) denklemi tekrar yazilirsa,
T* =my6 (hT+B), g(T*,T*)=0 (4.36)

bulunur. Daha sonra elde edilen bu (4.36]) esitliginin s ye gore tiirevi almip (2.1]) ve
(2.2)) de verilen denklemler kullanilirsa,

dT*  my8 (hky — k)

N = N
ds* f/ m3niy
ve
ki=1
elde edilir. Bu esitlikten de
N*=m3myN, g(N*,N*)=1 (4.37)

bulunur ve (4.37)) esitliginin s ye gore tiirevi almip (2.1]) ve (2.2)) de verilen denklemler

kullanilarak benzer islemlerle,
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B*:%(—hT+B),

g(B*,B)=0 ve g(T*,B")=1

oldugu elde edilir. Son olarak da

ds*’ 216 70

dN* ms (hk +ky
bulunur. Boylece ¢* egrisi Cartan null egridir ve ¢ egrisinin Bertrand eslenik egrisidir.

Sonug olarak ¢ egrisi bir Bertrand egridir.

4.1. Ornekler

Ornek 4.1 k(s),k(s) egrilikli bir timelike Bertrand egri ¢ : I C R — E3 olsun,
O zaman Teorem 4.1.’in kosullar1 saglanir. Kabul edelim ki g, = vo € R olsun. Bu

durumda
Hiky = uzky ve 1+ Hi +vok1 =h (IJ; JFVOkZ)
yazilabilir. Boylece

k1 (S — Vof (hkz — kl)ds)
hky —ky

H3 =

ve
k2 (S — Y0 f (hk2 — kl) ds)
hki — ko

H1 =

elde edilir. Bu esitlikler kullanilarak ¢* Bertrand eslenik egrisi

ko (s —vg [ (hky —ky)ds)
= T N
¢ L hk — ko o
+k1 (S—Vof(hkz—kl)dS>B
hky — ky

olarak elde edilir. Burada ¢* Bertrand eslenik egrisi, h> > 1, h*> < 1 ya da h* = 1
olmas1 durumunda sirasiyla timelike, spacelike ya da Cartan null egridir.

Ornek 4.2 E?, Minkowski 3-uzayinda bir timelike egrinin denklemi egrilikleri k1 =

V2, kr = —1 olmak iizere,

o(s) = <\/§sinhs, V2coshs, s>
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olarak verilsin. Bu egrinin Frenet vektorleri de

T(s)= (\/icoshs,\/isinhs, 1)
N(s) = (sinhs,coshs,0)
B(s) = (coshs,sinhs, \/E)

olarak elde edilir.

(i) Eger Teorem 4.1-(i) durumundaki kosullari saglayan pu; = —1, o = V2, 3 = /2

ve h = —% secimleri yapilirsa ¢* egrisinin denklemi,

0" (s) = <2\/§sinhs,2\/§coshs,s+ 1)

bulunur. Gerekli hesaplamalarla

o [2V2 2V2 1
T*(s) = (WCOShS’WSIHh&W)

N*(s) = (sinhs,coshs,0)

1 1
B*(s) = (—— coshs, ——=sinhs, —

22
V7 V7

V7

ve ki = 27—‘5, k5 = % esitlikleri elde edilir. O zaman ¢ egrisi bir Bertrand egridir. Sonug

olarak ¢* egrisi, ¢ egrisinin bir timelike Bertrand eslenik egrisidir.

(i1) Eger Teorem 4.1-(i1) durumundaki kosullar1 saglayan p; =2, up, = —?, Uz =

—2V2ve h= % secimleri yapilirsa @* egrisinin denklemi,

2v2 2v2
0" (s) = (%_ sinhs,%_coshs,s—2>

bulunur. Gerekli hesaplamalarla

T*(s) = (2\/§coshs,2\/§sinhs,3>
N*(s) = (sinhs,coshs,0)
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B*(s) = (3 coshs,3sinhs, 2\/5)

ve kt = 6v/2, k5 = —9 esitlikleri elde edilir. O zaman ¢ egrisi bir Bertrand egridir.
Sonug olarak ¢* egrisi, ¢ egrisinin bir spacelike Bertrand eslenik egrisidir.

(iii) Eger Teorem 4.1-(iii) durumundaki kosullart saglayan p; =2, gy = —1 — /2,
U3 = —2v/2 ve h = —1 segimleri yapilirsa @* egrisinin denklemi,

¢©* (s) = (—sinhs, —coshs,s —2)
olarak bulunur. Gerekli hesaplamalarla
T*(s) = (—coshs, —sinhs, 1)
N*(s) = (—sinhs, — coshs, 0)

coshs sinhs 1
B*(s):( 2 2 ’E)

ve kj =1, k5 = 1/2 esitlikleri elde edilir. O zaman ¢ egrisi bir Bertrand egridir. Sonug

olarak ¢* egrisi, ¢ egrisinin bir Cartan null Bertrand eslenik egrisidir.

Sekil 4.1: Ornek 4.2°de verilen @ egrisi ve bu egriye ait olan Bertrand eslenik egri-
lerinin grafikleri; kirmizi grafik ¢ egrisi, mavi grafik timelike Bertrand egslenik egrisi,
yesil grafik spacelike Bertrand eslenik egrisi ve siyah grafik Cartan null Bertrand esle-
nik egrisi olarak gosterilmistir.
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Ornek 4.3 ]E?, Minkowski 3-uzayinda bir timelike genel helis egrisinin denklemi,

(5) 3s8—5 3s8+5 3s
s) = —
¢ 2453 ' 245 ' 4

olsun. k1 (s) = 5/s, ka(s) = 3/s egrilikleri ve Frenet vektorleri de,

T(S):<5(s8+1) 5(s8—1) §>

8s¢ 7 8s* 4

8 8
=1 s°4+1
Nis) = (??(’)

B(s) = (_3(s8+1) 3(s*-1) _§>

8st 7 8+ 4

olarak bulunur.

(i) Eger Teorem 4.1-(i) durumundaki kosullar1 saglayan u;(s) =3 (s—Ins) /7, up =

1, u3(s) =5(s—1Ins) /7 ve h = 2 secimleri yapilirsa ¢* egrisinin denklemi,

*(s) = —12—55+ 1258+ 352 12+ 55+ 1258 +35° 5s+4lns
¢ 5= 245" ’ 2458 '8 7

seklinde bulunur. Gerekli hesaplamalarla

T*(s) = 7(s8+1) 7(s8—1) 1
V= 8v3s* 1 8/3s% 43

sB—1 841
V() = (770)

B*(S)_<_s8+1 _sg—l 7 )
8354’ 835t 43

ve ki(s) =49/ (48+15s), k5(s) = 7/ (484 15s) esitlikleri elde edilir. O zaman ¢
egrisi bir Bertrand egridir. Sonug olarak ¢* egrisi, ¢ egrisinin bir timelike Bertrand
eslenik egrisidir.

(ii) Eger Teorem 4.1-(ii) durumundaki kosullar1 saglayan p(s) = —6s —211ns, upy =

1,u3(s) = —10s —35Ins ve h = % secimleri yapilirsa @* egrisinin denklemi,
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, = +28Ins

244 ’ 2454 4

(5 (—12—5s+1258+3s9 12+ 55+ 1258 + 357 35s )
S) =

olarak bulunur. Gerekli hesaplamalarla

T (s) (s8—|—1 sS—1 7 >
S - b 9
8354 8/3s% " 4/3

N*(s) = <58—1 s8+1 0>

254 7 2547

835 835t | 43
ve ki(s) =1/ (48 + 15s), k5 (s) =7/ (48 + 155) esitlikleri elde edilir. O zaman ¢ egrisi

B*(S):< UG IGED )

bir Bertrand egridir. Sonug olarak ¢@* egrisi, ¢ egrisinin bir spacelike Bertrand eslenik
egrisidir.

(iii) Eger Teorem 4.1-(iii) durumundaki kogullari saglayan p;(s) = %s + 314{” S (s) =

% — 5 M3(s) = s+ % ve h =y =1 secimleri yapilirsa ¢* egrisinin denklemi,

*(s) s8—1 841 In
s)=|—+—,——,—Ins
¢ 8st 7 85t

bulunur. Gerekli hesaplamalarla

8 8
s+1 s°—1 1
T(s)= (W’W’_E)

N*(s) = <s8—1 sS4+1 o)

254 7 25t

8 8
—s°—1 —s°+1
B*(s) = -1
(5) < 2547 254 7 )
ve k7 = 1, k5 = 2 esitlikleri elde edilir. O zaman ¢ egrisi bir Bertrand egridir. Sonug

olarak ¢* egrisi, ¢ egrisinin bir Cartan null Bertrand eslenik egrisidir.
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Sekil 4.2: Ornek 4.3’te verilen @ egrisi ve bu egriye ait olan Bertrand eslenik egri-
lerinin grafikleri; kirmizi grafik ¢ egrisi, mavi grafik timelike Bertrand eslenik egrisi,
yesil grafik spacelike Bertrand eglenik egrisi ve siyah grafik Cartan null Bertrand esle-
nik egrisi olarak gosterilmistir.
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5 . MINKOWSKI 3-UZAYINDA CARTAN NULL VE PSEUDO NULL
BERTRAND EGRILER

Bu boliimde, E? Minkowski 3-uzayinda Cartan null ve pseudo null egriler i¢in 6nceki
boliimlerde uygulanan yeni yaklagim kullanilarak Bertrand egri olma karakterizasyon-
lar1 ele alinacaktir. Bunun sonucunda elde edilen teorem ifade ve ispat edilip ilgili

ornekler insa edilecektir.

5.1. Cartan Null Bertrand Egri

Kabul edelim ki, ]E? Minkowski 3-uzayinda ¢ : I ¢ R — E3, Frenet catis

{T(s),N(s),B(s)} ve ki(s) = 1,ko(s) sifirdan farkli egrilikleri olan bir Cartan null
Bertrand egrisi ve ¢* : I* C R — E3, Frenet catis1 {T*(s),N*(s),B*(s) } ve ki (s), k5 (s)
egriliklerine sahip ¢ egrisinin Bertrand eslenik egrisi olsun. Bu yeni yaklasima gore
©* egrisi Wi (s), Ua(s), u3(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere agagidaki

sekilde verilebilir:
() =" (f(s) =@ (s)+ 11 (s) T (s) + 2 (s) N (s) + 3 (s) B (s)

Bu Cartan null ¢ egrisinin asli normal vektorii N spacelike oldugunda Bertrand eslenik
egrisi, ¢* i¢in asagidaki durumlardan birisi miimkiindiir:

(i) @™ bir timelike egridir,

(ii) @™ spacelike asli normal vektore sahip bir spacelike egridir,

(iii) ¢ bir Cartan null egridir.

Asagidaki teoremde olabilecek tiim bu durumlar ayr1 ayr incelenecektir.

Teorem 5.1 ¢ : I C R — [E3, sifirdan farkli ki (s) = 1,ka(s) egriliklerine sahip pseudo
yay parametresi ile parametrelendirilmis bir birim hizli Cartan null egri olsun. O zaman
¢ egrisinin, Bertrand eslenik egrisi ¢* : I* C R — E? olan bir Bertrand egri olmasi

i¢cin gerek ve yeter kosul asagidaki durumlardan birinin saglanmasidir:
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(i) ui(s),1a(s),us(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlari ve /4 reel sayisi i¢in

W+ = sk
wy— 2= hf 5.1)
“2(1 -y + ko) (s — ) = (f)?
esitlikleri saglanir. O zaman @ egrisi bir Bertrand egridir. Bu durumda Bertrand eslenik
egrisi @™ bir timelike egridir.

(i) w(s),ua(s), us(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlart ve & reel sayisi igin

W+ = ko
Wy— = hf (5.2)
2(1+ g + ko) (s — o) = (f)?
esitlikleri saglanir. O zaman ¢ egrisi bir Bertrand egridir. Bu durumda Bertrand eslenik

egrisi @* spacelike asli normal vektor N’ye sahip bir spacelike egridir.

(i) w1 (s),u2(s), u3(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlart igin

W+ = sk
u;—uzz 0 (5.3)
L+ +toky # 0

esitlikleri saglanir ya da

L+ = Wk
- # 0 (5.4)
1+ + toky = 0
esitlikleri saglanir. O zaman ¢ egrisi bir Bertrand egridir. Bu durumda Bertrand eglenik

egrisi @* bir Cartan null (lightlike) egridir.

Ispat. Kabul edelim ki, ¢ egrisi sifirdan farkli k; = 1,k,(s) egrilikleri olan ve yay uzun-
lugu parametresi s ile parametrelendirilmis bir Cartan null Bertrand egrisi ve ¢* egrisi
de yay uzunlugu ya da pseudo yay parametresi s* ile parametrelendirilmis ¢ egrisinin

Bertrand eslenik egrisi olsun. Yani, her s € I i¢in 7 tizerinde p; (s), Uz (s) ve usz(s)
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diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak tizere, ¢* egrisi su sekilde ifade edilebilir:
() =" (f(s)) =@ (s) + 11 (s) T (s) + 12 (s) N (5) + i3 (s) B (s) (5.5)
(i) ¢* timelike bir egri olsun. (5.3)) denkleminin s parametresine gore tiirevi alinir ve
(2.1), (2.2) de verilen denklemler kullanilirsa,
F17= (14 pak) T+ (1 + 1 — sk )N+ (15— p2) B (5.6)
esitligi elde edilir. Buradan (5.6)) denklemi N ile skaler carpilirsa,
sk = 1y + 1 (5.7
bulunur. ((5.7) esitligi (5.6) denkleminde yerine yazilirsa,
F17= (144 k) T+ (13— 1) B (5.8)
elde edilir. Bu (5.8|) denklemi kendisi ile carpilirsa,
N 2 ’ 2 ’
(f) =2 (1 + 1y +.u2k2> (u3 - uz)

bulunur. Ayrica

/ 2 ,
L P B (5.9)

1+ l+ ky = — 7 5 7
e = s W =) f

esitliklerindeki se¢imler yapilirsa ((5.8]) denklemi

L
I* =T +AB (5.10)

olarak yazilir. Buradan da ([5.10)) deki esitligin s parametresine gore tiirevi alinir, (2. 1))
ve (2.2)) de verilen denklemler kullanilirsa,

o — (L
fIEN _( 5 )Lkz)N (5.11)
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elde edilir. ([5.11)) denklemi kendisiyle ¢arpilirsa,

(F) Wiy = (—% —UQ)Z

oldugu goriiliir. O zaman m; = +1 olmak iizere,

—1—2A%k,
=2 5.12
elde edilir. Eger ((5.12)) de elde edilen esitlik (5.11)) de yerine yazilirsa,
N*=mN (5.13)

bulunur. Buradan (5.13)) esitliginin s parametresine gore tiirevi alinir ve (2.1)), (2.2]) de

verilen denklemler kullanilirsa,
T+ fi5B* = my (kyT — B) (5.14)

elde edilir. (5.14)) esitligi kendisiyle carpilirsa ve (2.1]), (2.2]) de verilen denklemler ile

(15.9) esitlikleri kullanilirsa m; = £1 olmak iizere,

1 —2A2%,

ky = m 2 f

elde edilir.

Tersine, ¢ sifirdan farkli k; = 1, kp egriliklere sahip ve yay uzunlugu parametresi s
ile parametrelendirilmis bir Cartan null egri olsun. Oncelikle kabul edelim ki, ¢ egrisi
U1 (), U (s) ve us (s) diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere, ([5.1]) de verilen

denklemleri saglasin. O zaman bir @* egrisi su sekilde ifade edilebilir:

P (") =" (f(5)) =@ () + i ()T (s) + 12 (s)N(s) + 13 () B(s)  (5.15)
Ifade edilen bu ([5.15]) denkleminin s parametresine gore tiirevi alinirsa,

do*
ds

= (1 )+ ko) T+ (3~ o) B (5.16)
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bulunur. Ayrica ([5.16]) esitliginin tekrar tiirevi alinirsa,

dZ(P*

72 ||~ \/nl (1+ p; +21ky — p3ks)

f’:‘

elde edilir, burada n; = sgn (1 + ,u; + 2Uoky — ,ugkz) dir. O zaman ((5.16]) denklemi

tekrar yazilirsa,
ny 2
T"=—=(-T+A"B 5.17
o (=T +A°B) (5.17)

bulunur, burada ny = sgn (A) dir. Ayrica g (T*,7*) = —1 dir. Buradan (/5.17)) esitliginin
s parametresine gore tiirevi alinirsa,
dT*  ny(—1-2A%:;)

= = 7 N (5.18)

Boylece n3 = sgn(—1— lzkz) olacak sekilde (5.18)) esitligi kullanilarak,

- dT* _n3 (—1 —Azkz)
L7\ ds 2Af
esitligi elde edilir. Bu esitliklerden de,
N* = nan3N (5.19)

bulunur. Ayrica g (N*,N*) = 1 oldugu goriiliir. Ayn1 sekilde devam edilirse, yani ([5.19)
denkleminin s parametresine gore tiirevi alimir ve (2.1)), (2.2)) de verilen denklemler

kullanilirsa,
dN* nynjy
i/ (k2 ) (5.20)

elde edilir. Son olarak ([5.20|) denkleminde ayni islemlerin tekrar ile,

n3

B*
21

(T +24°B)

bulunur ve g (B*,B*) = 1 dir. Ayrica ny = sgn (1 — 27LZk2) olmak iizere,

5=

* 1 —21%k
k*__g dN 7B* _n4( - 2)
ds* 2Af
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esitligi elde edilir.O zaman ¢* bir timelike egri ve ¢ egrisinin Bertrand eslenik egrisi-

dir. Sonug olarak ¢ bir Bertrand egridir.

(ii) ¢, spacelike bir egri olsun. Bu durumda bu kismin ispati, yukarida ispati verilen
¢@* egrisinin timelike oldugu durumdaki ispat ile benzer oldugundan ispat tekrarlan-

mamigtir.

(iii) ¢*, bir Cartan null egri olsun. O zaman ({5.5)) esitlifinin s parametresine gore

tiirevi alinir ve deki Frenet denklemleri kullanilirsa,
£ = (1= gk ) T+ (1o + ks — ko ) N+ (15— ok ) B (521)
elde edilir. Buradan ((5.21]) esitligi N ile skaler carpilirsa,
Haka = iy + (5.22)
bulunur ve elde edilen bu esitligi denkleminde yerine yazilirsa,
£ = (1 +ako ) T+ (15— 2 ) B (5.23)
elde edilir. Ayrica ([5.23|) esitligi kendisi ile carpilirsa,
2 (1 U +u2k2> (ué — uz) =0

boylece,
1+ pty + tok, = 0 yada 3 — ptp = 0 (5.24)
oldugu bulunur. Boylece asagidaki iki alt durum elde edilir:

(1) u; — U = 0 olsun. O zaman bu esitlik (5.23|) denkleminde yerine yazilirsa,
= (1 o+ ,lekz) T (5.25)

ve
14 1y + toks # 0

bulunur. Buradan (5.25)) denkleminin s parametresine gore tiirevi alinir ve (2.2)) de
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verilen denklemler kullanilirsa,

(5.26)
N2
(f)
elde edilir. Eger ((5.26]) denklemi kendisi ile ¢arpilirsa,
N 2 /
(f) =a (1+u1+uzkz> (5.27)

bulunur ve burada a; = sgn (1 + [.Li + ,u2k2> dir. Ayrica g( ‘fg: ,N*) =k} =1 elde edilir.
(5.26)) denkleminde ([5.27)) deki esitlikler yazilirsa,

N* = azagN (5.28)

elde edilir ve g (N*,N*) = 1 oldugu goriiliir.
(5.28]) esitliginin s parametresine gore tiirevi alinir ve (2.2)) de verilen denklemler kul-
lanilirsa,

oldugu elde edilir.
)1+ ,u; + Upky = 0 olsun. O zaman bu esitlik (5.23|) denkleminde yerine yazilirsa,

£ = (u; - uz) B (5.30)
ve
M3 — tp # 0
bulunur. Buradan (5.30) denkleminin s parametresine gore tiirevi alinir ve (2.2)) de

verilen denklemler kullanilirsa,

N*%N (5.31)
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elde edilir. Eger ((5.31]) denklemi kendisi ile ¢arpilirsa,

(f')2 = by (ué - uz> (5.32)

bulunur ve burada by = sgn (,ué — /.12) dir. Ayrica g(‘g: ,N*) =k} =1 elde edilir. Bu

durumda ([5.31)) denkleminde ([5.32]) deki esitlikler yazilirsa,
N* = bb,N (5.33)

elde edilir ve g (N*,N*) = 1 oldugu goriiliir.
Ayni gekilde devam edilerek ([5.33)) esitliginin s parametresine gore tiirevi alimir ve
(2.2]) de verilen denklemler kullanilirsa,

b1b;
f/

T —B* = 212 (kT — B) (5.34)

bulunur. Bu durumda ((5.34)) esitligi de kendisi ile ¢apilirsa,

oldugu elde edilir.

Tersine, @ sifirdan farkli ky = 1, ky egriliklerine sahip ve yay uzunlugu parametresi s
ile parametrelendirilmis bir Cartan null egri olsun. u; (s), Uz (s) ve u3 (s) diferensiyel-
lenebilir fonksiyonlar olmak iizere, ¢ egrisi ya da de verilen denklemleri

saglasin. O zaman ¢@* egrisi su sekilde ifade edilebilir,

Q" () =" (f(s) =@ () + i ()T (s) + H2 ()N (s) + 3 (5) B(s) ~ (5.35)
Eger (5.35)) esitliginin s parametresine gore tiirevi alinirsa,

do*
ds

= (1 a1+ ko) T+ (3~ o) B (5.36)

ve ((5.3)) denklemleri kullanilirsa,

dZ(P*

ds?

/

= (1+u1 +u2k2> T+ (1+u1 —u§k2+2uzkz>N
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elde edilir. Ayrica burada b3 = sgn (1 + ,u; — ,ugkz + 2,uzk2) olacak sekilde,

£ = /b3 (14 1) — ks + 2412k2) (5.37)
oldugu goriiliir. Bunlara bagh olarak (5.36)) denklemi tekrar yazilirsa,

_ L+ ok

T* ,
f

T
bulunur. Ayni zaman da g (7*,7*) = 0 esitligi de saglanir. Ayrica
T =+T (5.38)

Ve

oldugu goriiliir. Onceki yapilan iglemler tekrarlanirsa, yani, (5.38]) denkleminin s pa-
rametresine gore tiirevi alinirsa,

N*=+N (5.39)

veE

gV N) = 1

elde edilir. Buradan da ((5.39)) denkleminin s parametresine gore tiirevi alinirsa,
fIT* — f'B* = + (kaT — B)

bulunur. Ayrica

B*=+B
ve
g(B*,B*)=0
esitlikleri saglanir. Ayn1 zamanda
b=

olarak elde edilir.

52



Ya da (5.4) denklemleri kullanilirsa,

/

’ = <1+/,Li —u;k2+2u2k2>N+ <,u; —,u2> B

d=o*
ds?

elde edilir. Ayrica burada b3 = sgn (1 + ,ui — ,u;kz + 2,u2k2> olacak sekilde,

£ = /b3 (1 1) — ke + 2412k2) (5.40)

oldugu goriiliir. Bunlara bagl olarak (5.36)) denklemi tekrar yazilirsa,

:H;—Hz

T*
f

B
elde edilir. Aym zaman da g (T*,T*) = 0 esitligi de saglanir. Ayrica
T" =tk T (5.41)

bulunur. (5.41)) denkleminin s parametresine gore tiirevi alinirsa,

N*=+="N (5.42)

elde edilir ve g (N*,N*) = 1 oldugu goriiliir.

Ayni sekilde (5.42)) esitliginin s parametresine gore tiirevi aliir ve (2.2]) de verilen

denklemler kullanilirsa,
, , (k2)?
fiT*— f B :iT(sz—B) (5.43)

bulunur. ((5.43)) esitligi de kendisi ile capilirsa,




elde edilir. Ayrica g(B*,B*) =0 ve g(T*,B*) = 1 oldugu goriiliir.

O zaman ¢@* egrisi bir Cartan null egridir ve ¢ egrisinin Bertrand eslenik egrisidir.

Boylece ¢ egrisi bir Bertrand egridir.

5.2. Pseudo Null Bertrand Egri

Kabul edelim ki, E3 Minkowski 3-uzayinda ¢ : / C R — E3, Frenet atisi

{T(s),N(s),B(s)} ve stfirdan farkli egrilikleri k;(s) = 1,k(s) olan bir pseudo null
Bertrand egrisi ve ¢* : I* C R — E3, Frenet catis1 {T*(s),N*(s), B*(s) } ve ki (s), k5 (s)
egriliklerine sahip ¢ egrisinin Bertrand eslenik egrisi olsun. O zaman @* egrisi u; (s),

Uz (s), usz(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere,

@*(s7) = @*(f(s)) = @(s) + 11()T (s) + L2 (s)N (s) + U3 (s)B(s)

olarak yazilabilir. Bu pseudo null ¢ egrisinin asli normal vektorii N null oldugunda
Bertrand eslenik egrisi ¢*, null asli normal vektor N*’a sahip bir pseudo null egri

olabilir. Asagidaki teoremde olabilecek bu durum ele alinacaktir.

Teorem 5.2 ¢ : I C R — E3, stfirdan farkli k| (s) = 1,k (s) egriliklerine sahip, null asli
normal vektdr N’ye sahip bir birim hizli pseudo null egri olsun. O zaman ¢ egrisinin,
Bertrand eslenik egrisi ¢* : I* C R — ]E? olan bir Bertrand egrisi olmasi i¢in gerek

ve yeter sart asagidaki durumun saglanmasidir:

Ui (s), U (s), us(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlari ve m; = +1 olmak iizere,

Uy —sky = 0
(I+p—mw)?= (f)?

/ / /
i+ ok iy ik /
(%) e (ul—us)

esitlikleri saglanir. O zaman @ egrisi bir Bertrand egridir. Bu durumda Bertrand eslenik

egrisi @* null asli normal vektor N*’a sahip bir pseudo null egridir.

Ispat. Bu teoremin ispat1, yukarida verilen Teorem 5.1’in ispat1 ile benzer oldugu igin

ispat tekrarlanmamusgtir.
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5.3. Ornekler

Ornek 5.1 E? Minkowski 3-uzayinda bir Cartan null egrinin denklemi

¢ (s) = (—sinhs, —coshs,s —2)

olarak verilsin. Egrilikleri k; =1, kp = % olan bu egrinin Frenet vektorleri de,

(—coshs, —sinhs, 1)
N(s) = (—sinhs,—coshs,0)
B(s) = %(coshs,sinhs, 1)

olarak elde edilir. Burada ¢ egrisinin Cartan null helis oldugu kolayca goriilebilir.

(i) Eger Teorem 5.1-(i) durumundaki kosullar1 saglayan p(s) = —5 — 1, up = s,

U3 (s) = —s ve h = 1 segimler yapilirsa @* egrisinin denklemi,
¢* (s) = (coshs — (1 +s) sinhs,sinhs — (1 +s)coshs,—3)
bulunur. Gerekli hesaplamalarla

T*(s) = (coshs,sinhs,0)
N*(s) = (—sinhs,—coshs,0)
B*(s) = (0,0,—1)

ve kj(s) = 11?, k5(s) = 0 esitlikleri elde edilir. O zaman ¢ egrisi bir Bertrand
egridir. Sonug olarak @* egrisi, ¢ egrisinin bir timelike Bertrand eslenik egrisi-

dir.

(ii) Eger Teoremin 5.1-(ii) durumundaki kosullar1 saglayan p;(s) = s —e*, tr(s) =

e* —1,u3(s) = 2s ve h = 1 secimler yapilirsa ¢* egrisinin denklemi,

¢* (s) = (¢’ (coshs —sinhs) , €* (sinhs — coshs) ,3s — e* — 2)
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(ii1)

bulunur. Gerekli hesaplamalarla

T*(s)= (0,0,1)
N*(s) = (sinhs,coshs,0)
B*(s) = (0,0,1)

ve ki(s) = ﬁ, k5 (s) = 0 esitlikleri elde edilir. O zaman ¢ egrisi bir Bertrand
egridir. Sonug olarak ¢@* egrisi, ¢ egrisinin bir spacelike Bertrand eslenik egrisi-

dir.

Eger Teoremin 5.1-(iii) durumundaki kosullar1 saglayan u; (s) = 5, t2(s) = 1, u3(s) =

s secimler yapilirsa ¢* egrisinin denklemi,

¢” (s) = (—2sinhs, —2coshs,2s — 2)

bulunur. Gerekli hesaplamalarla

T*(s) = (—coshs,—sinhs, 1)
N*(s) = (—sinhs,—coshs,0)
B*(s)= (1,—1,0)

ve ki = 1, k5 = 0 esitlikleri elde edilir. O zaman ¢ egrisi bir Bertrand egridir.

Sonug olarak ¢@* egrisi, ¢ egrisinin bir Cartan null Bertrand eslenik egrisidir.
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| ﬂ-___l_ L:__,,r’

Sekil 5.1: Ornek 5.1°de verilen @ egrisi ve bu egriye ait olan Bertrand eslenik egri-
lerinin grafikleri; kirmiz1 grafik ¢ egrisi, mavi grafik timelike Bertrand eslenik egrisi,
yesil grafik spacelike Bertrand eslenik egrisi ve siyah grafik Cartan null Bertrand esle-
nik egrisi olarak gosterilmistir.

Ornek 5.2 E? Minkowski 3-uzayinda bir pseudo null egrinin denklemi,

3 s 53 \/§s $3
‘P<S>—(§ FREW: T+€)

olarak verilsin. Egrilikleri k; (s) = 1, k»(s) = 1 olan bu egrinin Frenet vektorleri de,

()= (23+52 - +5)

N(s)= (25,V/3s,s)

B = (F-goi g

0|,

)

seklinde elde edilir.

Eger Teorem 5.2’deki kosullart saglayan p(s) = %,,uz = —%,‘Ug (s)=svem; =1

secimler yapilirsa @* egrisinin denklemi,

1 31 1
“(5)=—=4+=, —=(BV3+125+4V35%), — (3 — 1235+ 45’
bulunur.

Gerekli hesaplamalarla
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P = (24043, HVE )
N*(s) = (2s,\/§s,s)
B)= (-0 P hy)

ve kj(s) =1, k5(s) = s esitlikleri elde edilir. O zaman ¢ egrisi bir Bertrand egridir.

Sonug olarak @* egrisi, ¢ egrisinin bir pseudo null Bertrand eglenik egrisidir.

1]

Sekil 5.2: Ornek 5.2’de verilen ¢ egrisi ve bu egriye ait olan Bertrand eslenik egrile-
rinin grafikleri; kirmizi grafik pseudo null Bertrand ¢ egrisi, siyah grafik pseudo null
Bertrand eslenik egrisi olarak gosterilmigtir.
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6 . TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda, E?, 3- boyutlu Minkowski uzayinda sirasiyla spacelike, timelike,
Cartan null ve Pseudo null egriler i¢in yeni bir yaklasim kullanilip bu egrilerin Bertrand
egrisi olma karakterizasyonlar1 verilerek yeni Bertrand egri ornekleri inga edilmistir.
Ornegin klasik yaklasimda genel helis egrileri Bertrand egrisi olamazken, ele aldigimiz
yeni yaklasima gore bu egriler Bertrand egri olabilmektedir.

Tezimizin ilgili boliimlerinde Minkowski 3-uzayinda, egriler causal karakterlerine gére
ayrilip Bertrand egri olma karakterizasyonlari ifade edildikten sonra ilgili 6rnekler ve
grafikleri verilmistir. Bu tez calismasiyla, literatiirde ¢ok sinirli olan Bertrand egri or-
neklerine yeni ornekler eklenmistir.

Bu tezde kullanilan yeni yaklagim yardimiyla Bertrand egrileri farkli uzaylarda, farkh

boyutlarda tekrar ele alinabilir.
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