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OZET

METRIK UZAYDA w-UZAKLIK FONKSIYONU VE ILGILI SABIT NOKTA
SONUCLARI

BASAR, Umran
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Prof. Dr. Ishak ALTUN
Ocak 2023, 36|sayfa

Dort bolimden olugan bu tez caligmasinin ilk boliimiinde alisilageldigi bicimde gi-
ris, caligmanin amaci ve kaynak ozetleri sunulmustur. Ikinci boliimde metrik uzayda
w-uzaklik fonksiyonunun tanimi, baz1 temel 6zellikleri ile ¢esitli 6rnekler verilmistir.
Ayrica metrik uzayda metrik fonksiyonu kullanilarak elde edilmis kiime degerli donii-
stimler icin bazi sabit nokta teoremleri ile bunlarin bazilarinin w-uzaklik fonksiyonu ile
snunulmus versiyonlar1 incelenmistir. Tezin orijinal kismini olusturan {i¢iincii béliimde
ise P-biiziilme kavrami ile w-uzaklik kavramlar birlikte diistiniilerek hem tek degerli
doniistimler hem de kiime degerli doniisiimler i¢in baz1 yeni sabit nokta teoremleri elde

edilmistir. Son boliim tartisma ve sonug i¢in ayrilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sabit nokta, tam metrik uzay, w-uzaklik fonksiyonu, P-

buiziilme.
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ABSTRACT

w-DISTANCE FUNCTION ON METRIC SPACE AND RELATED FIXED POINT
RESULTS

BASAR, Umran
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, M. Sc. Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Ishak ALTUN
January 2023, [36|pages

In the first part of this thesis, which consists of four section, the introduction, the aim
of the study and the source summaries are presented in the usual way. In the second
section, the definition of w-distance function in metric space, some basic properties
and various examples are given. In addition, some fixed point theorems for set-valued
mappings obtained by using the metric function in metric space and their versions with
w-distance function are examined. In the third section, which constitutes the original
part of the thesis, some new fixed point theorems are obtained for both single-valued
mappings and set-valued mappings by considering the concepts of P-contraction and

w-distance. The last section is reserved for discussion and conclusion.

Key Words: Fixed point, complete metric space, w-distance function, P-

contraction.
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1. GIRIS

Bos olmayan bir X kiimesinden (veya bos olmayan bir alt kiimesinden) X e tanimh
bir 7 doniisiimiinii gbz Oniine alalim. Bu durumda ortaya ¢ikabilecek en 6nemli soru-
lardan biri bahsi gecen doniisiimiin bazi noktalar1 sabit birakip birakmadigidir. Yani,
Tx = x denklemi bir ¢oziime sahip midir? Eger bu denklemin ¢6ziimii varsa buna T
nin sabit noktasi denir. Sabit nokta teori ilk olarak X kiimesi ve T doniisiimii iizerinde
hangi sartlar bulunsun ki 7" nin X iizerinde sabit noktasi var olsun sorusunun cevabini
arastirmaktadir. Ardindan sabit noktanin var olmasi halinde tek olup olmadigi veya
hangi sartlarla tek oldugunu arastirir. Son olarak, sabit noktanin bulunmasi yontemleri
tizerinde durur. X kiimesinin bir kismi sirali kiime ve 7 doniisiimiiniin sira koruyan
bir doniisiim olmas1 kosullari ile ayrik sabit nokta teori ad1 verilen calismalar mevcut
oldugu gibi, genellikle X bir topolojik uzay ve T nin siirekli veya kompakt (veya ben-
zer Ozelliklere sahip) bir doniisiim olmasi halinde sabit nokta teori ¢caligmalari yapil-
maktadir. Analiz veya uygulamali matematikte bahsi gecen pek ¢ok varlik (ve teklik)
teoreminin aslinda uygun bir sabit nokta teoreminin (6zellikle iyi bilinen Schauder ve
Banach sabit nokta teoremlerinin) 6zel hali veya uygulamasi oldugu goriilebilir. Bir
tam metrik uzaydan kendisine tanimli biiziilme doniisiimlerinin sabit noktasinin var ve
tek oldugu, hatta her Picard iterasyon dizisinin bu sabit noktaya yakinsadigini belir-
ten Banach sabit nokta teoreminin literatiirde pek ¢ok genellestirmesi mevcuttur. Bu
genellestirmeler, uzayin metriksel yapisini zayiflatarak (6rnegin quasi metrik, pseudo
metrik, fuzzy metrik, kismi metrik, b-metrik gibi) veya biiziilme esitsizligini daha fazla
doniistime hitap edecek bicimde esneterek yapilmaktadir. Bir bagka yol ise biiziilme
esitsizliklerinde metrik fonksiyonu yerine metrik fonksiyonu ile belirli iligkilere sahip
bagka uzaklik fonksiyonlarimi kullanarak sabit nokta sonuclar1 elde etmektir ki bun-
lardan biride w-uzaklik fonksiyonudur. Bu tez ¢alismasinda w-uzaklik fonksiyonu ile
olusturulmus yeni bir biiziilme esitsizligi dikkate alinarak sabit nokta teoremleri elde

edilecektir.



1.1. Kaynak Ozetleri

Metrik uzayda w-uzaklik fonksiyonunun temel tanimi icin Kada, Suzuki ve Taka-
hashi’nin ¢alismasi incelenmistir [1/]. Ardindan w-uzaklik fonksiyonunun cesitli 6r-
nekleri ve onemli 6zellikleri i¢in Ikbal ve Rizwan [2], Latif ve Abdou [3], Latif ve
Albar [4] ile Lin ve Du [S] nun ¢aligmalar1 dikkate alinmistir. Metrik uzayda kiime
degerli doniistimler icin 6nemli bazi sabit nokta teoremlerinin ispat teknigini incele-
mek icin Feng ve Liu [6] ile Klim ve Wardowski [[7] nin ¢aligmalar1 kullanilmistir.
Son olarak P-biiziilme kavraminin éenmini vurgulamak ve son zamanlarda elde edil-
mis calismalardan bahsetmek i¢in [8} 9, [10, [11} 112} [13} 14, 15, [16] numarali kaynaklar

incelenmistir.

1.2. Calismanin Amaci

Bu tez calismasinda metrik uzayda P-biiziilme ve w-uzaklik fonksiyonlarini birlikte
diisiinerek P,-biiziilme kavramini tanimlamak ve bu kavrami dikkate alarak hem tek
degerli hem de kiime degerli doniisiimler i¢cin bazi1 yeni sabit nokta teoremleri elde

etmek amaclanmisgtir.



2 . MATERYAL VE YONTEM

1996°da Kada, Suzuki ve Takahashi [1] bir metrik uzayda w-uzaklik kavramini agagi-

daki gibi tanittilar.

2.1. w-uzaklik fonksiyonu

Tamim 2.1.1. (X,d) bir metrik uzay olsun. w : X x X — [0,e0) bir fonksiyon olmak
tizere eger bu fonksiyon her x,y, z € X icin asagidaki kosullar1 sagliyorsa bu fonksiyona

X de bir w-uzaklik fonksiyonu denir:

wl) w(x,z) < w(x,y) +w(y,2),

w2) w(x,-): X — [0,00) doniisiimii alttan yari siirekli, yani X i¢indeki her x,y € X ve

yn — y olacak bicimde X igindeki her {y,} dizisi igin

w(x,y) <lim inf w(x,y,),
n—oo

w3) her € > 0 igin w(z,x) < 8 ve w(z,y) < 0 iken d(x,y) < € olacak bi¢cimde bir

6 > 0 vardir.

Simdi w-uzaklik fonksiyonu ile ilgili baz1 drnekler ve 6zellikleri verelim. Bu drnekler

ve Ozellikler [1] in yam sira [2, 3} 4} 5] gibi kaynaklarda da bulunabilir.

Ornek 1. (X,d) bir metrik uzay olmak iizere, d fonksiyonu X iizerinde bir w-uzaklik
fonksiyondur. Gergekten, oncelikle d metrik fonksiyonu iiggen esitsizligini saglar. Ay-
rica d fonksiyonu her iki degiskene gore siirekli oldugundan ikinci de8iskene gore

alttan yar siireklidir. Son olarak € > 0 verildiginde 6 = % olarak alinirsa

d(z,x) <6 ved(z,y) <6
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oldugunda
d(x,y) <d(z,x)+d(z,y) < €

elde edilir.

Ornek 2. (X,||-||) bir normlu uzay olsun. Bu durumda her x,y € X icin

w(x,y) = [l + [yl

biciminde tanimli w : X x X — [0,00) fonksiyonu bir w-uzaklik fonksiyonudur. Ger-

cekten, norm fonksiyonu negatif olmadigindan her x,y,z € X i¢in

w(x,z) =[xl + Izl
<l Iy I+l =+ 11zl

= w(x,y)+wz)

olur. Ayrica norm fonksiyonu siirekli oldugundan w ikinci degiskene gore alttan yari

siireklidir. Son olarak € > 0 verildiginde & = § olarak alinirsa

w(z,x) <8 vew(z,y) < &

oldugunda
d(x,y) = |lx—yl
< lxl =+ Iyl
= w(x,y)
< w(x,z) +w(z,y)
= w(z,x) +w(z,y)
< e
elde edlir.

Ornek 3. (X,d) bir metrik uzay ve g : X — X siirekli bir doniisiim olsun. Bu durumda

4



her x,y € X i¢in
w(x,y) = max{d(gx,y),d(gx,8y)}

biciminde tanimli w : X x X — [0, ) fonksiyonu bir w-uzaklik fonksiyonudur. Ger-

cekten, her x,y,z € X i¢in

w(x,z) = max{d(gx,z),d(gx,8z)}
< max{d(gx,gy) +d(gy.z),d(gx,gy) +d(gy,82)}
= d(gx,gy) +max{d(gy,z),d(gy,82)}
< max{d(gx,y),d(gx,gy)} + max {d(gy.z),d(gy,8z)}

= w(x,y)+w(y,z)

olur. Ayrica g doniisiimii siirekli oldugundan w fonksiyonu ikinci degiskene gore alttan

yart siireklidir. Son olarak & > 0 verildiginde § = § olarak alinirsa

w(z,x) <8 vew(z,y) <6

oldugunda
d(x,y) < d(x,g2)+d(y,82)
< w(z,x) +w(z,y)
< €
elde edilir.

Ornek 4. (X,||-||) bir normlu uzay olsun. Bu durumda her x,y € X icin

w(x,y) = [yl
bi¢iminde tanimli w : X x X — [0, 00) fonksiyonu bir w-uzaklik fonksiyonudur.

Ornek 5. (X,d) bir metrik uzay olsun. Bu durumda her x,y € X icin

w(x,y) =c,ce R’

5



biciminde tanimlt w : X x X — [0, o) fonksiyonu bir w-uzaklik fonksiyonudur.
Ornek 6. X = {1:n e N} U{0} olmak iizere

x+y , x#y
d(x,y) =

0 , X=Y

bigiminde tanimlansin. O zaman d fonksiyonu X iizerinde bir metriktir. Ustelik (X,d)
tam metrik uzaydir. w : X x X — [0,00) fonksiyonu her x,y € X icin w(x,y) =y ile

tanimlansin. O zaman w bir w-uzaklik fonksiyonudur.

Ornek 7. (X,d) bir metrik uzay ve F de X ’in en az iki elemanh kapali ve simrli bir
alt kiimesi ve ¢ de ¢ > 6(F) = sup{d(a,b) : a,b € F} 6zelligine uygun bir reel say1

olsun. O zaman
d(x,y) , x,y€F

w(x,y) =
c , x¢Fveyay¢F

bi¢ciminde tanimlanan w fonksiyonu bir w-uzaklik fonksiyonudur. Gergekten, {x,y,z} C

F icin

olur. Eger {x,y,z} ¢ F ise
w(x,z) < e <wlx,y) +w(yz)
oldugu agiktir. Simdi her x € X ve @ € R i¢in
W (x, (o0 a]) = {y € X s wlx,y) < a}

kiimesinin X de kapali oldugunu gostermek w(x,-) nin alttan yar siirekli oldugunu

6



gostermek icin yeterli olacaktir. Eger a > c ise
{yeX:wxy <al=X

olacagindan bahsi gecen kiime kapalidir. Simdi o < ¢ olsun. O zaman e8er x € F' ise

w(x,y) < o olmasi y € F olmasini gerektireceginden
{yeX:wkxy) <a}l={yeX:dxy <oa}nF
olur ki F kapali oldugundan bu kiime de kapalidir. Eger x ¢ F ise
{yeX:wkxy <oa}=0

olup kapali bir kiimedir. Sonug olarak w(x, -) alttan yari siireklidir. Simdi € > 0 olsun.

£

g olarak alalim. O za-

no dogal sayisin 0 < % < ¢ olacak bi¢imde secelim ve 6 =
man herhangi iki x,y € X i¢in w(x,y) < § ise o zaman x,y € F olmak zorundadir. Bu

durumda

ve

ise x,y,z € F olup buradan

£ £ £
d <d d < —F—=—<c¢
ww_@M%wL%ﬁ%Om

olur.

Kada, Suzuki ve Takahashi w-uzaklik kavramimi kullanarak Caristi’nin sabit nokta te-
oremini, Ekeland’1n varyasyon prensibini (EVP), Takahashi’nin minimizasyon teore-
mini ve Kirk-Caristi sabit nokta teoremini gelistirdiler.

Simdi w-uzaklik fonksiyonu ile ilgili temel iki lemma verelim.

Lemma 1. (X,d) bir metrik uzay, {x,} ve {y,} bu uzayda iki dizi, {c,} ve {B,}
de negatif olmayan reel sayilarin 0 noktasina yakinsayan dizileri ve w bir w-uzaklik

fonsiyonu olsun. Bu durumda x, y, z € X icin asagidakiler saglanir.
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(a) Her n € Nigin w(x,,y) < oy ve w(x,,z) < B, ise y = z dir. Ozellikle eger w(x,y) =0
ve w(x,z) =0isey =z dir.

(b) Her n € Ni¢in w(x,,y,) < @, ve w(xy,,z) < B, ise {y,} dizisi z noktasina yakinsar.
(¢) m > n 6zelligindeki her n,m € N i¢in w(x,,x,) < o, ise {x,} dizisi bir Cauchy
dizisidir.

(d) Her n € N igin w(y,x,) < a, ise {x,} dizisi bir Cauchy dizisi olur.

Ispat. (a) £ > 0 olsun. w-uzakliginin tanimindan en az bir § > 0 igin
w(u,y) <6 vew(u,z) <dised(y,z) <e€
olur. Diger taraftan
o, — 0 oldugundan IN; € N vardir 6yle ki Vn > N i¢in oy, < 6
ve benzer sekilde
Bn — 0 oldugundan 3N, € N vardir 6yle ki Vn > N, igin 3, < 6

olur. Simdi ngp = max{N;,N,} olarak alindifinda, her n > ng i¢in o, < 6 ve B, < &

olur. Boylece n > ng icin
w(xn,y) < oy < 8 ve w(xy,z) < B, <0

olur ki 0 zaman d(y,z) < € bulunur. Bu ise d(y,z) = 0 ve dolayisiyla y = z oldugunu
gosterir. Ozel olarak her 7 i¢in x, = x ve o, = 8, = 0 olarak alimirsa bahsi gecen 6zel

durum elde eldilir.

(b) (a) maddesinde oldugu gibi € > 0 a kargilik 0 ve ng sayilarin1 belirleyebiliriz ki
sonugta her n > ng i¢in d(yy,z) < € elde ederiz. O zaman {y,} dizisi z noktasina ya-

kinsar.

(c) € > 0 olsun. w-uzakliginin tanimindan en az bir 6 > 0 i¢in

w(u,y) < 8 vew(u,z) <dised(y,z) <€

8



olur. Ayrica o, — 0 oldugundan dolay1 her n > ng i¢in o, < 0 olacak bicimde bir

no € N vardir. Boylece her n,m > ng+ 1 i¢in
W(Xngs Xn) < Oy < O Ve W(Xng, Xm) < Opy < O

olur. Buradan d(x,,x,,) < € olur. Dolayis1 ile {x,} dizisi bir Cauchy dizisi olur.

(d) € > 0 olsun. w-uzakliginin tanimindan en az bir > 0 i¢in
w(u,y) < 8 vew(u,z) <dised(y,z) <¢€

olur. Ayrica o, — 0 oldugundan dolay1 her n > ng i¢in o, < 0 olacak bi¢cimde bir

no € N vardir. Boylece her n,m > ng i¢in

w(y,Xn) < ap < 0 ve w(y,xp) < 0 < 8
olur. Buradan d(x,,x,,) < € olur. Dolaysti ile {x, } dizisi bir Cauchy dizisi olur. O
Uyan 1. w(a,b) =w(b,a) =0 ve w(a,a) < w(a,b) +w(b,a) =0ise w(a,a) = 0 dir.

Lemma 2. (X,d) bir metrik uzay K kapali bir alt kiime ve w da X tizerindeki bir w-
uzaklik fonksiyonu olsun. Kabul edelim ki w(u,u) = 0 olacak sekilde bir u € X var

olsun. Bu durumda
w(u,K) :=inf{w(u,y) :ye K} =0 uck

dir.

Ispat. w(u,K) = 0 olsun. Bu durumda K da w(u,x,) — 0 olacak bicimde bir {x,}
dizisi vardir. Ayrica w(u,u) = 0 oldugundan Lemmallin (b) maddesinden x, — u olur.
Dolayist ile K kiimesi kapali kiime, {x,} C K ve x, — u oldugundan dolay1 u € K olur.

Kargit olarak u € K olsun. O zaman w(u,u) = 0 oldugundan
w(u,K) =inf{w(u,y):y€ K} =0

olur. O]



2.2. Metrik uzayda kiime degerli doniisiimler icin bazi sabit nokta teoremleri

Bu kesimde metrik uzayda kiime degerli doniisiimler icin Feng-Liu [6] ve Klim-Wardowski
[7]] tarafindan verilen temel sabit nokta teoremlerini ve ispatlarini inceleyecegiz. Daha
sonra bunlarin w-uzaklik fonksiyonu ile elde edilen versiyonlarim ele alacagiz. Bu bo-
limde asagida belirtilen I kiimesinden yararlanacagiz. (X,d) bir metrik uzay CI/(X)
de X in bog olmayan kapali alt kiimelerinin sinifi ve T : X — CI(X) bir doniisiim olsun.

b € (0,1) sabiti ve x € X i¢in
I, ={yeTx:bd(x,y) <d(x,Tx)}
olarak tanimlansin.

Teorem 2.2.1 (Feng-Liu). (X,d) bir tam metrik uzay ve 7 : X — CI(X) bir dontigiim

olsun. Ayrica her x € X ve bir y € [} i¢in
d(y,Ty) < cd(x,y) (2.2.1)

esitsizligini saglayan bir ¢ € (0, 1) sabitinin var oldugunu kabul edelim. Bu durumda
¢ < bve f(x) =d(x,Tx) fonksiyonunu alttan yari siirekli olmasi kogullariyla 7 donii-

stimii X de bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. Oncelikle x € X igin Tx € CI(X) oldugundan dolay1 her b € (0, 1) igin [§ kiimesi
bos kiime degildir. xop € X herhangi bir nokta olmak iizere (2.2.1)) esitsizliginden

d(x1,Txy) < cd(x0,x1)
olacak bicimde bir x| € IZO vardir. Yine x; € X i¢in
d(x2,Txp) < cd(x1,x2)

olacak bigimde bir x, € I, vardir. Bu sekilde devam edilerek her n € N igin x,,41 € 1"
ve

d(xn—l—l ) Txn—H) < Cd(xnaxn—b—l )

10



kosullarma uygun X icerisinde bir {x, } dizisi olusturulabilir. $imdi bu dizinin Cauchy

dizisi oldugunu gosterelim. Burada her n € N i¢in
d(Xnt1, Txns1) < cd (X, Xpy1)
ve bunun yam sira x,41 € 1, oldugundan dolay1
bd (xp,xn11) < d(x, Txy)

oldugunu biliyoruz. Simdi bu iki esitsizligi kullanarak dizinin ardigik terimleri arasin-

daki mesafeyi bulalim. O zaman her n € N i¢in

C
d(xmxn—i—l) < d(xnaTxn) < Ed(xn—laxn)

S| =

olur. Boylece her n € N i¢in

C
Ed(xnaxn—i—l)

IN

d(xn—i—l s xn+2)

C
d(xn—i-l s Txn—l—l) < Ed(xm Txn)

elde edilir. Buradan

d(xnvxn—H) = d(xm Txn)

< £d<xn—la Txn—l)
clcC

< E [Zd(xn—ZaTxn—2)]
C2

= ﬁd(xnfL Txan)
N

< ﬁ ()C(),TX())
M

= ﬁd(xo,xl)

olarak bulunur. Benzer sekilde

n

C
d(xn; Txn) < ﬁd(xm TO)

11



esitsizligi de elde edilebilir. Simdi ise m > n 6zelligindeki her m,n € N i¢in

d(XM7xn) < d(xm:xm l)+d(xm lxm72)+"'+d(xn+laxn>
m—2 M
C
< b’" 1d<x03xl) Wd(xo,xl)nL +b d(xo,x1)
c c”
AN [em—n— 1 C2
- b_ |:bm n—1 + - +b2 +b+1} d(x07x1)
o [ e
= l; [b1_£ d(X(),xl)
b
&
S 1 b c d(X(),Xl)
b

olur. Burada b > ¢ oldugundan dolay1 n — o icin Z—Z — 0 olur. Yani

e

lim d(xp,x,) = lim
n,m—oo nm—oo | —

zd(x0,x1) =0
5

olur ki bu da bize {x,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu sdyler. (X,d) bir tam

metrik uzay oldugundan dolay1 x,, — z olacak bi¢imde bir z € X vardir. Son olarak

f(x) =d(x,Tx) fonksiyonu alttan yart siirekli oldugundan

0<d(z,Tz) = f(z) <lim inf f(x,)=1lim inf d(x,,Tx,) =0

n—oo n—oo

bulunur. Boylece d(z,Tz) = 0 yani z € Tz elde edilir. O

Teorem 2.2.2 (Klim-Wardowski). (X,d) bir tam metrik uzay ve 7 : X — CI(X) bir

doniisiim olsun. Asagidaki kosullarin saglandigini1 varsayalim.
(i) f(x) = d(x,Tx) olarak tanimlanan f : X — R fonksiyonu alttan yari siirekli olsun,

(ii) her ¢ € [0,00) igin
lim sup @(r) <b (2.2.2)

r—tt

ve her x € X ve bir y € [} igin

d(y,Ty) < ¢(d(x,y))d(x,y)

12



esitsizliklerini saglayan b € (0, 1) sabiti ve ¢ : [0,00) — [0,b) fonksiyonunu var olsun.

Bu durumda 7 doniisiimii bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. Kabul edelim ki 7' doniisiimiiniin sabit noktas1 olmasin. O zaman her x € X i¢gin
d(x,Tx) > 0 olur. Her x € X i¢in T'x kiimesi kapali oldugundan her b € (0, 1) i¢in 7,
kiimesi bos degildir. Ustelik x ¢ Tx oldugundan I, kiimesinde x den farkli bir y elemani

mevcuttur. Yani her b € (0,1) ve her x € X i¢in
bd(x,y) <d(x,Tx) (2.2.3)

olacak bicimde x den farkli bir y € T'x vardir. Simdi b ve @ (i1) kosulundaki gibi olsun-
lar. x; € X keyfi bir nokta olsun. (2.2.3)) ve (ii) den dolay1

bd(x1,x2) <d(x1,Txy), (2.2.4)

d(XZ,T)Q) < (p(d(xl,xz))d(xl,xz), (2.2.5)

veE

@(d(x1,x2)) <b

olacak sekilde x; den farkli bir x, € Tx; vardir. Boylece (2.2.4) ve (2.2.5) den O

d(xl,Txl)—d(xz,sz) > bd(xl,xz)—(p(d(xl,xz))d(xl,)@)

= [b—o(d(x1,x2))]d(x1,x2)

> 0
elde edilir. Benzer sekilde
bd(xp,x3) < d(x2,Tx3), (2.2.6)
d(X3,TX3) < (p(d(XQ,X3))d(X2,X3) (2.2.7)

ve

(p(d(XQ,Xj,)) <b

13



olacak sekilde x, den farkli bir x3 € Tx; vardir. Boylece (2.2.6) ve (2.2.7) dan

d()Q,TXz)—d()@,TXg) > bd(xZ,)C3)—(P(d()C2,)C3))d(X2,X3)

= [b—o(d(x2,x3))]d(x2,x3)

> 0

olur. Ustelik (2.2.6) ve (2.2.5) den dolay1

1
d(x2,x3) < —d(x2,Txp) < 5‘P(d(X1,xz))d(X1,XZ) <d(x1,x2)

S| =

dir. Bu sekilde devam ederek her n € N igin x;, # X, 11, Xp+1 € Txy,

bd (xp,xn11) < d(x,Txy), (2.2.8)

d(xn—i-l ) Txn—l—l) < q)(d(xn;xn—i-l))d(xnaxn—i—l) (2.2.9)

ve

@(d(Xn,Xn+1)) <b

ozelliklerine uygun bir {x, } dizisi olusturabiliriz. Boylece (2.2.8)) ve (2.2.9) den dolay1

bd(xnaxn+1> < d<xn; Txn)

—(p(d(xn,x,,ﬂ))d(xn,xnﬂ) < —d(xpg1,Txng1)

olur ki bunlar taraf tarafa toplarsak

IN

bd (Xn, Xn+1) — Q(d(Xn, Xn11))d (Xn, Xn11) d(xn, Txn) — d(Xn+1, TXp11)
[b - ¢(d(xn7xn+1))]d(xnvxn+l) < d(xm Txn) _d<xn+laTxn+1)

0

N

d(-xl’H Txn) - d(xn+1 ) Txn—l—l)

elde edilir. Ayrica

d(-xnaanrl) > d(xn+17xn+2)

14



oldugu da elde edilebilir. Yani {d(xy,x,+1)} ve {d(x,, Tx,)} reel terimli dizileri mono-
ton azalandirlar. Ustekik alttan sinirh oldugundan yakinsaktirlar. Simdi {d(x,,x,.1)}

dizisi yakinsak olup (2.2.2)) den dolay1

lim sup @(d(xp,%y1+1)) = ¢

n—oo

olacak bi¢imde bir g € [0,b) vardir. Oyleyse her by € (g,b) icin bir ny € N vardir dyle
ki her n > ng i¢in
@(d(xXn, Xn11)) < bo

olur. Sonug olarak o¢ = b — by ve n > ng igin
d(xn, Txp) —d(xps1, Txps1) > 0d (X, X041)

elde edilir. Boylece n > ng i¢in

d(xnt1, Txn1) < @(d(Xn,%n41))d (Xn, Xnt1)
< (P(d(xnl;xn+l))d(xn,TXn>
d(x,,x, - @(d(xy,x
< @ (d (xn +1))bn @(d(x; 2))d(x1,Tx1)
_ 9(d (o, Xng1)) - @(d (Xngr 15 Xn12))
- bn—no
d (X, e o(d(xy,
Sl i)
bo\"™  @(d(xng, Xng+1)) - @(d(x1,x2))
< (?) % 0> Xng e d(x1,Txy)
olur. Dolayistyla by < b oldugundan
) bo n—no
fim (3) =0
olur. Bu ise bize
limd(x,,Tx,) =0 (2.2.10)

n—yoo
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oldugunu verir. Simdi ise {x,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. m >

n > ng olsun. O zaman

d(xmaxn) < d<xm7xm—1)+d(xm—laxm—2)+"'+d(xn+1>xn)
m—1
< Y d(xjxja)
j=n
m—1
< =Y [d(x,Txj) —d(xj1,Txji1))
j=n

RIi= RI=

[d(xn, Txn) — d (X, Txm)]

olur. Boylece (2.2.10) den dolay1 {x, } dizisi bir Cauchy dizisi olur. (X,d) metrik uzay1

tam oldugundan x,, — z olacak bigimde bir z € X vardir. Sonug olarak (i) den

0<d(z,Tz) < limd(x,,Tx,) =0

n—yoo

elde edilir. Buradan d(z,Tz) = 0 olur ki bu da bize z € Tz oldugunu soyler.

2.3. Metrik uzayda w-uzaklik fonksiyonu ile baz1 sabit nokta teoremleri

Bu kesimde metrik uzayda Klim-Wardowski sabit nokta teoreminin w-uzaklik fonksi-
yonunu ile verilen kargiliklarim elde edecegiz. Burada asagidaki J; kiimesinden ya-
rarlanacagiz. (X,d) bir metrik uzay, w : X x X — [0,00) bir w-uzaklik fonksiyonu ve

ve T : X — CI(X) bir dontigiim olsun. b € (0, 1) sabiti ve x € X i¢in
b ={yeTx:bw(x,y) <w(x,Tx)}

olarak tanimlansin.

Tanmm 2.3.1. (X,d) bir metrik uzay, w: X x X — [0,0) bir w-uzaklik fonksiyonu ve
T : X — CI(X) bir dontisiim olsun. Eger bir b € (0, 1) sabiti ve her x € X i¢in

w(,Ty) < ¢ (w(x,y))w(x,y)

esitsizligini saglayan bir y € J; noktasi varsa T doniigiimiine kiime degerli KW-tip
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w-biiziilme dontigiimii denir. Burada ¢ : [0,00) — [0, /) fonksiyonu her ¢ € [0, ) i¢in

lim sup ¢(r) <b

r—tt

ozelligine sahip bir fonksiyondur.

Lemma 3. (X,d) bir metrik uzay, w : X x X — [0,e0) bir w-uzaklik fonksiyonu ve
T : X — CI(X) bir kiime degerli KW -tip w-biiziilme doniigiimii olsun. Bu durumda X
icinde T tarafindan elde edilen dyle bir {x, } dizisi vardir ki hem w(x;,, Tx,) reel terimli

dizisi azalarak sifira yakinsar hem de {x, } bir Cauchy dizisidir.

Ispat. Her x € X icin Tx kapali oldugundan her b € (0,1) i¢in J; kiimesi bos degildir.
Simdi xg € X keyfi bir nokta olsun. 7" kiime degerli KW-tip w-biiziilme doniisiimii
oldugundan

w(x1, Txp) < @(w(xo,x1))w(xo,x1) (2.3.1)

esitsizligini saglayan bir x| € JZO noktasi vardir. x| € Jz‘) oldugundan
bw(xo,x1) < w(xo, Txp) (2.3.2)

esitsizligi de saglanir. Boylece (2.3.1) ve (2.3.2)) esitsizliklerinden

w(xo,Txp) —w(x1,Tx1) > bw(xg,x1) — ¢ (w(xo,x1))w(x0,x1)

= [b— 9o (wlxo,x1))]w(xo,x1) >0
elde edilir. Benzer sekilde
w(x2, Txp) < @ (w(xy,x2))w(xy,x2) (2.3.3)
esitsizligini saglayan bir x; € JZ‘ noktasi vardir. Yine x; € JZ‘ oldugundan

bw(xy,x2) < w(xy,Txp) (2.3.4)
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esitsizligi de saglanir. Boylece (2.3.3) ve (2.3.4) esitsizliklerinden

w(xy, Txy) —w(xo, Txp) > bw(xy,xp) — @ (w(xy,x2))w(xy,x2)

= [b—o(w(x1,x2))]w(x1,x2) >0

elde edilir. (2.3.4) ve (2.3.1) esitsizliklerinden

w(x;,x) < %w(xl,T)q)
< %(p(w(xo,xl))w(xo,xl)
< wi(xg,x1)

esitsizligini de elde edebiliriz. Bu sekilde devam ederek X icinde x,41 € Tx,,

bw(xn,xn+1) = W(Xn,Txn),

WXt 1, TxXnt1) < O (W(Xny 1) )W (X, X-1)

ozelliklerini saglayan bir {x,} dizisi olusturabiliriz. Buradan

W(xm Txn) - W(xn+17Txn+l) > bW(xnaxn—i—l) - ¢(W(xnaxn+1))w(xnaxn+l)

= [b—0(W(xXn, Xn41))]W(Xn, Xn1) >0 (2.3.5)
esitsizligi elde edilir ki boylece her n dogal sayisi icin
W (X, Txn) > W(Xpt1, Txnt1)
ve

W(xnaxn—i—l) < W(xn—l 7xn)

esitsizlikleri elde edilebilir. Boylece {w(x,, Tx,)} ve {w(x,,x,+1)} dizileri reel terimli
negatif olmayan azalan dizilerdir ve dolayisiyla yakinsaktirlar. Simdi ¢ fonksiyonunun

tanimindan

lim sup ¢ (e, 2041)) = &
n—oo
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olacak bigimde bir o € [0,b) vardir. Boylece her by € (,b) i¢in 6yle bir ny dogal

say1s1 bulabiliriz ki her n > ng icin
O (W(xn, Xnt1)) < bo
esitsizligi saglanir. Boylece her n > ng i¢in
O (WX, Xy 1)) X - X QW (X4 1,Xmg12)) < by ™
yazabiliriz. Yine (2.3.5) esitsizligini goz oniine alirsak her n > ny i¢in
w(xn, Txn) = W(Xpp1, Txpi1) > (b —bo)w(Xn, Xpt1)

elde ederiz. O zaman her n > ng i¢in

IN

W(-xi’l-‘r])Txn-‘r]) ¢(W(xn7xn+l))w(xn7xn+l)

IN

%‘P(w(xn,xnﬂ))w(xn» Txn)

< é%mw(xn,w)cp(w(xn_],xn>>w<xn_1,Txn_1>
< 00 a)) X X w1, )
_ ¢(W(xn7xn+1)) X X ¢(W(xno+1>xn0+2)) %
bn—no
O (W(Xngs Xng+1)) Zno X qb(w(xhxz))w(thxl)
- (%)”"0 ¢(w(xn0,xno+1));<n(~)-~ X ¢(w(x1,x2))w(xl’Tx1)

n
yazilabilir. by < b oldugundan lim,,_,e <%0> " —0olur. Boylece {w(x,,Tx,)} azalan
dizisi sifira yakinsar. Simdi {x,} dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gésterelim. Once-

likle dikkat edelim ki her n > ng i¢in

bo\"
W (X, Xn 1) < 5 w(x0,x1)
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esitsizligi saglanir. O zaman her m > n > ng icin

WX, Xm) < W(xjaijrl)

@) !
< AP
< - 5 (X0, x1)
b
elde edilir ki Lemma |l|den {x,} bir Cauchy dizisidir. [

Teorem 2.3.2. (X,d) bir tam metrik uzay ve T : X — CI(X) kiime degerli KW -tip w-
biiziilme doniisiimii olsun. Ayrica kabul edelim ki g(x) = w(x, Tx) bi¢ciminde tanimli
g fonksiyonu alttan yar1 siirekli olsun. Bu durumda g(z) = 0 olacak bigimde bir z € X

noktasi vardir. Ek olarak, eger w(z,z) = 0 ise z € Tz dir.

Ispat. Lemma [3| dikkate alindiginda X icinde 6yle bir {x,} Cauchy dizisi vardir ki
{g(x,)} reel terimli dizisi azalarak O a yakinsar. X tam oldugundan x, — z olacak

bicimde bir z € X noktasi vardir. g fonksiyonu alttan yar siirekli oldugundan
0<w(z,Tz) = g(z) <liminfg(x,) =0

olur. Yani g(z) = w(z,Tz) = 0 olur. Ek olarak w(z,z) = 0 ise Lemma[2]den z € Tz elde
edilir. [l

Teorem 2.3.3. (X,d) bir tam metrik uzay ve T : X — CI(X) kiime degerli KW-tip

w-biiziilme doniisiimii olsun. Kabul edelim ki y ¢ Ty olacak bi¢imdeki her y € X i¢in
inf{w(x,y) +w(x,Tx):x€X} >0
olsun. Bu durumda T bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat. Lernmadikkate alindiginda X i¢inde her n € Ni¢in x,, 1 € Tx, olacak bigcimde
bir {x,} Cauchy dizisi vardir. X tam oldugundan x, — z olacak bi¢imde bir z € X

noktasi vardir. O zaman w(x,, -) fonksiyonu alttan yar1 siirekli ve x,,, — z oldugundan
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Lemma [3]nin ispatina gore her n > ny igin

w(xp,z) < liminfw(x,,x,) < llw(xo,xl)

yazilabilir. Burada y = % dir. Ayn1 zamanda
W (X, TXn) < W(Xn, Xn 1) < ¥V'w(x0,%1)
elde edilebilir. Simdi z ¢ Tz oldugunu kabul edelim. O zaman

0 < inf{w(x,2)+w(x,Tx):x€X}

IN

inf{w(x,,2) + w(x,, Tx,) :n>np}
inf{%w(xo,xl) + Y'w(xg,x1) :n > no}

1
0

IN

elde edilir ki bu miimkiin degildir. O zaman z € Tz olmalidir.
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3 . ARASTIRMA BULGULARI

2017°de Fulga ve Proca [8], metrik uzayda E-biiziilmeden esinlenerek yeni tip biiziilme
esitsizlikleri yoluyla tek degerli doniistimler i¢in bazi sabit nokta teoremleri sundu. E-
biiziilme adi verilen bu fikir ilk olarak Popescu tarafindan kullanildigindan (bu durum
[8] ve [9] nomarali kaynaklarda belirtilmistir) Popescu’yu anmak i¢in biz ¢alismala-
rimizda P-biiziilme olarak kullanmay1 tercih ediyoruz. Popescu’nun orijinal tanimi ve
ilgili sabit nokta teoremi asagidaki gibidir: (X,d) bir metrik uzay ve T : X — X bir

doniistim olsun. Bu durumda her x,y € X i¢in

d(Tx,Ty) < kld(x,y) + |d(x,Tx) —d(y, Ty)|] (3.0.1)

esitsizligini saglayan bir k € [0, 1) sabiti varsa 7 doniisiimiine bir P-biiziilme dontistimii
denir. Metrik uzayda her biiziilme doniisiimii ayn1 zamanda bir P-biiziilme doniistimii-
diir, fakat bunun karsit1 dogru degildir. Boylece Popescu’nun elde ettigi ve "(X,d) bir
tam metrik uzay ve 7 : X — X bir P-biiziilme doniisiimii olsun. O zaman T bir tek
sabit noktaya sahiptir. Ustelik her Picard iterasyon dizisi bu sabit noktaya yakinsar."
biciminde ifade edilen teorem iinlii Banach sabit nokta teoreminden daha genel bir do-
niisiim sinifina hitap etmektedir. Son zamanlarda P-biiziilme ile ilgili literatiirde pek
cok calisma yapilmigtir. Bunun i¢in [10, [11} 12} 13} [14} [15) [16] numarali kaynaklara
bakilabilir.

Bu boliimde metrik uzayda w-uzaklik fonksiyonu ile Popescu’nun P-biiziilme diisiin-
cesini birlestirerek hem tek degerli hem de kiime degerli doniisiimler icin bazi yeni

sabit nokta teoremleri elde edecegiz.
3.1. Tek degerli doniisiimler icin sonuclar
IIk olarak agagidaki tanimi verelim.

Tanmm 3.1.1. (X,d) bir metrik uzay, w, X iizerinde bir w-uzaklik fonksiyonu ve T :
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X — X bir doniigiim olsun. Eger her x,y € X i¢in

w(Tx,Ty) < c[w(x,y) + [wlx, Tx) —w(y, Ty)[], 3.1.D)
esitsizligini saglayan bir ¢ € [0,1) sabiti varsa T doniisiimiine bir P,,-biiziilme donii-
stimii denir.
Simdi ilk ana teoremimizi verelim.

Teorem 3.1.2. (X,d) bir tam metrik uzay, w, X tizerinde bir w-uzaklik fonksiyonu ve
T : X — X bir P,-biiziilme doniisiimii olsun. Ayrica asagidakilerden birinin saglandi-

gin1 kabul edelim:
(1) T siireklidir,
(i) w siireklidir,

(iii) y # Ty olacak bi¢cimdeki her y € X icin
inf{w(x,y) +w(x,Tx):x€ X} > 0.

Bu durumda T déniisiimii bir tek z € X sabit noktasina sahiptir. Ustelik w(z,z) =

O dir.

ispat. xo € X keyfi bir nokta olsun. O zaman n > 0 i¢in x,4+1 = T'x, biciminde taniml1
{x,} Picard dizisini g6z oniine alarak asagidaki iki durumu inceleyelim:

(1) En az bir ng € N i¢in w(xy,,X,,41) = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda

W(xno—H 7xn0+2) =0

oldugunu iddia ediyoruz. Gergekten (3.1.1)) esitsizliginden

W(Xng+1,Xn94+2) = W(Txng, TXny41)
< e W(Xngs Xng+1) + [W(ng, Txng) — W(Xng+1, Txng+1)|]
= ¢ [W(xnovxno+1) + ’W(xno7xno+1) - W(xno+1 7xno+2)H

= CW(-XYL(H-] 7xn0+2)7
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elde edilir ki bu w(xu,+1,Xy+2) = 0 olmamast durumunda bir ¢eligki teskil eder. O

zaman w (X, 41,%,+2) = 0 olup tiggen esitsizliginden

W(xno7xn0+2) < W(xno;xn0+l) + W(xno-l-l 7xn0+2) =0

elde edilir. Boylece w(x,,Xn,+1) = 0 Ve w(xyy,Xy,42) = O oldugundan from Lemma
(a) dikkate alinirsa x;, 1 = X,y+2 = Tx,+1 olur. Yani x,, 1 noktas1 T nin bir sabit

noktasidir.

(2) Simdi her n € N i¢in w(x,,x,+1) > 0 olsun. O zaman (3.1.1) den her n € N i¢in

W(Xnt1,X012) = wW(Txp, Txpy1)
< W, Xnt1) + W, TXn) = w(Xnt1, Txn41) ]

= ¢ [W(xnaxn+l) + |W(xnaxn+1) - W(xn+17xn+2)|] (3.1.2)

elde edilir. Bu durumda her n € N igin w(x,,41,%,42) < w(xp,x,+1) olmalidir. (Aksi
halde (3.1.2) den 0 < w(xp+1,Xn42) < ew(Xp41,%n+2) olur ki bu bir celiskidir). O za-
man yine (3.1.2) den her n € N i¢in

(+ +)<
w(x X,
nlan2_1

W<xn7xn+1)

2c

¢ < 1 olmak iizere her n € N i¢in

elde edilir. Boylece A =
W('XFH-] 7xn+2) < lYHFIW(-XOJ-)C])
elde edilir. Simdi m > n olacak bicimdeki her m,n € N i¢in
m—1
w(xnxm) <Y wxixier)
i=n

m—1
= Z A'w(xg,x1)

An
<
- 1-A

w(xp,X1) (3.1.3)

olup Lemma [1] (¢) den {x,} bir Cauchy dizisi olur. X in tamligindan x, — z olacak

bicimde bir z € X vardir. w fonksiyonu ikinci degiskene gore alttan yar siirekli oldu-
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gundan, (3.1.3) esitsizligi dikkate alindiginda

n

w(xp,z) < lim inf w(x,,x,) < 1 w(xp,x1) (3.1.4)

Mm—soo -2
elde edilir.

Simdi eger T siirekli ise, x,+1 = Tx,, — Tz olup limitin tekliginden z = Tz elde edilir.

Ustelik (3.1.1) den

w(z,z) =w(Tz,Tz) < cw(z,2) (3.1.5)

elde edilir ki bu w(z,z) = 0 olmazsa bir celiskidir.

Eger w siirekli ise (3.1.3)) ve (3.1.4) den

w(z,z) = nlnilrl}oow(xn,xm) =0

elde edilir ve boylece

r}l_r&w(xn,z) =0

olur. Simdi (3.1.1)) de x = x,, ve y = z yazarsak her n € N i¢in

W(X,H_] ) TZ) < C[W(me) + ‘W(xmxn—}—l) - W(Z7 TZ)H

elde edilir. O zaman n — o i¢in limit alip w nin de siirekli oldugunu dikkate alirsak

w(z,Tz) < cw(z,Tz)

elde edilir ki bu w(z,Tz) = 0 olmazsa bir ¢eliskidir. Boylece w(z,z) = 0 = w(z,Tz)
elde edildiginden LemmalI|(a) geregi z = T’z bulunur.

Son olarak (iii) nin var oldugunu kabul edelim ve z # Tz olsun. O zaman (3.1.3) ve

(3.1.4) den

0 < inf{w(x,z)+w(x,Tx):x€X}
< inf{w(x,,2) + w(x,, Tx,) : n € N}

= inf{w(x,,z) + w(xn,xp11) :n € N} =0
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elde edilir ki bu bir ¢eligkidir. Boylece z = Tz olup (3.1.5) deki gibi w(z,z) = 0 elde
edilir.
Tekligi gostermek icin kabul edelim ki # da 7" doniistimiiniin bir sabit noktas1 olsun. O

zaman (3.1.1) den w(u,u) = 0 elde edilir. Ayrica
w(z,u) =w(Tz,Tu) < cw(z,u)

esitsizligi bize w(z,u) = 0 olmasi gerektigini de sdyler. Bdylece Lemmall|(a) dan u =z
elde edilir. 0

Simdi son teoremimizi destekleyici nitelikte karsilagtirmali bir 6rnek verelim.

Ornek 8. X = [O, %] kiimesi d aligilmig metrigi birlikte g6z oniine alinsin. 7 : X — X
doniisiimii 7x = x? bi¢iminde tanimlansin ve X iizerinde w(x,y) =y biciminde tanimh

w-uzaklik fonksiyonu dikkate alinsin. O zaman her x,y € X icin
w(Tx,Ty) =y

veE

w(x,y) + [wx, Tx) —w(y,Ty)| =y + |x2 —y2|

oldugundan

wa&nogéwwyyﬂwa@—wawH

elde edilir. Yani, 7 doniisiimii P, -biiziilme doniisiimiidiir. Teorem [3.1.2]in diger sartla-
rinin saglandigr aciktir. Sonug olarak 7' doniisiimii bir tek sabit noktaya sahiptir.
Burada T doniisiimiiniin d metrigine gore bir P-biiziilme olmadigina dikkat edelim.
Gercekten,

d(Tx,T%) . ;-

lim T 1o = lm 5 21:1
Xy d<x>§)+’d(xaTx)_d(§aT§)’ x—>%_§—x+’x—x -3

oldugundan (3.0.1)) esitsizligi saglanacak bigimde bir k € [0, 1) sabiti bulunamaz. Boy-

lece Popescu’nun teoremi bu 6rnege uygulanamaz.

Ornek 9. X = C|0, 1] kiimesi supremum normu ile birlikte g6z 6niine alinsmn. T : X —
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X doniisiimii
Tf0) = [ (=91 ()ds

biciminde tanimlansin ve X iizerinde w(f,g) = ||f||.. + |lgl|.. bigiminde tanimli w-

uzaklik fonksiyonu dikkate alinsin. O zaman her f, g € X icin

t t 2
0l =| [[e-9760as] < 71 [ 95 = 5 1.

ve

1
1T fllee = 5 [171]es

oldugundan

1 1
w(Tf.Tg) = ITflle+ T8l < 5 1fllw+ 5 ll8lles

= %w(f,g) < % w(f,g) + w(f.Tf)—w(gTg)ll

elde edilir. Yani, 7 doniisiimii P,,-biiziilme doniisiimiidiir. Teorem [3.1.2]in diger sartla-

rinin saglandig1 agiktir. Sonu. olarak 7" doniisiimii bir tek sabit noktaya sahiptir.

Ornek 10. X = {2%, :n € N} U{0} kiimesi aligtlmig metrik ile birlikte géz 6niine alin-

sin. T : X — X doniisiimii

1

ﬁ:W,HENVCTOZO

bi¢ciminde tanimlansin ve X iizerinde w(x,y) = y biciminde tanimli w-uzaklik fonksi-

yonu dikkate alinsin. O zaman her m,n € N i¢in
1 1 1
w T?,Tz—m = —2m+1
1 1 1
T
< 1 1 1 n 1T1 1 Tl
= 2 [M\awom ) M\ 2wt n ) T\ om T om

elde edilir. Yani, 7 doniisiimii P,,-biiziilme doniisiimiidiir. Teorem [3.1.2]in diger sartla-

rinin saglandigi acgiktir. Sonug olarak 7" doniisiimii bir tek sabit noktaya sahiptir.
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3.2. Kiime degerli doniisiimler icin sonuclar

Kiime degerli doniisiimler hakkindaki teoremimiz i¢in daha 6ncede kullandigimiz bazi
gosterimlere ihtiyacimiz var. (X, d) bir metrik uzay, P(X) ve CI(X) sirasiyla X in bos
olmayan alt kiimelerinin sinifi ile bog olmayan kapali alt kiimelerinin sinifin1 gostersin.
w:X XX — [0,00) bir w-uzaklik fonksiyonu ve ve T : X — P(X) bir doniisiim olsun.

b € (0,1) sabiti ve x € X i¢in
Jy ={y e Tx:bw(x,y) <w(x,Tx)}

olarak tanimlansin. J;; kiimesini daha detayli anlayabilmek i¢in agagidaki notu incele-

yelim.

Uyar1 2. 1. T : X — P(X) bir doniisiim olmak iizere x € X noktasi i¢in w(x,Tx) > 0
olsun. O zaman her b € (0, 1) i¢in J; kiimesi bos degildir. Gergekten, eger

1
& = (E — Dw(x,Tx) >0

olarak secersek infimum tanimidan
w(x,ye,) < w(x,Tx)+ &
olacak bi¢cimde bir yg, € Tx vardir. O zaman
bw(x,ye,) < w(x,Tx)

olup yg, € J; dir.

2.x € X igin w(x, Tx) = 0 olsun. O zaman Tx € CI(X) olsa bile J} bos olabilir. Ornegin,
X = (0, 1] kiimesi tizerinde aligilmig metrik, 7x = (0,x] € CI(X) ve w(x,y) =y olsun.
O zaman her x € X i¢cin w(x, Tx) = 0 olur. Dolayisiyla bw(x,y) < w(x, Tx) esitsizligini
saglayan bir y € Tx noktasi bulunamaz. Boylece her b € (0,1) i¢in Jj; kiimesi bostur.
3. (X,d) tam metrik uzay ve Tx € CI(X) olsun. Bu durumda her b € (0,1) igin Jj,
kiimesi bog degildir. Burada w(x,Tx) > 0 olacak bicimdeki x € X noktalari i¢in 1. du-

rumda inceleme yapilmigtir. Simdi w(x, Tx) = 0 olsun. Bu durumda lim,, . w(x,y,) =
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0 olacak bicimde T'x icerisinde bir {y,} dizisi bulabiliriz. Bylece Lemma |1|(d) den,
{yn} bir Cauchy dizisi olur. X tam oldugundan d metrigine gore y, — y olacak bigimde
bir y € X vardir ki Tx kapal1 oldugundan y € Tx dir. Diger taraftan, w fonksiyonu ikinci

degiskene gore alttan yar siirekli oldugundan
w(x,y) < limnigiw(x,yn) =0
elde edilir. Bu ise her b € (0, 1) i¢in
bw(x,y) =0=w(x,Tx)

olacak bi¢imde bir y € Tx in var oldugunu gosterir. Sonug olarak J; bos degildir.

Tanim 3.2.1. (X,d) bir metrik uzay, w, X tizerinde bir w-uzaklik fonksiyonu, 7' : X —

P(X) bir kiime degerli doniisiim ve b € (0,1) olsun. Eger ¢ > 0 ve ﬁ < 1 olmak

tizere her x € X icin
w(y, Ty) < c[w(x,y) + |w(x, Tx) —w(y, Ty)[]

esitsizligini saglayan bir y € J; varsa T donligtimiine kiime degerli P,-biiziilme denir.

Simdi ikinci ana teoremimiz olan ve Popescu ve Feng-Liu’nun diisiincelerini birlesti-

rerek elde ettigimiz sabit nokta teoremini verelim.

Teorem 3.2.2. (X,d) bir tam metrik uzay, w, X iizerinde bir w-uzaklik fonksiyonu ve
T : X — CI(X) bir kiime degerli P,-biiziilme olsun. Ayrica f(x) = w(x, Tx) bigiminde
taniml1 f fonksiyonu alttan yar1 siirekli olsun. Bu durumda f(z) = 0 olacak bigimde bir

z € X noktasi vardir. Ek olarak eger w(z,z) = 0 ise z noktas1 7 nin bir sabit noktasidir.

Ispat. ilk olarak Uyari [2den her x € X icin J;, kiimesi bog degildir. O zaman kabulii-

miizden, keyfi xo € X noktasi i¢in

w(xy, Txy) < c[w(xo,x1) + |w(xo, Txo) — w(xy, Txp)]]
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olacak bicimde bir x| € JZO noktasi vardir. Yine x; € X noktasi icin
w(x2,Txz) < c[w(xy,x2) + [w(x1,Tx1) —w(xp, Txp)]]
olacak bicimde bir x; € JZ ! noktasi vardir. Bu sekilde devam ederek x,, | € JZ” ve
W(Xpt 1, TxXpt1) < c[w(xn, Xng1) + (WX, Txn) — w(xps1, Txns1)|] (3.2.1)
esitsizligini saglayan bir {x, } dizisi olusturabiliriz. $imdi eger w(xy,, T'x,,) = 0 olacak

bi¢imde bir ng € N varsa o zaman f(x,,) = 0 olur. Boylece her n € Ni¢in w(x,, Tx,) >

0 oldugunu kabul edelim. Simdi de eger
W(xm+l7Txm+1) > W(xma Txm)

olacak big¢imde bir m € N varsa (3.2.1) den (x,,11 € J;" oldugundan bw(xp, Xp41) <

w(xm, Txpy,) esitsizliginin saglandigina dikkat edelim)

W1, Tomg1) < c[Wtm, Xintr) + W, Totm) — w (X1, Txm41)]]

= C[W(xmaxm—H) +W(xm+17Txm+1) - W()Cm, Txm)]a

ve boylece

C C

W(xm+laTxm+1) < 1— CW(xmaxm-i-l) - 1__C_W(xm7 Txm)
c
= 1 —c WXy Xm1) — WXy T )]
c 1
< - Ew(xm, Txp) —w(Xm, TX)
< c 1-b ( T)
— 1 —c b w xma xm

w (X, Txpy)

<
< W(xm—i-l ) Txm+1)

elde edilir ki bu bir ¢eliskidir. Boylece her n € N i¢in w(x,t1, Txpt1) < w(xn, Txp)
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olmalidir. O zaman (3.2.1)) den

W( X115 TXn1) < W, Xn1) + W, TXn) = W(Xng1, T 41)]

ve boylece

C
W(xn+17Txn+1) < 1+C[W(Xn,xn+1)+W(Xn,TXn)]
2c
< 1_|_cw(xn7xn+1>

elde edilir. Simdi x,15 € J,""" oldugundan

bw(Xnt1,%042) < W(xnr1, Txnr1)
< 2¢ w(X, Xn41)
- l+c ’
olup her n € N icin
2c
W(xn+17xn+2) < mw(xn,xnﬂ)

elde edilir. Boylece A = ﬁ < 1 olmak iizere her n € N i¢in
W(xp, Xpt1) < A"w(xp,x1)

bulunur. Buradan da

r}gl}OW(xn,an) = 07

ve ayn1 zamanda m > n olacak bi¢imdeki her m,n € N i¢in,

WX, xm) < w(xn, Xpt1) FW(Xnt1,X042) + - WX 1,%m)
< l”w(xo,xl)—F)L"Hw(xo,xl)+---+lm_1w(xo7x1)
An

elde edilir. A < 1 oldugundan bu son esitsizlik ve Lemmall|(c) den {x, } bir Cauchy di-

zisidir. X tam oldugundan {x, } dizisinin d metrigine gore yakinsadigi bir z € X noktasi
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vardir. f fonksiyonu alttan yar siirekli oldugundan

o
IN

w(z,Tz) = f(2)
liminf f(x;,)

IN

liminfw(x,, Tx,)

IN

liminfw(x,,x,4+1) =0

elde edilir ki budaran f(z) = w(z,Tz) = 0 bulunur. Ek olarak eger w(z,z) = 0 ise
Lemma[2|lden z € Tz olmalidir. O
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4 . TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda metrik uzayda w-uzaklik fonksiyonu goz Oniine alinarak hem tek
degerli hem de kiime degerli doniisiimler i¢in elde edilmis sabit nokta teoremleri de-
tayli bir bicimde incelenmistir. Ardindan son zamanlarda metrik uzayda P-biiziilme
olarak adlandirilan genel bir biiziilme esitsizliginin w-uzaklik fonksiyonu ile ifade
edilen versiyonu (P, -biiziilme) tantmlanmis ve drneklendirilmisitr. Son olarak met-
rik uzayda tek degerli ve kiime degerli P,,-biiziilme doniisiimleri i¢in baz1 sabit nokta

teoremleri elde edilmistir.
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