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1. GİRİŞ 

 

Yaklaşımlar teorisinde singüler integraller çekirdeği, negatif olmayan ve bazı 

monotonluk koşullarını sağlayan integrallerdir. Genellikle konvolüsyon tipli olan bu 

integraller, çekirdeğinin özelliğine göre integrallenebilen fonksiyonları daha iyi 

özellikleri olan sürekli, hatta türevlenebilir fonksiyonlar sınıfına dönüştürebilirler. Bu 

nedenle bu tip singüler integraller matematiğin harmonik analiz ve yaklaşım teorisi 

dallarında önemli bir uygulama alanına sahiptir. 

 

Konvolüsyon tipli singüler integraller ise; f ve g  integrallenebilen 

fonksiyonlar olmak üzere 

                                  ( ) ∫
∞

∞−
−=∗ dttxgtfxgf )()()(                                   (1.1) 

formülü ile tanımlanan ( )gf ∗  fonksiyonuna denir. Eğer yukarıdaki işlemi  

gff ∗→  

şeklinde bir operatör olarak düşünürsek (1.1) ifadesinde belirttiğimiz g  (yani sabit 

tuttuğumuz) fonksiyon da K  ile gösterilirse, (1.1) ifadesi                     

( ) ∫
∞

∞−
−=∗ dttxKtfxKf )()()(  

şekline gelir. Bu durumda  L ( ) ( ) )(; xKfxf ∗=  olmak üzere 

L →f:  L ( )xf ;  

operatörünü elde ederiz. 

 
            K  çekirdeği bir α  parametresine bağlı olduğunda ise L ( )xf ;α   operatör 

ailesi  
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L ( )xf ;α  ∫
∞

∞−
−= dttxKtf )()( α  

ile gösterilir ve L α  operatörüne konvolüsyon tipli operatör, K α  fonksiyonuna ise 

operatörün çekirdeği denir.  

 

1.1. İntegral Operatör Ailelerinin Yaklaşım Problemi 
 
 
          D  tüm reel eksen veya onun bir alt kümesi )( RD ⊂  olsun. X  ile bu D  

kümesi üzerinde tanımlı fonksiyonların normlu lineer uzayını gösterelim. Y  de bu 

uzayın bir başka alt uzayı olsun )( XY ⊂ . 

 
           Her bir Xf ∈  için 

0)()(lim =−
∞→ Xn

n
xxf ϕ  

özelliğini sağlayacak şekilde Yn ∈ϕ bulunabiliyorsa Y cümlesine X cümlesinin 

yoğun alt uzayı denir. Yaklaşım probleminde nϕ  nin yapısını belirlemek bu teorinin 

esas amaçlarından biridir. 

 
            Yaklaşım teorisinin esas problemlerinden ikincisi ise yaklaşım hızının 

bulunması problemidir: 

nXn xxf αϕ =− )()(  ve 0lim =
∞→

n
n

α  

ise bu  )(xnϕ ’in )(xf ’e yaklaşım hızını belirtir. Bu hızı bulmak için nα ’nin sıfıra 

giden bir başka dizi ile karşılaştırılması yeterlidir. Yani; nn βα ≤≤0  ise ve nβ  de 

sıfıra gidiyorsa )0lim( =
∞→

n
n

β  yukarıdaki eşitsizlik nα ’nin  nβ ’den daha hızlı sıfıra 

gittiğini gösterir. Fonksiyon uzayında nβ ’yi süreklilik modülü ile de ifade edebiliriz. 

Çünkü f ’nin süreklilik modülü olan );( δω fp , sıfıra yakınsayan bir fonksiyondur. 
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           X , D  kümesinde tanımlı Lebesque anlamında integrallenebilen fonksiyon 

uzayı olsun. Bu uzaydaki operatörü Dx ∈  için; 

∫ −
D

dttxKtf )()( 1  

biçiminde ifade edersek bu operatörün yaklaşım özellikleri )(1 txK −  ( DD × ’de 

tanımlı) fonksiyonunun özelliğine bağlıdır. K  çekirdeği integrallenebilir (veya 

türevlenebilir) olduğunda 

∫ −
D

dttxKtf )()( 1  

operatörünü  

)(xg = ∫ −
D

dttxKtf )()( 1  

şeklinde düşünebiliriz.  

 
 Eğer yukarıdaki integralin düzgün yakınsaklığı gösterilebilirse 1K  

türevlenebilir olduğunda g  fonksiyonu da türevlenebilir olur. 

                                :g  YX →  

    ∫ ==→
D

dyyxKxfxgf ),().()(  L ( )xf ;  

yani integral operatörleri, X  uzayında olan f  fonksiyonunun daha iyi özellikleri 

olan g  fonksiyonuna dönüştürülebilir. 

 
Teorem 1.1.1. f , [ ]ba,  kapalı aralığında integrallenebilen fonksiyon olsun. Bu 

durumda f  integrallenebilirdir ve 

∫∫ ≤
b

a

b

a
dxxfdxxf )()(  

eşitsizliği sağlanır. 
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Teorem 1.1.2. ∞≤≤≤∞− ba  olmak üzere [ ]ba,  aralığında ölçülebilir ve 1≥p  

için 

∫ ∞<
b

a

p
dxxf )(  

Koşulunu sağlayan fonksiyonlar uzayına ),( baLp  uzayı denir. Bu uzaylarda norm,  

∞<≤ p1  olduğunda 

pb

a

p

p
dxxff

1

)( 




= ∫  

ve ∞=p  iken 

)(sup xfessf
x

p
=  

şeklinde tanımlanır. 

 

1.2. Süreklilik Modülü 

 
Tanım 1.2.1. 1Lf ∈  olmak üzere 0>δ  sayısı için  

∫
∞

∞−≤

−+= dxxftxff
t

L |)()(|sup);(
||

1
δ

δω  

fonksiyonuna f ’nin  1L  - süreklilik modülü denir. 

 
Tanım 1.2.2. ∞≤≤≤∞− ba  ve ∞<≤ p1  olmak üzere ),( baLf p∈  ise her 0>δ  

sayısı için 

p
p

t
L dxxftxff

p

1

||

|)()(|sup);( 




 −+= ∫

∞

∞−≤δ

δω  

fonksiyonuna f  in  pL  - süreklilik modülü denir. 

 
 1L  ve pL  süreklilik modüllerinin önemli özellikleri şunlardır: 
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1.        0);(lim
10

=
→

δω
δ

fL   ve   0);(lim
0

=
→

δω
δ

f
pL  

2.        m  doğal sayı olmak üzere 

           );();(
11

δωδω fmmf LL ≤  ve );();( δωδω fmmf
pp LL ≤  

3.    Keyfi bir pozitif λ  reel sayısı için 

        );()1();(
11

δωλλδω ff LL +≤   ve  );()1();( δωλλδω ff
pp LL +≤  

dir. Aynı zamanda 1L  ve pL  süreklilik modülleri negatif olmayan monoton artan 

fonksiyonlardır. 

 

1.3.  Kaynak Özetleri 

 
       G.Anastassiou,C. Cottin ve H. Gonska,  [2] makalesinde, yaklaşım fonksiyonu 

olan f ’nin süreklilik modüllerini incelemişlerdir. G.Anastassiou ve H.Gonska, [3] 

makalesinde tek değişkenli ötelemeyi koruyan operatörler için süreklilik modülünün 

özelliğini koruduğunu göstermişlerdir. G. Anastassiou ve G. Gal, [4] kitabında   

kompakt ve nR ’de daha genel lineer integral operatörleri ve yukarıdaki operatöre 

benzer yeni genel integral operatörleri incelenmiştir. 

 

1.3. Çalışmanın Amacı 

 
 Bu tezde, genelleştirilmiş singüler integrallerin yaklaşım fonksiyonunun 

süreklilik modülü yardımı ile düzgün yakınsaklık problemi incelenecektir. 
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2. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

 

       Bu bölümde, lineer pozitif operatörleri kapsayan daha genel integral öperatörler 

ve süreklilik modülü tanımlanacak ve bu genelleştirilmiş integral operatör ile 

süreklilik modülü arasındaki ilişkiler incelenecektir. Ayrıca operatörün özel 

durumlarda verilen sonuçları sağladığı da gösterilecektir.  

 

2.1. Ötelemeyi Koruyan İntegral Operatörleri 

 
           L k  integral operatörleri, R  üzerinde tanımlı ve konvolüsyon tipli lineer 

pozitif operatörler ve temel integral operatörlerin sonlu lineer kombinasyonu yardımı 

ile oluşturulsun. Biz bu tezde tanımlanacak genel integral tipli lineer pozitif 

operatörlerin birim operatöre yakınsadığını, süreklilik modülünü koruduğunu ve elde 

edilecek eşitsizliklerin kesin olduğunu göstereceğiz.  

 
)(: RCX U= , R ’de düzgün sürekli reel değerli fonksiyonların sınıfı olsun. 

)(RC , R ’de sürekli fonksiyonların sınıfı olsun. Xf ∈  için +∞<);(1 δω f  olacak 

şekilde 0>δ  vardır. 

 
           { }

Ζ∈kkl   pozitif lineer operatörler dizisi  Rx ∈ , Xf ∈   için                                   

));2(();( 0 xtflxfl
k

k

−=  

  veya    

                                                 ));2(();( 0 xflxfl
k

k ⋅= −                                       (2.1.1) 
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özelliğiyle )(RC ’deki fonksiyonları )(: RCX U= ’deki fonksiyonlara 

dönüştürdüğünü kabul edelim. Burada f  fonksiyonuna ait t  bağımsız değişkeninin 

diğer değişkenlerle karışmaması için nokta ile göstereceğiz.  Sabit bir 0>a ,  Ν∈m  

,  +Ζ∈n  ,  Ζ∈r  ve Xf ∈  için,  

                              

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup 






 +
≤−

r

nma
fyfufl

2
;|)();(| 10 ω                                 (2.1.2) 

    olsun. 

 
            ϕ  , [ ]aa,−  aralığında pozitif reel değerli Lebesque ölçülebilir ve Rx ∈∀  

için 

                                                   ∫
∞

∞−

− duux )(ϕ =1                                                 (2.1.3) 

özelliğini sağlayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda 

                                                      ∫
∞

∞−

=1)( duuϕ                                                    (2.1.4) 

olduğu kolayca görülebilir. 

 
      Örnekler: 

      i)    )(:)(
2

1
,

2

1 xx








−

Χ=ϕ        , 






−

2

1
,

2

1
 için karakteristik fonksiyondur. 

 

      ii)   








+

−

=

0

1

1

:)( x

x

xϕ         

,

,

,

       

..

01

10

yd

x

x

≤≤−

≤≤

 

 

1)( =∫
∞

∞−

duuϕ   ⇒    ∫ ∫∫∫∫
∞

∞−

∞

−

−

∞−

+++=
1

1

0

0

1

1

)()()()()( duuduuduuduuduu ϕϕϕϕϕ     
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                                               ∫∫ −++=
−

1

0

0

1

)1()1( duuduu  

                                               

1

0

20

1

2

)
2

()
2

(
u

u
u

u −++=
−

 

                                                =1. 

 
{ L k } Ζ∈k    X  üzerinde pozitif lineer operatörler dizisi olsun. 

                                     L k ∫
∞

∞−

−= duuxuflxf
k

k )2();(:);( ϕ                                (2.1.5)                         

ifadesini göz önüne alalım. Özel olarak ,  0=k  için 

                                              L 0 ∫
∞

∞−

−= duuxuflxf )();(:);( 0 ϕ                                      (2.1.6) 

yazabiliriz. Rx ∈∀  için 

L k ∫
∞

∞−

−= duuxuflxf
k

k )2();();( ϕ  

 ∫
∞

∞−

− −⋅= duuxufl
kk )2());2((0 ϕ  

          =  L 0 )2);2(( xf kk ⋅− , 

                                   L k =);( xf L 0 )2);2(( xf kk ⋅−                                         (2.1.7) 

olduğu görülebilir. 

 
Tanım 2.1.1. R∈α ,  )(:)( αα +⋅=⋅ ff    olsun. Eğer  αα φφ )()( ff =   ise φ ’ye 

ötelemeyi koruyan operatördür denir.  

 
Teorem 2.1.1.  Her  Ζ∈k  , Ru ∈ , R∈α  sabit ve her Χ∈f  için 

                          )2);2((0 ufl
kk α+⋅− = ))(2);2((0 α+⋅−

ufl
kk                              (2.1.8) 

olsun. Buna göre   L k   ötelemeyi koruyan operatördür. 
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İspat.     

              ( L 0 ))(xf = ∫
∞

∞−
=− duuxufl )())(( 0 ϕ ∫

∞

∞−
− duuuxfl )())(( 0 ϕ  

olur. 

                 L k ));(( xf α+⋅ = L k );( xfα = L 0 )2);2(( xf
kk ⋅−

α  

                                                      = ∫
∞

∞−

− −+⋅ duuuxfl
kk )())2();2((0 ϕα  

                                          =  ∫
∞

∞−

−− −+⋅ duuuxfl
kkk )()))2(2();2((0 ϕα . 

(2.1.8)  ifadesini uygularsak 

             L k ));(( xf α+⋅ =  ∫
∞

∞−

−− +−⋅ duuuxfl
kkk )()))2(2();2((0 ϕα  

                                       =  ∫
∞

∞−

− −+⋅ duuuxfl
kk )())))(2();2((0 ϕα  

                                       =  L 0 ))(2);2(( α+⋅−
xf

kk  = L k );( α+xf . 

Yani, 

L k )( αf = (  L k α))( f  

elde edilir.  

 
Simdi  L k  operatörünün süreklilik modülünü koruduğunu  gösterelim. 

 
Teorem 2.1.2. Herhangi bir Χ∈f  , her Ru ∈  ve herhangi Ryx ∈,  için  

                              | |)|;(|);();( 100 yxfuyfluxfl −≤−−− ω                            (2.1.9) 

olsun. Buna göre 0>δ  için 

                                             (1ω L k );(); 1 δωδ ff ≤                                                    (2.1.10) 

eşitsizliği sağlanır. 

 
İspat.  (2.1.4)  ve  (2.1.9) ifadelerini  kullanırsak 
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  | L 0 −);( xf  L 0 );( yf |= ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
−−− duuyyflduuxufl )();()();( 00 ϕϕ  

elde edilir. Burada uxu −=  ve uyu −=  dönüşümü yaparsak     

   | L 0 −);( xf  L 0 );( yf | = ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
−−− duuuyflduuuxfl )();()();( 00 ϕϕ  

                                                     ∫
∞

∞−
−−−≤ duuyfluxflu |);();(|)( 00ϕ  

                                                     |);();(|sup)( 00 uyfluxflduu
Ru

−−−




≤

∈

∞

∞−∫ ϕ  

                                                     |)|;(1 yxf −≤ ω  

sonucunu elde ederiz.  (2.1.7)  eşitliğinden                  

 | L k −);( xf  L k |);( yf =| L 0 −− )2.);2(( xf kk  L 0 |)2.);2(( yf kk−  

                                                 |)|;(|)|2.);2(( 11 yxfyxf kk −=−≤ − ωω  

elde ederiz. Her iki tarafın 0>δ  için supremumunu alınırsa 

|sup
|| δ≤− yx

 L k −);( xf  L k |);( yf ≤ |)|;(sup 1
||

yxf
yx

−
≤−

ω
δ

 

yani  (1ω L k );(); 1 δωδ ff ≤  olur.   

                                             
Teorem 2.1.3. Χ∈f  için (2.1.2) ifadesinin doğru olduğunu kabul edelim. Bu 

durumda Ν∈m  ,  +Ζ∈n  ,  Ζ∈rk,  için 

                                          |L k 






 +
≤−

+rk

nma
fxfxf

2
;|)();( 1ω                                 (2.1.11) 

   eşitsizliği vardır. 

 
İspat. ],[ aa−⊆ϕ  olduğundan , (2.1.3)  ve  (2.1.7)  ifadelerinden görebiliriz ki 

| L k |)();( xfxf −  = | L 0 |))2(2()2);2(( xfxf kkkk −− −⋅  

                                          = ∫
∞

∞−

−− −−⋅ duuxxfufl
kkkk )2())]2(2());2(([ 0 ϕ  
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                                    = duuxxfufl
ax

ax

kkkk
k

k
)2())]2(2());2(([

2

2 0 −−⋅∫
+

−

−− ϕ  

                                    







−−⋅≤ ∫

+

−

−−

+≤≤−

ax

ax

kkkk

axuax

k

k
kk

uxxfufl
2

20
22

)2(|))2(2());2((|sup ϕ  

yani 

   |L k |)();( xfxf − |))2(2());2((|sup 0
22

xfufl
kkk

axuax
kk

−−

+≤≤−

−⋅≤ .                     (2.1.12) 

Χ∈⋅= − )2(: kfg  alalım. (2.1.12) ifadesi sağdan uygulanırsa 








 +
≤−

≤−
r

k

axu

nma
gxgugl

k 2
;|)2();(|sup 10

|2|

ω  

                                          

r

nma
h

2
||

sup
+

<

=  |)()(| xghxg −+  

                                          

r

k nma
h

2
|2|

sup
+

<

=  |)2()2(| ⋅−+⋅ −− kk fhf  

                                      

kr

nma
h

+

+
<

=

2
||

sup  |)2()2(| ⋅−+⋅ −− kk fhf  

                                      






 +
=

+rk

nma
f

2
;1ω . 

elde edilir. Buradan  

| L k |)();( xfxf − ≤ 






 +
+rk

nma
f

2
;1ω  

olduğunu görebiliriz. 

 
Not: ∞→k  için  L k  operatörü, birim operatör olan  I  operatörüne yaklaşır. 
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Sonuç 2.1.1. (i) 
x

uxfl

∂

−∂ ))(( 0  kısmi türevi her )1(Χ∈f  için mevcut, Rx ∈  ve 

],[ aau −∈  noktalarında sürekli olsun. )(uϕ  fonksiyonu  u ’da sürekli olduğunda 

Leibniz kuralını (2.1.6)’ya uygularsak 

                          (
dx

d
L ))(0 xf = ∫− −

a

a
x uxfl )()( 0 duu)(ϕ                                (2.1.13) 

elde edilir. Burada xfl )( 0 , x ’e göre türevi göstermektedir. )1(Χ∈∀f  için  (L ))(0 xf   

türevlenebilen operatördür. Buradan da Ζ∈k  ve her )1(Χ∈f  için   

(L ))(xfk =(L )2);2(0 xf
kk ⋅−    türevlenebilen operatör olduğunu söyleyebiliriz. 

      (ii) 1≥i  tamsayı olsun. 
1

0
1 ))((

−

−

∂

−∂
i

i

x

uxfl
 ve 

i

i

x

uxfl

∂

−∂ ))(( 0  kısmi türevleri her 

)(if Χ∈  için mevcut , Rx ∈  ve  ],[ aau −∈  noktalarında  sürekli olsun. )(uϕ  

fonksiyonu da u ’da sürekli ise 

                        (
i

i

dx

d
L ))(0 xf = )(

)( 0 ux
x

fla

a i

i

−
∂

∂
∫− duu)(ϕ                              (2.1.14) 

yani   L k   i - defa türevlenebilen bir operatördür. 

      (iii) 0l ,  )(iΧ  ( Χ  i .kez türevlenebilen sürekli fonksiyon uzayı) uzayını )()( RC i  

uzayına dönüştüren bir operatör olsun. Kolayca görülebilir ki eğer 1≥i  bir tamsayı 

olmak üzere )(if Χ∈  ise 
1

0
1 ))((

−

−

∂

−∂
i

i

x

uxfl
 ve 

i

i

x

uxfl

∂

−∂ ))(( 0  kısmi türevleri, x  ve u  

noktalarında süreklidir. 

 

Lemma 2.1.1. Eğer ),( uxF , ],[ aaR −×  da sürekli  ise  ∫−
a

a
duuxF ),( , x ’de 

süreklidir. 
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Sonuç 2.1.2. (i) Lemma 2.1.1’den, eğer 0l ,  )(iΧ  uzayından )()( RC i  uzayına 

dönüşüm yapan operatör ise ϕ  fonksiyonu,  ],[ aa−  aralığında sürekli olmak üzere 

L k ’ninde )(iΧ  uzayından )()( RC i  uzayına dönüşüm yapan bir operatör olduğunu 

söyleyebiliriz. ( 0≥i  bir tamsayıdır.) 

 
       (ii)  ϕ  pozitif ve   [ ]aa,−  aralığında sürekli olsun.  Eğer  1≥i   tamsayı olmak 

üzere 

0))(( 0 ≥−
∂

∂
uxfl

x
i

i

 

 ise 

                                                   (
i

i

dx

d
L 0))(0 ≥xf                                                        (2.1.15) 

ifadesi vardır. 

 
      (iii) ϕ ,  [ ]aa,−  aralığında sürekli olsun. Eğer 0)( ≥if  ve bazı 1≥i  için  

(
i

i

dx

d
L 0);0 ≥xf   ise Ζ∈k  için 

                                                     
i

i

dx

d
L ),( xfk 0≥                                           (2.1.16)  

olduğu açıktır. 

 
  Bu eşitsizlikten söyleyebiliriz ki eğer fl0  artan sürekli bir fonksiyon ve  ϕ ,  

[ ]aa,−  aralığında sürekli ise  L f0  artan ve sürekli fonksiyondur. 
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2.2.  Örnekler  

 

1.                                ∫
∞

∞−

−= duuxuxfA
kf

kk )2()(:))(( ϕτ                                    (2.2.17) 

operatörünü göz önüne alalım. Burada  

                                        ∫
∞

∞−

−= dtuttfu
kkf

k )2()(2:)( ϕτ                                     (2.2.18) 

dir ve u  noktasında süreklidir. Yani Ru ∈  için 

                                           )();( uufl
f

kk τ= .                                                      (2.2.19) 

 

2.                                 ∫
∞

∞−

−







= duux

u
fxfB

k

kk )2(
2

:))(( ϕ                                (2.2.20) 

şeklinde tanımlı operatör için 

                                             







==

kkk

u
fufufl

2
:),();( β                                (2.2.21) 

dir. 

 

3.                                      ∫
∞

∞−

−= duuxucxfL
kf

kk )2()(:))(( ϕ                             (2.2.22) 

şeklinde tanımlı operatör için  

                                               ∫
+−

−
=

)1(2

2
)(2:)(

u

u

kf

k

k

k
dttfuc                                    (2.2.23) 

olsun. Ru ∈  için 

                                                 )();( ucufl
f

kk =                                                 (2.2.24) 

dir. 

 

4.                                        ∫
∞

∞−

−=Γ duuxuxf
kf

kk )2()(:))(( ϕγ                           (2.2.25) 

operatörü ve Ν∈n , 0* ≥
j

w , Ru ∈  için 
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                                             ∑
=









+=

n

j
kkj

f

k
n

ju
fwu

0

*

*

*

22
:)(γ  ,                            (2.2.26) 

olur. ∑ =
=

n

j j
w

0
1*   olarak alınırsa 

                                                   )();( uufl
f

kk γ=                                               (2.2.27) 

şeklinde yazılır.    

                  
   (2.2.1),  Ζ∈k  için kA  , kB  , kL , kΓ  larda  bulunan bütün kl ’lar için 

geçerlidir.  Bütün  kA  , kB  , kL , kΓ  için  (2.2.7)  doğrudur. Ζ∈k  için   

                                         )2);2(();( 0 xfAxfA
kk

k ⋅= −   

                                         )2);2(();( 0 xfBxfB
kk

k ⋅= −                               (2.2.28) 

                                         )2);2(();( 0 xfLxfL
kk

k ⋅= −  

                                          )2);2(();( 0 xfxf
kk

k ⋅Γ=Γ − . 

yazabiliriz. Burada  

                                    1)1()1()1()1( =Γ=== kkkk LBA                                     (2.2.29) 

olduğuna dikkat etmeliyiz. Ayrıca tüm )(RC ’lerde tanımlanan yukarıdaki özel 

operatörlerin olduğu durumlarda nπ  derecesi n≤  olan polinomların sınıfı ise 

nnkA ππ ⊆)( , nnkB ππ ⊆)(  

                                              nnkL ππ ⊆)( ,  nnk ππ ⊆Γ )(                                  (2.2.30) 

olur. 

 
Teorem 2.2.1.  kA  , kB  , kL , kΓ  operatörleri ötelemeyi koruyan operatörlerdir. 

 
İspat. Burada Sonuç 2.1.1’i   uygulayalım. 

 
1. kA  operatörü için (ϕ  çift);  
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                   == )();( 00 xxfl
fτ ∫

∞

∞−
− dtxttf )()( ϕ  

                                 ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
−=−= dtttxfdttxtf )()()()( ϕϕ .                          (2.2.31) 

Ra ∈  için 

                  ∫
∞

∞−

−− +−=+⋅ dtttufufl
kkkk )())2(2()2);2((0 ϕαα  

                                                   = ∫
∞

∞−

−−+ dtttuf
k )()2( ϕα  

                                                   = ∫
∞

∞−

−− −+ dtttuf
kkk )()2)(22( ϕα  

                                                   = ∫
∞

∞−

− −+ dtttuf
kk )(]))(2[2( ϕα  

                                                   = ))(2);2((0 α+⋅−
ufl

kk . 

Burada f

0τ , (2.1.8) ifadesini sağlar. Şimdi kA  operatörünün ötelemeyi koruduğunu 

gösterelim. Yani );());(( αα +=+⋅ xfAxfA kk  olduğunu gösterelim. 

                           )2);2(());(( 0 xfAxfA
kk

k αα +⋅=+⋅ −   

                                                    = ∫
∞

∞−

⋅ −
−

duuxu
kf k

)2()()2(
0 ϕτ α . 

uxu
k −= 2  dönüşümünü uygulayalım. 

                          ));(( xfAk α+⋅  = ∫
∞

∞−

⋅ −
−

duuux
kf k

)()2()2(
0 ϕτ α  

                                                    = ∫
∞

∞−

− −+⋅ duuuxfl
kk )()2);2((0 ϕα  

                                                    = ∫
∞

∞−

−− −+⋅ duuuxfl
kkk )())2(2);2((0 ϕα . 

(2.1.8)  ifadesinden 

                          ));(( xfAk α+⋅  = ∫
∞

∞−

−− +−⋅ duuuxfl
kkk )())2(2);2((0 ϕα  

                                                    = ∫
∞

∞−

− −+⋅ duuuxfl
kk )())(2);2((0 ϕα  



 17 

                                                    = ∫
∞

∞−

⋅ −+
−

duuux
kf k

)())(2()2(
0 ϕατ . 

uxu k −+= )(2 α  dönüşümü yaparsak 

                          ));(( xfAk α+⋅  = ∫
∞

∞−

⋅ −+
−

duuxu
kf k

))(2()()2(
0 αϕτ  

                                                    = ))(2);2((0 α+⋅−
xfA

kk  

                                                    = ));(( xfAk α+⋅  

olur. 

 
2. kB  operatörünü göz önüne alalım.  Burada ffl =0  dir. 

                           )2);2((0 ufl
kk α+⋅− = )22( α+− uf kk    

                                                            = )( α+uf   

                                                            = ))(2);2((0 α+⋅−
ufl

kk . 

Şimdi de kB  operatörünün ötelemeyi koruduğunu gösterelim. 

                         ));(( xfBk α+⋅  = )2);2((0 xfB
kk α+⋅−  

                                                   = ∫
∞

∞−
− duuxuf

k )2()( ϕ  

uxu
k −= 2 dönüşümü uygularsak 

                           ));(( xfBk α+⋅ = ∫
∞

∞−
− duuuxf

k )()2( ϕ  

                                                    = duuuxfl
kk )()2);2((0 ϕα −+⋅∫

∞

∞−

−  

olur. (2.1.8)’ i uygulayalım ve 1. örneğin ispatındaki işlemleri tekrarlayalım.  

                          ));(( xfBk α+⋅  = ∫
∞

∞−

− −+⋅ duuuxfl
kk )())(2);2((0 ϕα  

                                                    = ∫
∞

∞−
−+ duuuxf

k )())(2( ϕα  

                                                    = ∫
∞

∞−
−+ duuxuf

k ))(2()( αϕ  
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                                                    = ))(2);2((0 α+⋅−
xfB

kk  

                                                    = );( α+xfBk . 

  
3. kL  operatörü için 

∫
+

==
1

00 )()();(
x

x

f
dttfxcxfl  

dir.  Burada  

                                )2);2((0 ufl
kk α+⋅− = ∫

+
− +

12

2
)2(

u

u

k
k

k
dttf α   

                                                                 = ∫
++

+

−
1)(2

)(2
)2(

α

α

u

u

k
k

k
dttf  

                                                                 = ))(2);2((0 α+⋅−
ufl

kk  

yazılabilir. Şimdi kL  operatörünün ötelemeyi koruduğunu gösterelim. 

                           ));(( xfLk α+⋅ = )2);2((0 xfL
kk α+⋅−  

                                                    = ∫
∞

∞−

⋅ −
−

duuxuc
kf k

)2()()2(
0 ϕα  

                                                    = ∫
∞

∞−

⋅ −
−

duuuxc
kf k

)()2()2(
0 ϕα  

                                                    = duuuxfl
kk )()2);2((0 ϕα −+⋅∫

∞

∞−

− . 

(2.1.8)’ i uygulayarak 1. örnekteki işlemleri tekrarlarsak 

                           ));(( xfLk α+⋅ = ∫
∞

∞−

− −+⋅ duuuxfl
kk )())(2);2((0 ϕα  

                                                    = ∫
∞

∞−

⋅ −+
−

duuuxc
kf k

)())(2()2(
0 ϕα  

                                                    = ∫
∞

∞−

⋅ −+
−

duuxuc
kf k

))(2()()2(
0 αϕ  

                                                    = ))(2);2((0 α+⋅−
xfL

kk  

                                                    = );( α+xfLk  
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olur. 

 
4. kΓ  operatörünü göz önüne alalım. 

);(0 ufl =∑
=

+
n

j

j
n

j
ufw

0

)( . 

Burada      

                             )2);2((0 ufl
kk α+⋅− =∑

=

− ++
n

j

kk

j
n

j
ufw

0

))2(2( α  

                                                             =∑
=

− ++
n

j

kk

j
n

j
ufw

0

)))(2(2( α  

                                                             = ))(2);2((0 α+⋅−
ufl

kk . 

Şimdi kΓ  operatörünün ötelemeyi koruduğunu gösterelim. 

                           ));(( xfk α+⋅Γ = )2);2((0 xf
kk α+⋅Γ −  

                                         = ∫
∞

∞−

⋅ −
−

duuxu
kf k

)2()()2(
0 ϕγ α . 

uxu
k −= 2  dönüşümü yapılırsa, 

                          ));(( xfk α+⋅Γ  = ∫
∞

∞−

⋅ −
−

duuux
kf k

)()2()2(
0 ϕγ α  

                                                   = duuuxfl
kk )()2);2((0 ϕα −+⋅∫

∞

∞−

−  

olur.  (2.1.8)’i ve 1. örnekteki işlemleri uygulayalım,                                      

                          ));(( xfk α+⋅Γ  = ∫
∞

∞−

− −+⋅ duuuxfl
kk )())(2);2((0 ϕα  

                                                   = ∫
∞

∞−

⋅ −+
−

duuux
kf k

)())(2()2(
0 ϕαγ  

                                                   = ∫
∞

∞−

⋅ −+
−

duuxu
kf k

))(2()()2(
0 αϕγ  

                                                   = ))(2);2((0 α+⋅Γ −
xf

kk  

                                                   = );( α+Γ xfk . 
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   kA  ,  kB  ,  kL ,  kΓ  operatörlerinin süreklilik modülünü koruduğunu gösterelim. 

 
 Teorem 2.2.2. Her )(RCf U∈  ve her 0>δ  için, 

                  );();( 11 δωδω ffAk ≤ ,     );();( 11 δωδω ffBk ≤ , 

                  );();( 11 δωδω ffLk ≤ ,     );();( 11 δωδω ffk ≤Γ  .                         (2.2.32) 

 
İspat. Teorem 2.1.1.’i uygulayalım. Önce (2.1.9)’u ispatlayalım. 

 
1. kA  operatörünü alalım(ϕ  çift).  (2.2.31)’den 

      |);();(| 00 uyfluxfl −−− = ∫
∞

∞−
−−−−− dtttuyftuxf )())()(( ϕ  

                                                  ≤ ∫
∞

∞−
−−−−− dtttuyftuxf )(|)()(| ϕ  

                                                  ≤ ∫
∞

∞−
− dttyxf )(|)|;(1 ϕω  

                                                  = |)|;(1 yxf −ω   

yazılabilir. Buradan  

   |);();(| uyfAuxfA kk −−−  

                         = |))(2);2(())(2);2((| 00 uyfAuxfA
kkkk −⋅−−⋅ −−  

                         = ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

⋅⋅ −−−−−
−−

dvvuyvdvvuxv
kfkf kk

))(2()())(2()( )2(
0

)2(
0 ϕτϕτ . 

vuxv k −−= )(2   ve  vuyv k −−= )(2  dönüşümü yapılırsa 

|);();(| uyfAuxfA kk −−−  

                         = ∫
∞

∞−

⋅⋅ −−−−−
−−

dvvvuyvux
kfkf kk

)()])(2())(2([ )2(
0

)2(
0 ϕττ  

                         = ∫
∞

∞−

−− −−⋅−−−⋅ dvvvuyflvuxfl
kkkk )()])(2);2(())(2);2(([ 00 ϕ                
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                         |)|2);2((1 yxf kk −⋅≤ −ω     

                          =  |)|;(1 yxf −ω    

yazılabilir.  Her iki tarafın supremumunu alırsak 

δ≤− ||

sup
yx

|);();(| uyfAuxfA kk −−− =
δ≤− ||

sup
yx

|)|;(1 yxf −ω  

yani  );();( 11 δωδω ffAk ≤  olur. 

 
2. kB  operatörü için ffl =0  olduğunu biliyoruz. 

             |);();(| 00 uyfluxfl −−− = |)()(| uyfuxf −−−  

                                                         ≤ |)|;(1 yxf −ω  

dir. Buradan 

|);();(| uyfBuxfB kk −−−  

                              = |))(2);2(())(2);2((| 00 uyfBuxfB
kkkk −⋅−−⋅ −−                         

                              = ∫
∞

∞−
−−−−− dvvuyvfvuxvf

kk )])(2()())(2()([ ϕϕ . 

vuxv k −−= )(2   ve  vuyv k −−= )(2  dönüşümü yapılırsa 

|);();(| uyfBuxfB kk −−−  

                              = ∫
∞

∞−
−−−−− dvvvuyfvuxf

kk )()])(2())(2([ ϕ   

                              = ∫
∞

∞−

−− −−⋅−−−⋅ dvvvuyflvuxfl
kkkk )()])(2);2(())(2);2(([ 00 ϕ                                                               

                              |)|2);2((1 yxf kk −⋅≤ −ω     

                              =  |)|;(1 yxf −ω                                                                                            

olur. Her iki tarafın supremumunu alırsak 

δ≤− ||

sup
yx

|);();(| uyfBuxfB kk −−− =
δ≤− ||

sup
yx

|)|;(1 yxf −ω  
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 yani );();( 11 δωδω ffBk ≤  elde edilir. 

 
3. kL operatörünü alalım. 

           |);();(| 00 uyfluxfl −−− = |)()(| 00 uycuxc
ff −−−   

                                                       = ∫ ∫
+−

−

+−

−
−

1 1
)()(

ux

ux

uy

uy
dttfdttf  

                                                       = ∫ ∫ +−−+−
1

0

1

0
)()( dwyuwfdwxuwf  

                                                       ∫ +−−+−≤
1

0
|)()(| dwyuwfxuwf  

                                                       |)|;(1 yxf −≤ ω  

olduğundan 

|);();(| uyfLuxfL kk −−−  

                             = |))(2);2(())(2);2((| 00 uyfLuxfL
kkkk −⋅−−⋅ −−  

                             = ∫
∞

∞−

⋅⋅ −−−−−
−−

dvvuyvcvuxvc
kfkf kk

)])(2()())(2()([ )2(
0

)2(
0 ϕϕ . 

vuxv k −−= )(2  ve vuyv k −−= )(2  dönüşümü yapılırsa 

|);();(| uyfLuxfL kk −−−  

                             = ∫
∞

∞−

⋅⋅ −−−−−
−−

dvvvuycvuxc
kfkf kk

)()])(2())(2([ )2(
0

)2(
0 ϕ  

                             = ∫
∞

∞−

−− −−⋅−−−⋅ dvvvuyflvuxfl
kkkk )()])(2);2(())(2);2(([ 00 ϕ    

                             |)|2);2((1 yxf kk −⋅≤ −ω     

                              =  |)|;(1 yxf −ω  

elde edilir. Her iki tarafın supremumunu alırsak 

δ≤− ||

sup
yx

|);();(| uyfLuxfL kk −−− =
δ≤− ||

sup
yx

|)|;(1 yxf −ω  
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  yani );();( 11 δωδω ffLk ≤  olur. 

 
4. kΓ  operatörünü göz önüne alalım. 

           |);();(| 00 uyfluxfl −−− = |)()(| 00 uyux
ff −−− γγ  

                                                       =∑
=

+−−+−
n

j

j
n

j
uyf

n

j
uxfw

0

))()((  

                                                      |)()(|
0
∑

=

+−−+−≤
n

j

j
n

j
uyf

n

j
uxfw  

                                                      ∑
=

−≤
n

j

jwyxf
0

1 |)|;(ω  

                                            =  |)|;(1 yxf −ω . 

Buradan  

|);();(| uyfuxf kk −Γ−−Γ  

                            = |))(2);2(())(2);2((| 00 uyfuxf
kkkk −⋅Γ−−⋅Γ −−  

                            = ∫
∞

∞−

⋅⋅ −−−−−
−−

dvvuyvvuxv
kfkf kk

)])(2()())(2()([ )2(
0

)2(
0 ϕγϕγ . 

vuxv k −−= )(2   ve  vuyv k −−= )(2  dönüşümü yapılırsa 

|);();(| uyfuxf kk −Γ−−Γ  

                             = ∫
∞

∞−

⋅⋅ −−−−−
−−

dvvvuyvux
kfkf kk

)()])(2())(2([ )2(
0

)2(
0 ϕγγ  

                             = ∫
∞

∞−

−− −−⋅−−−⋅ dvvvuyflvuxfl
kkkk )()])(2);2(())(2);2(([ 00 ϕ    

                            |)|2);2((1 yxf kk −⋅≤ −ω     

                             =  |)|;(1 yxf −ω                                                         

olur.  Her iki tarafın supremumunu alırsak 
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δ≤− ||

sup
yx

|);();(| uyfuxf kk −Γ−−Γ =
δ≤− ||

sup
yx

|)|;(1 yxf −ω  

 yani );();( 11 δωδω ffk ≤Γ  elde edilir. 

 
Teorem 2.2.3. )()( RCxxf U∈=  olduğu zaman (2.2.32)’deki eşitsizlikler kesindir. 

 
İspat. 1. kA  operatörünü alalım (ϕ  çift).  

                                            ))(( xfAk = duuxu
kf

k )2()( −∫
∞

∞−
ϕτ  

                                                            = duuux
kf

k )()2( ϕτ∫
∞

∞−
−  

                                                            = duuux
a

a

kf

k )()2( ϕτ∫− − . 

Burada 

                    =)(uf

kτ ∫
∞

∞−
− dtuttf

kk )2()(2 ϕ = ∫
∞

∞−
− dttutf

kk )2()(2 ϕ  

                               = ∫
∞

∞−
− ωωϕ

ω
duf

k
)()

2
(  = ∫

∞

∞−

−
ωωϕ

ω
d

u
f

k
)()

2
(   

                               = ∫−
−a

a k
d

u
f ωωϕ

ω
)()

2
(  

ve  

=− )2( ux
kf

kτ ∫−
+

−
a

a k
d

u
xf ωωϕ

ω
)()

2
(  

olur. Eğer xxf =)(  alınırsa 

−− )2( ux
kf

kτ =− )2( uy
kf

kτ ∫−
+

−−
+

−
a

a kk
d

u
yf

u
xf ωωϕ

ωω
)()]

2
()

2
([  

                                             = ∫− −
a

a
dyx ωωϕ )()(  

                                             yx −=  

yazılabilir. Buradan 
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        −))(( xfAk ))(( yfAk = ∫− −−−
a

a

kf

k

kf

k duuuyux )())2()2(( ϕττ  

                                           = ∫− −
a

a
duuyx )()( ϕ  

                                           = yx − . 

Her iki tarafın 0>δ  için supremumunu alırsak 

δ≤− ||

sup
yx

| −))(( xfAk ))(( yfAk | =
δ≤− ||

sup
yx

| yx − | =
δ≤− ||

sup
yx

|)()(| yfxf −  

yani );());(( 11 δωδω ididAk =  olur. 

 
2. kB  operatörünü ele alalım.  

                                           ∫
∞

∞−
−








= duux

u
fxfB

k

kk )2(
2

))(( ϕ  

                                                          ∫
∞

∞− 






 −
= duu

ux
f

k

k

)(
2

2
ϕ  

                                                          ∫− 







−=

a

a k
duu

u
xf )(

2
ϕ . 

 xxf =)(  alarak   (2.1.4)  özelliğini kullanalım. 

                      −))(( xfBk ))(( yfBk ∫− 















−−








−=

a

a kk
duu

u
yf

u
xf )(

22
ϕ  

                                                         = ∫− −
a

a
duuyx )()( ϕ  yx −=  

yazabiliriz.  Her iki tarafın 0>δ  için supremumunu alırsak 

δ≤− ||

sup
yx

| −))(( xfBk ))(( yfBk | =
δ≤− ||

sup
yx

| yx − | =
δ≤− ||

sup
yx

|)()(| yfxf −  

   yani );());(( 11 δωδω ididBk =  elde edilir. 

 
3. kL operatörü için; 

                                             ))(( xfLk = ∫
∞

∞−
− duuxuc

kf

k )2()( ϕ  
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                                                             = ∫
∞

∞−
− duuuxc

kf

k )()2( ϕ  

                                                             = ∫− −
a

a

kf

k duuuxc )()2( ϕ  

elde ederiz. Burada  

)(uc
f

k = ∫
+−

−

)1(2

2
)(2

u

u

k
k

k
dttf = ∫

−

+
k

dt
u

tf
k

k
2

0
)

2
(2  

olduğundan  

)2( uxc
kf

k − = ∫
−

−+
k

dt
u

xtf
k

k
2

0
)

2
(2  

yazabiliriz.  Eğer xxf =)(  alınırsa 

                −− )2( uxc
kf

k )2( uyc
kf

k − = ∫
−

−
k

dtyx
k

2

0
)(2  

                                                            = ∫
−

−
k

dtyx
k

2

0
2)( = yx −  

olur  ve  böylece 

                         −))(( xfLk ))(( yfLk = ∫− −
a

a
duuyx )()( ϕ = yx −  

elde edilir. Her iki tarafın 0>δ  için supremumu alınırsa 

δ≤− ||

sup
yx

| −))(( xfLk ))(( yfLk | =
δ≤− ||

sup
yx

| yx − | =
δ≤− ||

sup
yx

|)()(| yfxf −  

 yani );());(( 11 δωδω ididLk =  elde edilir. 

 
4. kΓ  operatörünü göz önüne alalım. 

                                  );( xfkΓ = duu
n

ju
xfw

n

j
kkj )(

220

ϕ∑ ∫
=

∞

∞−








+− . 

eşitliğinde xxf =)(  alınırsa 

             −Γ ))(( xfk ))(( yfkΓ = ∫∑
∞

∞−
=

− duuyxw
n

j

j )()(
0

ϕ  
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                                               = ∫∑
∞

∞−
=











− duuwyx

n

j

j )()(
0

ϕ   = yx −  

olur.  Her iki tarafın 0>δ  için supremumu alınırsa 

δ≤− ||

sup
yx

| −Γ ))(( xfk ))(( yfkΓ | =
δ≤− ||

sup
yx

| yx − | =
δ≤− ||

sup
yx

|)()(| yfxf −  

 yani );());(( 11 δωδω ididk =Γ  elde edilir. 

 
          kA  , kB  , kL , kΓ  operatörlerinin Ζ∈k  için I  birim fonksiyona yakınsadığını 

gösterelim. 

 
 Teorem 2.2.4.  Ζ∈k  için          

                      (i)     | 







≤−

−11
2

;|)();(
kk

a
fxfxfA ω                                           (2.2.33) 

                     (ii)     | 







≤−

kk

a
fxfxfB

2
;|)();( 1ω                                              (2.2.34)   

                     (iii)    | 






 +
≤−

kk

a
fxfxfL

2

1
;|)();( 1ω                                          (2.2.35) 

                     (iv)    | 






 +
≤−Γ

kk

a
fxfxf

2

1
;|)();( 1ω .                                         (2.2.36)  

    
İspat.  (i) kA  operatörü için (ϕ  çift);  (2.2.31) ve  (2.1.3) ifadelerini kullanırsak 

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup | )(),(0 yfufl − | =

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
−−− dttuyfdttutf )()()()( ϕϕ  

                                    ≤

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup ∫
∞

∞−
−− dttuyftf )(|)()(| ϕ  

                                    ≤

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup ∫
∞

∞−
−− dttuytf )(|)|;(1 ϕω  

                                     = ∫
∞

∞−
− dttuaf )()2;(1 ϕω  
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                                     = )2;(1 afω  

şeklinde yazabiliriz. 

|)();(| xfxfAk − = |))2(2()2);2((| 0 xfxfA
kkkk −− −⋅  

                             = ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−⋅ −−−
−

duuxxfduuxu
kkkkf k

)2())2(2()2()()2(
0 ϕϕτ  

                             = ∫
∞

∞−

−− −−⋅ duuxxfufl
kkkk )2())]2(2());2(([ 0 ϕ  

                             ≤ ∫
+

−

−− −−⋅
ax

ax

kkkk
k

k
duuxxfufl

2

2 0 )2())]2(2());2(([ ϕ  

                             ≤
axuax kk +≤≤− 22

sup 







−−⋅ ∫

+

−

−−
ax

ax

kkkk
k

k
duuxxfufl

2

20 )2(.))2(2());2(( ϕ . 

)2(: ⋅= −kfg  dersek 

  |)();(| xfxfAk −  =
axu k ≤− |2|

sup )2();(0 xgugl k− ≤ )2;(1 agω  = )
2

;(
11 −k

a
fω  

elde edilir. 

 
(ii) kB  operatöründe  )(),(0 ufufl =  olduğundan 

                 

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup | )(),(0 yfufl − | =

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup );(|)()(| 1 afyfuf ω=−  

elde edilir. 

|)();(| xfxfBk − = |))2(2()2);2((| 0 xfxfB
kkkk −− −⋅  

                             = ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

− −−− duuxxfduuxuf
kkkk )2())2(2()2()( ϕϕ  

                             = ∫
∞

∞−

−− −−⋅ duuxxfufl
kkkk )2())]2(2());2(([ 0 ϕ  

                             ≤ ∫
+

−

−− −−⋅
ax

ax

kkkk
k

k
duuxxfufl

2

2 0 )2())]2(2());2(([ ϕ  
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                             ≤
axuax kk +≤≤− 22

sup 







−−⋅ ∫

+

−

−−
ax

ax

kkkk
k

k
duuxxfufl

2

20 )2(.))2(2());2(( ϕ . 

)2(: ⋅= −kfg  dersek 

|)();(| xfxfBk −  =
axu k ≤− |2|

sup )2();(0 xgugl k− ≤ );(1 agω = 







k

a
f

2
;1ω  

elde edilir. 

 
(iii) kL operatörü için; 

              

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup | )(),(0 yfufl − | =

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup ∫
+

−
1

)()(
u

u
yfdttf  

                                        =

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup ∫ ∫
+ +

−
1 1

)()(
u

u

u

u
dtyfdttf  

                                                  ≤

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup ∫
+

−
1

|)()(|
u

u
dtyftf  

                                                  ≤

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup ∫
+

−
1

1 |)|;(
u

u
dtytfω  

                                                  ≤

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup ∫ −+
1

0 1 |)|;( dtyutfω  

                                                  ≤

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup ∫ −+
1

0 1 |)|;( dtyutfω  

                                                  ≤

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup |)|1;(1 yuf −+ω  

                                                  = )1;(1 af +ω  

yazabiliriz.  Yine Teorem 2.1.2.’yi uygularsak 

|)();(| xfxfLk − = |))2(2()2);2((| 0 xfxfL
kkkk −− −⋅  

                             = ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−⋅ −−−
−

duuxxfduuxuc
kkkkf k

)2())2(2()2()()2(
0 ϕϕ  
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                             = ∫
∞

∞−

−− −−⋅ duuxxfufl
kkkk )2())]2(2());2(([ 0 ϕ  

                             ≤ ∫
+

−

−− −−⋅
ax

ax

kkkk
k

k
duuxxfufl

2

2 0 )2())]2(2());2(([ ϕ  

                             ≤
axuax kk +≤≤− 22

sup 







−−⋅ ∫

+

−

−−
ax

ax

kkkk
k

k
duuxxfufl

2

20 )2(.))2(2());2(( ϕ . 

)2(: ⋅= −kfg   dersek 

|)();(| xfxfLk − =
axu k ≤− |2|

sup )2();(0 xgugl k− ≤ )1;(1 ag +ω  = 






 +
k

a
f

2

1
;1ω  

elde edilir. 

 
(iv)  kΓ  operatörünü göz önüne alalım. 

       

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup | )(),(0 yfufl − | =

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup ∑
=

−+
n

j

j yf
n

j
ufw

0

)()(  

                                           =

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup ∑ ∑
= =

−+
n

j

n

j

jj wyf
n

j
ufw

0 0

)()(  

                                           ≤

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup ∑
=

−+
n

j

j yf
n

j
ufw

0

|)()(|  

                                           ≤

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup ∑
=

−+
n

j

j y
n

j
ufw

0
1 |)|;(ω  

                                           ≤

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup ∑
=

−+
n

j

j yu
n

j
fw

0
1 |)|;(ω  

                                           ≤ (∑
=

+
n

j

j afw
0

1 )1;()ω  

                                           = )1;(1 +afω  

olduğundan 

|)();(| xfxfk −Γ = |))2(2()2);2((| 0 xfxf
kkkk −− −⋅Γ  
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                             = ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−⋅ −−−
−

duuxxfduuxu
kkkkf k

)2())2(2()2()()2(
0 ϕϕγ  

                             = ∫
∞

∞−

−− −−⋅ duuxxfufl
kkkk )2())]2(2());2(([ 0 ϕ  

                             ≤ ∫
+

−

−− −−⋅
ax

ax

kkkk
k

k
duuxxfufl

2

2 0 )2())]2(2());2(([ ϕ  

                             ≤
axuax kk +≤≤− 22

sup 







−−⋅ ∫

+

−

−−
ax

ax

kkkk
k

k
duuxxfufl

2

20 )2(.))2(2());2(( ϕ . 

)2(: ⋅= −kfg   dersek 

 |)();(| xfxfk −Γ =
axu k ≤− |2|

sup )2();(0 xgugl k− ≤ )1;(1 ag +ω  = 






 +
k

a
f

2

1
;1ω  

elde edilir. 

 
 
 
 
                                
 
 
 
    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 32 

3. ARAŞTIRMA BULGULARI 

 

 Bu bölüm de ikinci bölümde incelenen konvolüsyon tipli lineer pozitif 

operatörler öteleme yardımı ile çift indise bağlı olarak yeniden tanımlanacaktır. Bu 

operatörlerin ötelemeyi koruduğu, birime yakınsadığı ve süreklilik modülünü 

koruduğu gösterilecektir. Ayrıca genelleştirilmiş integrallerin yakınsaklık özellikleri 

n -boyutlu uzayda tekrar incelenecek ve örnekler verilecektir. 

 

3.1. Ötelemeyi Koruyan Yüksek Mertebeli İntegral Operatörleri  

   
Yaklaşım fonksiyonu olan f ’nin karakteristik özelliği ile lineer yaklaşım 

operatörü olan L k ( f ) operatörünün karakteristik özelliğininin benzer olduğu 

gösterilecektir. Ayrıca   L k ( f )’in f ’ye yaklaşımının sağlanması için en uygun 

yeter şartlar araştırılacaktır. Özel olarak bazı yeni ve çok daha genel operatörler 

incelenecektir. 

 
Genel scaling tipli fonsiyon ϕ  ve basit pozitif lineer operatör kl ’yı içeren 

konvolüsyon tipli integral formunda    L jk ,  operatörleri çalışılacaktır.  Son olarakta 

bu tür operatörlerden örnekler verilecektir. 

 
       )(: RCX U= , R ’de düzgün sürekli reel değerli fonksiyonların sınıfı olsun. 

)(RC , R ’de sürekli fonksiyonların bir sınıfı olmak üzere ∈f X için 

+∞<):(~ δω fp   olacak şekilde Ν∈p ,  0>δ  vardır. Burada p .dereceden 

süreklilik modülü 
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∞≤<

∆= ff
p

h
h

p
δ

δω
0

sup:):(~  

eşitliği ile göz önüne alınacaktır. Ayrıca  

∑
=

− +







−=∆

p

i

ipp

h ihtf
i

p
tf

0

)()1(:)(  

sonlu ileri farktır.  { }
Ζ∈kkl  pozitif lineer operatörler dizisi Χ∈∈ fRx ,   için  

                                              ).);2(();( 0 xflxfl
k

k

−=                                          (3.1.1) 

özelliğiyle  )(RC  uzayından X  uzayına dönüşüm yapan operatör olsun. 

 
  Sabit  a >0,  Ryu ∈, ,  Ζ∈Ζ∈∈ + rnNm ,,   ve Χ∈f  için 

                               )
2

;(|)();(|sup 10
||

r
ayu

nma
fyfufl

+
≤−

≤−

ω                               (3.1.2)   

olsun. Ayrıca ϕ  , [- ], aa  aralığında pozitif reel değerli fonksiyon ve Lebesque 

ölçülebilirdir. Rx ∈∀  için 

                                                       ∫
∞

∞−

=− 1)( duuxϕ                                             (3.1.3)                   

şeklindedir. 

      
Teorem 3.1.1.  0>h  olmak üzere Rux ∈∀ , , Ν∈p , herhangi bir Χ∈f  için 

                                               );(~);(0 hfuxfl p

p

h ω≤−∆                                     (3.1.4) 

olsun. Bu durumda ∀ δ >0,  Ζ∈k  için 

                                                  (~
pω L k );(~); δωδ ff p≤                                     (3.1.5) 

eşitsizliği sağlanır. 

 
İspat . p .dereceden sonlu ileri fark tanımından ∀  [ ]δ,0∈h  ,  Rx ∈  için  

          | (p

h∆ L 0 ∑
=

−









−=

p

j

jp

j

p
xf

0

)1(||));( L |);(0 jhxf +     



 34 

                                             = |∑ ∫
=

∞

∞−

− −+







−

p

j

jp
duuujhxfl

j

p

0
0 )();()1( ϕ | 

                                            =  | ∫
∞

∞−

−∆ duuuxfl
p

h )());(( 0 ϕ | 

                                           ≤    ∫
∞

∞−

−∆ duuuxfl
p

h )());(| 0 ϕ | 

                                           ≤   );(~ hfpω       

olduğu açıktır.                                 

L =);( xfk  L )2);2((0 xf
kk ⋅−  

özelliğinden dolayı 

                          | (p

h∆  L k );( xf | = | p

h
k2

∆  L 0  )2);2(( xf kk ⋅− | 

                                                    = | 







−∑

=

−

i

pp

i

ip

0

)1(  L 0 )(2);2(( ihxf kk +⋅− | 

                                                                 ≤   )2);2((~ hf
kk

p ⋅−ω =  );(~ hfpω  

yazılabilir. Yani 

| (p

h∆  L k );( xf |≤  );(~ hfpω  

elde ederiz. Bu eşitsizlikte her iki tarafın 0>δ  için supremumunu alırsak 

(~
pω L );(~); δωδ ff pk ≤  

olur.    

                            
         Şimdi  aşağıdaki yeni operatörü tanımlayalım.  Ζ∈k , Ν∈j  için 

                                L );(, xfjk := ∫
∞

∞−

− )2;( juxfl
k

k duu)(ϕ                                  (3.1.6) 

olsun. 

                                 L );(, xfjk =L )2);2((,0 xf
kk

j ⋅−                                                          (3.1.7) 
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olduğunu gösterelim. Basit hesaplamalarla  

                                L );(, xfjk  =  ∫
∞

∞−

− )2;( juxfl
k

k  duu)(ϕ  

                                                               =  ∫
∞

∞−

− −⋅ )2);2((0 juxfl
kk  duu)(ϕ  

                                                             =    L )2);2((,0 xf
kk

j ⋅−  

elde ederiz. Yani  L 1,k  =  L k  dir.  

 
 Teorem 3.1.2. Tüm Ζ∈k  , Ν∈j , R∈α  sabit, her Ru ∈  ve herhangi Χ∈f  için 

                          )2);2((0 ufl
kk α+⋅− = ))(2);2((0 α+⋅−

ufl
kk                              (3.1.8) 

olduğunu kabul edelim. O halde  L jk ,   ötelemeyi koruyan operatördür. 

 
 İspat .  Tanım 2.1.1.’in sağlandığını göstermemiz gerekir. 

              L jk ,  ));(( xf α+⋅  =   L jk , );( xfα  =   L )2);2((,0 xf
kk

j ⋅−
α   

                                                       = ∫
∞

∞−

− −+⋅ )2);2((0 juxfl
kk α  duu)(ϕ  

                                                       = ∫
∞

∞−

−− −+⋅ ))2(2);2((0 juxfl
kkk α  duu)(ϕ . 

(3.1.8)  ifadesini kullanırsak 

                L jk ,  ));(( xf α+⋅   = ∫
∞

∞−

−− +−⋅ ))2(2);2((( 0 αjuxfl
kkk  duu)(ϕ  

                                                      = ∫
∞

∞−

− −+⋅ ))(2);2((( 0 juxfl
kk α  duu)(ϕ  

                                           =   L ))(2);2((,0 α+⋅−
xf

kk

j  =   L jk , );( α+xf  

olduğu görülür. 
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       Şimdi   L jk ,   için süreklilik modülünün korunduğunu gösterelim. 

 
 Teorem 3.1.3.  Ζ∈k ,  Ν∈j ,  0>δ  için 

                                                   pω~ (L jk , ≤));( δf );(~ δω fp                               (3.1.9)  

eşitsizliği vardır. 

 
 İspat . p .dereceden sonlu ileri fark tanımından 

                       | (p

h∆  L ));(,0 xfj | = | ∑
=

−









−

p

i

ip

i

p

0

)1(  L |);(,0 ihxfj +  

                                                                 = | ∫ ∑
∞

∞− =

− −+







−

p

i

ip
juihxfl

i

p

0
0 );()1((  |)( duuϕ     

                                                  ≤ ∫
∞

∞−

−∆ |));((| 0 juxfl
p

h  duu)(ϕ  

                                                  ≤ );(~ hfpω  

yazılabilir. Bu eşitsizlikten 

                         | p

h∆  L jk , );( xf |= | p

h
k2

∆ L j,0 )2);2(( xf kk ⋅− | 

                                                               ≤ )2);2((~ hf
kk

p ⋅−ω  

                                                               = );(~ hfpω  

yazılabilir. | p

h∆  L jk , );( xf |≤ );(~ hfpω  ifadesinin her iki tarafının 0>δ  için 

supremumunu alırsak; 

(~
pω L );(~); δωδ ff pk ≤  

elde edilir. Bu ifade teoremi ispatlar. 

 
       Şimdi   L jk ,  operatörünün yaklaşım hızını veren teoremi ifade edelim. 
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Teorem 3.1.4. Χ∈f  ve (3.1.2) ifadesinin doğru olduğunu kabul edelim. Ν∈jm, ,  

+Ζ∈n ,  Ζ∈rk ,  için 

                                       |L jk , |)();( xfxf − ≤ 






 +
+rk

nmja
f

2
;1ω .                       (3.1.10) 

 
   İspat . ],[ aa−⊆ϕ  olduğunundan (3.1.3) eşitliği sağlanır. Buna göre 

        | L jk , |)();( xfxf −  = | L j,0 )()2);2(( xfxf kk −⋅− | 

                                                   =  ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

− −−⋅ duuxfduujuxfl
kk )()()()2);2((0 ϕϕ  

                                                   =  ∫
∞

∞−

− −−⋅ duuxfjuxfl
kk )())()2);2((( 0 ϕ  

                                     =  ∫
∞

∞−

−− −−⋅ duuxfjuxfl
kkkk )()))2(2()2);2((( 0 ϕ  

                                        ≤  ∫
∞

∞−

−− −−⋅ duuxfjuxfl
kkkk )())2(2()2);2((0 ϕ  

                                                   =  ∫
−

−− −−⋅
a

a

kkkk
xfjuxfl ))2(2()2);2((0  duu)(ϕ  

                            ≤ sup { ))2(2()2);2((0 xfjuxfl kkkk −− −−⋅ ;   

                                                                                                      ],[ aau −∈ }                      

    yazılabilir. )2(: ⋅= −kfg  olarak tanımlarsak 

          | L jk , |)();( xfxf − ≤ sup{ )2()2;(0 xgjuxgl kk −−  ; ],[ aau −∈ } 

                                          ≤ sup{ )();(0 wgvgl − ; | jawv ≤− | } 

                                          ≤  )
2

;(1 r

nmja
g

+
ω   
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                                           = 

r

nmja
h

2
||

sup
+

<

 | |)()( xghxg −+  

                                           =

r

k nmja
h

2
|2|

sup
+

≤

 | )2()2( ⋅−+⋅ −− kk fhf  

                                           =

kr

nmja
h

+

+
<

2
||

sup  | )2()2( ⋅−+⋅ −− kk fhf | 

                                          = )
2

;(1 kr

nmja
f

+

+
ω  

elde edilir. 

 
         Klasik yaklaşım teorisinde genelleştirilmiş Jackson operatörünün tanımındaki 

düşünceyi kullanarak daha önce bahsedilen genel integral operatörünü aşağıdaki gibi 

genelleştirebiliriz.  Ζ∈k  ,  Ν∈q  için, 

                       );(,0 xfI q := ∫∑
∞

∞− =








−−

q

j

j
jufl

j

q

1
0 );()1( duu)(ϕ                                  (3.1.11) 

ve 

                       );(, xfI qk := ∫∑
∞

∞− =

−







−−

q

j

k

k

j
juxfl

j

q

1

)2;()1( duu)(ϕ                     (3.1.12) 

olsun.  

);(, xfI qk  = ∫∑
∞

∞− =

−







−−

q

j

k

k

j
juxfl

j

q

1

)2;()1(  duu)(ϕ  

                                       = ∫∑
∞

∞− =

−
q

j 1

)2.);2(()1( 0 juxfl
j

q
kkj −








− −  duu)(ϕ  

                                                        =  )2);2((,0 xfI
kk

q ⋅− . 

                           );(, xfI qk = )2);2((,0 xfI
kk

q ⋅−                                                  (3.1.13) 

olduğu açıktır. Ayrıca  
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                                );(,0 xfI q = ∑
=









−−

q

j

j

j

q

1

)1( L );(,0 xfj                                  (3.1.14) 

ve 

                                );(, xfI qk = ∑
=









−−

q

j

j

j

q

1

)1( L jk , );( xf                                 (3.1.15) 

ifadelerinin doğruluğu  kolaylıkla gösterilebilir. 

 
Teorem 3.1.5. (3.1.8) ifadesinin doğru olduğunu kabul edelim. qkI ,  operatörü 

ötelemeyi koruyan operatördür. 

 
İspat  .  Tanım 2.1.1.’i kullanırsak 

          ));((, xfI qk α+⋅  = ∫∑
∞

∞− =

−− −+⋅







−−

q

j

kkkj
juxfl

j

q

1
0 ))2(2);2(()1( α  duu)(ϕ  

                                                = ∫∑
∞

∞− =

−− +−⋅







−−

q

j

kkkj
juxfl

j

q

1
0 ))2(2);2(()1( α  duu)(ϕ  

                                                = ∫∑
∞

∞− =

− −+⋅







−−

q

j

kkj
juxfl

j

q

1
0 ))(2);2(()1( α  duu)(ϕ  

                                                = );(, α+xfI qk  

ve  böylece  qkI ,  operatörünün ötelemeyi koruyan operatör olduğu gösterilmiş olur. 

 
      qkI ,  operatörünün süreklilik modülünü koruduğunu aşağıdaki teorem ile verelim.  

 
Teorem 3.1.6. (3.1.4) ifadesinin doğru olduğunu kabul edelim. δ >0,  

Ζ∈Ν∈ kqp ,,  için 

                                      ));((~
, δω fI qkp

≤ );(~)12( δω fp

q −                                (3.1.16)  

eşitsizliği sağlanır. 
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İspat .  ∑ =
−=







q

j

q

j

q

1
12   olduğunu biliyoruz. Burada Teorem 3.1.3.’ü 

uygulayacağız. 

                                                      ∑
=

=







−−

q

j

j

j

q

1

1)1(                                          (3.1.17) 

olduğundan 

            xfI qk

p

h );(,∆  = ∑
=

−









−

p

i

qk

ip
xfI

i

p

0
, );()1(  

                                   = ∑ ∑
= =

−









−−








−

p

i

q

j

jip

j

q

i

p

0 1

)1(()1(  L jk , ));( xf  

                                             = ∑
=

∆







−−

q

j

p

h

j

j

q

1

)1(  L jk , );( xf  

                                           ≤ ∑
=

∆






q

j

p

h
j

q

1

 L jk , );( xf  

                                            = p

h

q ∆− )12(  L jk , );( xf  

yazılabilir.  Her iki tarafın supremumunu alırsak 

xfI qk

p

h
h

);(sup ,
0

∆
<< δ

 ≤ p

h

q

h

∆−
<<

)12(sup
0 δ

 L jk , );( xf  

yani    ));((~
, δω fI qkp  ≤  );(~)12( δω fp

q −  olur. Böylece ispat tamamlanmış olur.  

 
Teorem 3.1.7.  Χ∈f  ve (3.1.2)’nin doğru olduğunu kabul edelim. Ζ∈k , 

Ν∈mq, ,  +Ζ∈n  için 

                            )(),(, xfxfI qk − ≤ 






 +
−

+rk

q nmqa
f

2
;)12( 1ω                                 (3.1.18) 

eşitsizliği sağlanır. 

 
 İspat . qkI ,  operatörünün tanımından 
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         ∑
=









−−=−

q

j

j

qk
j

q
xfxfI

1
, )1()();(  L jk , −);( xf )()1(

1

xf
j

qq

j

j



















−−∑

=

 

                                                = ∑
=









−

q

j

j

j

q

1

)1(  L jk , )()1();(
1

xf
j

q
xf

q

j

j∑
=









−−  

                                                 =∑
=









−

q

j

j

j

q

1

)1( ( L jk , ))();( xfxf −  

                                                ≤  ∑
=








q

j j

q

1

 L jk , ))();( xfxf −                                      

                                                ≤  ∑
=

+ 






 +







q

j
rk

nmja
f

j

q

1
1

2

(
;ω  

yazılabilir. Süreklilik modülü artan bir fonksiyon olduğundan en büyük değerini 

q ’da alır ve                                      

)();(, xfxfI qk − ≤ 






 +
−

+rk

q nmqa
f

2
;)12( 1ω  

olur. 

 
             (3.1.9) ve  (3.1.16)’daki eşitsizlikler kesindir. 

 
 Lemma  3.1.1.  Her  ∈yxu ,, R  ve Ν∈j  sabiti için 

                        yxjuyidljuxidl
kkkk −=−⋅−−⋅ −− )2);2(()2);2(( 00                (3.1.19) 

yani 

                                        L jk, −);( xid  L jk , yxyid −=);( .                                      (3.1.20) 

Aynı zamanda δ >0 için              

                                            (1ω  L jk , );());( 1 δωδ idid =                                   (3.1.21) 

dır.  (3.1.9)’deki eşitsizlik ∈∀x R , ∈id Cu(R) olmak üzere xxidxf == )(:)(    

fonksiyonu için 1=p  olduğunda kesindir. Yani  
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                                        yxyidIxidI qkqk −=− );();( ,,                                    (3.1.22) 

ve 

                                          );());(( 1,1 δωδω ididI qk =                                         (3.1.23) 

olur. 

 
  İspat .  

L jk , );( xid  = ∫
∞

∞−

− −⋅ juxidl
kk 2);2((0 ) duu)(ϕ  

dır. Bu nedenle  

 L −);(, xidjk  L );(, yidjk = ∫
∞

∞−

−− −⋅−−⋅ )2);2(()2);2((( 00 juyidljuxidl
kkkk  duu)(ϕ  

                                                     =  ∫
∞

∞−

− )( yx  duu)(ϕ = yx −  

olur. Her iki tarafın 0>δ  için supremumunu alırsak 

|sup
|| δ≤− yx

L −);(; xidjk L ||sup|);(
||

, yxyid
yx

jk −=
≤− δ

 

 yani (1ω L jk , );());( 1 δωδ idid =  olur. Ayrıca basit hesaplamalarla xxf =)(  için 

);();( ,, yidIxidI qkqk −  

                             =












−−∑

=

q

j

j

j

q

1

)1(  L jk , 












−−−







∑

=

q

j

j

j

q
xid

1

)1();  L jk , (






); yid  

                                     = 







−−∑

= j

qq

j

j

1

)1(  (L jk , −);( xid  L jk , ));( yid                      

                            =  

















−−∑

= j

qq

j

j

1

)1( ( yx − ) = yx −  , 

elde ederiz.  Her iki tarafın supremumu alınırsa 

));(( ,1 δω idI qk  = );(1 δω id  
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yazılabilir. 

 
Sonuç 3.1.1.    

   
        (i) Burada Ν∈j  için 

                              L );(,0 xfj = ∫
∞

∞−
),(0 juxfl − duu)(ϕ                                 (3.1.24)               

eşitliğini inceleyelim. Her )1(Xf ∈  için 
x

uxfl

∂

−∂ ))(( 0   kısmi türevi mevcut ve 

Rx ∈  ve [ ]aau ,−∈  noktalarında )(uϕ  fonksiyonu sürekli olsun. Leibniz kuralını 

(3.1.24)  ifadesine uygularsak 

                               (
dx

d
L )))((,0 xfj = ∫− −

a

a
x juxfl )()( 0 duu)(ϕ                       (3.1.25) 

elde edilir. ( )
x

fl0   x ’e göre türevi göstermektedir. Böylece Ζ∈k  için 

L );(, xfjk  =  L )2.);2((,0 xf
kk

j

−  

ifadesinde her )1(Xf ∈  türevlenebilirdir. 

 

        (ii) 1≥i  tamsayı olmak üzere ))(( 01

1

juxfl
x

i

i

−
∂

∂
−

−

, ))(( 0 juxfl
x

i

i

−
∂

∂
 kısmi 

türevleri her )(iXf ∈  için mevcut ve Rx ∈ , [ ]aau ,−∈  noktalarında )(uϕ  

fonksiyonu  süreklidir. Leibniz kuralından 

                             (
i

i

dx

d
L )))((,0 xfj = )(

)( 0 jux
x

fla

a i

i

−
∂

∂
∫− duu)(ϕ                     (3.1.26) 

elde ederiz. Yani  L jk,   i -defa türevlenebilir bir operatördür. 

 
         (iii) 0l  , )(iX  uzayından  )()( RC i  uzayına dönüşüm yapan bir operatör olsun. 

1≥i  bir tamsayı olmak üzere )(iXf ∈  için ))(( 01

1

juxfl
x

i

i

−
∂

∂
−

−

 ve  ))(( 0 juxfl
x

i

i

−
∂

∂
 

kısmi türevleri x  ve u  noktalarında  süreklidir. 
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         (iv) (i) ve (ii) deki yorumlar qkI ,  operatörleri için doğrudur. Çünkü qkI ,  

operatörleri   L jk,   operatörlerinin  bir lineer kombinasyonlarıdır. 

 
Sonuç  3.1.2. 

 
        (i) Lemma 2.1.1.’den eğer 0l  , )(iX  uzayından  )()( RC i  uzayına dönüşüm 

yapan operatör ise, ϕ  fonksiyonu, [ ]aa,−  aralığında sürekli, 0≥i  bir tamsayı olmak 

üzere L jk,  operatörünün, )(iX  uzayından )()( RC i  uzayına dönüşüm yapan bir 

operatör olduğu söylenebilir. 

 
        (ii)  ϕ   pozitif ve [ ]aa,−  aralığında sürekli olduğundan 1≥i  tamsayı olmak 

üzere 

i

i

dx

d
( 0))(0 ≥− juxfl  

dır. Buradan da  

(
i

i

dx

d
 L )))((,0 xfj  0≥  

elde ederiz.  

 
        (iii) ϕ ,  [ ]aa,−  aralığında sürekli olsun. Eğer 0)( ≥if  ve bazı 1≥i  için  









i

i

dx

d
L 0),(,0 ≥xfj    ise  Ζ∈k  için 

i

i

dx

d
 L ),(, xfjk  0≥  

olur. 

 
         (iv) Eğer )(0 fl  artan sürekli bir fonksiyon ve ϕ  pozitif, [ ]aa,−  aralığında 

sürekli ise  L j,0   artan ve sürekli bir fonksiyondur.   
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Sonuç 3.1.3.  

   
        (i)  (3.1.6)’den Ζ∈k  için  

                             L );(, xfjk = duux
jj

ufl
k

k∫
∞

∞−









− )2(

11
),( ϕ                        (3.1.27)    

olduğu kolayca görülebilir. (3.1.3)’den de her Ν∈j ,  Rx ∈  için 

                                              duux
jj∫

∞

∞−









− )(

11
ϕ =1                                          (3.1.28) 

olduğu görülür.   Ν∈j  için                                                                      

                                                   







= .

11
:(.)*

jj
j ϕϕ                                               (3.1.29)  

eşitliğinden   *
jϕ ’ nin desteği [ ]jaja,−   aralığı olur.  

         ϕ ’ye bağlı olan   L jk,   operatörü ile *
jϕ ’ye bağlı olan  L k  operatörünün 

birbirine  eşit olduğu açıktır.                       

  

3.2. Örnekler 

 
           Aşağıdaki dört örnekte kl ’nın özel durumlarında, ötelemeyi koruyan 

operatörleri göreceğiz. Ayrıca bu operatörlerin Bölüm 3.1’de ispatladığımız 

teoremleri sağladığını göstereceğiz. Burada temel fonksiyonumuz ϕ   2. bölümdeki 

gibi olacaktır ve ayrıca aşağıda tanımlayacağımız  jkA ,  operatörlerinde ϕ ’nin 

şartlarına ek olarak  ϕ ’nin çift ve sürekli olduğunu kabul edeceğiz. 

 
           Her bir Ζ∈k  , Ν∈j  için 2. bölümdeki  kkkk LBA Γ,,,  operatörlerini 

aşağıdaki gibi tanımlayalım. 
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           (i)              ∫
∞

∞−

−= duujuxxfA
kf

kjk )()2(:);(, ϕτ                                      (3.2.30) 

         (ii)              ∫
∞

∞−

−= duujuxfxfB
k

kjk )()2,(:);(, ϕβ                                   (3.2.31) 

         (iii)             ∫
∞

∞−

−= duujuxcxfL
kf

kjk )()2(:);(, ϕ                                       (3.2.32) 

         (iv)             ∫
∞

∞−

−=Γ duujuxxf
kf

kjk )()2(:);(, ϕγ .                                     (3.2.33) 

 

1,kk AA = , 1,kk BB = , 1,kk LL =  ve 1,kk Γ=Γ  dir. İlk olarak (3.1.1) ifadesinin 

bütün kl ’lar için geçerli olduğunu belirtelim. Bu yüzden (2.1.7) özelliği,  (2.2.27)’de 

olduğu gibi jkA , , jkB , , jkL , , jk ,Γ  için de geçerlidir.  Her Ζ∈k  için,                                        

                                          )2);2(();( ,0, xfAxfA
kk

jjk ⋅= −  

                                          )2);2(();( ,0, xfBxfB
kk

jjk ⋅= −                                  (3.2.34) 

                                          )2);2(();( ,0, xfLxfL
kk

jjk ⋅= −  

                                         )2);2(();( ,0, xfxf
kk

jjk ⋅Γ=Γ −  

olduğu açıktır. Aynı zamanda Ζ∈k , Ν∈q , Rx ∈  için; 

                               ),()1(:);( ,
1

, xfA
j

q
xfI jk

q

j

jA

qk ∑
=









−−=                                     (3.2.35) 

                               ),()1(:);( ,
1

, xfB
j

q
xfI jk

q

j

jB

qk ∑
=









−−=                                     (3.2.36) 

                    ),()1(:);( ,
1

, xfL
j

q
xfI jk

q

j

jL

qk ∑
=









−−=                                     (3.2.37) 

                                ),()1(:);( ,
1

, xf
j

q
xfI jk

q

j

j

qk Γ







−−= ∑

=

Γ                                    (3.2.38) 
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ifadelerini tanımlayalım. (3.2.35)-(3.2.38) eşitlikleri ile tanımlanan operatörler,  

(2.2.27) ve  (3.2.34)’de tanımlanan temel özellikleri sağlar. 

 
          nπ  derecesi n  veya n  den küçük olan polinomların sınıfını göstermek üzere 

yukarıda tanımlanan operatörlerden nπ  uzayından nπ  uzayına dönüşüm yapan lineer 

operatörlerdir. Yani                

                                       nnjkA ππ ⊆)(, ,          nnjkB ππ ⊆)(,  

                                         nnjkL ππ ⊆)(, ,          nnjk ππ ⊆Γ )(,                            (3.2.39) 

ve 

                                          nn

A

qkI ππ ⊆)(, ,      nn

B

qkI ππ ⊆)(,   

                                          nn

L

qkI ππ ⊆)(, ,    nnqkI ππ ⊆Γ )(, .                                (3.2.40) 

Buna ek olarak herhangi bir Ν∈j  için                    

                                      1)1()1()1()1( ,,,, =Γ=== jkjkjkjk LBA                            (3.2.41) 

ve 

                                       1)1()1()1()1( ,,,, ==== Γ
qk

L

qk

B

qk

A

qk IIII                             (3.2.42) 

dir. Şimdi yukarıdaki özel operatörlerin sağladığı özellikleri gösterelim.  

 
Teorem 3.2.1. Kabul edelim ki Xf ∈ , δ >0, Ν∈p , Ζ∈k  olsun.  

                                     );(~);(~ δωδω ffA pkp ≤                                                  (3.2.43) 

                                      );(~);(~ δωδω ffB pkp ≤                                                 (3.2.44) 

                                      );(~);(~ δωδω ffL pkp ≤                                                 (3.2.45) 

                                      );(~);(~ δωδω ff pkp ≤Γ .                                               (3.2.46) 
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İspat.  

 

        (i)   ∫
∞

∞−
−= dtttufu

f )()()(0 ϕτ  

ve 

                   ∑
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− +−
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=

∞

∞−

− −+−







−

p

i

ip
dtttihuxf

i

p

0

)()()1( ϕ  

                                          = ∫ ∑
∞

∞−
=

−











+−−








− dttihtuxf

i

pp

i

ip )()()1(
0

ϕ  

                                          = ( )∫
∞

∞−
−−∆ dtttuxf

p

h )())(( ϕ  

olduğundan  

),(~)())(( 0 hffdttux p

p

h

fp

h ωϕτ ≤∆




≤−∆

∞

∞

∞−∫  

elde edilir. Teorem 3.1.1.’den  (3.2.43)’deki eşitsizlik sağlanmış olur. 

 
        (ii) Burada )(),(0 ufuf =β  ve 

);(~))(()))((( 0 hfuxfuxf p

p

h

p

h ωβ ≤−∆=−∆ . 

Teorem 3.1.1’den (3.2.44) eşitsizliğinin doğru olduğu açıktır. 

 

        (iii)  ∫ ∫
+

+==
1 1

00 )()()(
u

u

f
uwfdttfuc  

dir. Buna ek olarak 

                   ∑
=

− +−







−=−∆

p

i

fipfp

h ihuxc
i

p
uxc

0
00 ))(()1())((  

                                          = ∑ ∫
=

− +−+







−

p

i

ip
dwihuxwf

i

p

0

1

0
)()1(  
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                                          = ∫ ∑ 









+−+








−

=

−
1

0
0

)()1( dwihuxwf
i

pp

i

ip  

                                          = ∫ −+∆
1

0
)))((( dwuxwf

p

h  

olduğundan 

),(~))(( 0 hffuxc p

p

h

fp

h ω≤∆≤−∆
∞

 

elde edilir. Teorem 3.1.1.’den de (3.2.45) eşitsizliği sağlanır. 

 

        (iii)       ∑
=

∗

∗

∗ 







+=

n

j
j

f

n

j
ufwu

0
0 )(γ  

ve 

                   ∑
=

− +−







−=−∆

p

i

fipfp

h ihux
i

p
uxf

0
00 )()1();( γγ  

                                            = ∑ ∑
=

∗
−






















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






−

∗

∗

p

i

n

j
j

ip

n

j
ihuxfw

i

p

0

)1(  

                                            = ∑ ∑
∗

∗ 

















++−








−

=

∗
−

n

j

p

i

ip

j
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n

j
uxf

i

p
w

0

)1(  

                                            = ∑
∗

∗ 

















+−∆

∗n

j

p

hj n

j
uxfw )(  

olduğundan 














∆≤−∆ ∑

∗

∗
∞

n

j
j

p

h

fp

h wfux ))(( 0γ 1).;(~ hfpω≤  

elde edilir. Teorem 3.1.1.’den  (3.2.46)’daki eşitsizlik sağlanmış olur. 

 
Sonuç 3.2.1. 

 
        (i) Teorem 3.2.1.’deki (3.2.43)-(3.2.46) arasındaki eşitsizlikler, 1=p  olduğu 

zaman kesindir. Bu eşitlik durumu )()( RCxxf U∈= ’nin olduğu durumlarda vardır. 
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p >1 olduğunda kesinlik aynı fonksiyon tarafından uygulanır. Yani eşitsizliğin her 

iki tarafı da eşittir. 

 
        (ii) Teorem 2.2.3.’de kA  , kB  , kL , kΓ  operatörlerinin birim operatöre 

yakınsadığını gösterdik. p >1 olduğu varsayımdaki pω  hala açık problem 

durumundadır. 

 
Teorem 3.2.2.  jkA , , jkB , , jkL , , jk ,Γ  operatörleri ötelemeyi koruyan operatörlerdir. 

 
İspat. kA , jkA , , kB , jkB , , kL , jkL , , kΓ , jk ,Γ  operatörlerini tanımlayan kl  operatörü, 

bütün operatörlerde aynıdır. 

 
 (i) jkA ,  operatörünü göz önüne alalım(ϕ  çift).  

                          == )();( 00 xxfl
fτ ∫

∞

∞−
− dtxttf )()( ϕ  

                                                     ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
−=−= dtttxfdttxtf )()()()( ϕϕ .                           

Teorem 3.1.2.’deki (3.1.9) varsayımını kullanalım. Ra ∈  için 

            ∫
∞

∞−

−− +−−=−+⋅ dtttjuxfjuxfl
kkkk )())2(2()2);2((0 ϕαα  

                                                    = ∫
∞

∞−

−− −−+ dtttjuxf
kk )()22( ϕα  

                                                    = ∫
∞

∞−

−− −+ dtttxf
kkk )()2)(22( ϕα  

                                                    = ∫
∞

∞−

− −−+ dtttjuuf
kk )(]))(2[2( ϕα  

                                                    = ))(2);2((0 juufl
kk −+⋅− α . 

 jkA ,  operatörünün );());(( ,, αα +=+⋅ xfAxfA jkjk  ifadesini sağladığını gösterelim. 

                         )2);2(());(( ,0, xfAxfA
kk

jjk αα +⋅=+⋅ −   
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                                                    = ∫
∞

∞−

⋅ −
−

dujuxu
kf k

)2()()2(
0 ϕτ α  

juxu k −= 2  dönüşümü yapalım. 

                        ));((, xfA jk α+⋅  = ∫
∞

∞−

⋅ −
−

duujux
kf k

)()2()2(
0 ϕτ α  

                                                    = ∫
∞

∞−

− −+⋅ duujuxfl
kk )()2);2((0 ϕα                                     

                                                    = ∫
∞

∞−

− −+⋅ duujuxfl
kk )())(2);2((0 ϕα  

                                                    = ∫
∞

∞−

⋅ −+
−

duujux
kf k

)())(2()2(
0 ϕατ . 

Tekrar juxu k −+= )(2 α  dönüşümü yapılırsa 

                        ));((, xfA jk α+⋅  = ∫
∞

∞−

⋅ −+
−

dujuxu
kf k

))(2()()2(
0 αϕτ  

                                                    = ))(2);2((,0 α+⋅−
xfA

kk

j = ));((, xfA jk α+⋅  

olur. 

 
(ii)  jkB ,  operatöründe ffl =0  olduğunu biliyoruz.  (3.1.9) varsayımını kullanalım. 

            )2);2((0 juxfl
kk −+⋅− α = ))2(2( α+−− juxf kk    

                                                    = )2( juxf k−−+ α   

                                                    = ]))(2[2( juxf kk −+− α   

                                                    = ))(2);2((0 juxfl
kk −+⋅− α . 

Şimdi de  jkB ,  operatörünün ötelemeyi koruduğunu gösterelim. 

                        ));((, xfB jk α+⋅  = )2);2((,0 xfB
kk

j α+⋅−  

                                                    = ∫
∞

∞−
− dujuxuf

k )2()( ϕα . 

juxu k −= 2  dönüşümünü uygulayalım. 
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                         ));((, xfB jk α+⋅ = ∫
∞

∞−
− duujuxf

k )()2( ϕα  

                                                     = duujuxfl
kk )()2);2((0 ϕα −+⋅∫

∞

∞−

−  

                                                     = ∫
∞

∞−

− −+⋅ duujuxfl
kk )())(2);2((0 ϕα  

                                                     = ∫
∞

∞−
−+ duujuxf

k )())(2( ϕα . 

Tekrar juxu k −+= )(2 α  dönüşümü yapılırsa 

                        ));((, xfB jk α+⋅  = ∫
∞

∞−
−+ dujuxuf

k ))(2()( αϕ  

                                                    = ))(2);2((,0 α+⋅−
xfB

kk

j = );(, α+xfB jk  

olur. 

  
(iii) jkL ,  operatörünü ele alalım. 

∫
+

==
1

00 )()();(
x

x

f
dttfxcxfl  

dir. Burada (3.1.9) varsayımını kullanalım. 

            )2);2((0 juxfl
kk −+⋅− α = ∫

+−

−

− +
12

2
)2(

jux

jux

k
k

k
dttf α   

                                                    = ∫
+−+

−+

−
1)(2

)(2
)2(

jux

jux

k
k

k
dttf

α

α
 

                                                    = ))(2);2((0 juxfl
kk −+⋅− α . 

Şimdi jkL ,  operatörünün ötelemeyi koruduğunu gösterelim. 

                         ));((, xfL jk α+⋅ = )2);2((,0 xfL
kk

j α+⋅−  

                                                    = ∫
∞

∞−

⋅ −
−

dujuxuc
kf k

)2()()2(
0 ϕα . 

juxu k −= 2  dönüşümü yapalım. 

                          ));((, xfL jk α+⋅ = ∫
∞

∞−

⋅ −
−

duujuxc
kf k

)()2()2(
0 ϕα  
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                                                    = duujuxfl
kk )()2);2((0 ϕα −+⋅∫

∞

∞−

−  

                                                    = ∫
∞

∞−

− −+⋅ duujuxfl
kk )())(2);2((0 ϕα  

                                                    = ∫
∞

∞−

⋅ −+
−

duujuxc
kf k

)())(2()2(
0 ϕα . 

Tekrar juxu k −+= )(2 α  dönüşümü yaparsak 

                        ));((, xfL jk α+⋅  = ∫
∞

∞−

⋅ −+
−

dujuxuc
kf k

))(2()()2(
0 αϕ  

                                                    = ))(2);2((,0 α+⋅−
xfL

kk

j  

                                                    = );(, α+xfL jk  

olur. 

 
(iv) jk ,Γ  operatöründe ise 

);(0 ufl =∑
=

∗

∗

∗ +
n

j
j n

j
ufw

0

)( . 

Burada  (3.1.9) varsayımını kullanırsak  

            )2);2((0 juxfl
kk −+⋅− α =∑

=

∗
−

∗

∗ ++−
n

j

kk

j n

j
juxfw

0

))2(2( α  

                                                    =∑
=

∗
−

∗

∗ +−+
n

j

kk

j n

j
juxfw

0

)))(2(2( α  

                                                    = ))(2);2((0 juxfl
kk −+⋅− α  

olur. Şimdi jk ,Γ  operatörünün ötelemeyi koruduğunu gösterelim. 

                         ));((, xfjk α+⋅Γ = )2);2((,0 xf
kk

j α+⋅Γ −  

                                        = ∫
∞

∞−

⋅ −
−

dujuxu
kf k

)2()()2(
0 ϕγ α . 

juxu k −= 2  dönüşümü yaparsak 
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                         ));((, xfjk α+⋅Γ  = ∫
∞

∞−

⋅ −
−

duujux
kf k

)()2()2(
0 ϕγ α  

                                                    = duujuxfl
kk )()2);2((0 ϕα −+⋅∫

∞

∞−

−  

                                                    = ∫
∞

∞−

− −+⋅ duujuxfl
kk )())(2);2((0 ϕα  

                                                    = ∫
∞

∞−

⋅ −+
−

duujux
kf k

)())(2()2(
0 ϕαγ . 

juxu k −+= )(2 α  dönüşümü yapılırsa 

                          ));((, xfjk α+⋅Γ = ∫
∞

∞−

⋅ −+
−

dujuxu
kf k

))(2()()2(
0 αϕγ  

                                                     = ))(2);2((,0 α+⋅Γ −
xf

kk

j  

                                                     = );(, α+Γ xfjk  

olur. 

 
Teorem 3.2.3.  Xf ∈ , δ >0, Ν∈p , Ζ∈k  için                                              

                (i)   );(~);(~
, δωδω ffA pjkp ≤                                                  (3.2.47)            

                          (ii)   );(~);(~
, δωδω ffB pjkp ≤                                                   (3.2.48)        

                          (iii)  );(~);(~
, δωδω ffL pjkp ≤                                                   (3.2.49)         

                          (iv)   );(~);(~
, δωδω ff pjkp ≤Γ                                                  (3.2.50) 

elde ederiz. 

 
İspat. Teorem 3.2.1.’dekinin aynısıdır. Burada farklı olarak Teorem 3.1.3’ü 

kullanıyoruz. 

 
(i) jkA ,  operatörünü ele alalım (ϕ  çift).  

                    ∑
=

− +




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
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                                            ∑ ∫
=

∞
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kfip
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kfip )())(2()1(
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                                 ≤ ∫
∞

∞−
≤−∆ );(~)()2(0 hfduujux p

kfp

h ωϕτ  

olduğundan 

           )2.);2(();( ,02, xfAxfA kk
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hjk

p

h k

−∆=∆  

                                            )2.);2((~ hf
kk

p

−≤ ω );(~ hfpω=  

elde edilir. Her iki tarafın 0>δ  için supremumu alınırsa 

);(~);(~
, δωδω ffA pjkp ≤  

olur. 

 
 (ii)  jkB ,  operatörün de ise 
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olduğundan 
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h k

−∆=∆  

                                            )2.);2((~ hf
kk

p

−≤ ω );(~ hfpω=  

elde edilir. Her iki tarafın 0>δ  için supremumu alınırsa 
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);(~);(~
, δωδω ffB pjkp ≤  

olur. 

 
(iii) jkL ,  operatörünü alalım. 

                    ∑
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                                            )2.);2((~ hf
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−≤ ω );(~ hfpω=  

elde edilir. Her iki tarafın 0>δ  için supremumu alınırsa 

);(~);(~
, δωδω ffL pjkp ≤  

olur. 

 
(iv) jk ,Γ  operatörünü alalım. 

                    ∑
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− +Γ







−=Γ∆

p

i

j

ip

j

p

h ihxf
i

p
xf

0
,0,0 );()1());((   

                                            ∑ ∫
=

∞

∞−

− −+







−=

p

i

kfip
dujuihxu

i

p

0
0 ))(2()()1( ϕγ  

                                            = ∫ ∑
∞

∞−
=

−











−+








− duujuihx

i

pp

i

kfip )())(2()1(
0

0 ϕγ  



 57 

                                 ≤ ∫
∞

∞−
≤−∆ );(~)()2(0 hfduujux p

kfp

h ωϕγ  

olduğundan 

           )2.);2(();( ,02, xfxf kk

j

p

hjk

p

h k

−Γ∆=Γ∆  

                                            )2.);2((~ hf
kk

p

−≤ ω );(~ hfpω= . 

Her iki tarafın 0>δ  için supremumu alınırsa 

);(~);(~
, δωδω ff pjkp ≤Γ  

olur. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

 
          Şimdi p >1 olduğunda (3.2.46)-(3.2.49) arasındaki eşitsizlikler xxf =)(  için 

kesindir. 

 
 Teorem 3.2.4. (3.2.47)-(3.2.50) arasındaki eşitsizlikler, )()( RCxxf U∈=  fonksi-

yonu için kesindir. Yani bu eşitsizlikler için eşitlik durumu gerçeklenir. 

 
 İspat. Teorem 2.2.2.’nin ispatında şunları görebiliriz. 

                                     yxjuyrjuxr
kf

k

kf

k −=−−− )2()2(  

                             yxjuyfjuxf kkkk −=−−− −− )2(2())2(2(  

                                          yxjuycjuxc
kf

k

kf

k −=−−− )2()2(  

                                         yxjuyjux
kf

k

kf

k −=−−− )2()2( γγ . 

∫∫
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∞−

∞

∞−
−−−=− dujuyudujuxuyidAxidA

kf
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kf

kjkjk )2()()2()();();( ,, ϕτϕτ  

                                      duujuyduujux
kf

k
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k )()2()()2( ϕτϕτ −−−= ∫ ∫
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∞−

∞

∞−
 

                                      ( ) duujuyjux
kf

k

kf

k )()2()2( ϕττ∫
∞

∞−
−−−=  

                                      yx −=  

ifadesinin her iki tarafının 0>δ  için supremumu alınırsa 
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|sup
|| δ≤− yx

−);(; xidA jk ||sup|);(
||

, yxyidA
yx

jk −=
≤− δ

 

    yani  (~
pω  jkA , );(~));( δωδ idid p=  elde edilir.                                                                         

∫∫
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∞−
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fdujux
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                                      ( ) duujuyfjuxf
kkkk )())2(2())2(2( ϕ∫

∞

∞−

−− −−−=  

                                      yx −=  

ifadesinin her iki tarafının 0>δ  için supremumu alınırsa 

|sup
|| δ≤− yx

−);(; xidB jk ||sup|);(
||

, yxyidB
yx

jk −=
≤− δ

 

   yani (~
pω  jkB , );(~));( δωδ idid p=  olur.   

∫∫
∞

∞−

∞

∞−
−−−=− dujuyucdujuxucyidLxidL

kf

k

kf

kjkjk )2()()2()();();( ,, ϕϕ  

                                      duujuycduujuxc
kf

k

kf

k )()2()()2( ϕϕ −−−= ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
 

                                      ( ) duujuycjuxc
kf

k

kf

k )()2()2( ϕ∫
∞

∞−
−−−=  

                                      yx −=  

ifadesinin her iki tarafının 0>δ  için supremumu alınırsa 

|sup
|| δ≤− yx

−);(; xidL jk ||sup|);(
||

, yxyidL
yx

jk −=
≤− δ

 

  yani  (~
pω  jkL , );(~));( δωδ idid p=  olur.   

∫∫
∞

∞−

∞

∞−
−−−=Γ−Γ dujuyudujuxuyidxid

kf

k

kf

kjkjk )2()()2()();();( ,, ϕγϕγ  

                                      duujuyduujux
kf

k

kf

k )()2()()2( ϕγϕγ −−−= ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
 

                                      ( ) duujuyjux
kf

k

kf

k )()2()2( ϕγγ∫
∞

∞−
−−−=  
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                                      yx −=  

ifadesinin her iki tarafının 0>δ  için supremumu alınırsa 

|sup
|| δ≤− yx

−Γ );(; xidjk ||sup|);(
||

, yxyid
yx

jk −=Γ
≤− δ

 

  yani  (~
pω  jk ,Γ );(~));( δωδ idid p=  olur.                                                                                                                

 
         Örnek verdiğimiz bu öperatörlerin j -ler için yakınsaklığını inceleyelim.   

           
Teorem 3.2.5. Xf ∈ , Ζ∈k , Ν∈j olsun. Burada  

                             (i)        







≤−

−11,
2

;)(),(
kjk

ja
fxfxfA ω                                 (3.2.51) 

                             (ii)       







≤−

kjk

ja
fxfxfB

2
;)(),( 1, ω                                   (3.2.52) 

                             (iii)      






 +
≤−

kjk

ja
fxfxfL

2

1
;)(),( 1, ω                              (3.2.53) 

                             (iv)      






 +
≤−Γ

kjk

ja
fxfxf

2

1
;)(),( 1, ω .                            (3.2.54) 

 
İspat. . (i) jkA ,  operatörünü ele alalım(ϕ  çift).     

   

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup | )(),(0 yfufl − | =

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
−−− dttuyfdttutf )()()()( ϕϕ  

                                      ≤

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup ∫
∞

∞−
−− dttuyftf )(|)()(| ϕ  

                                      ≤

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup ∫
∞

∞−
−− dttuytf )(|)|;(1 ϕω  

                                      = ∫
∞

∞−
− dttuaf )()2;(1 ϕω = )2;(1 afω  

şeklinde yazabiliriz. 

|)();(| , xfxfA jk − = |))2(2()2);2((| ,0 xfxfA
kkkk

j

−− −⋅  
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                             = ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−⋅ −−−
−

dujuxxfdujuxu
kkkkf k

)2())2(2()2()()2(
0 ϕϕτ  

                             = ∫
∞

∞−

−− −−⋅ dujuxxfufl
kkkk )2())]2(2());2(([ 0 ϕ  

                             ≤ ∫
+

−

−− −−⋅
jax

jax

kkkk
k

k
dujuxxfufl

2

2 0 )2())]2(2());2(([ ϕ  

                            ≤
jaxujax kk +≤≤− 22

sup 







−−⋅ ∫

+

−

−−
jax

jax

kkkk
k

k
dujuxxfufl

2

20 )2(.))2(2());2(( ϕ  

olduğundan )2(: ⋅= −kfg  diyelim, 

  |)();(| , xfxfA jk −  =
jaxu k ≤− |2|

sup )2();(0 xgugl k−  

                                 ≤ )2;(1 jagω = )
2

;(
11 −k

ja
fω  

olur. 

 
(ii) jkB ,  operatöründe )(),(0 ufufl =  olduğunu biliyoruz. 

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup | )(),(0 yfufl − | =

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup );(|)()(| 1 afyfuf ω=−  

olur. 

|)();(| , xfxfB jk − = |))2(2()2);2((| ,0 xfxfB
kkkk

j

−− −⋅  

                         = ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

− −−− dujuxxfdujuxuf
kkkk )2())2(2()2()( ϕϕ  

                         = ∫
∞

∞−

−− −−⋅ dujuxxfufl
kkkk )2())]2(2());2(([ 0 ϕ  

                         ≤ ∫
+

−

−− −−⋅
jax

jax

kkkk
k

k
dujuxxfufl

2

2 0 )2())]2(2());2(([ ϕ      

                         ≤
jaxujax kk +≤≤− 22

sup 







−−⋅ ∫

+

−

−−
jax

jax

kkkk
k

k
dujuxxfufl

2

20 )2(.))2(2());2(( ϕ .                                                                        

)2(: ⋅= −kfg  dersek 
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|)();(| , xfxfB jk −  =
jaxu k ≤− |2|

sup )2();(0 xgugl k− ≤ );(1 jagω = 







k

ja
f

2
;1ω  

olur. 

 
(iii) jkL , operatöründe ise 

              

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup | )(),(0 yfufl − | =

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup ∫
+

−
1

)()(
u

u
yfdttf  

                                        =

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup ∫ ∫
+ +

−
1 1

)()(
u

u

u

u
dtyfdttf  

                                                  ≤

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup ∫
+

−
1

|)()(|
u

u
dtyftf  

                                                  ≤

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup ∫
+

−
1

1 |)|;(
u

u
dtytfω  

                                                  ≤

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup ∫ −+
1

0 1 |)|;( dtyutfω  

                                                  ≤

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup ∫ −+
1

0 1 |)|;( dtyutfω  

                                                  ≤

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup |)|1;(1 yuf −+ω  

                                                  = )1;(1 af +ω  

olur.  

|)();(| , xfxfL jk − = |))2(2()2);2((| ,0 xfxfL
kkkk

j

−− −⋅  

                               = ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−⋅ −−−
−

dujuxxfdujuxuc
kkkkf k

)2())2(2()2()()2(
0 ϕϕ  

                               = ∫
∞

∞−

−− −−⋅ dujuxxfufl
kkkk )2())]2(2());2(([ 0 ϕ  
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                         ≤ ∫
+

−

−− −−⋅
jax

jax

kkkk
k

k
dujuxxfufl

2

2 0 )2())]2(2());2(([ ϕ  

                         ≤
jaxujax kk +≤≤− 22

sup 







−−⋅ ∫

+

−

−−
jax

jax

kkkk
k

k
dujuxxfufl

2

20 )2(.))2(2());2(( ϕ . 

)2(: ⋅= −kfg  dersek 

 |)();(| , xfxfL jk − =
jaxu k ≤− |2|

sup )2();(0 xgugl k− ≤ )1;(1 jag +ω = 






 +
k

ja
f

2

1
;1ω  

olur. 

 
(iv) kΓ  operatörünü göz önüne alalım. 

       

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup | )(),(0 yfufl − | =

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup ∑
=

−+
n

j

j yf
n

j
ufw

0

)()(  

                                           =

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup ∑ ∑
= =

−+
n

j

n

j

jj wyf
n

j
ufw

0 0

)()(  

                                           ≤

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup ∑
=

−+
n

j

j yf
n

j
ufw

0

|)()(|  

                                           ≤

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup ∑
=

−+
n

j

j y
n

j
ufw

0
1 |)|;(ω  

                                           ≤

ayu
Ryu
≤−

∈
||

,

sup ∑
=

−+
n

j

j yu
n

j
fw

0
1 |)|;(ω  

                                           ≤ (∑
=

+
n

j

j afw
0

1 )1;()ω  

                                           = )1;(1 +afω  

olur.  Burada 

|)();(| , xfxfjk −Γ = |))2(2()2);2((| ,0 xfxf
kkkk

j

−− −⋅Γ  
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                        = ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−⋅ −−−
−

dujuxxfdujuxu
kkkkf k

)2())2(2()2()()2(
0 ϕϕγ  

                        = ∫
∞

∞−

−− −−⋅ dujuxxfufl
kkkk )2())]2(2());2(([ 0 ϕ  

                        ≤ ∫
+

−

−− −−⋅
jax

jax

kkkk
k

k
dujuxxfufl

2

2 0 )2())]2(2());2(([ ϕ  

                        ≤
jaxujax kk +≤≤− 22

sup 







−−⋅ ∫

+

−

−−
jax

jax

kkkk
k

k
dujuxxfufl

2

20 )2(.))2(2());2(( ϕ . 

)2(: ⋅= −kfg  dersek 

  |)();(| , xfxfjk −Γ  =
jaxu k ≤− |2|

sup )2();(0 xgugl k− ≤ )1;(1 jag +ω = 






 +
k

ja
f

2

1
;1ω  

olur. 

 
Sonuç 3.2.2. 

 
       (i) Teorem 3.2.2.’a göre  (3.2.35)-(3.2.38)’deki Γ

qk

L

qk

B

qk

A

qk IIII ,,,, ,,,  operatörleri 

ötelemeyi koruyan operatörlerdir. 

 
      (ii) Teorem 3.2.3. ve (3.2.35)-(3.2.38)’den Ν∈qp, , ,Ζ∈k  Xf ∈ , δ >0 için 

                             );(~)12());((~
, δωδω ffI p

qA

qkp −≤                                          (3.2.55) 

                              );(~)12());((~
, δωδω ffI p

qB

qkp −≤                                         (3.2.56)              

                              );(~)12());((~
, δωδω ffI p

qL

qkp −≤                                         (3.2.57) 

                              );(~)12());((~
, δωδω ffI p

q

qkp −≤Γ                                         (3.2.58) 

 elde ederiz. p >1 olduğunda (3.2.55)-(3.2.58) arasındaki eşitsizlikler  

)()( RCxxf U∈=  için kesindir. 

 
       (iii)  (3.2.35)-(3.2.38)  arasındaki eşitlikler kullanılarak Teorem 3.2.4. ve  

Teorem 3.1.7.’den     
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                                  







−≤−

−11, 2
;)12()(),(

k

qA

qk

qa
fxfxfI ω                             (3.2.59) 

                                  







−≤−

k

qB

qk

qa
fxfxfI

2
;)12()(),( 1, ω                               (3.2.60) 

                        






 +
−≤−

k

qL

qk

qa
fxfxfI

2

1
;)12()(),( 1, ω                         (3.2.61) 

                        






 +
−≤−Γ

k

q

qk

qa
fxfxfI

2

1
;)12()(),( 1, ω                         (3.2.62) 

ifadeleri ispatlanır. 

 
Sonuç 3.2.3. Sonuç 3.1.2.’ye göre  ϕ  pozitif ve [ ]aa,−  aralığında  sürekli olsun. 

iXf ∈ ,  0≥i  tamsayı olsun. 

 
                 (I) )(if  , f ’nin i - defa türevlenebilir olduğunu göstermektedir. Eğer 

0)( ≥if  ise , 

 
(1)  

∫− −−=−
a

a

f
dtttjuxfjuxr )()()(0 ϕ  

den 

∫− ≥−−=
− a

a

i

i

fi

dtttjuxf
dx

juxrd
0)()(

))(( )(0 ϕ  

ifadesini elde ederiz.  Buradan 0)()( )(
,0 ≥xfA

i

j  olur. 

 
(2)  Ζ∈k  için 

∫− 







−=

a

a kjk duuu
j

xfxfB )(
2

))(( , ϕ  

eşitliğinden 0)()( )(
, ≥xfB

i

jk  ifadesini elde ederiz. 
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(3)  

∫ ∫
+−

−
−+==−

1 1

00 )()()(
jux

jux

f dujuxwfdttfjuxc  

den 

0
))(( 0 ≥

−
i

fi

dx

juxcd
 

ifadesi elde edilir ki bu da  0)()( )(
,0 ≥xfL

i

j   olduğunu gösterir. 

 
(4)  

∑
=

∗

∗

∗ 







+−=−

n

j

j

f

n

j
juxfwjux

0

0 )(γ  

dan 

0
))(( 0 ≥

−
i

fi

dx

juxd γ
 

elde edilir ki   yine  0)()( )(
,0 ≥Γ xf

i

j    olduğunu gösterir. 

 
                  (II) Yukarıdan şu sonucu çıkarabiliriz. Eğer 0)( ≥if  ise herhangi  Ζ∈k , 

Ν∈j  için 0)( )(
, ≥i

jk fA ,  0)( )(
, ≥i

jk fB ,  0)( )(
, ≥i

jk fL ,  0)( )(
, ≥Γ i

jk f  olur.  

 

3.3. Ötelemeyi Koruyan Çok Değişkenli İntegral Operatörleri 

 
        )(: d

U RCXf =∈  olsun. Bu durumda her 0>ε  için en az bir 0>δ  bulunur ki 

δ≤− yx  şartını sağlayan 

dRyx ∈,  için ε<− )()( yfxf  vardır. Xf ∈  için f  

fonksiyonunun birinci dereceden süreklilik modülünü 

)()(sup:);(
,

1 yfxff

yx
Ryx

d

−=

≤−
∈

δ

δω  ,       0>δ  

eşitliği ile tanımlayalım. Burada ⋅ ,  dR  üzerinde normdur.  
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           { }
Ζ∈kkl   pozitif lineer operatörler dizisi, her d

Rx ∈  ve Xf ∈  için, 

                                                ));2(();( 0 xflxfl
k

k ⋅= −                                        (3.3.1) 

özelliği ile )( dRC  uzayından X  uzayına dönüşüm yapan operatör olsun. 

 
          Sabit bir 0>a , Xf ∈ ,  Ν∈m ,  +Ζ∈n ,  Ζ∈r  için 

                                   






 +
≤− ∞

≤−
∈

∞

r

ayu
Ryu

nma
fyfufl

d 2
;)();(sup ,10

,

ω                          (3.3.2) 

vardır. 

 
          ϕ  fonksiyonu, 0>ia  için [ ]ii

d

i aa ,1 −×⊆ =ϕ  aralığında reel değişkenli 

fonksiyon olsun. ϕ ,  pozitif ve Lebesque ölçülebilir olsun. Bütün d

d Rxx ∈),...,( 1  

için 

          1...),...,,(... 212211 =⋅⋅−−−

−

+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−∫ ∫ ∫ ∫ ddd

kezd

dududuuxuxuxϕ
44 344 21

             (3.3.3) 

ifadesi sağlanır.  Buradan  

                         1...),...,(... 211 =⋅⋅

−

+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−∫ ∫ ∫ ∫ dd

kezd

dududuuuϕ
44 344 21

                           (3.3.4) 

yazabiliriz. 

 
Örnek. (i)  di ,...,1=  için karakteristik fonksiyon 














−∈

==








−

..,0
2

1
,

2

1
,1

)(:)(
2

1
,

2

1

yd

x
xXxiϕ  

ifadesini, her  d

d Rxxx ∈= ),...,(: 1  için ∏
=

=
d

i

ii xx
1

* )(:)( ϕϕ   şeklinde tanımlayabiliriz. 

d







−⊆

2

1
,

2

1*ϕ , *ϕ  pozitif ve lebesque ölçülebilirdir. Buradan  
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          ∫ ∫ ∫ ∏ ∏ ∫
∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−
= =

∞+

∞−
=





 −=−

d

i

d

i

iiiidiii duuxduduux
1 1

1 1)(...)(... ϕϕ     

olduğunu görebiliriz. Yani her d
Rx ∈  için 

∫ =−
d

R

duux 1)(*ϕ . 

 
(ii)  di ,...,1=  için 





≤≤−

≤≤−+
=

10,1

01,1
:)(

ii

ii

ii
xx

xx
xϕ  

ifadesini [ ]d1,1−  aralığında her  d

d Rxx ∈),...,( 1  için 0)(:),...,,(~

1
21 ≥= ∏

=

i

d

i

id xxxx ϕϕ  

şeklinde tanımlarız.   

   ∫ ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−
⋅−− ddd duduuxux ...),....,(~... 111ϕ  ∫ ∫ ∫ ∏

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−
=

−=
d

i

diii duduux
1

1...)(... ϕ  

                                                                           1)( =




 −= ∫

+∞

∞−

d

iiii duuxϕ . 

           { L k } Ζ∈k , X  üzerinde pozitif operatörler olsun. Her d

d Rxx ∈),...,( 1  için  

 Lk ∫ ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−
⋅−−= ddd

kk

dkd duduuxuxuuflxxf ...)2,...,2(),...,)((...:),...,;( 11111 ϕ   

                                                                                                                  (3.3.5)  

ifadesini tanımlayalım. Özel olarak; her d

d Rxx ∈),...,( 1  için 

 L 0 ∫ ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−
⋅−−= ddddd duduuxuxuuflxxf ...),...,(),...,;(...:),...,;( 111101 ϕ    (3.3.6) 

şeklinde yazılabilir.  (3.3.1)  ifadesini kullanarak bütün d
Rx ∈  için 

                                    L k =);( xf  L 0 )2);2(( xf kk ⋅−                                    (3.3.7) 

yazabiliriz. 
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Tanım 3.3.1. d
R∈α  için )(:)( αα +⋅=⋅ ff  ve φ  bir operatör olsun. Eğer 

αα φφ )()( ff =  ise φ ’ye ötelemeyi koruyan operatördür  denir. 

 
Teorem 3.3.1. Her Ζ∈k  , sabit d

R∈α , her d
Ru ∈  ve  herhangi Xf ∈  için 

                                 ))(2);2(()2);2(( 00 αα +⋅=+⋅ −−
uflufl

kkkk                       (3.3.8) 

olsun. O halde   L k  ötelemeyi koruyan operatördür. 

 

İspat.  

(  L 0 =),...,)( 1 dxxf dddd duduuxuxuufl ...),...,(),...,()(... 11110 ⋅−−∫ ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−
ϕ  

                           = dddd duduuuuxuxfl ...),...,(),...,()(... 11110 ⋅−−∫ ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−
ϕ  

için  (3.3.7)  kullanarak 

               L k ));(( xf α+⋅ = L k );( xfα = L 0 )2);2(( xf
kk ⋅−

α  

 

                                                       = ∫ −+⋅−

d
R

kk
duuuxfl )()2);2((0 ϕα  

 

                                           =  ∫
−− −+⋅

d
R

kkk
duuuxfl )())2(2);2((0 ϕα  

yazabiliriz. (3.3.8) ifadesini kullanırsak 
 

                  L k ));(( xf α+⋅  =  ∫ +−⋅ −−

d
R

kkk
duuuxfl )())2(2);2((0 ϕα  

 

                                            =  ∫ −+⋅−

d
R

kk
duuuxfl )()))(2);2((0 ϕα  

 

                                            =  L 0 ))(2);2(( α+⋅−
xf

kk   

 

                                       = L k );( α+xf . 

 
Yani    L k )( αf = ( L k α))( f  dır. 

 
           Aşağıdaki teoremde  L k  operatörleri ile süreklilik modülünün korunumu 

özelliği verilecektir. 
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Teorem 3.3.2. Bütün d
Ru ∈ , herhangi dRyx ∈,  ve herhangi bir Xf ∈  için kabul 

edelim ki 

                             ( )yxfuyfluxfl −≤−−− ;);();( 100 ω                               (3.3.9)                                                       

olsun.  Buradan herhangi 0>δ  için 

                                          (1ω  L k );(); 1 δωδ ff ≤                                                       (3.3.10) 

eşitsizliği sağlanır. 

 
İspat.   L 0 );( xf  operatörünün tanımından 

 

     | L 0 −);( xf  L 0 );( yf |= ∫ ∫ −−−
d d

R R
duuyyflduuxufl )();()();( 00 ϕϕ  

 

                                                        = ∫ ∫ −−−
d d

R R
duuuyflduuuxfl )();()();( 00 ϕϕ  

 

                                                       duuyfluxflu
d

R∫ −−−≤ |);();(|)( 00ϕ  

 

                                                      |);();(|sup)( 00 uyfluxflduu
d

d

Ru
R

−−−




≤

∈
∫ ϕ  

 

                                                      );(1 yxf −≤ ω . 

 
 (3.3.7)’yi kullanırsak 
 

   | L k −);( xf  L k |);( yf =| L 0 −⋅− )2);2(( xf kk  L 0 |)2);2(( yf kk ⋅−  

                                                      

|)|;(

|)|2);2((

1

1

yxf

yxf
kk

−=

−⋅≤ −

ω

ω

 

yazabiliriz.  Her iki tarafın 0>δ  için supremumunu alırsak 

δ≤−
∈
yx
Ryx

d,

sup  | L k −);( xf  L k |);( yf ≤

δ≤−
∈
yx
Ryx

d,

sup );(1 yxf −ω  

yani (1ω  L k );(); 1 δωδ ff ≤  olur.  

         1=d   olduğunda bütün Ru ∈ için 
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                         L k ∫
+∞

∞−
−= duuxuflxf

k

k )2();();( ϕ , 

                                      ));2(();( 0 uflufl
k

k ⋅= −  

olduğunu biliyoruz. 

 
Sonuç 3.3.1. Bütün Ryxu ∈,,  için 

yxuyidluxidl
kkkk −=−⋅−−⋅ −− )2);2(()2);2(( 00  

olsun. Buradan bütün Ryx ∈,  için 

L k −);( xid  L k yxyid −=);(  

yani herhangi 0>δ , bütün Rx ∈   için xxid =)(  olduğunda 

(1ω  L k );());( 1 δωδ idid =  

vardır. (3.3.10)  eşitsizliği  1=d  olduğu durumda kesindir. 

 
İspat.  

                     L k ∫
+∞

∞−
−= duuxuflxf

k

k )2();(:);( ϕ  

                                                 ∫
+∞

∞−

− −⋅= duuxufl
kk )2());2((0 ϕ  

                                       ∫
+∞

∞−

− −⋅= duuuxfl
kk )()2);2((0 ϕ  

olduğundan 

    L k −);( xf  L k
[ ] duuuyfluxflyf

kkkk )()2);2(()2);2(();( 00 ϕ∫
+∞

∞−

−− −⋅−−⋅=  

yazabiliriz. xxf =)(  için 

          L k −);( xid  L k ∫
+∞

∞−
−= duuyxyid )()();( ϕ    

                                                            ∫
+∞

∞−
−= duuyx )()( ϕ yx −=  

buluruz.  Her iki tarafın 0>δ  için supremumunu alırsak 
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δ≤−
∈
yx
Ryx

d,

sup  | L k −);( xid  L k |);( yid =

δ≤−
∈
yx
Ryx

d,

sup yx −  

  yani (1ω  L k );());( 1 δωδ idid =  olur. 

 
Sonuç 3.3.2.  2≥d  olduğunda { }di ,...,1∈  için ( ) RxxxRpr id

d

i ∈→∋ ,...,: 1 , i  nci 

koordinattaki izdüşümü göstersin. Bütün dRuyx ∈,,  ve en az bir i  için  

ii

kk

i

kk

i yxuyprluxprl −=−⋅−−⋅ −− )2);2(()2);2(( 00  

olduğunu kabul edelim. 0>δ  için 

(1ω  L k );(); 1 δωδ ii prpr =  

ifadesinden (3.3.10)  eşitsizliği 2≥d  için kesindir. 

 
İspat. ipr , dR  uzayında düzgün sürekli fonksiyondur. Bununla birlikte (3.3.4)’ü 

kullanarak 

  L k −);( xpri  L k
[ ] duuuyprluxprlypr

d
R

kk

i

kk

ii )()2);2(()2);2(();( 00 ϕ∫ −⋅−−⋅= −−  

                                                     ∫ −=
d

R

ii duuyx )()( ϕ ii yx −=  

şeklinde yazabiliriz. Yani  

| L k −);( xpri L k |);( ypri =| ii yx − | |)()(| yprxpr ii −=  

olur. Bu ifadenin her iki tarafının 0>δ  için supremumu alınırsa 

δ≤−
∈
yx
Ryx

d,

sup  | L k −);( xpri L k |);( ypri =

δ≤−
∈
yx
Ryx

d,

sup )()( yprxpr ii −  

   yani  (1ω  L k );(); 1 δωδ ii prpr =  olur. 

 
Teorem 3.3.3. Xf ∈ , Ν∈m , +Ζ∈n , Ζ∈rk ,  ve )max(: iaa = , ni ,...,1=  için 

(3.3.2)  önermesi doğru olsun. Bu durumda 
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                                 | L k 






 +
≤−

+∞ rk

nma
fxfxf

2
;|)();( ,1ω                                 (3.3.11) 

dır. 

 

İspat. [ ]∏ =
−⊆

d

i ii aa
1

,ϕ   aralığında olsun. (3.3.7) ve (3.3.3) ifadelerini kullanalım. 

| L k ||)();( =− xfxf  L |))2(2()2);2((0 xfxf
kkkk −− −⋅  

                       ∫ ∫ −−−⋅= −−

d d
R R

kkkkk
duuxxfduuxufl )2())2(2()2());2((0 ϕϕ  

                        [ ]∫ −−⋅= −−

d
R

kkkk
duuxxfufl )2())2(2());2((0 ϕ  

                        ∫ ∫ ∫
+

=
−

−− −−⋅≤
ii

k

ii
k

ax

di
ax

kkkk
duuxxfufl

2

,...,1
2 0 )2())2(2());2((... ϕ                            

                        

[ ]
∫ ∫ ∫

+

−

−−

+−∈

−⋅−⋅

∏

≤

=

ii
k

ii
k

d

i

ii
k

ii
k

ax

ax

kkkk

axaxu

duuxxfufl
2

20

2,2

)2(...))2(2());2((sup

1

ϕ . 

(3.3.3)  kullanırsak  

| L k |)();( xfxf −

[ ]
))2(2());2((sup 0

2,2
1

xfufl
kkk

axaxu

d

i

ii
k

ii
k

−−

+−∈

−⋅

∏

≤

=

                      (3.3.12) 

ifadesi sağlanır. Xfg k ∈⋅= − )2(:  ve i

k

i xy 2:=  alırsak (3.3.12)’ nin sağ tarafı 

[ ]

=−⋅

∏

−−

−∈−

∈

=

))2(2());2((sup 0

,2
1

xfufl
kkk

aaxu

Ruher
d

i

ii
k

d

))2(2());2((sup 0

2

xfufl
kkk

axu

Ruher

ii
k

i

d

−−

≤−

∈

−⋅  

                                                                  ))2(2());2((sup 0

:)(max2 ,...,1

xfufl
kkk

aaxu

Ruher

idii
k

i

d

−−

=≤−

∈

−⋅≤

=

 

                                                                 )();(sup 0 ygugl
ayu ii

−=
≤−

 

                                                                )();(sup 0 ygugl
ayu

−=
≤−
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                                                                






 +
≤ ∞ r

nma
g

2
;,1ω  

                                                                






 +
=

+∞ rk

nma
f

2
;,1ω  

yazılabilir. Yani  

| L k |)();( xfxf − 






 +
≤

+∞ rk

nma
f

2
;,1ω . 

 

Sonuç 3.3.3 ),,( µAO
−

 ölçü uzayı olsun. U , 1≥d  için dR  uzayının açık bir alt 

kümesi ve ROUf →×
−

:  fonksiyonu aşağıdaki özelliklere sahip bir fonksiyon 

olsun. 

 
(a) Tüm Ux ∈  için ),( ωω xf→ , µ - integrallenebilir. 

 
(b) ),( ωω xf→ ’in ix ’ye göre U ’nun her bir noktası için kısmi türevi alınabilir. 

(c) Tüm 
−

×∈ OUx ),( ω  için  )(),( ωω hx
x

f

i

≤
∂

∂
 olacak şekilde 

−
O ’da 0≥h  

sağlayan bir µ -integrallenebilen fonksiyon vardır. 

 
Bundan sonra ϕ  fonksiyonu U  kümesinde 

)(),()(
0

ωµωϕ dxfx ∫
−

=  

olarak tanımlanır. Bu fonksiyonun tüm U ’larda ix ’ye göre kısmi türevi alınabilir. 

µ -integrallenebilen   ise 

),( ωω x
x

f

i∂

∂
→  

dönüşümü yapılabilir ve her Ux ∈  için 



 74 

)(),()( ωµω
ϕ

dx
x

f
x

x O
ii

∫
− ∂

∂
=

∂

∂
 

yazılabilir. 

 
 Sonuç 3.3.4  (1) ϕ ’nin sınırlı olduğunu kabul edelim. [ ]ii

d

i aaXAO ,(:),,( 1 −= =
−

µ , 

σ - lebesque ölçülebilir alt kümelerinin alanı) nin ölçüm alanı olduğunu düşünelim. 

W ’nin dR ’nin içinde bir bölüm olduğunu ve ),...,( 1 dxx ’nin UWW == ::)( 0 ’nun 

içinde bir nokta olsun.  

),...,(),...,,)((:),...,;,...,( 12211011 ddddd uuuxuxuxfluuxxf ϕ−−−=  

dir. 

 
(a) Elde ettiğimiz fonksiyon 

),...,(),...,,)((:),...,( 1221101 dddd uuuxuxuxfluu ϕγ −−−=  

tüm Uxx d ∈),...,( 1  için lebesque integrali alınabilendir. 

 
       (b) ),...,(),...,,)((:)(:),...,( 1221101 dddud uuuxuxuxflxxx ϕλλ −−−==  

fonksiyonu { }di ,...,1∈  için ix ’ye göre dR  üzerinde kısmi türevi alınabilir. Burada 

),...,,( 10 d

i

xxfl
x∂

∂
 olduğu kabul edilmiştir. 

 

      (c) ),...,,( 10 d

i

xxfl
x∂

∂
 ifadesinin sürekli olduğunu kabul edelim. Tüm 

[ ]ii

d

i aaXUux ,),( 1 −×∈ =  için  

)()(),(),( 0 uMuuxfl
x

ux
x

f

ii

ϕϕ ⋅≤⋅−
∂

∂
=

∂

∂
 

vardır ve  
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[ ]

+∞<−
∂

∂
=

−×∞ = ii
d
i aaXWi

uxfl
x

M

,,

0

1

),(:  

olarak tanımlanır. ϕ  sınırlı olduğundan )(uM ϕ⋅  lebesque integrali alınabilen bir 

fonksiyondur. Bundan dolayı doğal olarak Sonuç 3.3.3.’den  

                             
ix∂

∂
 L ∫ ∫− −

⋅−
∂

∂
=

1

1

)();(...),( 00

a

a

a

a
i

d

d

duuuxfl
x

xf ϕ               (3.3.13) 

elde edilir. Bunun için ϕ  sınırlı ve { }di ,...,1∈  için ),(0 xfl
xi∂

∂
 ifadesinin sürekli 

olduğunu kabul edersek  
ix∂

∂
 L ),( xfk  vardır. 

 

        (2) (1) de olduğu gibi ϕ  sınırlı, ),(0 xfl
xi∂

∂
 kısmi türevi mevcut ve 

{ }di ,...,1∈ de sürekli olduğunu kabul edersek L ),( xfk  operatörünün kısmi 

türevlerinin varlığı araştırılacaktır. Burada  ),,0( µA
−

ölçü uzayını yine (1) de olduğu 

gibi seçersek,  

)();(:),( 0 uuxfl
x

uxf
i

ϕ⋅−
∂

∂
=  

olur. 

 

     (a)  ),(0 uxfl
xi

−
∂

∂
 kısmi türevi, Ux ∈  ve u  noktalarında  sürekli olsun. O halde  

)(),(:)( 0 uuxfl
x

u
i

ϕγ ⋅−
∂

∂
=  

 integrallenebilendir.     

 

 (b)                     == :)(:)( xx uλλ )(),(0 uuxfl
xi

ϕ⋅−
∂

∂
 



 76 

fonksiyonunun jx ’ye göre dR ’nin her bir noktasında { }dj ,...,1∈  için 

),(0

2

xfl
xx ji∂∂

∂
 kısmi türevi sürekli olsun.  O halde 

)()(),(
),( *

0

2

uMuuxfl
xxx

uxf

jij

ϕϕ ⋅≤−
∂∂

∂
=

∂

∂
, 

yazılabilir. Burada 

[ ]

+∞<−
∂∂

∂
=

−×∞ = ii
d
i aaXWji

uxfl
xx

M

,,

0

2
*

1

),(:  

olarak tanımlanır. )(* uM ϕ⋅  integrali alınabilen bir fonksiyondur. Sonuç 3.3.3.’den 

                 
ji xx ∂∂

∂ 2

 L duuuxfl
xx

xf
a

a
ji

a

a

d

d
∫ ∫− −

⋅−
∂∂

∂
=

1

1

)(),(...),( 0

2

0 ϕ                     (3.3.14) 

elde edebiliriz. Bu yüzden ϕ  sınırlı, { }dji ,...,1, ∈   için  ),(0

2

xfl
xx ji∂∂

∂
 mevcut ve 

sürekli olduğunu kabul edersek  
ji xx ∂∂

∂ 2

 L ),( xfk   vardır. Buradan aşağıdaki sonuca 

varabiliriz. 

 
Teorem 3.3.4. ϕ  nin sınırlı ve { }dii k ,...,1,...1 ∈  , kii << ...1  ve +Ζ∈djj ,...,1  

olduğunu kabul edelim. ∑ =
≥

k

k k
jp

1
 olsun ve 0l  operatörünün kendi içinde 

)()( dp RC ’ye dönüştüğünü kabul edelim. ( Yani;  ),(
...

0
1

1

1

xfl
xx

j

k

k

j

i

j

i

k

k k

∂∂

∂∑ =  vardır ve tüm 

d
Rx ∈  için süreklidir.) Buradan 

        
k

k

j

i

j

i

k

k k

xx

j

∂∂

∂∑ =

...1

1

1  L ),(0 xf = ∫ ∫− −

1

1

...
a

a

a

a

d

d

duuuxfl
xx

j

k

k

j

i

j

i

k

k k )(),(
...

0
1

1

1

ϕ⋅−
∂∂

∂∑ =            (3.3.15) 
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vardır. Bu  yüzden  
k

k

j

i

j

i

k

k k

xx

j

∂∂

∂∑ =

...1

1

1  L ),( xfk  vardır. 

 
Sonuç 3.3.5. Eğer, her d

Rx ∈  için 

0),(
...

0
1

1

1

≥
∂∂

∂∑ = xfl
xx

j

k

k

j

i

j

i

k

k k  

olduğunu kabul edersek 

k

k

j

i

j

i

k

k k

xx

j

∂∂

∂∑ =

...1

1

1  L 0),(0 ≥xf  

ve  

k

k

j

i

j

i

k

k k

xx

j

∂∂

∂∑ =

...1

1

1  L 0),( ≥xfk  

vardır. 

 

 

3.4. Örnekler 

 
Aşağıda kl  yardımıyla verilen çok değişkenli integral operatörlerin yer aldığı 

dört örnek verilecektir. Bölüm 3.3 de geçen teorilerin bu operatörler tarafından tam 

olarak doğrulandığı gösterilecektir. ϕ  temel fonksiyonu Bölüm 3.3 deki gibi 

olacaktır. Ek olarak ϕ  sürekli ve çift fonksiyon kabul edilecektir. Özel çok 

değişkenli operatörlerin özelikleri Bölüm 3.3 deki genel çok değişkenli  Ζ∈k  için  

L k  operatörlerinin özeliklerinin sırasına göre verilecektir. İlk olarak her bir Ζ∈k  

için çok değişkenli operatörleri tanımlayalım.  

 



 78 

1.                                  duuxuxfA
kf

k
R

k d
)2()(:))(( −⋅= ∫ ϕτ                                   (3.4.20) 

operatörünü alalım. Burada  

                                   ∫ −⋅=
dR

kkdf

k dtuttfu )2()(2:)( ϕτ                                     (3.4.21) 

olarak tanımlanır. Yani Ru ∈∀  için 

                                       )();( uufl
f

kk τ= .                                                          (3.4.22) 

 

2.                              ∫ −







=

dR

k

kk duux
u

fxfB )2(
2

:))(( ϕ                                   (3.4.23) 

Şeklinde tanımlı operatör için 

                                          







=

kk

u
fufl

2
);(                                                      (3.4.24) 

olur. 

 

3.                              ∫ −=
R

kf

kk duuxucxfL )2()(:))(( ϕ                                      (3.4.25) 

olarak alınırsa 

                                        ∫∫
+−

−
⋅=

)1(2

2
)(...2:)(

i
k

i
k

u

u

kdf

k dttfuc                                   (3.4.26) 

olur. Burada Ru ∈∀  için 

                                             )();( ucufl
f

kk =                                                     (3.4.27) 

olur. 

 

4.                               ∫ −=Γ
dR

kf

kk duuxuxf )2()(:))(( ϕγ                                     (3.4.28) 

olarak alınırsa d

dnn Ν∈),...,( 1  , 0,...,1
≥

djjw  , ∑ ∑
= =

=
1

1

1

0 0
,..., 1...

n

j

n

j

jj

d

d

d
w  için 
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                  ∑ ∑
= =









+

⋅
+⋅=

1

1

1

0 0 1

11
,....,

.22
,...,

22
...:

n

j

n

j d

k

d

k

d

kkjj

f

k

d

d

d n

ju

n

ju
fwγ                   (3.4.29) 

dir. Burada  

                                             )();( uufl
f

kk γ=                                                     (3.4.30) 

dir. 

 
              (3.3.1)  ifadesi Ζ∈k  için bütün kl ’lar için geçerlidir ((3.4.22), (3.4.24), 

(3.4.27) ve (3.4.30) için geçerlidir). (3.3.7) eşitliği bütün kkkk LBA Γ,,,  için 

doğrudur. Yani, d
Rxk ∈∀Ζ∈∀ ,  için 

                                         )2);2(();( 0 xfAxfA
kk

k ⋅= −  

  

                                         )2);2(();( 0 xfBxfB
kk

k ⋅= −       

                                                                                                                            (3.4.31)         

                                         )2);2(();( 0 xfLxfL
kk

k ⋅= −  

 

                                         )2);2(();( 0 xfxf
kk

k ⋅Γ=Γ −  

 
yazılabilir.  Ayrıca  
 
                                      1)1()1()1()1( =Γ=== kkkk LBA                                (3.4.32) 

olduğu açıktır. 

 
Teorem  3.4.1. kA  , kB  , kL , kΓ  operatörleri ötelemeyi koruyan operatörlerdir. 

 
İspat. Her bir operatörün ötelemeyi koruduğunu göstermek için her dRk ∈Ζ∈ α,  

sabit, her d
Ru ∈ , herhangi Xf ∈  için  

))(2);2(()2);2(( 00 αα +⋅=+⋅ −−
uflufl

kkkk  

olduğunu kabul edeceğiz.  
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1.  kA  operatörünü alalım (ϕ  çift).  

                             == )();( 00 xxfl
fτ ∫ −

dR
dtxttf )()( ϕ  

 

                                                   ∫ ∫ −=−=
d dR R

dtttxfdttxtf )()()()( ϕϕ .        (3.4.32)                                                          

şeklinde yazabiliriz. d
R∈α  için 

                   ∫ +−=+⋅ −−

dR

kkkk
dtttufufl )())2(2()2);2((0 ϕαα  

 

                                                    = ∫
−−+

dR

k
dtttuf )()2( ϕα  

 

                                                    = ∫
−− −+

dR

kkk
dtttuf )()2)(22( ϕα  

 

                                                    = ∫ −+−

dR

kk
dtttuf )(]))(2[2( ϕα  

 

                                                    = ))(2);2((0 α+⋅−
ufl

kk  

yazılabilir. Burada f

0τ , (3.3.8) ifadesini sağlar. Şimdi kA  operatörünün ötelemeyi 

koruduğunu gösterelim.  

                           )2);2(());(( 0 xfAxfA
kk

k αα +⋅=+⋅ −  

                                                    = ∫ −⋅−

d

k

R

kf
duuxu )2()()2(

0 ϕτ α . 

uxu
k −= 2  dönüşümü yaparsak 

                          ));(( xfAk α+⋅  = ∫ −⋅−

d

k

R

kf
duuux )()2()2(

0 ϕτ α  

                                                    = ∫ −+⋅−

dR

kk
duuuxfl )()2);2((0 ϕα  

                                                    = ∫
−− −+⋅

dR

kkk
duuuxfl )())2(2);2((0 ϕα  

                                                    = ∫ +−⋅ −−

dR

kkk
duuuxfl )())2(2);2((0 ϕα  

                                                    = ∫
∞

∞−

− −+⋅ duuuxfl
kk )())(2);2((0 ϕα                                        



 81 

                                                    = ∫ −+⋅−

d

k

R

kf
duuux )())(2()2(

0 ϕατ  

olur. Yine  uxu k −+= )(2 α  dönüşümü yaparsak 

                         ));(( xfAk α+⋅   = ∫ −+⋅−

d

k

R

kf
duuxu ))(2()()2(

0 αϕτ  

       = ))(2);2((0 α+⋅−
xfA

kk  

                                                    = ));(( xfAk α+⋅  

olur. 

 
 
2. kB  operatöründe ffl =0  olduğunu biliyoruz. 

                     )2);2((0 ufl
kk α+⋅− = )22( α+− uf kk  

                                                      = )( α+uf  

         = ))(2);2((0 α+⋅−
ufl

kk  

olur. Şimdi de kB  nın ötelemeyi koruduğunu gösterelim. 

                           ));(( xfBk α+⋅  = )2);2((0 xfB
kk α+⋅−  

        = ∫ −
dR

k
duuxuf )2()( ϕ . 

uxu
k −= 2  dönüşümü yapalım. 

                          ));(( xfBk α+⋅  = ∫ −
dR

k
duuuxf )()2( ϕ  

                                                    = duuuxfl
k

R

k

d
)()2);2((0 ϕα −+⋅∫

−  

1. örnekteki işlemler tekrarlanırsa 

                          ));(( xfBk α+⋅  = ∫ −+⋅−

dR

kk
duuuxfl )())(2);2((0 ϕα  

                                                    = ∫ −+
dR

k
duuuxf )())(2( ϕα . 

uxu k −+= )(2 α  dönüşümünü uygularsak 
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                          ));(( xfBk α+⋅  = ∫ −+
dR

k
duuxuf ))(2()( αϕ  

                                                     = ))(2);2((0 α+⋅−
xfB

kk  

                                                     = );( α+xfBk . 

 
  
3. kL  operatörünü göz önüne alalım. ),...,(),,...,( 11 dd tttxxx ==  için 

∫∫
++

==
11

00 )(...)();(
1

1

d

d

x

x

x

x

f dttfxcxfl  

   dir. Burada  ),...,( 1 dααα =  için 

)2);2((0 ufl
kk α+⋅− = ∫∫

+
−

+

+
12

2

12

2
)2(...

1

1

d
k

d
k

k

k

u

u

k
u

u
dttf α  

                                                            = ∫∫
++

+

−
+

+

1)(2

)(2

)(2

)(2
)2(...

11

11

dd
k

dd
k

k

k

u

u

k
u

u
dttf

α

α

α

α
 

                                                            = ))(2);2((0 α+⋅−
ufl

kk . 

Şimdi kL  operatörünün ötelemeyi koruduğunu gösterelim. 

                                   ));(( xfLk α+⋅ = )2);2((0 xfL
kk α+⋅−  

                                                           = ∫ −⋅−

d

k

R

kf
duuxuc )2()()2(

0 ϕα . 

uxu
k −= 2  dönüşümü yapalım. 

                                 ));(( xfLk α+⋅ = ∫ −⋅−

d

k

R

kf
duuuxc )()2()2(

0 ϕα  

                                                          = duuuxfl
k

R

k

d
)()2);2((0 ϕα −+⋅∫

−  

olur. Önceki örneklerdeki işlemleri tekrar edersek  

                               ));(( xfLk α+⋅  = ∫ −+⋅−

dR

kk
duuuxfl )())(2);2((0 ϕα  

                                                         = ∫ −+⋅−

d

k

R

kf
duuuxc )())(2()2(

0 ϕα . 
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uxu k −+= )(2 α  dönüşümünü uygularsak 

                               ));(( xfLk α+⋅  = ∫ −+⋅−

d

k

R

kf
duuxuc ))(2()()2(

0 αϕ  

                                                         = ))(2);2((0 α+⋅−
xfL

kk  

                                                         = );( α+xfLk . 

 
4. kΓ  operatörü için 

                    );(0 ufl = ∑∑
==

++⋅
d

d

d

n

j d

d

djj

n

j n

j
u

n

j
ufw

0 1

1
1,...,

0

),...,(...
1

1

1

 

şeklindedir. Buradan 

    )2);2((0 ufl
kk α+⋅− = ∑∑

=

−

=

++⋅
d

d

d

d n

j

kk

jj

n

j n

j
ufw

0
1

1

1
1,...,

0

,)2(2(...
1

1

α  

                                          ))2(2..., d

d

d

d

kk

n

j
u α++−  

                                       = ∑∑
=

−

=

++⋅
d

d

d

n

j

kk

jj

n

j n

j
ufw

0 1

1
11,...,

0

),)(2(2(...
1

1

1

α  

                                          )))(2(2...,
d

d

dd

kk

n

j
u ++− α  

                                       = ))(2);2((0 α+⋅−
ufl

kk  

olur. Şimdi kΓ  operatörünün ötelemeyi koruduğunu gösterelim. 

                             ));(( xfk α+⋅Γ = )2);2((0 xf
kk α+⋅Γ −  

                                          = ∫ −⋅−

d

k

R

kf
duuxu )2()()2(

0 ϕγ α . 

uxu
k −= 2  dönüşümü yaparsak 

                              ));(( xfk α+⋅Γ = ∫ −⋅−

d

k

R

kf
duuux )()2()2(

0 ϕγ α  

                                                      = duuuxfl
k

R

k

d
)()2);2((0 ϕα −+⋅∫

−  
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olur. Diğer örneklerdeki işlemleri tekrarlarsak 

));(( xfk α+⋅Γ = ∫ −+⋅−

dR

kk
duuuxfl )())(2);2((0 ϕα  

                                                  = ∫ −+⋅−

d

k

R

kf
duuux )())(2()2(

0 ϕαγ α . 

uxu k −+= )(2 α  dönüşümünü uygularsak 

                         ));(( xfk α+⋅Γ = ∫ −+⋅−

d

k

R

kf
duuxu ))(2()()2(

0 αϕγ α  

                                                 = ))(2);2((0 α+⋅Γ −
xf

kk  

                                                 = );( α+Γ xfk . 

 

kA  , kB  , kL , kΓ  operatörlerinin süreklilik modülünü koruduğunu gösterelim. 

 
Terorem 3.4.2.  1≥d  için her )( d

U RCf ∈  ve her 0>δ  için 

(i) );();( 11 δωδω ffAk ≤  

(ii) );();( 11 δωδω ffBk ≤  

                                              (iii) );();( 11 δωδω ffLk ≤                                   (3.4.34) 

(iv) );();( 11 δωδω ffk ≤Γ . 

 
İspat.  Burada (3.4.9)  eşitliğini ve Teorem 3.4.1.’ i kullanacağız. 

 
(i) kA  operatörünü alalım(ϕ  çift).  (3.4.4) ve (3.5.33)’den 

      |);();(| 00 uyfluxfl −−− = ∫ −−−−−
dR

dtttuyftuxf )())()(( ϕ  

                                                  ≤ ∫ −−−−−
dR

dtttuyftuxf )(|)()(| ϕ  

                                                  ≤ ∫ −
dR

dttyxf )();(1 ϕω  

                                                  = );(1 yxf −ω  
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olur. Buradan  

 |);();(| uyfAuxfA kk −−−  

                   = |))(2);2(())(2);2((| 00 uyfAuxfA
kkkk −⋅−−⋅ −−  

                   = ∫ ∫ −−−−− ⋅⋅ −−

d d

kk

R R

kfkf
dvvuyvdvvuxv ))(2()())(2()( )2(

0
)2(

0 ϕτϕτ  . 

Burada vuxv k −−= )(2  ve vuyv k −−= )(2  dönüşümü yaparsak 

|);();(| uyfAuxfA kk −−−  

                   = ∫ −−−−− ⋅⋅ −−

d

kk

R

kfkf
dvvvuyvux )()])(2())(2([ )2(

0
)2(

0 ϕττ  

                  dvvvuyvux
d

kk

R

kfkf )())(2())(2( )2(
0

)2(
0 ϕττ∫ −−−−−≤ ⋅⋅ −−

 

                   = ∫ −−⋅−−−⋅−

dR

kkkk
dvvvuyflvuxfl )())(2);2(())(2);2(( 00 ϕ                

                   ),...(,)()2);2(( 11 d
R

kk
vvvdvvyxf

d
=⋅−⋅≤ ∫

− ϕω     

                   );(1 yxf −=ω  

olur. Her iki tarafın 0>δ   için supremumunu alırsak 

δ≤− yx

sup |);();(| uyfAuxfA kk −−− =
δ≤− yx

sup );(1 yxf −ω  

   yani );();( 11 δωδω ffAk ≤ elde edilir. 

 
(ii) kB  operatöründe ffl =0  olduğunu biliyoruz.  (3.3.9)  eşitliğini kullanırsak 

             |);();(| 00 uyfluxfl −−− = |)()(| uyfuxf −−−  

                                                         ≤ );(1 yxf −ω  

olduğunu görebiliriz. 

|);();(| uyfBuxfB kk −−−  
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= |))(2);2(())(2);2((| 00 uyfBuxfB
kkkk −⋅−−⋅ −−                                                           

= ∫ −−−−−
dR

kk
dvvuyvfvuxvf )])(2()())(2()([ ϕϕ  

yazabiliriz. Burada vuxv k −−= )(2  ve vuyv k −−= )(2  dönüşümü yaparsak 

|);();(| uyfBuxfB kk −−−  

= ∫ −−−−−
dR

kk
dvvvuyfvuxf )()])(2())(2([ ϕ     

dvvvuyfvuxf
dR

kk )()(2())(2( ϕ∫ −−−−−≤                                                                     

= ∫ −−⋅−−−⋅−

dR

kkkk
dvvvuyflvuxfl )())(2);2(())(2);2(( 00 ϕ   

),...(,)()2);2(( 11 d
R

kk
vvvdvvyxf

d
=⋅−⋅≤ ∫

− ϕω   

olur. (3.3.4) ifadesini kullanırsak   

|);();(| uyfBuxfB kk −−−  );(1 yxf −≤ ω  

olur. Her iki tarafın 0>δ   için supremumunu alalım. 

δ≤− yx

sup |);();(| uyfBuxfB kk −−− =
δ≤− yx

sup );(1 yxf −ω  

  yani  );();( 11 δωδω ffBk ≤ olur. 

 
(iii) kL operatörünü göz önüne alalım. 

           |);();(| 00 uyfluxfl −−− = |)()(| 00 uycuxc
ff −−−   

                                                       = ∫ ∫
+−

−

+−

−
−

1 1
)()(

ux

ux

uy

uy
dttfdttf  

                                                       = ∫∫ +−−+−
1

0

1

0
))()((... dttuyftuxf  

                                                       ∫∫ +−−+−≤
1

0

1

0
|)()(|... dttuyftuxf  
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                                                       dtyxf );(... 1

1

0

1

0
−≤ ∫ ∫ ω  

                                                       );(1 yxf −=ω  

olduğundan 

|);();(| uyfLuxfL kk −−−  

= |))(2);2(())(2);2((| 00 uyfLuxfL
kkkk −⋅−−⋅ −−  

= ∫ −−−−− ⋅⋅ −−

d

kk

R

kfkf
dvvuyvcvuxvc )])(2()())(2()([ )2(

0
)2(

0 ϕϕ  

yazabiliriz. Burada vuxv k −−= )(2  ve vuyv k −−= )(2  dönüşümü yaparsak 

|);();(| uyfLuxfL kk −−−  

= ∫ −−−−− ⋅⋅ −−

d

kk

R

kfkf
dvvvuycvuxc )()])(2())(2([ )2(

0
)2(

0 ϕ  

dvvvuycvuxc
d

kk

R

kfkf )())(2())(2( )2(
0

)2(
0 ϕ∫ −−−−−≤ ⋅⋅ −−

 

= ∫ −−⋅−−−⋅−

dR

kkkk
dvvvuyflvuxfl )())(2);2(())(2);2(( 00 ϕ    

)2);2((1 yxf
kk −⋅≤ −ω     

=  );(1 yxf −ω  

olur.  Her iki tarafın 0>δ  supremumunu alırsak 

δ≤− yx

sup |);();(| uyfLuxfL kk −−− =
δ≤− yx

sup );(1 yxf −ω  

yani );();( 11 δωδω ffLk ≤ elde ederiz. 

 
(iv) kΓ  operatörünü alalım. 

           |);();(| 00 uyfluxfl −−− = |)()(| 00 uyux
ff −−− γγ  

                                                        = ∑ ∑
= =





+−+−⋅

1

1

1

0 0 1

1
11,..., ,...,...

n

j

n

j

ddjj

d

d

d
ux

n

j
uxfw  
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                                                        ∑ ∑
= =





−+−⋅−



 1

1

1

0 0 1

1
11,..., ,...,...

n

j

n

j

djj

d

d
d

d

d
y

n

j
uyfw

n

j
 

                                                         



+

d

d

d
n

j
u  

                                                        ( )yxfw
d

d

d

n

j

jj

n

j

−⋅≤ ∑∑
==

;... 1
0

,...,
0

1

1

1

ω  

                                                        =  );(1 yxf −ω  

olduğundan 

|);();(| uyfuxf kk −Γ−−Γ  

                         = |))(2);2(())(2);2((| 00 uyfuxf
kkkk −⋅Γ−−⋅Γ −−  

                         = ∫ −−−−− ⋅⋅ −−

d

kk

R

kfkf
dvvuyvvuxv )])(2()())(2()([ )2(

0
)2(

0 ϕγϕγ  

yazabiliriz. Burada vuxv k −−= )(2  ve vuyv k −−= )(2  dönüşümü yaparsak 

|);();(| uyfuxf kk −Γ−−Γ  

                         = ∫ −−−−− ⋅⋅ −−

d

kk

R

kfkf
dvvvuyvux )()])(2())(2([ )2(

0
)2(

0 ϕγγ  

                        dvvvuyvux
d

kk

R

kfkf )())(2())(2( )2(
0

)2(
0 ϕγγ∫ −−−−−≤ ⋅⋅ −−

 

                         = ∫ −−⋅−−−⋅−

dR

kkkk
dvvvuyflvuxfl )())(2);2(())(2);2(( 00 ϕ    

                         )2);2((1 yxf
kk −⋅≤ −ω = );(1 yxf −ω                                                          

olur. Her iki tarafın supremumunu alırsak 

δ≤− yx

sup |);();(| uyfuxf kk −Γ−−Γ =
δ≤− yx

sup );(1 yxf −ω  

yani );();( 11 δωδω ffk ≤Γ  elde edilir. 

 
Teorem 3.4.3. )()( d

U RCxxf ∈=  olduğu zaman (3.4.34)’deki eşitsizlikler kesindir. 
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İspat. (i) kA  operatörünü alalım (ϕ  çift). 

∫∫ +=−=
dd RR

dssusfdtuttfufl )()()()();(0 ϕϕ . 

Burada uts −=  dönüşümü yapıldı. { }di ,...,1∈  için 

−−⋅− )2);2((0 uxprl
kk

i )2);2((0 uyprl
kk

i −⋅−     

                                                [ ]∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−− ⋅−−−= dssuyux i

k

ii

k

i )()2()2(... ϕ  

                                                ∫⋅−=
dR

ii dssyx )()( ϕ ii yx −=  

şeklinde yazabiliriz.  

−);( xprA ik );( yprA ik = −⋅− )2);2((0 xprA
kk

i )2);2((0 yprA
kk

i ⋅−  

                                     ∫ ∫ −−−=
⋅

⋅
−

−

d

k
i

d

k
i

R

k
pr

R

kpr
duuyuduuxu )2()()2()(

)2(

0

)2(
0 ϕτϕτ . 

uxu
k −= 2  ve uyu k −= 2  dönüşümü yapılırsa 

−);( xprA ik );( yprA ik ∫ ∫ −−−=
⋅

⋅
−

−

d

k
i

d

k
i

R

k
pr

R

kpr
duuuyduuux )()2()()2(

)2(

0

)2(
0 ϕτϕτ  

                                     [ ]∫ −−−= ⋅⋅ −−

d

k
i

k
i

R

kprkpr
duuuyux )()2()2( )2(

0

)2(
0 ϕττ  

                                    [ ]∫ −⋅−−⋅= −−

dR

kk

i

kk

i duuuyprluxprl )()2);2(()2);2(( 00 ϕ  

                                   ∫⋅−=
dR

ii duuyx )()( ϕ ii yx −= )()( yprxpr ii −=  

olur. Her iki tarafın 0>δ  supremumunu alalırsak 

|);();(|sup
,

yprAxprA ikik

yx

Ryx d

−

≤−
∈

δ

=

δ≤−
∈
yx

Ryx d,

sup |)()(| yprxpr ii −  

yani   );();( 11 δωδω iik prprA ≤  elde edilir. 

(ii) kB  operatöründe )();(0 xfxfl =  dir. Burada 

−−⋅− )2);2((0 uxprl
kk

i )2);2((0 uyprl
kk

i −⋅−  



 90 

                                                   )2)(2()2)(2( uypruxpr
kk

i

kk

i −⋅−−⋅= −−  

                                                   )2(2 i

k

ii

k

i uyux
−− −−−= ii yx −= . 

Teorem 3.3.2 'yi kullanalım. { }di ,...,1∈  için 

);();( yprBxprB ikik − = )2);2(()2);2(( 00 yprBxprB
kk

i

kk

i ⋅−⋅ −−  

                                     ∫ ∫ −⋅−−⋅= −−

d dR

k

R

k

i

kk

i duuyuprduuxupr )2()()2()2())(2( ϕϕ  

yazabiliriz. Burada uxu
k −= 2  ve uyu k −= 2  dönüşümü yapılırsa 

);();( yprBxprB ikik − ∫ ∫ −⋅−−⋅= −−

d dR

k

R

k

i

kk

i duuuyprduuuxpr )()2()2()()2)(2( ϕϕ  

                                     [ ]∫ −⋅−−⋅= −−

dR

kk

i

kk

i duuuypruxrp )()2)(2()2)(2( ϕ  

                                     ∫⋅−=
dR

ii duuyx )()( ϕ ii yx −= )()( yprxpr ii −= . 

Her iki tarafın 0>δ  supremumunu alırsak 

|);();(|sup
,

yprBxprB ikik

yx

Ryx d

−

≤−
∈

δ

=

δ≤−
∈
yx

Ryx d,

sup |)()(| yprxpr ii −  

yani   );();( 11 δωδω iik prprB ≤  olur. 

 

(iii) kL operatörüne ele alalım. Burada dttfufl
u

u
)();(

1

0 ∫
+

=  dir. 

−−⋅− )2);2((0 uxprl
kk

i )2);2((0 uyprl
kk

i −⋅−  

                            dttprdttpr
k

i

uy

uy

k

i

ux

ux

k

k

k

k
))(2())(2(

12

2

12

2
⋅−⋅= −

+−

−

−
+−

− ∫∫  

                            dttdtt i

k
uy

uy
i

k
ux

ux

k

k

k

k
⋅⋅−⋅⋅= −

+−

−

−
+−

− ∫∫ 22
12

2

12

2
 

                            ∫ ∫ ∫∫ +−⋅−+−⋅= −−
1

0

1

0

1

0

1

0
)2(2...)2(2... dttuydttux iii

kk

iii

kk  

                            ∫∫ −=
1

0

1

0
)(... dtyx ii ii yx −=  )()( yprxpr ii −=  
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olduğundan Teorem 3.3.2.' yi kullanarak 

);();( yprLxprL ikik − = )2);2(()2);2(( 00 yprLxprL
kk

i

kk

i ⋅−⋅ −−  

                                    ∫ ∫ −−−=
⋅

⋅
−

−

d

k
i

d

k
i

R

k
pr

R

kpr
duuyucduuxuc )2()()2()(

)2(

0

)2(
0 ϕϕ  

yazabiliriz. Burada uxu
k −= 2  ve uyu k −= 2  dönüşümü yapılırsa 

);();( yprLxprL ikik − ∫ ∫ −−−=
⋅

⋅
−

−

d

k
i

d

k
i

R

k
pr

R

kpr
duuuycduuuxc )()2()()2(

)2(

0

)2(
0 ϕϕ  

                                    [ ]∫ −−−= ⋅⋅ −−

d

k
i

k
i

R

kprkpr
duuuycuxc )()2()2( )2(

0

)2(
0 ϕ  

                                    [ ]∫ −⋅−−⋅= −−

dR

kk

i

kk

i duuuyprluxprl )()2);2(()2);2(( 00 ϕ  

                                   ∫⋅−=
dR

ii duuyx )()( ϕ ii yx −= )()( yprxpr ii −= .  

Her iki tarafın 0>δ  supremumunu alırsak 

|);();(|sup
,

yprLxprL ikik

yx

Ryx d

−

≤−
∈

δ

=

δ≤−
∈
yx

Ryx d,

sup |)()(| yprxpr ii −  

yani );();( 11 δωδω iik prprL ≤ elde ederiz. 

 
(iv) kΓ  operatörü için 

                     );(0 ufl = ∑∑
==

++⋅
d

d

d

n

j d

d

djj

n

j n

j
u

n

j
ufw

0 1

1
1,...,

0

),...,(...
1

1

1

. 

Burada   

−−⋅− )2);2((0 uxprl
kk

i )2);2((0 uyprl
kk

i −⋅−  

                            [ ]∑∑
=

−−−

=

+−−+−⋅=
d

d

d

n

j i

i

i

k

i

i

ik

i

k

ijj

n

j n

j
uy

n

j
uxw

0
,...,

0

)2()22(...
1

1

1

     

                            ∑∑
==

−⋅=
d

d

d

n

j

iijj

n

j

yxw
0

,...,
0

)(...
1

1

1

ii yx −=                                    

olur. Teorem 3.3.2.' yi kullanırsak 
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    );();( yprxpr ikik Γ−Γ = )2);2(()2);2(( 00 yprxpr
kk

i

kk

i ⋅Γ−⋅Γ −−  

                                       ∫ ∫ −−−=
⋅

⋅
−

−

d

k
i

d

k
i

R

k
pr

R

kpr
duuyuduuxu )2()()2()(

)2(

0

)2(
0 ϕγϕγ  

yazabiliriz. uxu
k −= 2  ve uyu k −= 2  dönüşümü yapılırsa 

);();( yprxpr ikik Γ−Γ ∫ ∫ −−−=
⋅

⋅
−

−

d

k
i

d

k
i

R

k
pr

R

kpr
duuuyduuux )()2()()2(

)2(

0

)2(
0 ϕγϕγ  

                                    [ ]∫ −−−= ⋅⋅ −−

d

k
i

k
i

R

kprkpr
duuuyux )()2()2( )2(

0

)2(

0 ϕγγ  

                                    [ ]∫ −⋅−−⋅= −−

dR

kk

i

kk

i duuuyprluxprl )()2);2(()2);2(( 00 ϕ  

                                   ∫⋅−=
dR

ii duuyx )()( ϕ ii yx −= )()( yprxpr ii −=  

olur.   Her iki tarafın 0>δ  supremumunu alırsak 

|);();(|sup
,

yprxpr ikik

yx

Ryx d

Γ−Γ

≤−
∈

δ

=

δ≤−
∈
yx

Ryx d,

sup |)()(| yprxpr ii −  

 yani );();( 11 δωδω iik prpr ≤Γ  elde ederiz. 

 
       +∞→k  için kA  , kB  , kL , kΓ  operatörlerinin Ζ∈k  için I  birim fonksiyonuna 

yakınsadığını gösterelim. 

 
Teorem 3.4.4.  )(max:, 1 idi aak ≤≤=Ζ∈ iken 

                                | 







≤−

−∞ 1,1
2

;|)();(
kk

a
fxfxfA ω                                        (3.4.35)                       

                               | 







≤− ∞ kk

a
fxfxfB

2
;|)();( ,1ω                                           (3.4.36)                      

                               | 






 +
≤− ∞ kk

a
fxfxfL

2

1
;|)();( ,1ω                                        (3.4.37)      

                               | 






 +
≤−Γ ∞ kk

a
fxfxf

2

1
;|)();( ,1ω .                                      (3.4.38) 
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İspat.  rnm ,, 'nin uygun değerleri için 

                            






 +
≤− ∞

≤−
∈

∞

r

ayu
Ryu

nma
fyfufl

d 2
;)();(sup ,10

,

ω  

eşitsizliğinden yararlanarak Teorem 3.3.2.'ye göre ispatlayabiliriz. 

 
(i) kA  operatörünü ele alalım (ϕ  çift). 

                    ∫∫ −=−==
dd RR

f
dttutfdtuttfuufl )()()()()();( 00 ϕϕτ . 

Burada 

         ∫ ∫ −−−=−

≤−
∈

≤−
∈

∞∞

d d
dd R R

ayu
Ryu

ayu
Ryu

dttuyfdttutfyfufl )()()()(sup)();(sup
,

0
,

ϕϕ  

                                             ( )∫ −−=

≤−
∈

∞

d
d R

ayu
Ryu

dttuyftf )()()(sup
,

ϕ                

                                            ∫ −−≤

≤−
∈

∞

d
d R

ayu
Ryu

dttuyftf )()()(sup
,

ϕ  

                                             

                                            ( )∫ −−≤
∞∞

≤−
∈

∞

d
d R

ayu
Ryu

dttuytf )(;sup ,1
,

ϕω  

                                            ∫ −≤ ∞dR
dttuaf )()2;(,1 ϕω )2;(,1 af∞= ω  

olduğundan aşağıdaki ifadeleri yazabiliriz. 

|)();(| xfxfAk − = |))2(2()2);2((| 0 xfxfA
kkkk −− −⋅  

                 ∫ ∫ −−−= −⋅−

d d

k

R R

kkkkf
duuxxfduuxu )2())2(2()2()()2(

0 ϕϕτ  

                 [ ]∫ −−= −⋅−

d

k

R

kkkf
duuxxfu )2())2(2()()2(

0 ϕτ  

                 [ ]∫ −−⋅= −−

dR

kkkk
duuxxfufl )2())2(2());2((0 ϕ  
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                 ∫ ∫ ∫
+

=
−

−− −−⋅≤
ii

k

ii
k

ax

di
ax

kkkk
duuxxfufl

2

,...,1
2 0 )2())2(2());2((... ϕ  

                  
[ ]

⋅−⋅

∏

≤ −−

+−∈
=

))2(2());2((sup 0

2,2
1

xfufl
kkk

axaxu

d

i

ii
k

ii
k

∫ ∫ ∫
+

=
− −

ii
k

ii
k

ax

di
ax

k
duux

2

,...,1
2 )2(... ϕ  

                  
[ ]

))2(2());2((sup 0

2,2
1

xfufl
kkk

axaxu

d

i

ii
k

ii
k

−−

+−∈

−⋅

∏

≤

=

                 

                        

[ ]

))2(2());2((sup 0

,2
1

xfufl
kkk

aaxu

Ruher
d

i

ii
k

d

−−

−∈−

∈

−⋅

∏

=

=

 

                        ))2(2());2((sup 0

2

xfufl
kkk

axu

Ruher

ii
k

i

d

−−

≤−

∈

−⋅=  

                         ))2(2());2((sup 0

:)(max2 ,...,1

xfufl
kkk

aaxu

Ruher

idii
k

i

d

−−

=≤−

∈

−⋅≤

=

. 

Xfg k ∈⋅= − )2(:   ve  i

k

i xy 2:=  alırsak  

 |)();(| xfxfAk −  )();(sup 0 ygugl
ayu ii

−≤
≤−

)();(sup 0 ygugl
ayu

−=
≤−

  

                                      ( )ag 2;,1 ∞≤ω  







= ∞ k

a
f

2

2
;,1ω     

 olur.  Aynı yolu diğer örneklerde de uygulayabiliriz.     

         
(ii) kB  operatöründe )();(0 ufufl = dir. 

                    );()()(sup)();(sup ,1
,

0
,

afyfufyfufl

ayu
Ryu

ayu
Ryu dd

∞

≤−
∈

≤−
∈

=−=−

∞∞

ω  

yazabiliriz. Teorem 3.3.2 .'yi  kullanarak (3.4.36)' nın doğru olduğunu gösterebiliriz. 

|)();(| xfxfBk − = |))2(2()2);2((| 0 xfxfB
kkkk −− −⋅  

                             ∫ ∫ −−−⋅= −−

d dR R

kkkkk
duuxxfduuxuf )2())2(2()2())(2( ϕϕ  
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                             [ ]∫ −−⋅= −−

dR

kkkk
duuxxfuf )2())2(2())(2( ϕ  

                             [ ]∫ −−⋅= −−

dR

kkkk
duuxxfufl )2())2(2());2((0 ϕ  

olur. Önceki örnekteki işlemler tekrarlanırsa 

|)();(| xfxfBk −  ( )ag;,1 ∞≤ω  







= ∞ k

a
f

2
;,1ω  

elde ederiz. 

 
(iii) kL operatörnü göz önüne alalım. Burada 

                                       dttfucufl
u

u

f )()();(
1

00 ∫
+

==  

olduğundan  

          )()(sup)();(sup
1

,
0

,

yfdttfyfufl
u

u

ayu
Ryu

ayu
Ryu dd

−=− ∫
+

≤−
∈

≤−
∈

∞∞

 

                                              dtyftf
u

u

ayu
Ryu d

))()((sup
1

,

−= ∫
+

≤−
∈

∞

                  

                                              dtyftf
u

u

ayu
Ryu d

)()(sup
1

,

−≤ ∫
+

≤−
∈

∞

 

                                              ∫ ∫ −+=

≤−
∈

∞

1

0

1

0
,

)()(...sup dtyftuf

ayu
Ryu d

 

                                              ( )∫ ∫ ∞∞

≤−
∈

−+≤

∞

1

0 ,1

1

0
,

;...sup dtytuf

ayu
Ryu d

ω  

                                              ( )∫ ∫ ∞∞∞

≤−
∈

−+≤

∞

1

0 ,1

1

0
,

;...sup dtyutf

ayu
Ryu d

ω  

                                              ( )∫ ∫ ∞∞

≤−
∈

−+≤

∞

1

0 ,1

1

0
,

1;...sup dtyuf

ayu
Ryu d

ω  
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                                               )1;(,1 af += ∞ω  

yazabiliriz. Böylece sonuca aşağıdaki işlemlerle ulaşabiliriz. 

|)();(| xfxfLk − = |))2(2()2);2((| 0 xfxfL
kkkk −− −⋅  

                            ∫ ∫ −−−= −⋅−

d d

k

R R

kkkkf
duuxxfduuxuc )2())2(2()2()()2(

0 ϕϕ  

                            [ ]∫ −−= −⋅−

d

k

R

kkkf
duuxxfuc )2())2(2()()2(

0 ϕ  

                             [ ]∫ −−⋅= −−

dR

kkkk
duuxxfufl )2())2(2());2((0 ϕ . 

(i) deki işlemler tekrarlanırsa 

|)();(| xfxfLk − ( )ag +≤ ∞ 1;,1ω 






 +
= ∞ k

a
f

2

1
;,1ω  

elde edilir. 

 

 (iv) kΓ  operatöründe 0,...,1
≥

djjw  , ∑ ∑
= =

=
1

1

1

0 0
,..., 1...

n

j

n

j

jj

d

d

d
w  için 

                     );(0 ufl = ∑∑
==

++⋅=
d

d

d

n

j d

d

djj

n

j

f

n

j
u

n

j
ufwu

0 1

1
1,...,

0
0 ),...,(...)(

1

1

1

γ  

olduğundan 

∑ ∑
= =

≤−
∈

≤−
∈







−



++=−

∞∞

1

1

1

0 0 1

1
1,...

,
0

,

)(,...,....sup)();(sup
n

j

n

j d

d

djj

ayu
Ryu

ayu
Ryu

d

d

d
dd

yf
n

j
u

n

j
ufwyfufl  

                                   ∑ ∑
= =

≤−
∈











−++=

∞

1

1

1

0 0 1

1
1,...

,

)(),...,(....sup
n

j

n

j d

d

djj

ayu
Ryu

d

d

d
d

yf
n

j
u

n

j
ufw   

                                  ∑ ∑
=

≤−
∈

−++⋅≤

∞

1

1

1

0 1

1
1,...,

,

)(),...,(...sup
n

j

n

j d

d

djj

ayu
Ryu

d

d

d
d

yf
n

j
u

n

j
ufw  
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                                  ∑ ∑
= ∞

∞

≤−
∈









−+⋅≤

∞

1

1

1

0
,1,...,

,

;...sup
n

j

n

j

jj

ayu
Ryu

d

d

d
d

y
n

j
ufw ω  

yazılabilir. Burada ),...,(:
1

1

d

d

n

j

n

j

n

j
=  dir.  İşleme devam edersek 

 )();(sup 0
,

yfufl

ayu
Ryu

d

−

≤−
∈

∞

 ∑ ∑
=

∞
∞

∞

≤−
∈









−+⋅≤

∞

1

1

1

0
,1,...,

,

;...sup
n

j

n

j

jj

ayu
Ryu

d

d

d
d

yu
n

j
fw ω   

                                     ∑ ∑
=

∞

≤−
∈

+⋅≤

∞

1

1

1

0
,1,...,

,

)1;(...sup
n

j

n

j

jj

ayu
Ryu

d

d

d
d

afw ω  

                                               )1;(,1 af += ∞ω  

olur. 

|)();(| xfxfk −Γ = |))2(2()2);2((| 0 xfxf
kkkk −− −⋅Γ  

                            ∫ ∫ −−−= −⋅−

d d

k

R R

kkkkf
duuxxfduuxu )2())2(2()2()()2(

0 ϕϕγ  

                            [ ]∫ −−= −⋅−

d

k

R

kkkf
duuxxfu )2())2(2()()2(

0 ϕγ  

                            [ ]∫ −−⋅= −−

d
R

kkkk
duuxxfufl )2())2(2());2((0 ϕ . 

(i) deki ara işlemleri tekrar edersek  

 |)();(| xfxfk −Γ ( )ag +≤ ∞ 1;,1ω 






 +
= ∞ k

a
f

2

1
;,1ω  

elde ederiz. 
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4. TARTIŞMA VE SONUÇ 

 

 

Genelleştirilmiş integral operatörlerin yaklaşım hızı, süreklilik modülü 

yardımı ile genelleştirilmiş singüler integrallerin fonksiyonlarının yaklaşım hızından 

daha iyidir. Yani 2. Bölümde L ),( xfk  operatörünün f  fonksiyonuna 
k2

1
'nın 

yaklaşım hızından  daha hızlı   0' a yaklaştığını           

                               |L k 






 +
≤−

+rk

nma
fxfxf

2
;|)();( 1ω       

ifadesinden söyleyebiliriz. 3. Bölümde L jk ,  operatörü için yaklaşım hızının 

korunduğunu   

                               |L jk , |)();( xfxf − ≤ 






 +
+rk

nmja
f

2
;1ω  

ifadesinden görebiliriz. Yine bu sonuçların   n -boyutlu integral operatörler içinde 

geçerli olduğunu söyleyebiliriz.                                                                                                       
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