1. GIRIS

Yaklasimlar teorisinde singiiler integraller cekirdegi, negatif olmayan ve bazi
monotonluk kosullarin1 saglayan integrallerdir. Genellikle konvoliisyon tipli olan bu
integraller, cekirdeginin oOzelligine gore integrallenebilen fonksiyonlar1 daha iyi
ozellikleri olan siirekli, hatta tiirevlenebilir fonksiyonlar sinifina doniistiirebilirler. Bu
nedenle bu tip singiiler integraller matematigin harmonik analiz ve yaklagim teorisi

dallarinda 6nemli bir uygulama alanina sahiptir.

Konvoliisyon tipli singiiler integraller ise; fve g integrallenebilen

fonksiyonlar olmak {izere
(F*gdo=[_ fwgx—nar (1.1)
formiilii ile tanimlanan (f * g) fonksiyonuna denir. Eger yukaridaki islemi
f—=r*g
seklinde bir operator olarak diisiiniirsek (1.1) ifadesinde belirttigimiz g (yani sabit

tuttugumuz) fonksiyon da K ile gosterilirse, (1.1) ifadesi
(F* K)o = [ fOK(x—0)dt
sekline gelir. Bu durumda £(f;x)=(f * K)(x) olmak iizere
L f = L(f;x)
operatoriinii elde ederiz.

K c¢ekirdegi bir o parametresine bagli oldugunda ise £ a( f;x) operator

ailesi



2,(f:x) = [ FOK (x=t)dt
ile gosterilir ve £, operatdriine konvoliisyon tipli operatdr, K , fonksiyonuna ise

operatoriin cekirdegi denir.

1.1. integral Operator Ailelerinin Yaklasim Problemi

D tim reel eksen veya onun bir alt kiimesi (D < R) olsun. X ile bu D

kiimesi iizerinde tanimli fonksiyonlarin normlu lineer uzaymi gosterelim. Y de bu
uzayin bir bagka alt uzayi olsun (Y < X).
Herbir fe X icin
lim|f (x) - @, ()], =0
ozelligini saglayacak sekilde ¢, € Y bulunabiliyorsa Y ciimlesine X ciimlesinin
yogun alt uzay denir. Yaklagim probleminde ¢, nin yapisim belirlemek bu teorinin

esas amaglarindan biridir.

Yaklasim teorisinin esas problemlerinden ikincisi ise yaklagim hizinin

bulunmasi problemidir:

lf -, =a, ve lima, =0
ise bu @ (x)’in f(x)’e yaklasim hizim belirtir. Bu hiz1 bulmak i¢in ¢, ’nin sifira
giden bir baska dizi ile karsilagtirilmasi yeterlidir. Yani; 0<a, < B, ise ve f, de

sifira gidiyorsa (lim £, =0) yukanidaki esitsizlik &, 'nin S, ’den daha hizli sifira

gittigini gosterir. Fonksiyon uzayinda £, ’yi siireklilik modiilii ile de ifade edebiliriz.

Ciinkii f "nin siireklilik modiilii olan @, (f;0), sifira yakinsayan bir fonksiyondur.



X, D kiimesinde tamimli Lebesque anlaminda integrallenebilen fonksiyon

uzay1 olsun. Bu uzaydaki operatorii xe D icin;
J, FOK (x=nydr

biciminde ifade edersek bu operatoriin yaklasim ozellikleri K,(x—¢) (DX D ’de

taniml1) fonksiyonunun 6zelligine baghdir. K cekirdegi integrallenebilir (veya

tiirevlenebilir) oldugunda
[RAGLACEnY
operatoriinii
g0 =] fFOK, (x=0di
seklinde diisiinebiliriz.
Eger yukaridaki integralin diizgiin yakinsaklig1 gosterilebilirse K,

tirevlenebilir oldugunda g fonksiyonu da tiirevlenebilir olur.

g: XY

f 8= 0K ydy = £(f;x)

yani integral operatorleri, X uzayinda olan f fonksiyonunun daha iyi 6zellikleri

olan g fonksiyonuna doniistiiriilebilir.

Teorem 1.1.1. f, [a,b] kapal1 araliginda integrallenebilen fonksiyon olsun. Bu

durumda | f | integrallenebilirdir ve

‘fﬂmwstqu

esitsizligi saglanir.



Teorem 1.1.2. —co < a < b < oo olmak iizere [a,b] araliginda Slgiilebilir ve p >1
icin
b p
[1roo]" dx<eo
Kosulunu saglayan fonksiyonlar uzayma L, (a,b) uzay: denir. Bu uzaylarda norm,

1< p < oo oldugunda

1

11, =([[1r ol )’
ve p =oo iken
||f||p = ess sup|f(x)|

seklinde tanimlanir.

1.2. Siireklilik Modiilii

Tanm 1.2.1. f e L, olmak iizere 0 >0 sayisi i¢in

o, (f:8) =sup[ 1 fOx+1)— f(x)1dx

1<

fonksiyonuna f ’nin L, - sitireklilik modiilii denir.

Tamm 1.2.2. —©<a<h<oo ve 1< p <o olmak lizere f € L,(a,b) ise her § >0
sayisl1 igin

lt11<8

fonksiyonuna f in L, - siireklilik modiilii denir.

L, ve L, siireklilik modiillerinin 6nemli 6zellikleri sunlardir:



1. }siir(}a)Ll(f;d)zo ve %iirga)Lp(fﬁ):O
2. m dogal say1 olmak iizere
@, (f;md) <mm, (f;0) ve @, (f;md) < may, (f;0)
3. Keyfi bir pozitif A reel sayisi icin
@, (f140) < (A+Da, (f:0) ve @ (fiA0)<(A+Dw, (f:6)
dir. Aymt zamanda L, ve L, siireklilik modiilleri negatif olmayan monoton artan

fonksiyonlardir.

1.3. Kaynak Ozetleri

G.Anastassiou,C. Cottin ve H. Gonska, [2] makalesinde, yaklasim fonksiyonu

olan f ’nin siireklilik modiillerini incelemislerdir. G.Anastassiou ve H.Gonska, [3]

makalesinde tek degiskenli 6telemeyi koruyan operatorler i¢in siireklilik modiiliiniin

ozelligini korudugunu gostermislerdir. G. Anastassiou ve G. Gal, [4] kitabinda

kompakt ve R"’de daha genel lineer integral operatorleri ve yukaridaki operatore

benzer yeni genel integral operatorleri incelenmistir.

1.3. Calismanin Amaci

Bu tezde, genellestirilmis singiiler integrallerin yaklasim fonksiyonunun

stireklilik modiilii yardimi ile diizgiin yakinsaklik problemi incelenecektir.



2. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde, lineer pozitif operatorleri kapsayan daha genel integral Operatorler
ve siireklilik modiilii tanimlanacak ve bu genellestirilmis integral operator ile
stireklilik modiili arasindaki iliskiler incelenecektir. Ayrica operatoriin  6zel

durumlarda verilen sonuclari sagladigi da gosterilecektir.

2.1. Otelemeyi Koruyan Integral Operatorleri

<, integral operatorleri, R iizerinde tanimli ve konvoliisyon tipli lineer

pozitif operatorler ve temel integral operatorlerin sonlu lineer kombinasyonu yardimi
ile olusturulsun. Biz bu tezde tamimlanacak genel integral tipli lineer pozitif
operatorlerin birim operatore yakinsadigini, siireklilik modiiliinii korudugunu ve elde
edilecek esitsizliklerin kesin oldugunu gosterecegiz.

X =C,(R), R’de diizgiin siirekli reel degerli fonksiyonlarin sinifi olsun.

C(R), R’de siirekli fonksiyonlarin sinifi olsun. fe€ X igin @,(f;0) <-+e olacak

sekilde ¢ >0 vardir.

{1 ' }kgz pozitif lineer operatorler dizisi xe R, fe€ X icin

L(f:0)=1,(f27 1):x)
veya

L(f32)=1,(f 27 ) %) 2.1.1)



ozelligiyle C(R) *deki fonksiyonlar1 X =C, (R) deki fonksiyonlara
doniistiirdiigiinii kabul edelim. Burada f fonksiyonuna ait ¢ bagimsiz degiskeninin

diger degiskenlerle karismamasi icin nokta ile gosterecegiz. Sabit bir a >0, me N

, nelZ,, reZve fe X icin,
ma+n
sup 11, (fsu)— f(y)Is a)l(f; o j (2.1.2)
i
olsun.

Q. [— a,a] araliginda pozitif reel degerli Lebesque oOlciilebilir ve Vxe R
icin
[p(x—wydu=1 (2.1.3)
Ozelligini saglayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda

T @(u)du =1 (2.14)

oldugu kolayca goriilebilir.

Ornekler:
. I 1).. . .
) ex)=X; () , | = E , 5 icin karakteristik fonksiyondur.
)
1—x , 0<x<1
i) @e(x)=q1+x , —-1<x<0
0 , d.y.

Tg)(u)du =1 = ]S(p(u)du = J.l(p(u)du + jlw(u)du + j o(u)du + ]2 @(u)du



=j‘(1+u)du+j‘(l—u)du

0 1

2

u 2
—(l/l+7)

u
+(I/t—7)

-1 0

=1.

(£} X lizerinde pozitif lineer operatorler dizisi olsun.
k ez p p

2, (f30= [1,(fiu0p(2" x =y
ifadesini goz oniine alalim. Ozel olarak , k =0 icin

2,(f:9)= [l (gt
yazabiliriz. Vxe€ R i¢in

£, (fs0= [1(f;09Q2" x—u)du

= Tlo(f(2_k-);u)(p(2kx— u)du

= £, (f2)2" ),
L (f3x)=4, (fF 272" x)
oldugu goriilebilir.
Tanmm 2.1.1. ae R, f,()=f(+a) olsun. Eger o(f,)=(¢),
otelemeyi koruyan operatordiir denir.
Teorem 2.1.1. Her ke Z , ue R, ave R sabit ve her f e X icin
L(fQ" a2 ) =1,(f27 )2 (u+a))

olsun. Buna gore £, Otelemeyi koruyan operatordiir.

2.1.5)

(2.1.6)

2.1.7)

ise ¢@’ye

(2.1.8)



Ispat.
(£Ly N =[G Hagx—wdu= [ (1, f)x - w)p(u)du

olur.

L (ferayn) =L, (f;0=4, (f,(27)2" %)
=[ L (FQ 4@ 2* x—w)p(u)du

= f: L(f Q27" +a); 2" (x =27 w) p(u)du .

(2.1.8) ifadesini uygularsak

L (ferapn= [ L,(fQF 5@ (=2 u+a))p(u)du

[ 1, 9:2" (x+ @) —u)p(u)du

Ly (f Q2 (x+a) =4, (fix+a).

Yani,

L (f)=C L (e

elde edilir.

Simdi £, operatoriiniin siireklilik modiiliinii korudugunu gosterelim.

Teorem 2.1.2. Herhangi bir f € X , her ue€ R ve herhangi x, ye R icin
1, (fsx—u)=1,(f;y—wISao(f;lx=yl) (2.1.9)
olsun. Buna gére J >0 igin
o,(<£L, f;0)<o(f;0) (2.1.10)

esitsizligi saglanir.

Ispat. (2.1.4) ve (2.1.9) ifadelerini kullanirsak



12, (0= £y (P9l [ Froptr=wdi= [ 1,(F23)p( = wdu

elde edilir. Burada u = x—u ve u = y —u doniisiimii yaparsak

12, (£330 = 2, S =| [ty (Fix=wgtodu= [ 1,02y = wptwdu
<[y (fix—w) =1, (f;y =)l du

SUi(p(u)du)supllo(f;x—u)—lo(f;y—u)l

ueR

<o (filx=yl)
sonucunu elde ederiz. (2.1.7) esitliginden
12, (f;0) = £, (fs)I=lLy (FQR7F)250) — £, (fQ27)2" y)l
So(fQ)2  Ix—y)=o,(f;lx=yl
elde ederiz. Her iki tarafin 0 > 0 i¢in supremumunu alinirsa

sup | £, (fs5x)— L, (f;9)1< sup o (f;lx—=yl)

Ix—yl<& Ix—yl<d

yani @,(<Z, f;0) <@, (f;0) olur.

Teorem 2.1.3. fe X igin (2.1.2) ifadesinin dogru oldugunu kabul edelim. Bu

durumda me N, ne Z k,re Z i¢in

+ 0

m‘””j @.1.11)

| £, (f:x)—f(x)I< a)l(f;sz
esitsizligi vardir.

ispat. ¢ c[—a,a] oldugundan , (2.1.3) ve (2.1.7) ifadelerinden gorebiliriz ki

| £, (fi0-f)l=]£, (fQ 2" 0 - fFQF 2 )]

= U_Z[lo(f(?k Ysu)— f (27525 X)) 2" x —u)du



2k

[0, (@ )~ £ @ )2 3~ w)du

< s G - st o[ et )

k
2¥ x—a<u<2* x+a LA

yani

1<, (fs0)= OIS sup  1L(fQ27 ) - f2QF 2501, (2.1.12)

2% x—a<u<2® x+a

g = f(27")e X alalim. (2.1.12) ifadesi sagdan uygulanirsa

sup 11, (g:u)— g(2" x) I wl(g;m‘;”j

. r
lu—2" xI<a

=sup lgx+h)—gx)l
platn

-

= sup | fQR*  -+h)—fQ2*)I
ok g2t
2

= sup | fQ* +h)—f27)]
|h|<ma+n
2r+k

ma+n

elde edilir. Buradan
| £, (f50-f(0)I< wl(f;—
oldugunu gorebiliriz.

Not: k — o icin £, operatdrii, birim operator olan [ operatoriine yaklasir.



Sonuc¢ 2.1.1. (i) W
X

kismi tiirevi her fe X icin mevcut, xe R ve

ue [—a,a] noktalarinda siirekli olsun. ¢@(u) fonksiyonu u’da siirekli oldugunda

Leibniz kuralin1 (2.1.6)’ya uygularsak
d a
— (4 )@= [ o) (=) @luydu (2.1.13)

elde edilir. Burada (I, f),, x’e gore tiirevi gostermektedir. Vf e X igin (£, f)(x)

tirevlenebilen operatérdiir. Buradan da keZ ve her feX® icin

£, f)x)=L, f(27");2"x) tiirevlenebilen operator oldugunu soyleyebiliriz.

0 (I, f)(x— M) 8i(lof)(x—u)
ox™ ox'

(i) i=1 tamsay1 olsun. kismi tiirevleri her

feX® icin mevcut , xe R ve ue[—a,a] noktalarinda siirekli olsun. ¢(u)

fonksiyonu da u ’da siirekli ise

of)

(4 )x)= j (x—u) @(u)du (2.1.14)

yani £, i-defa tiirevlenebilen bir operatordiir.

() 7, X ( X ikez tiirevlenebilen siirekli fonksiyon uzay1) uzayimm C D(R)
uzayina doniistiiren bir operator olsun. Kolayca goriilebilir ki eger i =21 bir tamsay1

0 (I, f)(x— M) ai(lof)(?C— )
ox™ ox'

kismi turevleri, x ve u

olmak iizere fe X" ise
noktalarinda siireklidir.

Lemma 2.1.1. Eger F(x,u), RX[—a,a] da siirekli ise J‘_a F(x,u)du, x’de

sureklidir.



Sonug¢ 2.1.2. (i) Lemma 2.1.1°den, eger [,, X uzaymdan C"(R) uzayma
doniisiim yapan operator ise ¢ fonksiyonu, [—a,a] araliginda siirekli olmak iizere
£, ’ninde X uzayindan C(R) uzayina doniisiim yapan bir operatér oldugunu
sOyleyebiliriz. (i 20 bir tamsayidir.)

(1) ¢ pozitif ve [— a,a] araliginda sitirekli olsun. Eger i>1 tamsay1 olmak

uzere

-2
ox'
ise
di
— (L, Hx)=0 (2.1.15)
dx'

ifadesi vardir.

(i) @, [-a,a] aralginda siirekli olsun. Eger f© >0 ve baz1 i>1 icin

d—(lw‘;x) >0 ise ke Z icin
dx'
di
—L,(f,x) 20 (2.1.16)
X
oldugu aciktir.

Bu esitsizlikten soyleyebiliriz ki eger [, f artan siirekli bir fonksiyon ve ¢,

[— a, a] araliginda siirekli ise £, f artan ve siirekli fonksiyondur.



2.2. Ornekler

1. (A= [7] e  x—u)du
operatoriinii goz oniine alalim. Burada
t/ wy=2" [ f (P2 -y

dir ve u noktasinda siireklidir. Yani u € R i¢in

L (fsu)= 7:1{ ().

2. B )= | f(zlk](p(z"x—u)du
seklinde taniml1 operatdr icin
L(fsu) =B (fu)= f[zikj

dir.

o

3. (L )0 = [ ef 2" x—u)du

—oo

seklinde taniml1 operator icin
¢! (u)=2"* j::“” F(0)dt
olsun. u € R i¢in
L (fsu)=c] ()
dir.

4, N = [ 7] @p@* x—u)du

operatorii ve ne N, W >0, ue R i¢in

(2.2.17)

(2.2.18)

(2.2.19)

(2.2.20)

(2.2.21)

(2.2.22)

(2.2.23)

(2.2.24)

(2.2.25)



vl (u):=2n:w,f(;—k+ J ] : (2.2.26)

o 2%n
olur. Z;:o W =1 olarak alinirsa
L(fsu)=y] ) (2.2.27)
seklinde yazilir.
(2.2.1), keZ i¢in A, , B, , L,, I, larda bulunan biitiin [, ’lar i¢in
gecerlidir. Biitin A, , B, , L,, I, i¢cin (2.2.7) dogrudur. ke Z i¢in
A (f3x0)= A (f 272" %)
B, (f:x)=B,(f(27):2" %) (2.2.28)
L (f3x)=Ly(f(27):2" %)

L (fs0 =T (f(27):25%).

yazabiliriz. Burada
AMDO=B,DH=L, D=L 1D)=1 (2.2.29)
olduguna dikkat etmeliyiz. Ayrica tim C(R)’lerde tanimlanan yukaridaki ozel

operatorlerin oldugu durumlarda 7, derecesi <n olan polinomlarin sinifi ise
Ar)cr,, Bi(m,)c,

L(z)crx, IN(x,)cx, (2.2.30)

olur.

Teorem 2.2.1. A, , B, , L., I, operatorleri 6telemeyi koruyan operatorlerdir.
Ispat. Burada Sonug 2.1.1’i uygulayalim.

1. A, operatorii icin (@ ¢ift);



L(f0=7] ()= [ fO)p(t - x)dt
= j': FOQ(x—t)dt = j': F(x—Det)dt. (2.2.31)
ae R icin
L(FQ +a2tuy = FQ* @ u-n+a)p@adr
= fw fu+a-2"np@)dt
= [ fe* 2w+ -2 npwd
= [ re 2t u+ a) - hpd
= L,(f2" )2  w+ ).
Burada 7, (2.1.8) ifadesini saglar. Simdi A, operatoriiniin dtelemeyi korudugunu
gosterelim. Yani A, (f(-+@);x) = A, (f;x+ @) oldugunu gosterelim.
A (fC+a)x) =A(fQ7" -+a)2" x)
= [ 2w x—uydu.
u =2" x—u doniisiimiinii uygulayalim.
A (fe+ayx) = [ 2 @ x—u)p(u)du
= [ L, -+ x—u)p(u)du
= rm 1, (F Q27 +a)2" (x = 27" u)@(u)du .
(2.1.8) ifadesinden

A(fCHaxn) = [ L(FQ@H9:25 (x =27 ut @) p(u)du

= [ 1,(f@" 92" (x+ @) —w)p(u)du



= [ 7R (r+ @) —wpudu .
u=2"(x+a)—u doniisiimii yaparsak
A(fCranx) = [ %7 e" (x+a) —u)du
= A (f Q)2 (x+ )

= A (f(+a)x)

olur.

2. B, operatoriinii goz oniine alalim. Burada [, f = f dir.
LR +a)2"u)= fFQ*2"u+a)
= flu+a)
= 1,(fQ )2 u+ra)).
Simdi de B, operatoriiniin 6telemeyi korudugunu gosterelim.
B, (f(+a);x) = By(f2™" -+@);2" x)
= [ fae@* x—u)du
u = 2" x — u doniisiimii uygularsak

B (f(+a)x)= [; f(2k x—u)p(u)du

= [ ,(f@" -+ @2 x—w)p(u)du
olur. (2.1.8)’ i uygulayalim ve 1. 6rnegin ispatindaki islemleri tekrarlayalim.

B, (f(+ayx) =[ 1,(f27*)2" (x+@) —w)pu)du
=[ r@* (x+ @) —wpudu

= j“’m FWeQ* (x + @) —u)du



=B,(f2)2" (x+ @)

=B, (f;x+ ).
3. L, operat0rii i¢in
f x+1
Lfi=cl@=[" fod
dir. Burada

L(F27F +a)2 u) = j;:““ Q™ t+a)dt

fQ ™ Hat

J'zk (u+a)+1

2 (u+a)

=1,(f27)2" (u+ @)
yazilabilir. Simdi L, operatoriiniin 6telemeyi korudugunu gosterelim.

L(fC+a);x)=L,(f27" - +a);2" x)
- f; el (Wyp(2* x —u)du
=[ el @ x—wpturdu

= J:lo(f(Q‘k 4 o) 2" x—uw)o(u)du .

(2.1.8)’ 1 uygulayarak 1. drnekteki islemleri tekrarlarsak
L (f(-+a);x) :Jilo (F2 2" (x + @) — w)p(u)du
=@ (v @) - wpluydu
=E°"of(27k‘) W) @2* (x + @) —u)du

=L,(f (272" (x+ )

=L (f;x+a)



olur.

4. I', operatoriinii goz Oniine alalim.
L(fsm)=Y w fu+dy.
J=0 n
Burada

L,(fQ7"  +a)2"u) :Zn: w fQQ u+ l) +a)
Jj=0 n

n

= wjf(27k(2k(u+0!)+j))

n
=L,(fQ7 )2 u+a)).
Simdi I', operatoriiniin 6telemeyi korudugunu gosterelim.
L (fe+a);x)=T,(f27" -+a);2" x)
= Ji 7/0“(sz ) (u)(o(Zk x—u)du .
u =2"x—u doniisiimii yapilirsa,
L(fC+ayx) =[ 7@ x—wpu)du
= [ 4,(f@" -+ @2 x—w)p(u)du

olur. (2.1.8)’1 ve 1. drnekteki islemleri uygulayalim,
L(fC+ayx) =] 1, (fQ7)2" (x+ @) —w)pu)du
=[ W+ @) —wp)du
=[ 7" we" (x+a) - wdu

=L,(f27 )2 (x+a))

=l (fix+a).



A, , B, , L., I, operatorlerinin siireklilik modiiliinii korudugunu gosterelim.

Teorem 2.2.2. Her fe C,(R) ve her 6 >0 igin,
(A, [:0) <o (f;0), @B, f;0)<e(f;9),

o (L, f;0)2w(f;0), o, f;0)<a((f;0). (2.2.32)
Ispat. Teorem 2.1.1.”i uygulayalim. Once (2.1.9)’u ispatlayalim.

1. A, operatoriinii alalim( @ cif). (2.2.31)'den
1y (Fix=w) =Ly (fy=wl=|[ (=== f—u=)ptords
<[ 1fx—u=-0-fy—u=-nlpwad

<[ o (fl x=yhp)dt

= (f;lx=yl
yazilabilir. Buradan
LA (f3x—u)— A (fsy —u)l

=1 A (fQT2" (x—u)) = A (F 272" (y—u)) |
=‘ [ 2" e (x—wy=v)dv— [ 7] m)e* (y—u)—v)dy|.

v=2(x-u)-v ve v=2"(y—u)—v doniisiimii yapilirsa

LA (fsx—u)— A (f;y—u)l

:‘jj;[’[({@k-) (2k (x _ l/t) _ V) _ T({(Z*k-) (2k (y _ u) _ V)]¢(V)dv

= UZ [, (fFR7 )2  (x—u)—v) =1, (F 272 (v —u) —=v)]p(v)dv




<@ (fQ2 2" 1x—y))

= o (filx=yl)
yazilabilir. Her iki tarafin supremumunu alirsak

sup 1A, (fsx—u)—A, (f;5y—u)l=sup @ (f;lx—yl)

Ix—yl<d Ix—yl<d
yani @, (A, f;0) <, (f;0) olur.
2. B, operatorii i¢in [, f = f oldugunu biliyoruz.
Uy (fsx—uw) =l (fsy—wl=l f(x—u)= f(y—u)l

<o (f;lx=yl

dir. Buradan
| B, (fsx—u)—B,(f;y—u)l
=1 By (f 272" (x—u)) = By (f 272" (y —u)) |

=Ui[f WPQ2* (x=u) =v) = fFPQ2* (y =) = )1y

v=2(x—-u)-v ve v=2"(y—u)—v doniisiimii yapilirsa

B, (fsx—u)—B,(f;y—u)l

:U:,[f(zk (x—u)=v) = (2" (y —u) = v)]p()dv

:‘ﬁ [, (F 72" (x—u)—v) =1, (f 272" (y —u) = v)]p(v)dv

<o (f27)25 1x—y))
= o(f;lx=yl
olur. Her iki tarafin supremumunu alirsak

sup |B, (f;x—u)—B,(f;y—u)l=sup @ (f;lx—yl)

Ix—yl<d Ix—yl<d



yani @, (B, f;0) < @,(f;0) elde edilir.
3. L, operatdriinii alalim.
Uy (fsx—u) =1, (fiy=wl=lef (x=u) = cf (y—u)]

y—u+l
y=

j' fade-[" f(t)dt‘
:‘j:f(w—u +x)dw—J.01f(w—u+ y)dw‘

S.Elf(w—u+x)—f(w—u+y)ldw

<o (filx—yl)

oldugundan
L (fix=uw) =L, (fiy—-uwl
=1L, (f 27" )2  (x—u) - Ly (f 27" )2  (y—u)) |

=‘ [C1ed® " et (e-u) =) =] e (y ~u) - v)ldy.

v=2(x—u)-v ve v=2"(y—u)—v doniisiimii yapilirsa

L, (fsx—u)— L (f;y—ul

:U:o[c({(zk.)(zk (x—u)—v) —C({(H') (2k (y —u)— V)]¢(V)dv

@2 G =y (£ (=) =l

<@ (f2* )2 1x-y))
= o (filx=yl)
elde edilir. Her iki tarafin supremumunu alirsak

sup | L, (fsx—u)— L, (fiy—u)l=sup o (filx—yl)

Ix—yl<d Ix—yl<d



yani @, (L, f;0) < @, (f;0) olur.
4. T', operatdriinii goz Oniine alalim.

1y (fix—u) =1, (fsy—w =yl (x—w) =y (y—u)l

_N eIy ey
_;w‘j(f(x u+n) f(y u+n))
y A N
szowjlf(x u+n) f(y u+n)|

Sa)l(f;lx—yl)zn:wj

= o (f;lx=yl.

Buradan
1T, (fsx—u)=T,(f;y—u)l
=IT,(f 27 )2  (x—u) =T, (f 272" (y —uw)) |
=UZ[75‘“‘) MPR! (x—1) =)= 7 P2t (y—u) = )1y

v=2(x—-u)—-v ve v=2"(y—u)—v doniisiimii yapilirsa

T (fsx—uw) -, (f;y—u)l

= ‘Ji[?’({(zk P2 (x—u)—-v) - 7/({(sz ) (25 (y —u) = v)]@(v)dy

@92 =) =y (£ (=) =l

<@ (f2 )24 x—yl)

= o (filx=yl

olur. Her iki tarafin supremumunu alirsak



sup I, (fsx—u) -0 (fsy—u)l=sup o (f;lx—yl)
Ix—yl<d Ix—yl<d
yani @, (I', ;0) < o,(f;9) elde edilir.
Teorem 2.2.3. f(x)=xe C, (R) oldugu zaman (2.2.32)’deki esitsizlikler kesindir.
Ispat. 1. A, operatoriinii alalim (¢ ¢ift).
AN =[" 7 e2* x—w)du

=[" ¢/ @* x—wyp(u)du

=[" ¢/ @" x—w)p(u)du.

Burada
ol =2"[" fOeQ*t—wdr=2"[" fn)pu—2"1dt

=] rCppu-wdo = [ fCE)ptndo

= 1o
ve

o @ xmn= [ fa= o

olur. Eger f(x)=x alimrsa
o @ xm- 7/ @y = [ 11" - f =" o)

=[ c=ye@do

=x-y

yazilabilir. Buradan



AN@ =AM =] @ @ x=w)-7] 2" y—u)pw)du

=] (e=ptudu
=x-Yy.
Her iki tarafin 0 >0 i¢in supremumunu alirsak

l%l}}zal(Akf)(X)— (A HNI =|§1{£5|x— y = sup. Lf)—=fnl

yani @, (A, (id);0) = w,(id; o) olur.

2. B, operatoriinii ele alalim.

(B f)(x) = jif(zik]ﬂz"x—u)du

—oo

w [ 2k y—
o f( 5 ”jco(u)du

- j f(x —zik](p(u)du .

f(x)=x alarak (2.1.4) ozelligini kullanalim.

(B, f)(x)= (B f)(y) = j“a(f[x —Zij - f(y —Zikj]qp(u)du

= r=npwdu =x-y
yazabiliriz. Her iki tarafin > 0 i¢in supremumunu alirsak

|§HP5|(ka)(x)— (B, /YN =| S}P{y”‘ yl =| %9?6 lf(x)=f(I
yani @, (B, (id);d) = w,(id; o) elde edilir.

3. L, operatorii i¢in;

(L)) =] ¢f e x—u)du



= Ji c,f (2" x— w)Q(u)du

- j ¢/ (2 x—uw)o(u)du

elde ederiz. Burada
27K (u+1) 2k u
ol w=2"[, " fndi=2*| fla+pdr
oldugundan
e/ @ x-w=2[" fu+ x—Z”—k)dt
yazabiliriz. Eger f(x)=x alinirsa
ok
c,{(ka—u)— c,{(2ky—u)=2k.|‘0 (x—y)dt
w2

=(x—y)2 L dt=x—-y

olur ve bdylece

(LAY = (L HD =] (= y)p)du=x-y
elde edilir. Her iki tarafin 6 > 0 i¢in supremumu alinirsa

|§9£5|(ka)(x)_ (L D =|§1{£5|x— y = sup. Lf)—=f(nl

yani @, (L, (id);0) = w,(id;d) elde edilir.

4. T', operatoriinii goz ontine alalim.

esitliginde f(x)=x alinirsa

A= TN = Y, [ (= y)ptudu



=(x- y)(iw,}jico(u)du =x-y

olur. Her iki tarafin > 0 igin supremumu alinirsa

sup (I, f)x) =@ ) I=sup Ix—yl=sup | f(x)—f(y)I

Ix—yl<d Ix—yl<d Ix—yl<d

yani @, (T, (id);d) = w, (id; ) elde edilir.

A, , B, , L, I, operatorlerinin k€ Z i¢in I birim fonksiyona yakinsadigim

gosterelim.

Teorem 2.2.4. ke Z icin

i) 1A (10— F) K wl(f, flj (22.33)
Gi) 1B, (f30)— f(x)I< a)l( fzikj (2.2.34)
Gii) |L, (fix)— f(x) K a)l(f, “”j (2.2.35)
(V) IT,(f30)— f(x) a)l( 7: ";1). (2.2.36)

Ispat. (i) A, operatorii i¢in (@ c¢ift); (2.2.31) ve (2.1.3) ifadelerini kullanirsak

sup 1[,(f,u)— f(y)|= sup

u,yeR u,yeR
lu—yl<a lu—yl<a

[ roew-ndi-[" fpw-nd

< sup [ 1= f ) ptu—nydr

u,yeR
lu—yl<a

<sup [ @y (filt—yDpw—r)dt

u,yeR *°%
lu—yl<a

=o,(f20)|_pu—rdt



=w,(f;2a)
seklinde yazabiliriz.

LA (f30 = F0) 1=l Ay (f27 )25 0 = 27 25 ) |

=‘ [ 2" W@ x—wdu- F@* @ )| 92" x-u)du

=Ui[lo(f(2k Vo) — (2725 x)]1p(2* x —u)du

<

[ U@ g - £ Q)P x— w)du

< sup \lo(f(z"‘-);m—f(z"‘(z"x))\.(j;fa%(z"x—u)duj.

2% x—a<u<2* x+a

g = f(27") dersek

a

ly(g:u) - g(2" ¥)| < @, (¢:20) =) (55

A, (f3x)=f(x)l = sup

lu—2% xl<a

elde edilir.

(i1) B, operatoriinde [,(f,u)= f(u) oldugundan

sup 1oy (f.u) = f(y)1= sup Lfw)—f(y) = (f;a)

elde edilir.

| B, (f30) = f(0) =1 By (f(27 ;2" x) = (27" (2“2 |

= UZ Fw)eR* x—u)du— f27(2* x))EO (2" x —u)du

=U_Z[lo(f(2_k V) — f 2725 X)) 2" x —u)du

k

<[ T (@ ) - £ Q7@ )12 x— )




< sup \lo<f(2"->;u>—f<2k<2kx))\.(ﬁkf}xzkx—u)duj.

2% x—a<u<2* x+a

g = f(27") dersek

B, (f;x)— f(x)| = sup

lu—2% xl<a

ly(g:w) - g2 0| < @ (g;a)=w,(f;2ikj

elde edilir.
(ii1) L, operatorii i¢in;

sup 11,00~ £ ) 1= sup [ Fde= ()

u,yeR u,yeR
lu—yl<a lu-yl<a
u+l i+l
=sup |[" f@yde— [ dr
u,yeR u u
lu—yl<a

< sup [ F@0)- f) e

u,yeR
lu—yl<a

u+1
<sup [ o (f;lt—yhr
u,yeR u
lu—yl<a

< sup [ @(filt+u—yhdi

u,yeR
lu—yl<a

< sup [ @ (fsr+lu-yldr

u,yeR
lu—yl<a

< sup @ (fil+lu—yl)
u,yeR
lu—yl<a

=w(fl+a)
yazabiliriz. Yine Teorem 2.1.2.’yi uygularsak

| L (f30) = f(O) =1L, (f 2725 0) = 27 (2" x|

=UZ C({'(Z”‘.) (u)¢(2k x—u)du— f(sz (Zk x))j:o ¢)(2k x—u)du



=U_Z[lo(f(2_k V) — f (27525 x)e2" x —u)du

ko

<[ Uy (P ) - 27 @ )P )

< sup \l (FQFYu) - £(2° (2%))\([ (2" x— u)duj.

2% x—a<u<2* x+a

g=f(27") dersek
L (fs0) = f) 1= sup ly(gsu) = g(zkx)\<w(g1+a)-w,(f “ztlj

elde edilir.

(iv) T', operatoriinii g6z Oniine alalim.

sup 11,(f,u)— f(y)|= sup Zw f(u+—) f(y)

u,yeR u,yeR |-
lu—yl<a lu—yl<a
= sup Zw flu+ ) f(y)Zw
u,yeR j=0
lu—yl<a

< sup Zw | fu++ ) fl

u,yeR j=0
lu—yl<a

< sup Zwa)(flu+——yl)

u,yeR j=0
lu—yl<a

< sup Zwa)1f +|” yD

u,yeR -0
lu—yl<a J

<Y w)m(fil+a)

=w,(f;a+1)

oldugundan

IT (f50 = f) =T, (fF 272" v = F27 2" x)) |



:U:’ 70f<z*k.) (W)@ x—u)du— f(27* 2" x)).’: P2 x—u)du

=Ui[lo(f(2k Vo) — F (2725 x)1p(2* x —u)du

<|[C Uy (@ ) - £ QPR x - w)du

< sup \lo(f(z"‘-);m—f(z"‘(z"x))\.(j;fa%(z"x—u)duj.

2% x—a<u<2* x+a

g=f(Q27") dersek

IT, (f;x)— f(x)I= sup |[,(g;u)— g x)| < w (g:1+a) :wl(f;a+1j

k
lu—2* xI<a 2

elde edilir.



3. ARASTIRMA BULGULARI

Bu bolim de ikinci boliimde incelenen konvoliisyon tipli lineer pozitif
operatorler oteleme yardimi ile ¢ift indise bagl olarak yeniden tanimlanacaktir. Bu
operatorlerin Otelemeyi korudugu, birime yakinsadigi ve siireklilik modiiliinii
korudugu gosterilecektir. Ayrica genellestirilmis integrallerin yakinsaklik 6zellikleri

n -boyutlu uzayda tekrar incelenecek ve ornekler verilecektir.

3.1. Otelemeyi Koruyan Yiiksek Mertebeli integral Operatorleri

Yaklasim fonksiyonu olan f 'nin karakteristik 6zelligi ile lineer yaklasim
operatorii olan £, (f) operatoriiniin karakteristik Ozelligininin benzer oldugu
gosterilecektir. Ayrica £, (f)'in f’ye yaklasiminin saglanmasi i¢in en uygun
yeter sartlar arastirilacaktir. Ozel olarak bazi yeni ve ¢ok daha genel operatorler
incelenecektir.

Genel scaling tipli fonsiyon ¢ ve basit pozitif lineer operator [, ’y1 iceren
konvoliisyon tipli integral formunda £, ; operatorleri ¢alisilacaktir. Son olarakta

bu tiir operatorlerden ornekler verilecektir.

X =C,(R), R’de diizgiin siirekli reel degerli fonksiyonlarin sinifi olsun.
C(R), R’de sirekli fonksiyonlarin bir smifi olmak ilizere feX i¢in
@,(f :0)<+eo  olacak sekilde pe N, >0 vardir. Burada p.dereceden

suireklilik modiulii



@,(f :0) = sup

0<h<d

a1].

esitligi ile gbz Oniine alinacaktir. Ayrica
P . p
ALS(@0:=2 (D i)
i=0

sonlu ileri farktir. {/ ' }kgz pozitif lineer operatorler dizisi xe R, fe€ X icin

L(fix)=1,(f(27 ) ) (G.1.1)

ozelligiyle C(R) uzaymdan X uzayina doniisiim yapan operator olsun.

Sabit a>0, u,ye R, me N, neZ,, re Z ve fe X i¢in

sup 11, (fu)— F(3) 1€ @, (f; 24

lu—yl<a 2r

) (3.1.2)

olsun. Ayrica ¢ , [-a,a] araliginda pozitif reel degerli fonksiyon ve Lebesque

Olciilebilirdir. Vxe R icin
j(p(x—u)duzl (3.1.3)

seklindedir.

Teorem 3.1.1. /s >0 olmak iizere Vx,ue€ R, pe N, herhangi bir f € X i¢in
(AL, (Frx=w)| < @, (1) (3.1.4)

olsun. Bu durumda V § >0, ke Z igin

B,(4, [:0)<B,(f;:5) (3.1.5)
esitsizligi saglanir.

ispat. p .dereceden sonlu ileri fark tanimindan V ke [0,8], xe R igin

LA (£, (f50)) |=|Zp:(—1)”_’(?}<’o(f;?€+ !
J

J=0



= |Z<—1>P‘f(§j [15(f s+ jh=wyplardu

—oo

| [ (AL (f5x = w)u)dlu]

IA

(190, ( 3 x = ) ptupdu|

IA

@,(f:h)
oldugu aciktir.

L (fi0)=L,(f(27):2 %)
ozelliginden dolay1

1AL (L, (fs0)1=1A7 £, (f(27)250)]

| ﬁ(—l)ﬂ‘{f j £, (fQ@92" (x+ih)|

IA

&,(f 272 )= @, (f3h)
yazilabilir. Yani
AL (L, (f:01S @,(f;3h)

elde ederiz. Bu esitsizlikte her iki tarafin d > 0 i¢in supremumunu alirsak

B,(£, [:0)<B,(f:5)
olur.

Simdi asagidaki yeni operatorii tanimlayahm. ke Z, je N i¢in
£ (f3x)= [ (f324 x = ju) @lu)du (3.1.6)

olsun.

£ (fix)=4,,(f(27):2 ) (3.1.7)



oldugunu gosterelim. Basit hesaplamalarla

£, (f50 = [L(f25x— ju) @udu

= [1,(F@* )2 x= ju) plu)du

= L, (f(27)2" %)
elde ederiz. Yani £, = £, dir.

Teorem 3.1.2. Tim k€ Z , je N, ae€ R sabit, her ue R ve herhangi f € X i¢in
L(f Q™ +a)2 u)=1,(f (272" (u + a)) (3.1.8)

oldugunu kabul edelim. O halde £, ; 6telemeyi koruyan operatordiir.

Ispat . Tanim 2.1.1.’in saglandigin1 gostermemiz gerekir.

L, (fGt+a)x) = oy (fo3X) = '40,,/(][(1(27](');2]()5)
= Tlo( fQ - +a)2" x - ju) @(u)du
= Tlo(f(Tk +00);2" (x =27 ju)) @(u)du.
(3.1.8) ifadesini kullanirsak
L, (ft+a)x) = J.(lo(f(ka-);Zk(x—Tk ju+a)) eu)du
= ].;(lo(f(Z*k');Zk(X+ a)— ju) @(u)du

=L, (fQ )2 x+a) = £, (fix+a)

oldugu goriiliir.



Simdi £, ; i¢in siireklilik modiiliiniin korundugunu gosterelim.
Teorem 3.1.3. ke Z, je N, 6>0 icin
@,L,; (f):;0)<@,(f;0) (3.1.9)
esitsizligi vardir.

Ispat. p .dereceden sonlu ileri fark tanimindan

IAI::( Zo,j(f;x)”:' Z(_l)p_i(?J jo,j(f;X+ih)|

=1 <Z<—1>“(’l.’ jlo<f;x+ih—ju> @(u)du |

—oo =0

< (12, (F3x jup! @Gy

< @,(f;h)
yazilabilir. Bu esitsizlikten
A, £, (fs0)|=1A% 2, (F(27):2" )|
< @,(f2* )24
= @,(f:h)
yazilabilir. 1A} £, (f:x)|S @,(f;h) ifadesinin her iki tarafimn J >0 igin

supremumunu alirsak;

®,(L, [;0)<@,(f;0)
elde edilir. Bu ifade teoremi ispatlar.

Simdi £, ; operatoriiniin yaklagim hizini veren teoremi ifade edelim.



Teorem 3.1.4. fe X ve (3.1.2) ifadesinin dogru oldugunu kabul edelim. m, je N,
neZ,, k,re Z i¢in

mja+n

W, (f;X)—f(x)ISa),(f, S ] (3.1.10)

ispat. ¢ c[—a,a] oldugunundan (3.1.3) esitligi saglanir. Buna gore

12, (f30 = F)1 =14, (fQF)2" 0 - f(0)]

= [l (F@ 92" x = jwypwdu — [ £ (0)p(u)du

= | [ (F@* 932" x = ju) = f (o) p(u)du

= | [t (r@* 2" x= juy = £ 27 2F ) p(a)du

=

< (@92 5= jwy - F7 24 x)pGudu

)

= ﬂlo( FQ 2 x - ju)—f(Z*"(Z"x))\ @(u)du

<sup {[I,(F2 )2 x = juwy = 27 2 )5
uel—-a,al}
yazilabilir. g == f(27*-) olarak tanimlarsak

12, (f;0) = fF0) 1 S sup( Iy (852" x = ju) - g(2" 0)| ; ue[-a,al}

< sup{|lo(g;v)— g(w)|; lv—wl< ja }

mja+n
< (g ]2,

)



sup lg(x+h)—gx)l
Ihl< mja+n

sup If(2_k +h)— f(27%)

= sup IfQR"-+h)—-fQ*
|h|<mja+ﬂ
2m*

mja+n

2r+k )

=w(f;
elde edilir.

Klasik yaklasim teorisinde genellestirilmis Jackson operatoriiniin tanimindaki
diistinceyi kullanarak daha once bahsedilen genel integral operatoriinii asagidaki gibi

genellestirebiliriz. ke Z , ge N icin,

Iy, (f30): —_jZ}( 1’ ( jl (f; ju) P(u)du (3.1.11)
ve

I, (f:%) ::—Tgew@lk (f:2" x— ju) plu)du (3.1.12)
olsun.

L, (fi) == | Z(—l)’(z]lk(fﬂ"x— ju) Pluydu

Jeoj=l

—IZ (=D’ [ Jl (fFQ27)2 x = ju) @(u)du

—eo j=1

= 1y, (fQ27)2" ).

1, (fi0=1,,(f(27);2 ) (3.1.13)

oldugu acgiktir. Ayrica



Io,q(f;x)=—Z(—1)j(j].éoyj(f;x) (3.1.14)

ve

9 ) q
Ik,q(f;x)=—Z(—l)’(jjzk,j (f;x) (3.1.15)
j=1
ifadelerinin dogrulugu kolaylikla gosterilebilir.

Teorem 3.1.5. (3.1.8) ifadesinin dogru oldugunu kabul edelim. 7,  operatorii

Otelemeyi koruyan operatordiir.

Ispat . Tamim 2.1.1.’i kullanirsak

L, (fe+ayx) = - [ Z<—1>"’(3Jlo<f<2" 4025 (x=27 ju)) @u)du

=l

=~ [Y 0] e a2t =27 ju+ @) pludu

S =l J

- [ j I (F Q272  (x+ @) — ju) @(u)du

L,(fix+a)

ve boylece I,  operatoriiniin 6telemeyi koruyan operator oldugu gosterilmis olur.
1, , operatoriiniin siireklilik modiilinii korudugunu asagidaki teorem ile verelim.

Teorem 3.1.6. (3.1.4) ifadesinin dogru oldugunu kabul edelim. ¢ >0,

p,q€ N, ke Z i¢in

B,1,,(f:8) Q' =@, (f:5) (3.1.16)

esitsizligi saglanir.



Ispat . ijl(q):f’ -1 oldugunu biliyoruz. Burada Teorem 3.1.3.°i

J
uygulayacagiz.
q . q
=X =D =1 (3.1.17)
j=1 J
oldugundan
P » p
AL (] = D" L (0
i=0

- i(—l)ﬂ{f j(—i (—Df’@ 2., ()]

= —Z(—D"’@A’z 40, (i) |

< ZLC]IJ‘AFL ‘Zk,j (f’x)|
= Q2 -D|A, 2, (f3%)|

yazilabilir. Her iki tarafin supremumunu alirsak

Sup|AT T, , (f);x < sup (27 —D|A, £, (f3)

0<h<d 0<h<d

yani @,(I, ,(f);0) < 27 =1)d,(f;0) olur. Boylece ispat tamamlanmus olur.

Teorem 3.1.7. fe X ve (3.1.2)’nin dogru oldugunu kabul edelim. ke Z,

g.me N, ne Z, i¢cin

1, (f,0 = fo| <7 —D@(ﬁ%:”j (3.1.18)

esitsizligi saglanir.

ispat. I 1., Operatoriiniin tanimindan



k.q

- ﬁ(—l)f'@ 4., (f0)- (— > (‘D"@Df(x)

=)

J

£ (f30) - Z(—l)’@f(x)

=i< 1>f[q)<zk,<f 0= F(0)

J

yazilabilir. Siireklilik modiilii artan bir fonksiyon oldugundan en biiyiik degerini

q’da alir ve

1, (10— F (0] < 27 —le(f; m;’f:"j

olur.

(3.1.9) ve (3.1.16)’daki esitsizlikler kesindir.
Lemma 3.1.1. Her u,x,yeR ve je N sabiti i¢in

l(ld(2 )2 x = ju) - l(ld(2 N2y —juy=x-y (3.1.19)

yani
Ly (id;x)—,ékyj (id;y)=x—y. (3.1.20)
Ayni zamanda & >0 i¢in
(£, (id);0) = w (id;0) (3.1.21)
dir.  (3.1.9)’deki esitsizlik VxeR , ide Cy(R) olmak iizere f(x):=id(x)=x

fonksiyonu icin p =1 oldugunda kesindir. Yani



I, Gd;x) =1, Gid;y)=x~y (3.1.22)

ve

a)l(lk,q(id);é'):a)l(id;é') (3.1.23)
olur.
Ispat .

£, id;x) = Tlo(id(Z”‘ )2 x = ju) @(u)du

dir. Bu nedenle
L, dix)— £, (idyy)= j(lo (id (272" x = ju) = 1,(id (27 ;2" y — ju) @(u)du

=

= [(x=y) pw)du=x-y

—oco

olur. Her iki tarafin § > 0 i¢in supremumunu alirsak

sup 1£, ;(id;x)—<, ;(id;y)l= sup |x—yl

Ix—yl<& Ix—yl<d

yani @, (£, ; (id);0) = w,(id;0) olur. Ayrica basit hesaplamalarla f(x) = x igin

Ik)q(id;x)—lk)q(id;y)

(_Z(_Dj[j] £, id;x) J—[—Z(—l)j(z)-é’k,j(id;Y) }

- Z(_Dj(jj L, Gid;x)— £ (id; y))

=

(—i(—l)/’@]u—yh -y,

elde ederiz. Her iki tarafin supremumu alinirsa

o (I, ,(id);8) = @,(id;5)



yazilabilir.
Sonuc 3.1.1.
(1) Burada je N i¢in
lo’j(f;x):[; I,(f,x— ju) @(u)du (3.1.24)

Iy f)(x—u)

X

esitligini inceleyelim. Her fe X icin kismi tiirevi mevcut ve

xeR ve ue [— a,a] noktalarinda ¢(u) fonksiyonu siirekli olsun. Leibniz kuralim

(3.1.24) ifadesine uygularsak
d a .
= (Lo, (N = A (o= ju) gy (3.1.25)
elde edilir. (l0 f )X x’e gore tiirevi gostermektedir. Boylece k€ Z i¢in
L (f3x) = £ (f27)25x)
ifadesinde her fe X tiirevlenebilirdir.

i-1 i

(1) i=1 tamsayr olmak iizere F(lof)(x—ju), %(lof)(x— ju) kismi
X X

tirevleri her fe X® icin mevcut ve xe R, wue[-a,a] noktalarinda @(u)

fonksiyonu siireklidir. Leibniz kuralindan

of)

—(4’0,(f))( x)= j (x = ju) p(ae)dlu (3.1.26)

elde ederiz. Yani £, ; i-defa tirevlenebilir bir operatordiir.

(iii) I, , X uzaymdan C"(R) uzayma doniisiim yapan bir operator olsun.

i-1

i >1 bir tamsay1 olmak iizere fe X icin W (Lo f)(x— ju) ve %(lof)(x—ju)
X X

kismi tiirevleri x ve u noktalarinda siireklidir.



(iv) (1) ve (i) deki yorumlar 7 kg operatorleri i¢cin dogrudur. Ciinkii / kg

operatorleri £, ; operatorlerinin bir lineer kombinasyonlaridir.

Sonuc¢ 3.1.2.

(i) Lemma 2.1.1.’den eger [, , X uzayindan C"(R) uzayina doniigiim
yapan operator ise, ¢ fonksiyonu, [— a,a] araliginda siirekli, i >0 bir tamsay1 olmak
iizere £, operatoriiniin, X uzayindan C"(R) uzayma doniisim yapan bir
operator oldugu sdylenebilir.

(i) ¢ pozitif ve [— a,a] araliginda siirekli oldugundan i>1 tamsayr olmak

uzere

d' )
o) ju)=0
dx

dir. Buradan da
d' S
ﬁ( L, (f)x) 20

elde ederiz.

(iii) @, [~a,a] arahginda siirekli olsun. Eger f® >0 ve baz1 i>1 icin

(d—.jzol.(f,x)zo ise ke Z icin

dx' -
di
L2 (f,x) 20
et /

olur.

(iv) Eger [,(f) artan siirekli bir fonksiyon ve ¢ pozitif, [— a,a] araliginda

stirekli ise £, ; artan ve siirekli bir fonksiyondur.



Sonuc 3.1.3.

(i) (3.1.6)’den ke Z igin
T 1 (1,
4k,j(f;x)=Ilk(f,u);¢(;(2 x—u)}du (3.1.27)

oldugu kolayca goriilebilir. (3.1.3)’den de her je N, xe R icin

Tl.(o[l.(x—u)jdu:l (3.1.28)
J \J

—oo

oldugu goriilir. je N igin

. 1 (1
J \J
esitliginden (p;f’ nin destegi [— ja, ja] aralig olur.

@’ye bagli olan £, operatorii ile (oj’ye bagli olan £, operatdriiniin

birbirine esit oldugu aciktir.

3.2. Ornekler

Asagidaki dort oOrnekte [/,’min 6zel durumlarinda, Otelemeyi koruyan

operatorleri gorecegiz. Ayrica bu operatorlerin Bolim 3.1’de ispatladigimiz

teoremleri sagladigin1 gosterecegiz. Burada temel fonksiyonumuz ¢ 2. boliimdeki
gibi olacaktir ve ayrica asagida tamimlayacagimz A, ; operatdrlerinde ¢ ’nin

sartlarina ek olarak ¢ ’nin cift ve siirekli oldugunu kabul edecegiz.

Her bir ke Z , je N i¢in 2. bolimdeki A,, B,, L,, I, operatorlerini

asagidaki gibi tanimlayalim.



@) A (fix) = Tr,{ (2" x — ju)o(u)du (3.2.30)

(if) B, (f3x):= [ B (f.2" x = ju)p(u)du (3.2.31)
(iii) L (f;x)= Tc,{ 2" x— ju)o(u)du (3.2.32)
(iv) L .(f;x)= Ty/,f 2" x — ju)p(u)du . (3.2.33)

A=A, B,=B,,, L, =L,, ve I, =T, dir. Ik olarak (3.1.1) ifadesinin
biitiin /, ’lar i¢in gecerli oldugunu belirtelim. Bu yiizden (2.1.7) 6zelligi, (2.2.27)’de
oldugu gibi 4, ;, B, ;, L, ;, I}, ; icin de gegerlidir. Her k€ Z igin,

A (fix) =4y, (f(27F);2°x)
B, ;(f3x)=B,,;(f(27):2" x) (3.2.34)
L (f3x) =L, (f(27):2" x)
L (fs0 =T (f(27):2" %)

oldugu acgiktir. Ayn1 zamanda ke Z, ge N, xe R icin;

L, (fi0)= —Z(—l)" (;’.)Ak, (%) (3.2.35)
I, (fix)==2 (1)’ [ﬁBk, ;%) (3.2.36)
I{,(fix)==3 (=1’ (C]{)Lk, ;(f5x) (3.2.37)

Ii,(fi2)==3(-D) (j}l‘k,,,»(f ,X) (3.2.38)



ifadelerini tanimlayalim. (3.2.35)-(3.2.38) esitlikleri ile tanimlanan operatorler,

(2.2.27) ve (3.2.34)’de tanimlanan temel ozellikleri saglar.

7, derecesi n veya n den kiiciik olan polinomlarin simifim1 gostermek iizere

yukarida tanimlanan operatorlerden 7, uzayindan 7, uzayina doniisiim yapan lineer

operatorlerdir. Yani
A (T)cr,, B, (z,)c,
L ,(z)crx,, L,,(z)cmr,
ve
I,(zx)cx,, Il(r)cx,
Ii(z)cx,, I, (r)cT,.
Buna ek olarak herhangi bir je N i¢in
A, =B =L D=T, ;(H=1
ve

1,;‘§q (H)= I,fq ()= 1,54 ()= 1,§q =1

dir. Simdi yukaridaki 6zel operatorlerin sagladigr 6zellikleri gosterelim.

Teorem 3.2.1. Kabul edelimki fe X, d>0, pe N, ke Z olsun.
@,(A f;0)<d,(f;0)
@,(B,f;0)<d,(f;0)

@,(L f;0)<@,(f;0)

B, f:6) < B,(f:6).

(3.2.39)

(3.2.40)

(3.241)

(3.2.42)

(3.2.43)

(3.2.44)

(3.2.45)

(3.2.46)



Ispat.

i) 7 =[_fu-npwad

ve
(A r) Yx—u) = Zp:(—l)”_i[l_?)(fg W x—u+ih)
i=0 l
-3 (-1)?"(’?]]“ F(x—u+ih—1)@t)dt
=0 1)
= r [Zp:(—l)pi[f’jf(x—u —r+ih)J(p(t)dt
=\ i=0 l
= [ (& x—u=n)pydr
oldugundan

@z -wl|<([pwar st |, <@,
elde edilir. Teorem 3.1.1.’den (3.2.43)’deki esitsizlik saglanmis olur.
(ii) Burada B,(f,u)= f(u) ve
(A5 By (P =) = (A x| <@, (f3 ).

Teorem 3.1.1°den (3.2.44) esitsizliginin dogru oldugu aciktir.

(i) cf @y=[" r@wde=] fov+u)

dir. Buna ek olarak

S

(N Nr—u) = f(—l)ﬁ"‘( . j@g )+ ih)

i=0 l

- g(—l)”i[p].ﬂf(w+x—u+ih)dw

i



- E(i(-1)ﬂ-"[ﬂf(w+x—u +ih)}dw

- jol((A',; F)w+x—u))dw
oldugundan
(Ahed ) —w)| <|ag £ <@, (.

elde edilir. Teorem 3.1.1.”den de (3.2.45) esitsizligi saglanir.

Gii)  y/ = Zn:wf f(u+£j
/=0 n

ve
Ny (fix—u) =Zp:(—l)”"’(ﬂ7g (x—u+ih)
i=0 l
= Zp:(—l)pi(?j{iw.*f[x—u+ih+£ﬂ
i=0 l it ! n
= Zn:w{zp:(—l)”’{?jf[x—u+£+ihn
J* ! i=0 l n
= Zn:wf*((Aif)(x—u +]—j]
i n
oldugundan

ALy < f\L[Z wj*] <@,(f:h).1
J
elde edilir. Teorem 3.1.1.’den (3.2.46) daki esitsizlik saglanmis olur.

Sonuc¢ 3.2.1.

(1) Teorem 3.2.1.°deki (3.2.43)-(3.2.46) arasindaki esitsizlikler, p =1 oldugu

zaman kesindir. Bu esitlik durumu f(x) =xe C, (R) 'nin oldugu durumlarda vardir.



p>1 oldugunda kesinlik ayn1 fonksiyon tarafindan uygulanir. Yani esitsizligin her

iki tarafi da esittir.
(i) Teorem 2.23.’de A, , B, , L., I, operatorlerinin birim operatore
yakinsadigint  gosterdik. p>1 oldugu varsayimdaki @, hala acik problem

durumundadir.

Teorem 3.2.2. A, ;, B, ;, L, ;, I} ; operatorleri 6telemeyi koruyan operatorlerdir.
Ispat. A, A ;s B, By L Ly, I, I, ; operatorlerini tanimlayan [, operatdri,
biitiin operatorlerde aynidir.
(i) A, ; operatdriinii gbz Oniine alalim( ¢ ¢ift).
L(fi0=7] ()= [ fO)pt—x)dt
= [ fopx-ndr=[" fx-ne)d:.
Teorem 3.1.2.°deki (3.1.9) varsayimim kullanalim. a€ R i¢in
(@ 42" x—juy = [ fQF Q@ x— ju-D+a)p)dt
= rw Fx+a=2"ju—2"*ep(t)dt

= rw fQF 2 (x+a) -2 1o(t)at

= [ retRfw+a - ju—-ewad
=1,(fR7)2" u+a)— ju).
A, ; operatdriiniin A, ;(f(-+a);x) = A, ;(f;x+ @) ifadesini sagladigini gosterelim.

A (fC+axx) =4, (FQ™" +a);2" x)



= J: To”(sz') (u)¢(2kx— ju)du
u=2"x— ju doniisiimii yapalim.
A (Flerarx) = [ 72" x= juypaudu
= [ ,(fQ™* +@)2 x— ju)pu)du
= [ 5,(f@")2" (x+ @) - juypu)du
= [ "R+ ) - juwpuydu.
Tekrar u = 2" (x+ ) — ju doniisiimii yapilirsa
A (Ferarx) = [ 7" et (x+a) - ju)du
= A, (fQ2 (xra)= A (f(+a);x)
olur.
(i) B, ; operatoriinde [, f = f oldugunu biliyoruz. (3.1.9) varsayimini kullanalim.
L(fQ +a)2" x— ju)= FQ* Q2" x— ju)+ @)
= f(x+a—-2"ju)
= fQ 25 (x+ )~ jul)
= L,(fQ )2  (x+a) — ju).
Simdi de B, ; operatoriiniin 6telemeyi korudugunu gosterelim.

Bk,j (fC+a);x) = B(),j (f(zik '+a);2kx)

= fw £, )2 x — ju)du .

u=2"x— ju doniisiimiinii uygulayalim.



B, (ft+axx=[ f,Q2"x— ju)pu)du
= [T 1,(f @+ @2 x— jupu)du
=[ 1,2 92" (r+ @) = jupluydu

=[ FQ*x+a)- jwypuydu.

Tekrar u = 2" (x + @) — ju doniisiimii yapilirsa

B, (f(+ayx) =[_ faeQ* (x+a)- juydu
=B, (fQ )2  (x+a)=B, ,(f;x+@)

olur.

(iii) L, ; operatdriinii ele alalim.

L(fi0=cf =[" f@yr

dir. Burada (3.1.9) varsayimin1 kullanalim.

2% x— ju+

L@ w2 ==, """ f@* + ayar

2k xX—ju

Q" t)dt

J-zk (x+a)— ju+l

2k (xtar)—ju
=L, ()2 (x+a)— ju).
Simdi L, ; operatoriiniin 6telemeyi korudugunu gosterelim.
L (fe+a);x)=L,;(fQ™" -+):2" x)
- j‘: e (Wyp(2* x — ju)du .
u=2"x— ju doniisimii yapalim.

Lo (fe+axn0=] ¢/ Q" x— ju)pu)du



= [ L™+ @2 k= jugtuydu
= [T L (F@ 2" (x4 @) = ju)pGu)du
=[ "R x+ ) - jwp(uydu

Tekrar u =2*(x+a)— ju doniisiimii yaparsak

Lo, (fC+ayn =[ e e (x+a)— juydu

=L, (fQ 2" (x+ @)
=L, ;(f;x+Q)

olur.

(iv) I, ; operatoriinde ise
(Fi= Y w fut).
J'=0 n
Burada (3.1.9) varsayimini kullanirsak
L(fQ™" @2 x—juy=Yw. Q@ x- ju+i)+a)
j'=0 n

ok

L)
n

= iwﬁf(z—"(z"(ﬁ ) — ju+

=1,(f27* )2 (x+ ) — ju)

olur. §imdi I, ; operatoriiniin 6telemeyi korudugunu gosterelim.

Fk,,;(f(""O!);x):[‘Oyj (f(sz ,+a);2kx)

= [ 7 et - juwydu

u=2"x— ju doniisiimii yaparsak



L, (fC+anx) =[ 7 Q@ x = ju)g)du
= [ L,(f@ "+ @2 x— ju)pu)du
=[ 1, 2" (x+ @) - ju)pu)du
- j‘: ¥  (x+ @) - ju)eu)du .
u=2"(x+a)— ju doniisimii yapilirsa
T, (fe+as0=[" 7% e (x+a) - juydu
=T, (fQ7 )2 (x+a))

=T, (fix+a)

olur.

Teorem 3.2.3. fe X, >0, pe N, ke Z icin

() @, (A f;0)<d,(f;5) (3.2.47)
(i) @, (B, ,f:0)<@,(f;0) (3.2.48)
(i) @,(L, f;0)<d,(f;5) (3.2.49)
iv) @, f;0)<@,(f;0) (3.2.50)

elde ederiz.

Ispat. Teorem 3.2.1.’dekinin aynisidir. Burada farkli olarak Teorem 3.1.3’ii

kullamyoruz.

(1) A, ; operatoriinii ele alalm (¢ c¢ift).

&7 (4, ,(f 30| =

Zp:(—l)”i[?JAo,j(f;xHh)
i=0




- Z(_DP—"[i_’ J [ 2 (e (x+ih) = juydu

= ji(i(—l)"‘{f ]z'({ Q2" (x+ih) - ju)]Q(u)du
<[ [are] @t x— julgtudu < &, (f:h)
oldugundan
A5 A (f20] =A%, Ay, (F (270224 0)
<@,(fQ@")2 ) =8, (f:h)

elde edilir. Her iki tarafin ¢ >0 i¢in supremumu alinirsa

B,(A, [36)<B,(f:6)
olur.

(i) B, ; operatoriin de ise

A% (B, , (f30))| =

l

Z(—l)’”‘(p jBo,,,.<f;x+ih>
i=0

=D (p)[; f)e2* (x+ih)— ju)du
i~0

i

= J:{Z(—l) P (fjf@k (x+ih)— ju))¢)(u)du
i=0
<[ | @ = julpturdu < @, (£:h)

oldugundan
‘AZB,W. ( f;x)‘ - ‘A’;kh B, (f(27*)2* x)‘
<@,(fQ*)2" ) =@,(f3h)

elde edilir. Her iki tarafin ¢ >0 i¢in supremumu alinirsa



®,(B, ;f;0)<®,(f;0)
olur.

(ii1) L, ; operatorinii alalim.

l

Zp:(—l)”"'(p]Lo)j(f;x+ih)

A% (L, (f 0] =

- Zp:(_n'ﬁ‘[p J [ el ot (x+ihn) - juydu

i

= ﬁ(i(—l)ﬂ-f[’; Jc({ " (x+ih) - ju)J(p(u)du
<[ [ahed @ x= jwlpodu <, (f:h)
oldugundan
AGL, (F30| = [A%, Lo (F27 025 0)
<@,(fQ* )2 ) =@,(f3h)

elde edilir. Her iki tarafin ¢ >0 i¢in supremumu alinirsa

&,(L,,[:0)<B,(f:5)
olur.

(iv) Iy ; operatoriinii alalim.

Z(—l)’”‘(’.’ jro,,-<f;x+ih>
i=0

A7 (T, (f50)] = l

- Z(—l)ﬂﬂ‘[” J [ 7 p@" (et i)~ juydu

i

| &2 i



<[ a0 @*x— julpdu < @, (f:)
oldugundan
AT, (0| =A% T (F @728 )|

~ “kNAK DY — 25 fe
<®,(fQ1)2"n) =,(f:h).
Her iki tarafin 0 >0 i¢in supremumu alinirsa
@, ;f:0)<,(f;9)

olur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Simdi p >1 oldugunda (3.2.46)-(3.2.49) arasindaki esitsizlikler f(x)=x i¢in

kesindir.
Teorem 3.2.4. (3.2.47)-(3.2.50) arasindaki esitsizlikler, f(x)=xe C,(R) fonksi-
yonu i¢in kesindir. Yani bu esitsizlikler icin esitlik durumu gergeklenir.
Ispat. Teorem 2.2.2.’nin ispatinda sunlar1 gorebiliriz.
rkf (2kx—ju)—rkf(2k y—ju)=x—y
fQEQ = ju) - fQFQ - juy=x~-y

ol @' x—ju)y=c/ 2" y-juy=x~y

W@ x=ju) =yl 2"y = juy=x-y.
Ay id; )= A Gd y) = [ 2] 2" x— juydu— [ 7/ )p2" y— ju)du

= [ 7l @ x— jwewdu— [ 7/ 2" y— ju)pu)du

= [ @ x- jwy -7/ @" y - ju)Jp(u)du
=x-Yy

ifadesinin her iki tarafinin 6 > 0 i¢in supremumu alinirsa



sup | A (id;x)— A, ;(id;y) = sup lx—yl

Ix—yl<& Ix—yl<&

yani @,( A, ; (id);0) = @,(id;0) elde edilir.
By ;(id: )= B, j(ids ) = [ fC 9 5 juydu=[" fCp2" y = jupdu
= [ re* @ x— jwpwdn—[" f* 2" y— ju)paudu

= [T (r@™ @ x—juy - F@*@"y - ju) lp(u)du
=x-Yy
ifadesinin her iki tarafinin 6 > 0 i¢in supremumu alinirsa
sup | B,.;(id;x)— B, ;(id;y)|= sup lx—yl
Ix—yl<d ’ Ix—yl<o
yani @,( B, ;(id);0) = @d,(id;0) olur.
- 7. - 7. _ [ .7 k . < f k .
L, ;Gd;x)—L, ;(id;y) = J‘_mck w)p(2" x— ju)du — .L,Ck w)p(2" y— ju)du
=" el @ x= jwypluydu—[ ¢ @y juyp(u)du
- ( ok ; £k ; )(p
= L i 2" x—ju)y—c; 2%y — ju) pp(u)du
=x-Yy
ifadesinin her iki tarafinin 6 > 0 i¢in supremumu alinirsa
sup | L, ;(id;x)— L, ;(id;y)l= sup lx—yl
Ix—yl<é ’ ’ Ix—yl<8
yani @,( L, ; (id);0) =@, (id;d) olur.
r . 7. . 7. N R k . < f k .
i) =T, (d:y) = [yl e x— jwydu— [y 2" y— ju)du

= [ 7 @ x- jwedu= [ 7/ @ y= juypGudu

= [T @ x= jwy -7 @* y = jw)prdu



=x-y
ifadesinin her iki tarafinin 0 > 0 i¢in supremumu alinirsa
IxS};IIS)JI UGd;x)-T ;Gd;y) = |x§l;£5 lx—yl
yani @,( T, ; (id);0) = @,(id;0) olur.

Ornek verdigimiz bu dperatorlerin j -ler igin yakinsakligimi inceleyelim.

Teorem 3.2.5. fe X, ke Z, je Nolsun. Burada

0 A, o-ro)< a)l( szalj (3.2.51)
() |B,(f0)—f(0)|< a)l[ ] (3.2.52)
(iif) ‘Lk’j(f,x)—f(x)‘sa)l(f,Ja-Hj (3.2.53)
(iv) ‘Fk’j(f,x)—f(x)‘éa)l(f,Ja-Hj (3.2.54)

Ispat. . (i) A, ; operatdriinii ele alahm( ¢ ¢ift).

sup 1o (f,u)—=f(y)I= sup

u,yeR u,yeR
lu—yl<a lu—yl<a

[ r0gt=ndt-[" fnpu-nai

< sup [ 1= f ) ptu—nydr

u,yeR
lu—yl<a

< supj @, (fi1t =y Dou—1)dt

u,yeR
lu—yl<a

=, (f20)| pu-ndi=w,(f;2a)
seklinde yazabiliriz.

| A (F10) = fO1=1 Ay (F 27250 = F27 (25 2))



:U:o 7l e  x— juydu— £ 27 Q)| @2 x— ju)du

=U°;[lo(f(2k Yu)— fFQRF QR xNIP2* x — ju)du

= L“]][lo (fFQ"yu) = FRF 21 x)Ip2" x ~ ju)du

< sup \lo<f<2k->;u>—f<2k<2kx>>\.(j;fjf¢<2kx—ju)duj

2k x—jaSuSZk x+ja

oldugundan g == f(27*) diyelim,

| A (f30~ f(x)] = sup

lu—2" xI< ja

I (g:u) ~ §(2" )

_Ja

S (g:2ja)=a,(f; =

olur.

(i) B, ; operatoriinde [,(f,u)= f(u) oldugunu biliyoruz.

sup o (f,u)=f = sup | fu)=f(y)=ao(f;a)

u,yeR u,yeR
lu—yl<a lu—yl<a
olur.

|B, (f;x)— f(x) =1 B, (27 )2 x)— F27* 2" X))

:U_Z Fa@* x— juydu— 27 @5 0| @2 x— ju)du

[ e - e @ e’ x- jud

= L“]][lo (fFQ"yuw) = FRF 21 x)Ip2" x~ ju)du

< sup ‘lo(f(Zk-);u)—f(Zk(ZkX))\-U;k:Za(P(ka—ju)du)-

2k x—jaSuSZk x4+ ja

g = f(™*) dersek



1B, (fi0)=f)I= sup l,(g:u)~g(2" x| < a)l(g;ja)=a)1(f;é_?]
Iu—ZkXISja

olur.

(iii) L, ;operatoriinde ise

sup 11,(f,u)— f(y)1= sup

[ rwar=r )

u,yeR u,yeR
lu—yl<a lu=yl<a
utl U+l
=sup |[" f@yde— [ dr
u,yeR %4 u
lu—yl<a

<sup [T1F@0)-Fo)1ar

u,yeR u
lu-yl<a

<swp ["a(file-yhar

u,yeR u
lu-yl<a

< sup j;wl(f;lt+u—yl)dt

u,yeR
lu—yl<a

< sup j;wl(f;t+lu—yl)dt

u,yeR
lu—yl<a

< sup @ (fil+lu—yl)
u,yeR
lu—yl<a

=, (f:l+a)
olur.

L, (f3x)— f() =1L, (f2 7250 - FQ* 2" x|

:U_Z e e  x— juydu— 27 Q)| @2 x— judu

=Ui[lo(f(2k Yu)— fFQRF QR xNIP2* x — ju)du




<J.22: 'l(f(Z Yu)— fF27F 25 x)]@p2* x — ju)du

< sup L (F@F R - £ 2 (2%)\([ "ot x- mdu).

2k x—jaSuSZk x+ja

g = f(2"k-) dersek

2k
lu—2" xI< ja

L, (0= 1= sup (g0~ g(2" 0| < @, (gl + ja) = w(fﬂj
olur.

(iv) I', operatoriinii géz Oniine alalim.

sup 11,(f,u)— f(y)|= sup

u,yeR u,yeR
lu—yl<a lu—yl<a

S, f<u+—> )

Jj=0

= sup

S fut ) f(y)Zw

u,yeR j=0

lu-yl<a

< sup Yw, | fut ) fl

u,yeR =0
lu—yl<a

< sup Zwa)(flu+——yl)

u,yeR =0
lu—yl<a

< sup Zw o (f; +|u—y|)

u,yeR =0
lu—yl<a

S(Zn:wj)a)l(f;na)
j=0

=, (f;a+1)

olur. Burada

1T, (f30— f) =T, (f2 7250 — F2 7 (2" x) |



:UZ i et x— juydu— £ Q* )| p(2F x— juydu

=Ui[lo<f Q) — £ Q2 )P x — ju)du

<

.[22: [l (f(2 Ju)— f(2° (sz))]¢(2kx ju)du

< sup o [L(FQF - £ <2kx>>\(j “p2* x- mduj

2k x—jaSuSZk x+ja

g = f(27") dersek

1L, (30— f()l = sup ‘l (g;u)— g2 x)| S w (g:l+ ja) = Col(f _]a+1)

k 2k
lu—2" xI< ja

olur.
Sonuc 3.2.2.

(i) Teorem 3.2.2.°a gore (3.2.35)-(3.2.38)’deki I,'.I; .I;, .1, operatrleri

k,g®> " k,q° " k,q°

otelemeyi koruyan operatorlerdir.

(ii) Teorem 3.2.3. ve (3.2.35)-(3.2.38)’den p,ge N, ke Z, fe X, 6>0i¢in

&, (I, (£):8) <" =@, (f;9) (3.2.55)
&, (f);0) <" =Dd,(f;5) (3.2.56)
B, 1L, (f):0) < Q2! =D, (f:6) (3.2.57)
&, (1L, (f):0) < Q2" =Dd,(f:0) (3.2.58)

elde ederiz. p>1 oldugunda (3.2.55)-(3.2.58) arasindaki esitsizlikler

f(x)=xe C,(R) i¢in kesindir.

(i) (3.2.35)-(3.2.38) arasindaki esitlikler kullanilarak Teorem 3.2.4. ve

Teorem 3.1.7.’den



12, (F.0) - F (0| <7 =Day| £ qaj (3.2.59)

[
[1E,(f 2~ f<x>\<<2q—1>wl[f,‘§—“j (3.2.60)
0= rofs @ - 7141 (3261)
1L, (F - | <@ - 1>wl(f,q”;“j (3.2.62)

ifadeleri ispatlanir.

Sonug 3.2.3. Sonug 3.1.2.’ye gére ¢ pozitif ve [~a,a] arahginda siirekli olsun.

fe X', i>0 tamsay1 olsun.

(D) f“ , f’nin i- defa tiirevlenebilir oldugunu gostermektedir. Eger
P >0 ise,
(D
i (= juy= [ foe= ju—ne)dr
den

d' () (x— ju))

" j FO%x= ju—tet)dt 20

ifadesini elde ederiz. Buradan (4, ;f)"”(x) 20 olur.
(2) ke Z i¢in
_ [ J
(B f)(x) = j_af(x—§”j¢(“)d”

esitliginden (B, ;f ) (x) =0 ifadesini elde ederiz.



3)
cl (x—ju)= J.x___juﬂf(t)dt = j;f(w+ X— ju)du
den

d'(cf (x=ju)
dx’' B

ifadesi elde edilir ki buda (L, ;f YO(x) =0 oldugunu gosterir.
4)
n

vl (x— ju) = ZWj*f[x—ju+ J ]
j'=0

dan

d'(p (x=ju) 5
dx' B

elde edilirki yine (I, f)"”(x)20 oldugunu gosterir.

(II) Yukaridan su sonucu ¢ikarabiliriz. Eger f >0 ise herhangi ke Z,

jeNigin (A, /)" 20, B ,)"20, (L f)"=20, (T, /)20 olur.

3.3. Otelemeyi Koruyan Cok Degiskenli integral Operatorleri

fe X =C,(R") olsun. Bu durumda her £ >0 igin en az bir & >0 bulunur ki
||x— y|| < § sartini saglayan x,ye R? icin |f(x) - f(y)| <é& vardir. fe X i¢in f

fonksiyonunun birinci dereceden siireklilik modiiliinii

, 0>0

, R“ tizerinde normdur.

esitligi ile tanimlayalim. Burada




{lk }k , Dozitif lineer operatorler dizisi, her xe R’ ve fe X icin,

L(f3x)=1,(f (27 )) (3.3.1)
ozelligi ile C(R?) uzaymdan X uzayina doniisiim yapan operatdr olsun.
Sabitbir a>0, fe X, me N, neZ,, reZ icin
ma+n
sup |lo(f;u)—f(y)|30)1,m[f; o j (3.3.2)
u,yeRd
Ju=y[. <a

vardir.

@ fonksiyonu, a, >0 icin @c X’ —ai,ai] araliginda reel degiskenli

fonksiyon olsun. ¢, pozitif ve Lebesque olciilebilir olsun. Biitiin (x,,...,x,)€ R’

icin
[T o —uxy =ty ey —u) - dt, sy, =1 (3.3.3)
d—kez
ifadesi saglanir. Buradan
(3.34)

[T ety du, - duy .du, =1
d—kez
yazabiliriz.
Ornek. (1) i=1,...,d ic¢in karakteristik fonksiyon

1, xe

1 lj
¢ x)=X | ()= 272
N P

2°2

d
ifadesini, her x:=(x,,....x,)€ R i¢in 9" (x):=]]¢.(x,) seklinde tammlayabiliriz.

i=1

d
! ,l} , @ pozitif ve lebesque dl¢iilebilirdir. Buradan



Jof T =i, =YT([ 05 = ) =1
i=1

i=1
oldugunu gorebiliriz. Yani her xe R igin

[¢ (x—wdu=1.
Rzl

(1) i=1,...,d i¢in

I+x, —-1<x <0
I-x,, 0<x <1

@i (x;) ::{

d
ifadesini [— l,l]d araliginda her (x,,...,x,)e€ R’ icin @(x,,x,,...,x,) = H¢i (x,)=0

i=1

seklinde tanimlariz.

[ [ B0 =ttty —ty)-dtydit, = [ T T 018~ 0t
i=1

= qu)l (x, —ui)dui)d =1.

4 . X iizerinde pozitif operatorler olsun. Her (x,....,x,)e R? icin
{< Yiez p p 1 d ¢

L (fix),00x,) = J‘_:J._:...J._:(lkf)(ul,...,ud Y2 x, —uy,.2" x, —u,) - du,..du,
(3.3.5)

ifadesini tanimlayalim. Ozel olarak; her (X500 xy) € R icin

Ly (3% X)) = [l st YO8, =1 X —10,)-dty..dt, (3.3.6)

seklinde yazilabilir. (3.3.1) ifadesini kullanarak biitiin xe R? icin
L (fsx)= L, (fQ27")2" %) (3.3.7)

yazabiliriz.



Tamm 3.3.1. @e R’ igin f,()=f(+@) ve ¢ bir operatésr olsun. Eger

o(f,)=(df), 1se ¢ ye dtelemeyi koruyan operatordiir denir.

Teorem 3.3.1. Her ke Z , sabit @€ R, her ue R ve herhangi fe X icin
L(FR* +a)2"u)=1,(f 272  (u+ ) (3.3.8)
olsun. O halde £, otelemeyi koruyan operatordiir.
Ispat.
(£, )xpx,)= j_:j_:...j_:(lof)(ul,...,ud YO(xX, —U,,.... X, —U, ) du,..du,
=[P =ty =10 )Pty ) - .l
icin (3.3.7) kullanarak
L (feray)=L, (f;0=4, (f,(27);2"x)

= [ L@ +@)2t x—wp(u)du

= [ 1(F@* a2t (-2 u) gt
yazabiliriz. (3.3.8) ifadesini kullanirsak

L (feranx) = [ 1,(fQ792" (=27 ut a)pu)du

= [ L (FQFI2" (x+ @) —w)p(u)du

L, (f Q72 x+ )
=<4, (fix+a).

Yani £, (f,)=(<£ ,(f)), di.

Asagidaki teoremde £, operatorleri ile siireklilik modiiliiniin korunumu

ozelligi verilecektir.



Teorem 3.3.2. Biitiin u e R, herhangi x,ye R’ ve herhangi bir f € X icin kabul
edelim ki

L (Fix—w) =1, (fry—w)| < @, (Fi]x =) (3.3.9)
olsun. Buradan herhangi o >0 igin

o (£, f:0)<w(f;0) (3.3.10)

esitsizligi saglanir.

Ispat. £, (f:;x) operatoriiniin tanimindan

| 2y (F;0)= £y (9= | (Fi0etc=wydu = [ 1,(f53)9(y = u)du

= U L (frx=w)@)du = 1,(f:y=u)pu)du
<[ o)1, (Frx—w) =1, (f5y—u) du
SURd (p(u)dujsug 1y (fix =) =1y (f1y—u)|

Swl(f;

x=y)-
(3.3.7)’yi kullanirsak
| £, (f50)= L, (FsnI=] £y (FQRT)25 0= £, (fF27)2° »)!
<o (fQ )25 1x=y))

=o(fi;lx=yl)

yazabiliriz. Her iki tarafin d > 0 i¢in supremumunu alirsak

sup 14, (f;x)— £, (finI< sup o (fs]x—y)
X, e R¢ X, e R¢
[+2y|<6 [+2y|<6

yani @, ( £, f;0) < w,(f;0) olur.

d =1 oldugunda biitiin # € Rigin



2, (f0=[ L (fr09Q x—udu.

L(fsu)=1,(f27")su)
oldugunu biliyoruz.
Sonug 3.3.1. Biitiin u,x,ye R i¢in

L,Gd (272"  x—u) = 1,(id (27" )2 y—u)=x—y
olsun. Buradan biitiin x, y€ R icin

L, (id;x)— £, (id;y)=x—y
yani herhangi 6 >0, biitiin x€ R ic¢in id(x) = x oldugunda
w,( <L, (id);0) = w,(id;J)

vardir. (3.3.10) esitsizligi d =1 oldugu durumda kesindir.

ispat.
£, (Fi0= [ L(f0)pQ" x—u)du
= [TL(F@* 02" ¥~ wydu
= [TL(F@* 92" s —wp(udu
oldugundan

2, (fi0-2, (= I (F @ 92 x=w) = 1,(£ 292" y ~w)lptu)du

yazabiliriz. f(x)= x icin
£, (idx)= £, (id;y) = [ (x= y)pQu)du

= (x=»)[_pluydu = x-y

buluruz. Her iki tarafin d > 0 igin supremumunu alirsak



sup | £, (id;x)— £, (id;y)| = sup |x—y|
x,yeRd x,yeRd
lx=yl<s lx=yl<s

yani @, ( £, (id);0) = w,(id;J) olur.

Sonuc¢ 3.3.2. d >2 oldugunda i€ {l,...,d} icin pr.:RY > (xl,...,xd)—> X, € R, i nci
koordinattaki izdiisiimii gostersin. Biitiin x, y,u € R ve en az bir i icin
L(pr, 272" x—w) =1y (pr, 272" y—w) = x, — y,
oldugunu kabul edelim. 6 >0 igin
o, ( £, pr;6) =@ (pr;d)

ifadesinden (3.3.10) esitsizligi d > 2 icin kesindir.

Ispat. pr., R? uzayinda diizgiin siirekli fonksiyondur. Bununla birlikte (3.3.4)’ii

kullanarak

2, (pran) = 2, (prioy) = [l (pr @7 924 x=u) =1, (pr, 292" y =) lpu)du

Rd

=[x, = y)@@)du = x, - y,

seklinde yazabiliriz. Yani
| £, (prisx) =L, (pri;y)1=lx; = y,|= pri(x) = pr,(y)
olur. Bu ifadenin her iki tarafinin d > 0 i¢in supremumu alinirsa

sup | £, (priix)—£, (pri;y) 1= sup |pr.(x)— pr.(y)|
x,yeRd x,yeR"
= [x=y[<s

yani @, ( £, pr;;0)=a(pr; ) olur.

Teorem 3.33. fe X, meN, neZ,, k,re Z ve a=max(q;), i=1,..,n i¢gin

(3.3.2) onermesi dogru olsun. Bu durumda



£, (f;0)— f(0)I< a)l,m[f;— (3.3.11)
dir.
ispat. QCc H; [— a[,ai] aralifinda olsun. (3.3.7) ve (3.3.3) ifadelerini kullanalim.

| £, (f50-f)E £,(f 27250~ fF2F 2" 0l

[1(f @ 0@t x—wdu— [ f27* 2 )" x—w)du

[lhr@ g - r@* @ ket x - uydu

,,,,,

< sup |l (FQF ) - FRF 2 ) [ Lz [o2" x—uydu.

uefl[Zk X;—a; ,21‘ xi+ai]
(3.3.3) kullanirsak

| £, (fs0)=f(0)I< sup [l (F2F i) - F27H (24 ) (3.3.12)

ueﬁ[Zk X;—a; ,2k xi+ai]
ifadesi saglamir. g := f(27°)e X ve y, =2"x, alirsak (3.3.12)’ nin sag tarafi

sup L (F@ )= fRFQ@ ) = sup [l (FQF ) - £ 25 )

her  ueR* her ueR?
u—2k xeﬁ[—a, ,ai] ‘M,-—Zk x,‘Sai
< s (@ R - F2 2 )

her ueR?

"4,‘ 2k xi‘Smaxizl q(a;)=.a

= sup |l,(g;u)—g(y)|

Ju-<a

= sup [l,(g:u) —g(y)

Ju-lsa



+
Swl,oo(g; mc;r n]

ma-+n
Zwlvw(f; 2k+r j

yazilabilir. Yani

| <, (f:0)=f(0)] Swl,m(f;—

Sonu¢ 3.3.3 (0,A, ) 6lgti uzayr olsun. U, d 21 igin R? uzaymn agik bir alt
kiimesi ve f:UXO — R fonksiyonu asagidaki Ozelliklere sahip bir fonksiyon
olsun.

(a) Tim xe U i¢cin w — f(x,®), p - integrallenebilir.

(b) w — f(x,w)’in x,’ye gore U 'nun her bir noktasi i¢in kismi tiirevi alinabilir.

(c) Tim (x,w)e UXO i¢in ‘si (x,w)
Z X,

< h(w) olacak sekilde O’da h=>0

saglayan bir u -integrallenebilen fonksiyon vardir.

Bundan sonra ¢ fonksiyonu U kiimesinde
P =[ fxoudo)

olarak tamimlanir. Bu fonksiyonun tiim U ’larda x,’ye gore kismi tiirevi alinabilir.

M -integrallenebilen ise

of

a)aa—Xi(x,a))

doniisiimii yapilabilir ve her xe U i¢in



g—zm -], aa—f;u, o) u(do)
yazilabilir.
Sonu¢ 3.3.4 (1) ¢’nin smurl oldugunu kabul edelim. (0,A, 1) =(X 4 [— ai,ai],
o - lebesque Olciilebilir alt kiimelerinin alani1) nin 6l¢iim alan1 oldugunu diistinelim.
W ’nin R?’nin icinde bir bolim oldugunu ve (x,,...,x,) nin (W) =W°:=U ’nun
icinde bir nokta olsun.
f(xl,...,xd UGty ) = X — Uy Xy — Uy e Xy — Uy )P(Uy ..U ,)
dir.
(a) Elde ettigimiz fonksiyon

Yy sestty) =y )X, =y Xy — Uy Xy — U, )PUy .U y)

tim (x,,...,x,)€ U ig¢in lebesque integrali alinabilendir.

(b) Axyseexy) = A, (x) = U X, =1y, Xy — Uy ey Xy — U, )P(U .Uty
fonksiyonu i€ {l,...,d} icin x,’ye gore R’ iizerinde kismi tiirevi alinabilir. Burada

%lo (f,x,,....,x,;) oldugu kabul edilmistir.

(©) ailo( f.x,s...x,) ifadesinin siirekli oldugunu kabul edelim. Tim
xi

(xu) e UxX/, [—ai,ai] i¢in

&
ox,

(X,M)‘ :‘ailo(f,x—u)-q)(u) <M -o(u)
X

vardir ve



< 400

°°>W><Xid:| [_ai »d; ]

M = Hilo(f,x—u)
ox,

olarak tanimlanir. ¢ smirl oldugundan M - @(u) lebesque integrali alinabilen bir

fonksiyondur. Bundan dolay1 dogal olarak Sonug 3.3.3.’den

9

Ehjl“j}@=[i“[1 gigpﬂx—uy¢wym (3.3.13)

X

i

elde edilir. Bunun icin ¢ smirh ve i€ {l..,d} icin ail0 (f,x) ifadesinin siirekli
X .

1

oldugunu kabul edersek ai £, (f,x) vardir.
X .

1

(2) (1) de oldugu gibi ¢ sirl, ailo( f,x) kismi tiirevi mevcut ve
X .

l

ie{l..,d}de siirekli oldugunu kabul edersek £ . (f,x) operatoriiniin kismi

tiirevlerinin varlig arastirilacaktir. Burada (0, A, ) 6l¢ii uzayim yine (1) de oldugu

gibi secersek,

9

f(x,u) = ox

Ly(fsx—u) o(u)

olur.

(a) ail0 (f,x—u) kismi tiirevi, xe U ve u noktalarinda siirekli olsun. O halde
X.

0
yw) =—I1,(f.x—u) @u)
ox,
integrallenebilendir.

9

(b) Ay =2, ()=
'xi

Ly (f,x—u)-p(u)



fonksiyonunun  x;’ye gore R“’nin her bir noktasinda je{l...d} icin

az
axaxj

l

[,(f,x) kismi tiirevi siirekli olsun. O halde

|8f(x,u)|=| 9’
‘ ox; ‘ \ax,.axj

L(f, x—w)@w)| <M - pu),

yazilabilir. Burada

a 2
o, 0x ;

lo(f’x_u)

< +oo

vaXX:'d:I [_ai 54 ]

M*:=H

olarak tammlanir. M~ - @(u) integrali alinabilen bir fonksiyondur. Sonug 3.3.3.’den

az
olx;0x;;

az
olx;0x ;

2,(f,%) =jj I,(f.x—u)- @(u)du (3.3.14)

2
elde edebiliriz. Bu yiizden @ smurly, i, je {l....,d} icin %lo (f,x) mevcut ve
X.0X .
J

2
stirekli oldugunu kabul edersek FE Z,(f,x) vardir. Buradan asagidaki sonuca
x;0x

varabiliriz.
Teorem 3.3.4. ¢ nin smurl ve i,.i, €{l,...d} , i,<..<i, ve j.,..j,€Z,

oldugunu kabul edelim. pzzi:] Jr olsun ve [; operatoriniin kendi iginde

oSt i
C”(R") ’ye doniistiigiinii kabul edelim. ( Yani; %lo (f,x) vardir ve tim
X' ...0x; !

ik

xe R’ icin siireklidir.) Buradan

azﬁ: j7 a aq
ax/] ‘ alxI;k ‘40 (f, X) - .[—al '“.[a[,

L Ik

azzzl j/?

J J
ox;"...ox;"

Ly(f,x—u) - @(u)du (3.3.15)



822:1 jl?

x/...0x]"
1 Uk

vardir. Bu yiizden £, (f,x) vardir.

Sonug 3.3.5. Eger, her xe R i¢in

822:1 jl?

axl:f‘ ..0x ] Lh(f.x)20
oldugunu kabul edersek
(_;%:’t—_a')‘:; Z,(f,x)=0
ve
;?’i—:a‘i’; Z,(f.,x)20
vardir.

3.4. Ornekler

Asagida [, yardimiyla verilen ¢ok degiskenli integral operatorlerin yer aldig:

dort ornek verilecektir. Bolim 3.3 de gecen teorilerin bu operatorler tarafindan tam

olarak dogrulandigi gosterilecektir. ¢ temel fonksiyonu Bolim 3.3 deki gibi

olacaktir. Ek olarak ¢ siirekli ve c¢ift fonksiyon kabul edilecektir. Ozel ¢ok

degiskenli operatorlerin 6zelikleri Bolim 3.3 deki genel ¢ok degiskenli ke Z igin

£, operatorlerinin 6zeliklerinin sirasina gore verilecektir. Ilk olarak her bir ke Z

icin cok degiskenli operatorleri tanimlayalim.



1. AP =], 7/ @) 92" x—u)du

operatoriinii alalim. Burada
o/ )=2"" [ fF()p2 t—udt
Rd

olarak tanimlanir. Yani V u € R i¢in

L(fsw)=1] ).

2. (B, )(x)= [ f(;—k]go(z"x—u)du
Seklinde tanimli operatdr icin
L(fiu)= f(zlkj

olur.

3. (L)) = [ ef e2* x—u)du

R

olarak alinirsa
) 27K (u;+1)
¢/ (u) =24 jL F(o)dt
olur. Burada V u € R icin

L (fu)=c] (u)

olur.

4, TN = [ 7] @2 x—u)du

,,,,,,,

A=0 " j4=0

(3.4.20)

(3.4.21)

(3.4.22)

(3.4.23)

(3.4.24)

(3.4.25)

(3.4.26)

(3.4.27)

(3.4.28)



v/ = ZZWJ ,,,,,, . -f(;t—}{+ 2,;’:1” Z—;j+ 2{:‘;’1‘1} (3.4.29)
dir. Burada
L(fsw)=y] () (3.4.30)
dir.

(3.3.1) ifadesi ke Z igin biitiin [/, ’lar icin gecerlidir ((3.4.22), (3.4.24),
(3.4.27) ve (3.4.30) icin gecerlidir). (3.3.7) esitligi biitin A,, B,, L., I, i¢in
dogrudur. Yani, V ke Z, V xe R? igin

A (f30)= A (f(27):2" %)

B, (f;x)=B,(f27);2" )

(3.4.31)
L(f:x)=L,(f(27)2"x)
L. (f:0)=T,(f(27):2" »)
yazilabilir. Ayrica
AD=B,0)=L NH=T,1)=1 (3.4.32)

oldugu aciktir.

Teorem 3.4.1. A, , B, , L,, I, operatorleri 6telemeyi koruyan operatorlerdir.

Ispat. Her bir operatoriin telemeyi korudugunu gostermek igin her ke Z, ae R’

sabit, her u € R, herhangi f € X icin
L(fQ* 42 u)=1,(f 27" )2  (u+ )

oldugunu kabul edecegiz.



1. A, operatbriinii alahm (¢ Gift).
L(f:x)=7] (0= [, fO@—x)di
= de FO@(x—t)dt = de fx=te@)dt.  (3.432)
seklinde yazabiliriz. @€ R? igin
L(fQF 42" u) = [, fQFQ u=-0)+@)pn)di
= [, futa-2"ng(wdr
= de R 25w+ a)-2"*Do@)dt
= [, re 2w+ @) - pwydr

=L, (f2" )2 u+a))
yazilabilir. Burada 7/, (3.3.8) ifadesini saglar. Simdi A, operatériiniin 6telemeyi

korudugunu gosterelim.

AfCHayx)=A(f2 " +a)2 %)
= J'Rd Toa(ﬂ ) (u)(o(2k x—u)du.
u =2"x—u doniisiimii yaparsak

A(fC+ayx) = [ 70 2" x—w)p@)du
= [ L (f Q" - +@):2" x —u)p(u)du
= [ L (F@* 422" (=27 u)p(u)du
= [ L (F@F 2" (x =27 u+ @) p(u)du

= [ 4,92  (x+ @) —wpu)du



= [, 77 Q"+ @) —wyplu)du
olur. Yine u =2"(x+a)—u doniisiimii yaparsak
A(ferayn = [, 7% e (x+a) —u)du
= A, (fQ)2 (x+a))

= A (f(+a)x)

olur.

2. B, operatoriinde [, f = f oldugunu biliyoruz.
L(fQ* +a)2'u)= fFQ " 2'u+ )
= flu+a)
=1L,(fQ )2 u+a))
olur. Simdi de B, nin otelemeyi korudugunu gosterelim.

B, (f(+a);x) = B,(f2™" -+a);2" x)

= de F)e2* x—u)du .
u =2"x—u doniisiimii yapalim.

B.(f(+ayx) = [, fQ* x—wpu)du

= de I, (f 2™ -+ @):2" x—uw)pu)du

1. 6rnekteki islemler tekrarlanirsa

B(f(+ayx) =[ 1,(fQ27 02" (x+ @) —)p(u)du

=[, FQ* (x+@) -wew)du.

u =2"(x+a)—u doniisiimiinii uygularsak



B (f(+a)x) =[ , fu)p2* (x+ @) —u)du
=B,(f27)2" (x+ )

=B, (f;x+a).

3. L, operatOriinii goz oniine alalm. x = (x,,...,x,), t=(t,....,t,) i¢in

x;+1

L(f;n=c/ (=]

*

...jxdﬂf(t)dt
dir. Burada o =(«,,...,,) i¢in

I, (f2™* -+0();2ku):fk " f "R+ oy

Zkud
2K (uy+ey) 25 (uy+a,)+1 x
=[ . FQ*tdt
2K (uy+ay) 2K (uy+ay)

=L,(fQ" )2 u+ra)).
Simdi L, operatoriiniin 6telemeyi korudugunu gosterelim.
L (fG+a);x)=L,(f2" +a);2" x)
=], " we* x—wydu.
u =2"x—u doniisiimii yapalim.
L(fe+ayn=],cf* 2" x—w)p@)du

= [ (f@ -+ @2 x—wpu)du

olur. Onceki 6rneklerdeki islemleri tekrar edersek
Li(f(+a)x) =[ 1, (FQ27)2" (x+ ) —w)p(u)du

=[ e (x+ @) -wptuwdu



u=2"(x+a)—u doniisiimiinii uygularsak
L(f(+a)x) =[] @) (x+a)—u)du
=L,(f27")2" (x+ )

=L (f;x+0).

4. T', operatdrii i¢in

R J J
lo(f;u)=z...2wjl ,,,,, LS +n—1,...,ud +24
Ja=0

21=0 1 nd

seklindedir. Buradan

L,(fQ™" +a)2" u) = ZZ Wi QR 2%y, +i) +a,,

7=0 j;=0 n

272k, +I{l—d)+ad)
d

=S 3w R ) +§),

2 U, o))+ j—d))
n,
=1,(f27 2" (u+a))

olur. Simdi I', operatdriiniin 6telemeyi korudugunu gosterelim.

L (fC+a);x)=L,(f27" +a);2" x)

= 7 e x—udu.
u =2"x—u doniisiimii yaparsak

L(fC+ax0=] 72" x—w)pw)du

= [ (f@ -+ @2 x—wpu)du



olur. Diger 6rneklerdeki islemleri tekrarlarsak

L (fC+a0=] 1,(f27 )24 (x+ @) —w)p(u)du

=[, 7 Q" (x+ @) - w)p(u)du.
u=2"(x+a)—u doniisiimiinii uygularsak
L(fC+ayn=[, 7 e (x+a) -u)du
=L, (f 272" (x+a)
=L, (fix+@).

A, , B, , L, , I, operatorlerinin siireklilik modiiliinii korudugunu gosterelim.

Terorem 3.4.2. d >1 icin her f e C,(R’) veher 8 >0 igin
1) @, (A, f:9) <@ (f;9)
(i) @, (B, f;6) < @, (f;9)
(iii) o (L, f;0) < o, (f;9) (3.4.34)
(iv) o (T f;6) < @, (f396).
Ispat. Burada (3.4.9) esitligini ve Teorem 3.4.1.” i kullanacagz.

(1) A, operatoriinii alalim( ¢ ¢ift). (3.4.4) ve (3.5.33)’den

o (frx=w) =L, (fsy=wl=|[ , (f r=u=1)= f(y—u=1)p()ds

SJ'Rdlf(x—u—t)—f(y—u—t)lgo(t)dt

< J o

x—y|De(o)dt

= (f;

x=



olur. Buradan
LA (fsx—u)= A (f3y—u)l

=1 Ay (f 272" (v =) = A (f 272" (y —u) |
:‘Ld 72 et (xmwy =dv=[ 7 et (y—u) = v)dy| .

Burada v=2*(x—u)—v ve v=2"(y—u)—v doniisiimii yaparsak

LA, (fix—u)— A (f;y—u)l

[0 @ =)= =22 (y=1) =)l

<[
[,

<o (fQ )2 =3[, ey, v=,v,)

7 =) =7 2 (=)~ vl

L(f Q272" (x—u) =) =L, (fF 2" 2" (y—u) — V)‘(P(V)dv

=o,(f;

x=y)
olur. Her iki tarafin >0 icin supremumunu alirsak

sup 1A (fsx—u)— A (f;y—u)l=sup o (f;

lx=>l<s |x=yl<s

x=y|
yani @, (A, f;0) < o,(f;0) elde edilir.

(i1) B, operatoriinde [, f = f oldugunu biliyoruz. (3.3.9) esitligini kullanirsak
o (fsx—u) =1, (fsy—w)l=l f(x—u)= f(y—u)l
<o, (fsx- )
oldugunu gorebiliriz.

B, (fix—u)=B,(f;y—u)l



=1 By(f (272" (x—u)) = By (f (272" (y —u)) |

[ Q2! (x=1)=v) = f0)@2* (v =) = v)ldv

yazabiliriz. Burada v=2"(x—u)—v ve v=2"(y—u)—v doniisiimii yaparsak

B, (fsx—u)—B,(f;y—u)l

[ = =) = F2* (v =w) = )p()dv

<.
[,

<o (fQ )2 =3[, pav v=,,)

F@ =) =v) = FQ (v =) = Vp)dv

L(f Q72" (x—u) =) =L, (f 22" (y—u) — V)‘(P(V)dv

olur. (3.3.4) ifadesini kullanirsak
B, (f;x—u)—B, (f;y—u)l < a)l(f;”x—y”)
olur. Her iki tarafin >0 i¢in supremumunu alalim.

sup 1B, (fix—u)—B,(f;y—u)l=sup @, (fi[x—)|

lx=>l<6 |x=yl<s

yani @, (B, f;0) < w,(f;0)olur.
(1i1) L, operatoriinii g6z Oniine alalim.

o (frx—u) =1, (fiy—u)l=lc] (x—u)—cf (y—u)l

y—u

j' | e f(t)dt‘

jol...jol(f(x—u+t)—f(y—u+t))dt‘

<[ Vfa-utn-for-u+nld



< J‘;J.Ol a(f;|lx— y||)dt

=o(f;

x=y
oldugundan

IL, (fsx—u)— L (f;y—u)l

=1L, (f Q272" (x=u) = Ly (f 272" (y —u)) |

[Pt (x=w)=v) =c{* 7 Mp2* (v —u) = v)ldv

yazabiliriz. Burada v=2"(x—u)—v ve v=2"(y—u)—v doniisiimii yaparsak

IL, (fsx—u)— L (f;y—u)l

[ 1@ =y =) =@ (=)~ V)lp(r)dy

<]
=,

<o, (f(27):2"x =)

@ == =] @ (v -y = fp()dy

L(fR7F )2 (x—w)—v) =1, (f 2" )2 (y—uw) —v)‘(o(v)dv

= o,(f;]x= )
olur. Her iki tarafin 6 >0 supremumunu alirsak

sup 1L, (fsx—u)=L,(f:y—u)l=sup @& (f;

lx=>l<s lx=yl<6

x=y)
yani @, (L, f;0) < @,(f;0) elde ederiz.
(iv) I', operatoriinii alalim.

1, (fsx—u) =1, (fsy—w =yl (x—w)— ¥ (y—u)]

Ji
Z...ij] """" i -f{x1 —u, +n—,...,xd —u, +




_] Z Z Wiis ( —u1+§,...,yd—
1

H=0 Jj,=0

<Z ZW s O o, (f3]x~ )

n=0 Jj;=

oldugundan
IT (fix=uw) =L, (f5y—u)l

=I5 (272" (o —w) =T, (F (27932 (y —u)) |

= et e—w) =)= 7T 1@2* (3 =) = v)1dv

yazabiliriz. Burada v = 25 (x—u)—v ve v=2"(y—u)—v doniisiimii yaparsak
IT, (fsx—w) - (f;y—u)l

YD

Q (x—u)—v) =@ 2" (y —u) = v)]p(v)dv

y[* R -y -v) - ¥ ‘2’”><2"<y—u>—v>\¢<v>dv

(x=u)=v) =1, (£ 2*):2" (y =) = v)|p(v)av

<o (fR )2 x-i)= o

olur. Her iki tarafin supremumunu alirsak

| e=yl<o HA Vss

yani @, (I, f;0) < o,(f;9) elde edilir.

Teorem 3.4.3. f(x)=xe C,(R?) oldugu zaman (3.4.34)’deki esitsizlikler kesindir.



Ispat. (i) A, operatériinii alalim (@ gift).

L(fsw= [, FOp@—wdt = f(s+u)p(s)ds .
Burada s =¢ —u doniisiimii yapildi. i€ {l,...,d } i¢in
L (pri(27 )2 x=u) = 1, (pr; 272" y —u)

= [l -2 w02 )l ptoas

= (x5, =y)- |, pls)ds =x, — y,
seklinde yazabiliriz.
A (prisx) = A, (pri;y)= Ay (pri27 )25 x) = Ay (pr, (27" );2" y)
(2 (27"
= [ 77 e x—wydu - , r: We2* y—u)du .

u=2"x—u ve u=2"y—u doniisiimii yapilirsa
A ; Sy = pri(275) iy k P2y
(P = A(priy) = [, 7" @ x—wpwdu [ 72" y—u)p(u)du
- J‘Rd [0 (2* x —u) - T(fr'(sz') 2“y —uw)p(u)du
= [ [ (pr, @ )28 x =)= 1, (pri 27922 y —w) ) du

= (5= ¥)- [, @adu = x; = y, = pr.(x)= pr,(y)
olur. Her iki tarafin 6 >0 supremumunu alalirsak

sup | A, (pr;;x)— A, (pr;;y) 1= sup | pr,(x) — pr,(y)|
X,yERd x’yeRd
[x=l<o Jx=y|<5

yani @, (A, pr;;0) < @, (pr;;0) elde edilir.
(i1) B, operatoriinde [,(f;x) = f(x) dir. Burada

L(pr, (27592  x—u) = 1, (pr, (2792  y —u)



= pr, 272 x~u) = pr, 272" y~u)
=x, =2 u, —(y, -2 u,) =x, - y,.
Teorem 3.3.2 'yi kullanalim. i € {l...,d} i¢in
B, (pr;;x) = B (priy)= By (pr, (272" ) = By (pr; 27 ;2" y)
= [ pr @ ) x—wdu- [ , pr, 2 Ja)p(2" y - udu
yazabiliriz. Burada u = 2* x—u ve u =2"y —u doniisiimii yapilirsa
B, (pr;0) =B (prisy) = [, pr,2* )2 x—w)puydu — | , pr, 22" y —w)p(u)du
= [ Lpr 22" x =)= pr, 292" y —wpu)du

=X =) .[Rd Pu)du = x; = y; = pr,(x) = pr.(y).
Her iki tarafin 0 >0 supremumunu alirsak

sup | B, (pr;;x)— B, (pr;;y) = sup | pr.(x)— pr.(y)|
x,yeRd x,yeRd
|-y [x—y|<6

yani @, (B, pr;;0) < ,(pr;;d) olur.
(ii1) L, operatoriine ele alalim. Burada /,(f;u) = J%] f(t)dt dir.
Ly (pr, (27" )2  x—u) = L, (pr.27 ;2" y —u)
2% x—u+tl 7,( 25 y-u+1 “k
= [, pr@*ywdi=[ " pr@yde
2% x—u 2% y—u

= 2_ktdt_

2K x—u+1 J‘Zk y—u+l &
2K x—u

=[f 2% @ x —uad =[] 2 @5y~

= [ @ =yodi=x -y, = prv)-pr(y)



oldugundan Teorem 3.3.2." yi kullanarak
Ly (pr;3x) = L (pri; y)=Ly(pr; 27 )2 x) = Ly (pr; 272" y)

P27

- de " (wyp(2* x — w)du — de ¢ ety —uydu

yazabiliriz. Burada u =2“x—u ve u=2"y—u doniisiimii yapilirsa

pri(275)

L(prs0 =L (prsy) = [ el @ x—wpydu=[ ¢ 2" y—wyptu)du
_J'Rd[ 27" V(2 x—u)— Cr(2 125y — ) |p(u)du
= [ [ (pr, @ 92" x =) =1, (pri 27922 y —w) ) du

=X, =) .[Rd Pu)du = x; = y; = pr,(x) = pr.(y).
Her iki tarafin 0 >0 supremumunu alirsak

sup | L, (pr;;x)—L,(pr;;y)|= sup | pr.(x)— pr.(y)|
x,yeRd x,yeRd
|x-y[<6 [x—y|<6

yani @, (L, pr.;0) < @,(pr;;0) elde ederiz.

(iv) I', operatorii i¢in

I, (fru)= 2 Sw, Ty 10
Ji=0 j;=0 n n,
Burada
L,(pr, (2792  x—u) = 1, (pr, (2792  y —u)
=33, -2t +2le) (v, —2"u, +Jl )]
=0 j,;=0 l l
=Y ow (= y) =x -y,
j1:0 1}1:0

olur. Teorem 3.3.2." yi kullanirsak



L (pri;x) =T, (pris ) =Ty (pri (272" ) = T, (pr; 7" ;2" y)
= [ e x—wdu—[ 7" e y - wdu
yazabilitiz. u = 2" x—u ve u=2"y—u doniisiimii yapilirsa
Le(prin) =T (pri) = [ @ x—wpdu~[ 7" @y ~wpydu
= [ @t x—w = @4 y—wlpudu
= [l (pr, @27 92" x =) =1y (pr, 27 92" y = w) Jp(ae)du
= (=) [, @adu = x, =y, = pri(x) = pr,(y)
olur. Her iki tarafin 6 >0 supremumunu alirsak
sup | (pr;x) =T, (pri;y) 1= sup | pr,(x)— pr,(y)|

x,yeR" x,yeRd
[x=yl<o [x=y|<s

yani @, (I, pr;;0) < @, (pr;;0) elde ederiz.

k — +eo i¢in A, , B, , L., I, operatorlerinin k€ Z i¢in I birim fonksiyonuna

yakinsadigini gosterelim.

Teorem3.44. ke Z, a=max,__,(a;) iken

A (f;0) - f(D) <@, (f ; ;—lj (3.4.35)
1B, (f:0)— f(x) < @,.. (fzikj (3.4.36)
1L, (f10) - f(D) . f,““j (3.437)

[
(

IT,(fi)- fX) <, f,“”j. (3.4.38)



Ispat. m, n, r'ninuygun degerleri igin

sup [1, (f3u)— F(y)|< a)l,w(f; e ”j

u,yeR*
Ju=y]..<a

esitsizliginden yararlanarak Teorem 3.3.2."ye gore ispatlayabiliriz.

(1) A, operatoriinii ele alahm (¢ cift).

L= @)=, fopt—wdi=[ , fOp@-nd.

Burada

sup [1,(f:0= ()= sup |[, f(Optu=ndi=[ | f(»@u—ndi

u,yeRd u,ye R¢

u=y]..<a u=y]..<a

= sup [ (f0) = F())ptu—1)di
"r];{i'ﬁﬁa

F@) = f(|pu—1t)dt

< sup jd
uyeRd R

.
u=y]..<a

t—yl. )¢(u —1)dt

< suR .[Rd a)l)w(f;
u,yeR*

Ju=y]..<a

< Ld o, (f2a)pu—-1ndt =@, (f;2a)
oldugundan asagidaki ifadeleri yazabiliriz.

LA (f30 = f0) 1=l Ay (f27 )25 0 = 27 25 ) |

= J‘Rd z'({(sz D)2 x —u)du— f(27F (2" x))J‘Rd 02" x —u)du

=\ Le - Fe™* @ e x - w)du

=L@ - £ @ x)lp(2* - u)d




<[- ka Ll s - et @t o)lp! x—wd

,,,,,

< s L (F@F - @) |- jgkquy(zkx udu
MGI:I[Zk x;—a; 2% x; +a; ] ,,,,,

< s ety - ret @)
uel:]I[kai—ai,ka,-+a,-]

sup [, (f - F27 (24 0)

her ueR?

d
u=2* xEH [—a,- ,a; ]
i=1

sup [l (£ (27 )= £ (27 (24 %)

her ueR‘
‘u —2Fx ‘<a
< s L(F@F - FRF@ )|
her ueR?

‘ui ok xi‘Smaxizl

g=fQ2"%)e X ve y,=2"x alirsak

| A (f;) = f()1 < sup [, (g;u)— g(»)] = sup |ly(g:u)—g(¥)|

Jui=i[<a Ju=ylsa

2
<w,.(g:2a) = wl,w(f 2—?)

olur. Ayni yolu diger 6rneklerde de uygulayabiliriz.
(1) B, operatoriinde [, (f;u) = f(u) dir.

sup [l (fu) = f(y]= sup |f@)=f()|=,.(f:a)

u, )ER u, )eR
Ju=3].sa Ju=3]..sa

yazabiliriz. Teorem 3.3.2 .'yi kullanarak (3.4.36)' nin dogru oldugunu gosterebiliriz.

| B, (f;x)— f(x) =1 By (f(27" )2 x)— (275 (2" x)) |

x—u)du— f(27 2" x))J.Rd ¢)(2k x—u)du




[ r@* - re* @ e x—wdu

[ Ll g - £ @5 )lp(2* x ~u)du

olur. Onceki 6rnekteki islemler tekrarlanirsa

|B,(f;x)— f(x)] <@,..(g:a) =w1,w(f;2%j

elde ederiz.
(111) L, operatdrnii goz oniine alalim. Burada

L =c/w=[" f@ar

oldugundan

sup [1,(F10= £ = sup [ 0= 70)

u,yeR” u,yeRd
Ju=y]..<a Ju=>]..<a

= sup [ PO

< sup [ [f@- f(yde

u,yeR”
Ju=y]..<a

= sup [.[ |f@+n-fyld

< sup .[0].[; a)l’w(f;

u+t—y||w)dt

¢

< sup .Ef wl,m(f; oo+||u—y||oo)dt

1

< sp [f, ot efumsf
Ju=y..<a



- a)l,oo (f’l + a)
yazabiliriz. Boylece sonuca asagidaki islemlerle ulasabiliriz.

L, (f;x)— f() =1Ly (£ 272 x) = F* 25 )

[l W@ x—wdu— 2 @ ), 92 -

[ ()= 2724 ) ]p(2* x — w)du

x))]q)(Zk x—u)dul|.

(1) deki islemler tekrarlanirsa

L (f;0) - f(0) <0, (g1+a)= a)lm[f ”—“j

21(
elde edilir.
(iv) I, operatoriinde w, . 20, zz w, . =ligin
=0 j;=0
lo(f;u)zy/({(u) = Z'“ZW/& ))))) i -y, +£,...,ud +‘]—"
Ah=0 Jja=0 n n
oldugundan

sup [l (fsu) = f(M|= sup

Zl: Zd:W./'lw./'d f[ul +l{l > ’ud +_] f()’)

w,yeR! ;=0 j,=0 ng
i >H <a lu=y]..<a
= sup Z Zw,, o + ,ud+—> f
u,yeR 7=0  j;=
Ju=y]..<a
n g ]
< sup ZZ i Jd-f(u1+ . ,ud+—) f)
uyeR’ =0, n




n ny ]
< sup Z...th """" i -a),’w(f; u+--—y J
u,yeR? h=0 " Jja n bl
Ju=y]..<a
yazilabilir. Burada ~ J ]' ,. .,J—d) dir. Isleme devam edersek
n n, n,

SUP 1o (fsw) = f(y) < sup Z...Zd:ijd -a)]’m(f; i

s >H sa Ju=x]. <a

+||u—y||wj

o

sup Z ZW ,‘,jd'a)l,oo(f;l-l_a)

=o,(fl+a)
olur.

1T (f50 = f) =T, (f 272" )= F27 2" x) |

= ([, 7 e x—wdu - FQF @ [, 92" x—u)du

=L Lr e - re* @ mlp@t x—uydu

= IR[,[ L(FQR7F ) — FQF Q%) ]|p2 x —u)dul .

(i) deki ara islemleri tekrar edersek

IT (f;0)-f0) <o, (g:1+a) = a)lw(f lg_k“j

elde ederiz.




4. TARTISMA VE SONUC

Genellestirilmis integral operatorlerin yaklagim hizi, siireklilik modiilii

yardimi ile genellestirilmis singiiler integrallerin fonksiyonlarinin yaklasim hizindan

daha iyidir. Yani 2. Bolimde £, (f,x) operatoriiniin f fonksiyonuna zik'mn
yaklasim hizindan daha hizli 0'a yaklastigin
|<, (f3x)—f()l< wl(f;—

ifadesinden soyleyebiliriz. 3. Bolimde £, operatori igin yaklasim hizinin

korundugunu

L, (f30) = f(0)1S wl[f; ’"j“"j

ifadesinden gorebiliriz. Yine bu sonuglarin  n-boyutlu integral operatorler icinde

gecerli oldugunu soyleyebiliriz.
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