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Bu tez dért bdlimden olugsmaktadir.

Birinci bdélimde tezin amaci aciklanmig ve kaynaklar hakkinda bilgiler

verilmistir.

ikinci bolimde ise o6nce g-Analizinde bazi temel tanim ve kavramlar

aciklanmis; daha sonra g-Binom Teoremi ve bazi uygulamalari incelenmistir.

Uciinci béliimde g-Ustel fonksiyonlari ele alinmis; bundan yararlanilarakg-
Gamma, g-Beta fonksiyonlarinin yapisi ve 0&zellikleri incelenmistir. Bu

bélimde g-Gamma fonksiyonu ile ilgili teoremler verilmigtir.

Dordunci ve son bolimde ise tezde yapilanlar hakkinda kisa bir bilgi verilmis
daha sonra g-Analizindeki temel bilgilerden yararlanilarak ileri dizeyde
neleryapilabilecedi konusunda agiklamalarda bulunulmustur.

Anahtar Kelimeler: g-Binom Teoremi, g-Tlrev, g-integral, Gamma — Beta

fonksiyonlarinin g-Analoglari.



ABSTRACT

BASIC CONCEPTS AND APPLICATIONS IN g-ANALYSIS
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Department of Mathematics, M. Sc. Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Kerim KOCA
June, 2011, 65 pages
This thesis consists of four chapters.

Information about the purpose of the thesis and resources are given in
thefirst chapter.

In the second chapter,some information and concepts about g-Analysis are
explained firstly. Then, g-Binom Theorem and its applications are examined.

In the third chapter, g-exponential functions are dealt with and by using these
functions, the structures and the characteristics of g-Gamma and g-
Betafunctions are examined. In that chapter the theorems concerning gq-

Gamma functions are given.

In the last chapter; a brief information about subjects mentioned in the
thesisis given. And later, byusing basic informations in g-Analysis,

explanations about what to do advanced are given.

Key Words: g-Binom Theorem, g-Difference, g-Integral, g-analogues of

Gamma-Beta functions.
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1. GIRIiS

Bilindigi gibi g-Analizi son yillarda arastirma konularinin ilgi odagi
olmustur. Klasik anlamdaki birgok teori ve metodlar kalitatif olarak g-Analizine
genisletilmigtir. g-Analizindeki tlrev ve integraller klasik anlamdakilere benzer
sekilde bir g reel parametresine bagli olarak tanimlanmaktadir. Ancak limit
olarak g — 1~ yaklasiminda klasik anlamdaki sonuglar elde edilmektedir. g
genisletmelerin  fizik ve muUhendislikte uygulamalarinin  ¢ok oldugu
bilinmektedir. Bu konunun fark denklemleri ile de iligskisi vardir. Ginki g-
Analizinde bir f(x)fonksiyonunun tirevi
f&) — f(gx)

(1—q)x
farklar orani seklinde tanimlanmaktadir. Bu tUrev tanimi ile ilgili tim islemler

qu(x) =

tekrarlanabilmektedir. Ornegin yilksek basamaktan tiirevler, bir fonksiyonun
Taylor Serisi Acilimi gibi. g-trevi de klasik anlamdaki tirev 6zelliklerine
benzer 6zellikler tagir. Ornegin f(x) ve g(x) parcal sirekli iki fonksiyon ise
iki fonksiyonun g¢arpiminin g-tirevi
Dylf ()g(x)] = f(X)Dgg(x) + g(x)Dyf (x) + (g — Dx[Dgf (x)][Dgg (x)]

olarak verilir. Ayrica g-Analizinin metodlan kullanilarak g-Fark Denklemleri
teorisi gelistiriimistir. Fark denklemleri kesikli olaylarda ¢cok yodun olarak
kullaniimaktadir. Bunun yaninda fark denklemleri, diferensiyel denklemleri
diskretlestirerek yaklasik ¢6zUmlerin bulunmasina imkan verirken bazi
olaylarin modellenmesinde buyudk kolaylklar saglar.

g-Analizindeki belirli integral kavrami, f(x) parcali surekli fonksiyonu

icin
b 5 5
[ r@dx =Y @a - ba™rmam - Y (ag" - agfag
a n=0 n=0

[6] ve A > 0igin

/4 X n n
| redr=a-a Y Lo
0 n=—co

seklinde tanimlanmaktadir [9]. Eger f(x) tanimli oldugu yerde strekli bir

fonksiyon ise f(x) in g-integrali ¢ » 1~ yaklasiminda klasik anlamda bilinen



Riemann integralleri ile c¢akismaktadir. Riemann anlamindaki integral
zellikleri bazi durumlar harig g-integralleri icin de gegerlidir. Ornegin f(x) ve

g(x) parcali surekli fonksiyonlar igin g-kismi integrasyon

f (D9 () dyx
0

[ee)

= I [F@ ™9™ = F@™ 9@ D] - [ 960 Daf Gx

0
- (q - l)f x(Dgf (x))(Dgg(x))dgx
0

seklindedir[6]. Buradan da goérildiagli gibi klasik anlamdaki kismi
integrasyonla kismen benzerlik vardir.

g-integrali 6zellikleri kullanilarak [7] ve [6] kaynaklarinda cesitli
polinom siniflarinin  belli bir agirhk fonksiyonuna gore ortogonallikleri
incelenmistir.

Bu tezde ise g-Analizinin bazi temel &6zellikleri ele alinmigtir. Daha
sonra g-Gamma ve g-Beta fonksiyonlari ve iki farkli g-Ustel fonksiyonu
verilmigtir.

1.1. Tezin Amaci

Bu tezin temel amaci g-Analizinin bazi kavramlarini ortaya koymakiir.
ileri bir asamada bu kavramlarin Kompleks Analizin bazi konularinda nasil
kullanilabilecedi dusundlecektir. Bilindigi gibi kompleks integraller, reel
integral kavramina indirgenerek verilmektedir. Reel integraller igin g-
integralleri  verilebildiginden  kompleks integrallerin de g-Analogu
verilebilecektir. Ornegin bir Cauchy integral formiliniin g-Analodu ortaya
konulabilir. Bilindigi gibi Cauchy integral formli dolayh yénden bir kompleks
diferensiyel denklem icin tanimlanan sinir deger probleminin klasik anlamda
bir ¢6zimudir. Eger Cauchy integral gdésteriliminin g-Analogu elde
edilebilirse bu durumda bazi kompleks kismi turevli denklemler icin verilen
sinir-deger problemlerinin g-Analoglari da tanimlanmig olacaktir. Bu durum

yeni bir arastirma konusu olabilir.



Yine bir arastirma konusu olarak g-Ustel fonksiyonlari yardimiyla q-
hiperbolik fonksiyonlarin verilip verilemeyecegi ele alinabilir. Bu tezin
amaclarindan birisi de bu tlr arastirma konularina zemin hazirlamaktir.

1.2. Kaynak Ozeti

Bu tezin hazirlanigsinda [1] kaynagi temel alinmigtir. Bu kaynaktan
Ozellikle g-Binom teoremi ve bazi sonuglar incelenmistir. [6] ve [7]
kaynaklarindan g-tirevi ve Ozellikleri ile g-integrali 6grenilmigtir. Yine integral
yardimiyla tanimlanan ortogonal polinomlarin g-analogunun varligi yine bu
kaynaklardan incelenmigtir. g-Gamma ve g-Beta fonksiyonlarinin kalitatif
Ozellikleri [1] ve [5] kaynaklarindan yararlanilarak ele alinmigtir. [2] ve[4]
kaynaklarindan ise g-Gamma fonksiyonu ile ilgili bazi lemma ve teoremler
alinmistir.

Bu kaynaklardan yararlanilirken ¢ok acik olmayan bagintilar veya
ispatsiz birakilan bir ¢cok iddia ispatlanarak konu daha kolay anlasilir hale

getirilmistir.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. g-Analizinde Temel Kavramlar

Bu kesimde 6nce g-Analizi ile ilgili temel kavramlarn verecegiz. Daha

sonra g-Binom Teoremi Uzerinde duracagiz.

q-Analizinde ilk temel gbsterim

x,y€R, 0 < q <1, k €N olmak Uzere

xXq = qx
yq = qy
ykx = gFxyk

seklindedir.

Tanim 2.1: g > 0, q # 1ve a€R olmak lUzere

1-g¢q
1-g¢q

lalq =

ifadesine a sayisinin g-Analogu denir.

Tanim 2.2: aeR olmak (izere

[alng = [algla + 11 . la+n = 1]y = | [la+ml,
m=0

ifadesine g-Pochammer gdsterilimi denir.

Simdi tanim (2.1) ve (2.2) den yararlanarak klasik anlamda bildigimiz ve daha

sonra kullanacagimiz



Binom esitliginin ve Binom katsayilarinin g-analogunu elde edelim.

Bunun igin 6nce klasik anlamda bildigimiz

G+ )" = Z (Z) xnh oyt

k=0

Binom agilimini g6z éndne alalm.

Burada Binom katsayilarinin g-analogunu [Z]qile gOsterelim.

Teorem 2.1:[1] k €N, 0 < g < 1 olmak Uzere

a)
n+1 n n
— k
[ el [k]qq + [k—1]q (2.1.1)
b)
n+1 n n
_ n+1-k
[ e = [k]q +q [k_ 1]q (2.1.2)
dur.
iSPAT: a)
n
n
G+ y)" = Z [k] xnhyk
k=0 1
olmak lizere
x+y)™" = x+y)"x+y) =
n+1 n + 1 n n
xRk = xEyk (x +y) >
ST 3L



n n
Z [Tl ;{' 1] x”“_kyk — Z [Z’ X"~ kykx + Z X" k k+1 =
K q

=0 k=0 k=0

[t 1] XMLy k [n +1 yntl Zz [n] ntiokgkyk 4 z [ Xkt
kol n+1lg k kg

k=0 k=0

a
n n

Z[ ] XKk gkt :Z[ ] XLk yk Z Xyl g ket

kg klq —

=
Il
o

NgE

n
n+1

n+lil- k k _ n+1 k k n+1 k k
[ K ] kZ * Z [k - 1]
n
n+1 n+1 n
x4 Z [ ] xn+1—kyk — qoxn+1
0 q K= k q [O]q

=
Il
o

n

ZH ik k+z[k_1] nti-kyk

k=1
olup buradan katsayilarin kargilastiriimasi ile
n+1 n n
— k
k ]q [k]qq +[k—1]q

elde edilir.

b) Busik (x +y)"" =(x+y).(x +y)" O6zdesliginden yararlanarak benzer
sekilde ispatlanabilir.

Teorem 2.1’ de elde edilen (2.1.2) esitliginden (2.1.1) esitliginin taraf tarafa

cikariimasiyla

a-a2[] - [.24] -@r-n=o

[n] 3 (1 _ qn+1—k)

. = 1_—qk[k " 1]q,k =12, .. (2.1.3)

esitligi elde edilir. Bu esitlik g-binom katsayilari olarak bilinir.



Binom katsayilarinin bagka bir gésterilim sekli daha vardir. Bunu bir teoremle
ifade edelim:

Teorem 2.2:[1] (¢; q), = (1 — ¢)(1 — g?) ...(1 — q™) olmak Uzere

[n] _ Q-1 —-¢»..(1—q") _ (q; Pn
kKlg -9 .(1-¢9).A-9A-q?)..(A-q"%) (@& D@ Dn-k

dir.

ispat: (2.1.3) esitliginden;

(1 _ n+1 k)
[k] T 1-—gk [ - 1]
n (1 _ qn+1 k) (1 _ qn+2—k) n
[k]q: 1—gk  1-—gk1t [k—z]
3 (1 _ qn+1—k) . (1 _ qn+2—k) . (1 n+3 k) [ ]
- 1-—gk 1— gkt 1— k-3

B (1 _ qn+1—k)(1 _ qn+2—k) (1 _ qn) [Tl]
T Q-0 -q)..a-9 Lo
A=A =" LA -gM). 0 -1 -g»)..(1-q")
B 1-¢)..1-¢").A-9)(1—-¢?)..(1—q" k)
_ Q-1 —-¢»..(1—q")
1-9)..A-¢").A-9A-q?)..(1—q"F)
_ CHS
(@ D@ Dn—k

(2.1.4)

esitligi elde edilmis olur.

Tanim 2.3: ¢ > 0 ve n €R olmak lzere

[n],! = { [11]q[2]q w[nlg, n=1

, n=20

ifadesine n’nin g-faktoriyeli denir.



n > 1ligin

[nlg! = [14[2]4 -+ [n]q
_(-90-q¢) (A-4q"
1-q9)(1-q) Q-9
_-90-¢*)--0-9q")
1-qn
= (@1 —q@)™"

seklinde degisik yazim seklini elde edebiliriz. Bu son esitlikten (g;q),
cozilirse (q; @), = [n]y! (1 — @)™ elde edilir.

Benzer sekilde (q; )i = [klq! (1 — @)% ve (q; Qnog = [n = k]! (1 — )" 7"
oldugu géruldr.

Bu son bagintilar (2.1.4) esitliginde yerine yazilirsa:

[n] — (@Dn [n]q!(l_CI)n _ [n]q!
g  (@O@Dn-k [klg!A-k[n-klg!(A-@)"k  [k]g![n-k]g!

bulunur. Burada n > k > 0 dir. Elde edilen son ifade klasik anlamdaki

(TL) _ n!
k) kl.(n —k)!
ifadesine benzemektedir.

Simdi

n

G+ y)" = Z [Z] xnhyk

k=0

esitliginde y yerine xy yazarsak

n

G+ = ) [] am ket

k=0 1



olur. Burada (xy)* ifadesinin degerini hesaplayalim:
()t = qxy

(xy)* = xy.xy = qx?y?

() =q.9%.¢ ..q T xky"

k(k—1)
= xk.yk.q" 2

olur. Béylece

CRELEDY [Z]q Xk (ay)k

k] yk (2.1.5)

olup diger taraftan

(x+xy)" = (x + xy)(x + xy) (x + xy) ... (x + xy) (x + xy)

(x+x9)" = x(1+ ). x(1+ ). x(1 +y) ox(1 +y).x(1 + y)
x+xy)"=x1+y).xQA+y).xA+y)..x(1+y).x*(1+qy).(1 +y)
(x+x)"=x"A1+q¢" DA +q¢"?)..(AL+qnA+y) (2.1.6)
yazilabilir. Buradan (2.1.5) ve (2.1.6) karsilastirlirsa

(1+y)A+g)A+q%) ..(1+q" ) = Z g [Z] yk 2.1.7)
k=0 a

bulunur.



(2.1.7) esitliginde y yerine% yazarsak

(1+2)(1+a2) (1+022) . (1+q12) = Zn: g o] xyk =

B , - L k(k-1) rm k. k
XM+ + gy +g%y) . (x+q 3’):2 2 [k] T
k=0 1

& k(k—1) [n] yk

x+x+g)x+q%) .. (x+q"y) = Z g | T
=0 a
olur.
1—qg¢
[a]q = 1—-q

seklinde tanimlanan bir a € R sayisinin g-analogunda g — lyaklasimi

yapilirsa

li = li
ql_r)ri[a]q ql—r}} 1—-q qe¢1 -1 g-1—1

olur.
Benzer sekilde g — 1 yaklasimi igin;

}qi_r)tr}[n]q! =n!

im[,], =G

oldugu kolayca gérulebilir.
2.2.q —integrali

Riemann anlamindaki  belirli  integral kavrami  bilinmeden

a

fx“dx

0

10

(2.1.8)

once



formundaki integralin hesabi igin cesitli ydntemler gelistirimistir. Ornegin;
Archimedes a =2 durumunu hesaplamigtir. Bunu iki yolla yapan
Archimedes, 1. yolda M.O. 1700'li yillarda Babillilerin ¢éziim yoluna benzer
bir yolla

12422+ -+ n?

toplamini  kullanmigtir. Diger yolda ise sinirh geometrik serilerden
yararlanmistir. 17. yOzyilin ilk zamanlarinda bu integral a nin kigtk degerleri
igin hesaplanmistir. Buradaki zorluk 1% + 2% + .- + n* genellemesini yapmak
olmustur. 1650’lerde Fermat, Pascal ve diger matematikciler bunun igin bir
metod bulmustur. Ayrica; Fermat geometrik serileri kullanarak integralin

hesabinda daha kolay bir yol vermigtir.
Simdi

a

fx“dx

0

integralinin hesabl igin x, = aq™ , 0 < q <1 olmak (izere {x,} dizisini g6z

ondlne alalim.

[oe]

D K = xnn) = ) (a0 (aq™ — ag™™)
n=0

n=0

— Z aaqanaqn (1 _ C[) — (1 _ q)aa+1 Z q(a+1)n
n=0 n=0
1
—(1-gquaet L0

1_qa+1 - 1_qa+1

yazilabilir. Béylece;

[ee)

aa+1(1 _ q)
Z xn (X — Xn41) =TT gan (2.2.1)
n=0
elde edilir.

11



Buradaki (2.2.1) Riemann toplaminin sag tarafi igin ¢ —» 1~ yaklagimi
yapilirsa;

aa+1(1 _ q) aa+1
lim =

-1~ 1—q%*1  a+1

olur ki bu deger klasik anlamdaki

a

fx“dx

0

integralinin sonucu ile gakisir.

(2.2.1) Riemann toplaminda alt araliklarin orta noktalari alindiginda

[ee)

- Xn + Xp41
Z a(xn_xn+1 Z( = n+) '(xn_xn+1)

1
<aq + aqn+ > (aqn _ aqn+1)

a CI”“(l + )

~aq™(1—q)

2
e

_ 1-¢1 +q)%a*** . Z gD
2“

1-9A+ g)*a**? 1
= 2 1= qo+1

(2.2.2)

bulunur.
(2.2.2) Riemann toplaminin sag tarafi icin ¢ — 1~ yaklasimi yapilirsa;

i (1 _ q)(l + q)aaa+1 1 3 aa+1
anf_ 2¢ 1—q**1 a+1

olur. Buradan da gérildigu gibi sonu¢ degismemektedir.

12



Son olarak (2.2.1) Riemann toplaminda x,yerine x,,,yazarsak

[oe]

Z xn (X — Xpiq) = i(xnﬂ)a(xn — Xn+1)
n=0

n=0

- Z(aqn+1)a(aqn _ aqn+1)
n=0

= Z a“q**q“aq™(1 - q)
n=0

[00)

— (1 _ q)qaaa+1 Z q(a+1)n

n=0

_ (1 _ q)qaaa+1

T (2.2.3)

bulunur. (2.2.3) Riemann toplaminda g = 1~

yaklasimi yapilirsa;

(1 _ q)qaaa+1 q@+1
lim =
-1~ 1-—gqot? a+1

oldugu gorulur. Sonug olarak;

a

fx“dx

0

integrali yaklagik olarak

aa+1(1 _ q)
1— qa+1

degerine egittir. Fakat bu sonu¢ Riemann anlamindaki integralden farkli

olarak araligin pargalanmasina baghdir. g —» 1~ yaklasiminda tim bu

yaklagik sonuglarin degeri aynidir. Fermat bu durumul,m € 2 vea:i

1
olmak Uzere t =qm seklinde disinmis ve asagidaki sekilde yeniden

hesaplamigtir:

13



l+m

0t i(1-q) _aram:(1—q) _am-(1—t™

1—qott L 1 — tl+m
1 1-gm-q
um (1-t)A+t+--+t™1) um  (L+t4-+tm™ 1)
=qm - =qm -
1-)A+t+ - +tHm-1) A+t+--+tm1)
Burada
) 1 1—t™
1+t+to 4+t =
1-t
dir.
Son durumda t — 1 yaklasimi yapilirsa;
1-t™
_owm (T4t t™) wm T wm m
R e A L R pripes
1-t
olur. Yani a = - icin;
m
a l+m
aa+1 am +m m
fxa dx = = 1 =qm
a+1l 41 [+m
0 m

bulunur. Bdylece Fermat a € Q olmak Uzere foax“dx integralini

hesaplamigtir.1869 yilinda Thomae ve ardindan 1910 yilinda Jacksong-
integralini agagidaki gibi tanimlamistir:

f, 10, a] araliginda stirekli olmak tzere f(x) in [0, a] arahgindaki g-integrali;

a o)
[ redp = ragmaa” - e
0 n=0

dir. Burada d,x'e“Fermat Olgisi” denilmektedir.

14



Ayrica Jackson (0, o) araliginda f (x) in g-integralini
[ r@dpx=a-a Y ram.a
0 n=-o

olarak tanimlamistir[1]. Burada

N

q- oo
Al}_{ggf f()dgx = f f(x)dgx
0 0
dir. Gergekten
[ rdpx =Y rag. @a" - e
0 n=0

integralinde a yerine g™V yazilirsa

N

o
f f(x)dgx
0

Z f(q—N+n) (q—N+n _ q—N+q+1)
n=0

> Fa@M ™ gV - )
n=0

== flg Mg
n=0

=1 -lf(@Mag™ + fl@"*Dg ™V + -]
olur. Buradan

N

q- 0 oo
tim [ feodx=-a) Y f@0" = [ f@dgx
0 0

n=-—oo

olup 0 < g < 1 oldugundan ¢g~1,q72, ... noktalari (1, +) arali§ginda bulunur.

15



Daha sonraki yillarda Jackson’in sinirsiz araliktaki g-integral taniminin eksik
oldugu ispatlanmis ve sinirsiz araliktaki g-integral tanimi asagidaki gibi

verilmigtir [9] :

/A

ff(x)dx—(l—q)Z—f( ), 40

n=-—co

f, (0,a) arah@inda surekli olmak Gzere;
a a
lim ff(x)dqxsz(x)dx
q-1-
0 0

oldugunu gérmek kolaydir.

Ornek 2.2.1.

a

[EXES i f(ag". (aq" - ag™")
n=0

0

esitliginde a = 1 olmasi durumundaf (x) = x fonksiyonunun g-integrali

a (o]

2(1 -q) a
d — Z n n_qa n+1 — Z neq —
fqu _aq(mz )=a q“"( —¢ C1+gq
0 n=0
olur.

Burada g — 1~ yaklasimi yapilirsa

a . a
-1-14+q 2
olur. Klasik anlamda
a
[rac=5
xXax = )
0

16



olup f(x) = x fonksiyonunun g — 1~ durumunda klasik anlamdaki integrali ile
q-integrali cakismaktadir.

Ornek 2.2.2.

f a™*1(1 - q)

xadqx = 1— qa+1
esitliginde a = 2 segilip f(x) = x? fonksiyonu g6z 6niine alinirsa

a

a*(1—q)
fxqux = pE
0

olur. Yine burada q - 1~ yaklasimi yapilirsa

" a*(l-q) a
ql)r?‘ 1-g3 3

elde edilir. Klasik anlamda

a

3
a

Zd = —
fx x 3

0

olup f(x) = x? fonksiyonun g —» 1~ durumunda klasik anlamdaki integrali ile
q-integrali cakismaktadir.

Ornek 2.2.3.

esitliginde a = % segilip f(x) = x% = +/x fonksiyonu alinirsa

i 21— q)
1 az(1 —
fxqux =—§q

0 1-¢q2

17



olur. Burada tekrar q — 1~ yaklasimi yapildigdinda;

elde edilir ki bu sonug f(x) = +/x fonksiyonunun klasik anlamdaki integral
sonucudur. Yanig » 1~ durumunda f(x) = vx fonksiyonunun klasik
anlamdaki integrali ile g-integrali cakismaktadir.

Simdi f(x) = x* (1 — x)B~* fonksiyonunun (0,1) araligindaki

g-integralini hesaplayalim.

a

[ e dgx = i f(ag"). (aq" - ag™")
n=0

0
esitliginde a = 1,x = q™ alinirsa

1 [
[ rdpx =y aenna - gpir- gy
0 n=0

olup burada (1 — q™)#~* teriminden dolay! sagdaki serinin toplami

bulunamaz. Fakat bu durum lim,_,,- f, (x) = x*7*(1 — x)#~* olmasi

1
ffq (x)dgx
0

integralinin hesaplanmasinda kolaylik saglar. Bunun igin (1 — x)#~1 ifadesinin

x’e gbre Binom serisini yazalim.

Klasik anlamda Binom serisi;

[ee) [oe]

(1+x)a:Z(Z)xn:za(d—l)..;l(!a—n+1)xn

n=0 n=0

olarak tanimlanmaktadir. Simdi |x| < 1 igin
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Z () Xk

serisini g6z 6nlne alalim. k! ‘in g-analogunu k,! seklinde gosterelim ve k!;’yu
Tanim 2.3 ten;
1-9)1-¢»)..(1-4¢"
(1 -
=1+qA+q+q¢>)..A+qg+q*>+-+q")

kq! =

seklinde yazabiliriz.

Tanim 2.2 den (a), = a.(a@ + 1) ... (a + k — 1) Pochhammer gdsteriminin

g-analogu
[(@)ilq = [algla+ 1], ... [a + k= 1],
1—qg% 1- qa+1 1— qa+k—1

=1_q- 1_q 1_q

_(A-¢90-g¢" -1 —q""*h

- (1 - q)F
seklindedir.

(@ =1-a)1—-aq)(1—-ag“™)

dersek

[(“)k]q <k = q% D ok
Z Z CH)
olur. Gergekten;

(q Dk e _ O (1— g9 (1 — %) - (1 — g*+e ) Lk
NG R (R [ RO R CErD

- (1— )X [(@idq ok - Z[(a)k]q k

| — )k
& kgl (1-q)

dir.
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Yire O(fq q))" x* serisi toplanabilirdir ve bu toplamin hesabi g-Binom Teoremi

olarak bilinen sonraki teoremde verilecektir.

Simdi
ga(x)—z( 2] < 1

fonksiyonunu ele alalim. Buradan turev alarak

() = Zk(a)k A e Z @iy

| YR — 1)
] k k(k 1! £ 1!
_ (a)k+1 k
B k!
k=0

elde edilir.
Pochhammer gdsteriminden hareketle
@k =a.(a+1).(a+2)..(a+k)=a(a+ 1)

yazilabilir. Elde ettigimiz bu (a@)is1 = . (a+ 1), esitligini g,(x) tlrevinde
yerine yazarsak;

[ee]

gty = Y Dt e Z(““)" = . gus (3)

k!
k=0

olur. Buradan g,,,(x) = (1/a). g,(x) elde edilir. Bdylece

N - 1
9a(X) = gar1(x) = Z %xk — Z_(a —;;! )kxk

k=0
bulunur. Ginkl @y — (¢ + 1) =1—1=0 olur.

Benzer sekilde
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@Wr=ala+1D)..(a+k—1) =a(a+ 1)
(a+D=(@+D(a@+2)..(a+k)=(a+k)(a+1),_,

esitlikleri de elde edilebilir.

9« (x) fonksiyonunun 2. tlrevi alinirsa;
(@ + 1
ga(x) = aZ—( k')k+1 xk
k=0 '

olur.

(a+Dppy=@+D)(a+2)..(a+1+k—D(a+1+k)
=(a+ D(a+2)

olup bu deger g, (x) ‘de yerine yazilirsa

(Qf+2)k k

9i) = a (““)Z =a.(a +1). gasz(x)

elde edilir.

Bu igslemler n defa uygulanirsa

957 = (@nGarn(x)
genellemesi yapilabilir.

Bu hesaplamalara ek olarak Pochhammer gdsteriminin g-analogundan
hareketle;
(1-q¥1-q**Y..(1— qa+k+n—1)
[(a)k+n]q = (1 — q)k. (1 — q)n
B (1 _ qa) (1 _ qa+n—1) . (1 _ qa+n) (1 _ qa+k+n—1)
1-qr (1-q)*
= [(@ilg- [(@ +n)]q k,nEZT

esitligi elde edilebilir. Bu durum

[(a)k+1]q [a]q [(CZ + l)k]q
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esitliginin daha genel bir halidir. Buradan k,n € Z*igin
[(@nlg- [(@ +n)ilq = [(@)i]q-[(a + k)nlq

yazilabilir. Gergekten;

[(@lg-[(a + F)nlg

_ (1 _ qa) (1 _ qa+k—1) (1 _ qa+k)(1 _ qa+k+1) (1 _ qa+k+n—1)

- qF ' a-qr
B (1 _ qa) (1 _ qa+n—1) . (1 _ qa+n)(1 _ qa+n+1) (1 _ qa+n+k—1)
11— (1 - )

= [(a)n]q- [(a + n)k]q

dur.Daha 6nce

9a() — Garn () = z @@t De

oldugu bulunmustu. Bdylece (2.2.4) ve (2.2.5) esitlikleri bu son esitlikte yerine
yazildiginda
S a(a+ Dy — (@ +E)(a+ 1)
9a(X) = gar1(x) = Z ol Tl k 1xk

k=1

N @+ Dyala— @+ B, z(a+1)k "
B k! (k —1)!

o (@ + 1y o (@ + 1y
S DS O D00
k=0 ) k=0 )

bulunur. Bu esitlikten;
ga(x) - .ga+1(x) = _x-.ga+1(x)

ga(x) - (1 - x)ga+1(x) =0

1
ga(x) — (1 —x) 'Eg,’z(x) =0
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1
ga(x) =1 —x) 'Eg&(x)

ga(x) _ a
Ja(x) C1-x

elde edilir. Buradan

In[g,(x)] = —a.In(1 —x) = In[(1 —x)~%]
ga(x) = (1 - x)—a

bulunur.
Tanim 2.4 :
0 < g < 1ligin

fG) —flax) _ f(x) — f(qx)
x—qx  (1-¢x

qu(x) =

ifadesine f(x)’in g-tlrevi denir.D, ifadesine de g-tlrev operat6ri denir.

q-tarev operatoéru lineerdir. Yani;
Dylaf(x) + Bg(x)] = aDqf (x) + BDeg(x)
dir.

Ornek 2.2.4.
x* —(gx)* x%—q%%*® _
= =X
(1-q)x (1-q)x 1-g¢q

Dy(x%) =

Ornek 2.2.5. Klasik anlamda

nle

[00)
a
e —=
n!

n=0

dir ve bu seri R’de duzgin yakinsaktir. Buradan
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D,(e™) = Z %Dq(x")

n

ot 1—¢q
n-1_ N\ &, -1
n! [nlq.x _Zn! 1—gq x

I
3

3 i (ax)n—l 1-— qn had (CI.X)n 1-— qn+1
- n! 1—q_a n+1! 1-—gq
n= n=0

elde edilir.Bu durum g — 1~ yaklagimi igin klasik anlamdaki sonucu verir.

Ornek 2.2.6.

Inx —In(qx) Inx —Inq — Inx Ing

Do) ==y = G-x  ~ G=ox

q = 17 durumunda;

1
, Ing \1_ . 2|1 1
C}L“f—(_(1—q))'}_t}i‘?— T x %

olur.
Simdi g-Binom Teoremini verip ispatlayalim:

Teorem 2.3:[1] x| < 1,]q] < 1 ve (a; @) = [Io(1 — a g¥) olmak lizere

Z(a Dk o = (ax; @)oo
(g; q)k (G Do

dur.
Burada (a;q), = (1 —a).(1—-aq) ...(1 — aqg®™1) dir.
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ispat:

(a q)k k

Jal) = (q D

olsun. Bu fonksiyona q-tlrev operatdri uygulanirsa;

f00 - folgx) o (@ @)

Pk =0 = = L gk T
fa(x) — fa(gx) (a; q)k 1- q _ k=1
x ,Zl(q D G-gq G
— C (Cl q)k o ky\.k—1
kZ (@ Dk (dmahx
_ i -0 -a(-q)-(A-aq")
P 1-9)A-¢*..(1-¢9
_ N (aq; Qr-1 ke
‘(1‘“)2(1—@(1— &g~

(aq; Dr-1 o
)Z (@ Di-1

(aq; @«
=(-a )Z( Q)k <

- (1 - a)faq(x)
olup buradan
fa(x) - fa(qx) =(1- a)xfaq(x)

elde edilir. Diger taraftan

- (@ X :E:(aq D o

Ja(x) = falgx) = k=0(q;q)kx' (@ Dx

=Y e @~ g )t

k=0

25
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1) — (1 -aq)(1 - aq?) ..(1 — ag®)]x*

[(1 —aq)(1—ag®) ..(1—agd"H[1—a—- (1 - aqk)]]xk
kZ (@ Dk

a
Z % D ‘[1—a—1+aqg®]x*

£ (45 q)k
(aq; Pr-1 .
kz Coe etk
< (a3 Qs
=-a) ———(1-q")x"
(@)
-0y D g gy (k = 0 igin ilk terim 0 dur.)
— (@9
N @GO ey
ak=0 (q;Q)k+1 (1 q )x.x
(1-aq)(1 —ag®) ...(1 — aq") )
Z(l—q)(l— 2).(1-ga - k+1)'(1_qk 1y xk
Z(aq Dy
@D
= _axfaq(x)

olup buradan

fa(x) = fa(qx) = —axfaq(x)

fa(x) = (1 = ax) foq(x)
fa(x)

—ax

faq( ) =

26



bulunur.
Daha 6nce

fa(x) = fa(qx) = (1 = @)xfpq (%)
oldugu elde edilmisti. Buradan f, (x) ¢dzUlUrse;

fa(x) = (1 - a)xfaq(x) + fa(qx)

- fa()

i ACED
() + fa(gx)

olup buradan

(1-T=2) a0 = fula®)

veya

fa(x) = fa (qx)

elde edilir.
Bu baginti ardisik olarak uygulanirsa;

(1—-ax) (1—aqx)
o T ar fa@)

_(Q-ax) (1—aqx) (1—aq)
1—x 1—gx 1-

fa(x) =

—fa(@®%)

(1 —ax)(1 - agx)(1 - aq?x) ..(1 —aq" 'x)
1 -00-g0)(1-g%x)..(1-q" )

_ (ax; @n n
- (x’n)n fa(q X)

fa(q"™x)

(ax Doo

(X Q)oo fa(o)
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_ (ax; @)oo
(% Do

yani

N @Dk, _ (@
f“(x)_kzzo(q;q)kx (6 Deo

bulunur ki bu da teoremi ispatlar.
Bu teoremi bagka bir yoldan daha ispatlayabiliriz. Gergekten

(ax; Q) oo
(% D oo

sonsuz ¢arpimi sabit a ve q larile [x| < 1 — ¢ icin mutlak ve dizgln

yakinsaktir. Bu durumda

(ax; Q) oo
(% @ oo

ifadesi |x| < 1 igin bir analitik fonksiyona yakinsar. Yani |x| < 1 igin

(@ e O,
FO) = o ‘;Anx

Taylor a¢ilimi mevcuttur. Buradan;

(ax; Q) (1 —ax)(1 —axq)(1 — axq?) ...(1 — axq®) ...
F(x) = =

Qe =01 =xq)(1 —xq?)...(1 = xq") ...
_(Q-ax) - axq)(1 — axq?) ...(1 — axq") ...
T (1-x) (1—-xq9)(A —xq?)..(1 —xq*%) ...

B (1—ax).
RS F(gx)

olup bdylece

(1-x).F(x) =1 —ax).F(gx)

veya
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1-x) Z Apx™ = Z A,qtx™
n=0 n=0

olur. Elde edilen son esitlikte x™ lerin katsayilar karsilastirilirsa;

Z Anxn _ Z Anxn+1 :ZAnqnxn _ Z Anaqnxn+1
n=0 n=0

n=0 =0

D =)A= ) (1= ag A = ) (1 - aq" DAy 43"
n=0 n=0 n=1

(1 - qn)An = (1 - aqn_l)An—l =

_(1-aq™h (A—aq"?

T A-qy (Q-gqvh P
~(1-aq™") (1-aq"? (1-aq"®)

T A-gn)  A-¢vH) d-grd

_(A-aq™) (A-aq™®) (d-ag) (1-09)
(1-qv) (A-qv) (@A-¢2) (1-¢q °
(@ @n
@7
_ (@D
(q;Q)n 0

n

bulunur. Bu indirgeme bagintisindaA, keyfi olup 4, = 1 alinabilir.

Bdylece;

_ N n_ - (@ Dn . (@ @o
F(x)_;A"x T L@D. | &

olur. Bu ise ispati tamamlar.

q-Binom teoremindeki sonsuz carpim (1 —x)~* ifadesinin g-analoguna
baktigimizda da karsimiza c¢ikar. a bir tamsayl olmasi halinde (1 —x)¢

ifadesinin g-analogunu bulalim.
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[ee]

(1+x)“=Z(Z)x",

n=0
oldugunu klasik anlamda biliyoruz.
(1 = x)~™ ifadesinin g-analogu;

1
1-x).(1-gx)..(1—xq™1)

(1—-xq")(1 —xq

lx| <1

n+1)_"

- 1-xA=-xq)..(1—xg" 1)1 —xq™)(A — xq™*1) ...

[1— (xq™][1 -

(xq™)q] ...

[1—(xq™q?] ...

TA-00-xq)..(A—x2¢" H({A - xq)A — xq™*) ...

_ (% @w
(% Do

seklinde yazilabilir. n tamsayi olmadigi durumda da son ifade anlamlidir.

q-Binom teoreminin bazi 6zel hallerinin ilging 6zellikleri vardir.

1- q -Binom teoreminde a = 0 alinirsa

x 1
= , Ixl<1]ql <1 (2.3.1)
RZO (@D (5 Dw
olur.
, .1 . .

2- q -Binom teoreminde a yerine 5 x yerine ax yazip dizenlersek
oo k

(~1)*qE)xk

— = Pw, lgl <1 (2.3.2)

e (49

olur. Gergekten

(ax; @)oo

z(ax Dic 1 _
(@ D
dur. Binom esitliginden
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£ (4 - (@ D “r
SENEEC)
o CH)

1

—af¥la—D@-q)a—q?») ..(a—g" D
(@ D

1]
iNs
Q
<
=

_ i 1= 0E-0@ -0 ~a) ,
i CH)P

_ i (-D*(.g.¢*.a" ) ,
£ CH

elde edilir. Burada

k.(k — 1)

1424 +k—-1=

ve

ky k! Ck(k=1D.(k=2)!  k.(k—1)
(2)"(k-—2)2!"' (k=2)!.2 B 2

olduguna dikkat edilmelidir.

Ayni yerine yazmalari g-Binom teoremindeki esitligin sag tarafi igin de

yaparsak

(ax; Qo (1—ax)(1 —axq)(1 —axq?)..(1 — axq®) ..
Do (11— —xq)(1—xq?)...(1 —xq") ...

(a.el) (ﬁnnm__(1—3)(1_§q)(1—§q2)m(l—qu)m

ad’ e A-0)1—-x—xq2) ...(1—xq%) ..

a
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Do A-x00-xq)1 —xq*) ... 1 —xq") ..

(x - ax) , (@ ) T -0 - axq)(1 — axq?) ...(1 — axqgk) ...
6D
(a 0) ) (0, q)oo - (x, q)OO
bulunur.

3- g -Binom teoreminde a yerine ¢~V yazilirsa
& [N
Y| coma®r == -0 -20) . 1 -xg"h  233)
n=o0 4

olur. $imdi bunu gdsterelim:
@ )n=0-a).1-aq)..(1—aq"™)
oldugunu biliyoruz. Burada a yerine ¢~V yazarsak;

@Y Dn=0-q¢gM.A-qg ") .. .A-qg """

qN -1 qN—l -1 qN—n+1 -1
= gV )\ Tgh Tt
1

= . N _ N-1 _ N— B
T qNgN..qN.q7l.q72..q "1 (@"-1).(g" =1 ..(g" 1 -1)

— . q1+2+-~n—1 . (qN -1. (qN—l —1.. (qN—n+1 ~1)

=(-D"q N q(rzl). 1-g").(1—g"V)..(1 — gV D)
= (—1)n-q_N'n+(121). 1-g").(1—g"V)..(1— gV D)

= (¢ QOn- (D" g7 V()

olur. Bu ifadeyi g-Binom teoreminde yerine yazarsak;

@™ On CHA I A s
— —-1)" - N.n+(2) — -1 - N.n+(2)
@GDn (G Dn (@ Dn-n SR [n]q SRR
olur.
Burada
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[N] _ (@ DN
nlg (@G Dn- (G DN-n

olduguna dikkat edilmelidir. Béylece N = 0,1,2, ... igin

.
2[ | o qrne @ = (‘éq ég’jnxu—(x("x_ q’)q)m=(xq-N;q)N

bulunur. Her iki tarafta x yerine xq™ yazilirsa;

i mq (-D"qPx™ = (s )y N =012..
n=0

elde edilmis olur.

Tanimdan;

(xq_N; Do

(% D oo
(A =xg™). A =xqg"D) . (1-xq7D).1-x).(1-xq)..(1—xq") ..
B 1-x).0-xq)..(1 —xg")...

= (xq; Qn
yazilabilir.

4-
i[]“k_l] R - : Dl <1 (2.3.4)
k=0 k a oy A=x)..(1—xgV1) "’

dir. Bunu gostermek icin g-Binom teoreminde a = gV yazarsak

(q CI)k ik = Z (1 - qN)_ (1 _ qN+1) (1 _ qN+k—1) "
4 (@D 1-q).(1—q»..(1—q"

olur. Toplam igindeki ifadeyi (q; g)y—1 ile ¢arpip bdlelim. Bu durumda

_ i (=" (1=g"D) .. A= g" D). (1= 0).A =) .A=¢"D ,
1-¢).1-¢?)..1-¢").A-q).A-g>) ..(1 —g" D)
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_ i (1=q).(1=q2)..(1=q"D.(1=qg").(1 = g"*1) ..(1 — gN**-1) "

CHOPACH DI
:i CHAN= <k
£ (¢4 Dk (G @In-1

bulunur. Son esitlikte toplam igindeki ifade;

CHAN= _ CHOINT= _ [N +k— 1]
(@G De- @G Dn-1 (@G Dk (G DNsk—1-k q

seklinde yazilabilir. Béylece son esitlik;

(@"; Qi . [N+k—1] k
X
Z (q q)k ZO k q
seklinde yazilabilir.

Simdi de g-Binom teoremindeki esitligin sag tarafinda a = ¢" yazarsak

(ax; oo _ (CREA D™ _ 1 —xg").(1 —xq"*Y) ...(1 — xq"*F) ...
(% Doo (% Doo (1-x).(1—xq)..(1—xq") ..

1 1
TA-0.(0-2q) - (1—xq" D) (%

olur. Boylece g-Binom teoreminde a = ¢V yazilmasiyla

i[zv+k—1] L1 <1
xRt = s x
kg (6 Dn

k=0

esitligi elde edilmis olur.

Teorem 2.4:[1] A, u reel sabitler olmak Gzere;

(a*x;q),,

i 1— u—Aa
g (@"% Qoo ==

yakinsamasi u = A, u+ 1= 1icin {x € C: |x| < 1} kiimesinde dlizglin, diger
A, u sabitleri icin {x € C: |x] <1,x # 1} kimesinin kompakt alt kimelerinde

dizgin yakinsaktir.
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ispat:

(¢*x:q) (=M1 =qMx) .. (1= g
@%@ (1 —grx)(1 — g#*1x) .. (1 — gi+h-lx) ..
~ (1 - ¢*%)(1 = g**1x) .. (1 — ¢**1x) (1 — g**1x) (1 — g*+1+1x) ..
T (1= gfx)(1 = gHtix) .. (1 = gitme1x) (1 — gitmx) (1 — gitmtiy) |
B (¢*x; q)z(qﬂlx; q)oo

(@#% Om(@*% @)oo

yazilabilir.[, m saylarini p+m=> A+1l ve u+ A+1+m =1 olacak sekilde
secersek

(a*xq), @-=x) o
ql—>n11— (q"%; @) m - (1—x)m =1-x)

ve

ax; @) e a;
(@5 Do _ NG Dic e 1 <1191 < 1
G Dw (@D

q-Binom teoreminden

Ay — © _
(*6q), (@™ ¢"CDo O @ Dn

@D @D = (@D

(g"x)"

q,unxn

_ i (1 — q)"”)(l _ qA—/t+1) (1 _ qA—u+n—1)

1-9).(1-4g?..(1—q")

B o (q# _ ql)(qy _ q)l+1) (q[.t _ ql+n—1) .
Bl 1+; -9 d-g).(d—qv 1

(2.4.1)

B o) (q# _ ql) . (qﬂ _ ql+1) (q[.t _ ql+n—1) .
‘”; A-¢ G-  d-q °

Diger taraftan A + k > p icin

(qu _ ql+k)

fl@) = =gl
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fonksiyonu igin f'(gq) = 0 oldugu gdsterilebilir. Diger taraftan

(@ —q™) . (¢"=a™) | w"'-Q+.q""" p-0+h)
1—gktt oot 1—gktl  go1n —(k + 1)g¥ —(k+1)

_A+tk—p

T k+1

olup 4 + m — 1 < u esitsizliginin saglandigi en blydk m tamsayisi igin |x| < 1

olmak Uzere

(q” _ qz) . (q” _ qa+1) (q” _ q/1+m—1) (q” _ q/1+n—1) .

1-q (1-4q?) (1—-qg™) (1—-q™)
@) (@) @) drmep 2emeio
I (1-4q3?) (1—q™) m+1 m+ 2
A+n—1—-yu

yazilabilir. Bdylece (2.4.1) serisinin m. teriminden sonrasi yakinsak olan

A=—p+m),
(M + Dp_m

sup (qu _ q/l) . (qu _ q/1+1) (qu _ ql+m—1)
0<qg<1l] 1-q (A-q¢» 1—qm

serisinden daha kuguktar.
Burada
(@o=1, (a)p,=a(a+1)..(a+n—-1),

A—u+m)pm=A—-—pu+m).A—-—pu+m+1).A—p+m+n—-m-1)
=QA-pu+m)QA—-—p+m+1).A—-—u+n-1),

m+1pp=m+1).(m+2)..(m+1+n-m-—1)
=(m+1).(m+2)..n

esitlikleri gecerlidir.
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(0% @)oo _ @ *.q"% Q) o
(@"x% @) oo (q%x; Q) o

N h—qg* B ghtl u_ ,A+n—-1
:1+Z(q ") (¢*-a*) (¢*—-q*") |
n=1

1l-q9 (A-g?) (1-q™)
ifadesinin her iki tarafinin ¢ — 1~ igin limiti alinirsa;

q-1~ (q#x; q)oo

[ee] A_
= 1+Zﬂxn
n!
n=1

n

A—p A—p+1 A—p+n-1
" LN x
1 2 n

NgE

1

S
Il

:1+z(A—#)(A—#+17)1!...(/1—y+n_1)xn
n=1

— 1+Z(—1)”(”_’1)(”_'1_13”"'(“_/1_n+1)x"
n=1

=1 -x)+A
elde edilir.

Burada asagida verilen klasik anlamdaki

(1+x)“=1+Z“(“—1)(a—721)'...(a_n+1)xn
n=1 :

A-x)%=1+ Z(—l)““(“ — e 3 ~a-nt1)
n=1

Binom &zdesliklerinden yararlaniimistir. Béylece

m =(1-x)+**
1-17 (q"%; @)oo ( )

bulunmus olur.

q-Binom teoreminin sonuglarindan biri olan
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) 'I" 1’ q 1

(2.3.1) esitliginde x yerine (1 — g)xyazarsak

C -k 1

L @O [A-9xqle

olur. Bu esitligin sol tarafini acip ve g —» 1~ yaklasimi yapilirsa

[oe]

Z (1 — g)Fxk
& (@
1 1- 1-q)? 1-q)*
_ - A-o°, 0d-0°,
@Do (@D (CHP CHL”
(1-9q) (1 - q)? (1 -k
=1+ + 244 k...
- " d-9a-&" A-p0-¢).(1-¢9"
=l+x+——=x%++ ! xk 4
(1+q) 1+9U+qg+q?)..A+qg+--+qgF 1)
ve buradan
qanf_k_O @D 1+x+§x +23x + +12 i +
—_ N Xk —_ X
=)=
k=0
olur ki bu da
li ! x
m—-———-7=e
a-1" [(1 — @)x; ql
demektir.
Tanim 2.5: 0 < g < 1ve x € Rigin
®) ! 25.1)
e, \X)=—/7"————FT——""—"— D
1 ((1-9x 9o

ifadesine f(x) = e* in 1. tip g-analogu denir.
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q-Binom teoreminin sonuglarindan biri olan

O (—1)4qe)x

=90 lgl<1
CH)

k=0

esitliginde x yerine —(1 — q)xyazarsak

N R G VLN C ey L
;\Z:o (@ O = (-0 -5 e,

f -1z X"
k(k-1)/2 . — (_ _ .
q (Q;Q)k _( (1 CI)x: q)OO Y
k=0 (1-q*

© et
k=0 T

elde edilir. (2.5.2) ifadesindeki E,(x) fonksiyonunaf(x) =e* in 2. tip g-
analogu adi verilir. O halde f(x) = e* Ustel fonksiyonunun iki farkh g-analogu

vardir. Kolayca gérilebilecegdi gibi f(x) = e* in g-analoglari arasinda
eq(X)E;(x) =1

6zelligi vardir.
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3. q-GAMMA ve q-BETA FONKSIYONLARI

Klasik anlamda gamma fonksiyonu

[ee)

r'(x) = f t* e tdt

0

seklindedir. Daha dnce Teorem 2.3’te

(a*x:q)_

im =(1-x)t1=1-x)"*m
-1 (q*%; @) o ( ) ( x)

oldugunu gérmistik. Simdi x*~1(1 — x)#~Lile x*1(gx; Q) /(% %; Q) o

ifadelerini kargilastiralim. Teorem 2.4te A = 1,u = B alinirsa

(CEH
lim =(1-x)1
-1 (%5 ) oo
olur. Béylece;
X Q)
lim x%~1 (qﬁ—q) =x* (1 —x)F 1
a1 @75 @)oo
elde edilir.

|x] < 1,|q| < 1icin g-Binom teoremi

i (@ Pn o (ax; Q) o
CHS (% Qoo

ve

(@ Qw=>0-q90—aq)..(1—aq") ..

olarak verilmisti.

40



Teorem 3.1:[1] |x| < 1,]|q| < 1igin

n+1

- (@™ Qoo PG
— (aq q)oo (X;Q)m(a;CI)oo

dur.

ispat:|x| < 1,]q| < 1 olmak (izere

n+1

¢ ,q)ooxn _@Ds (@D @D
— (a9™; Q) (@ Q) (ad; Do (aq™; Qoo
_ -0 -4¢%.. N 1-¢»)1—-4g%..
1-a)(1-aq).. (A-aq) -ag?) ..
(1 _ qn+1)(1 _ qn+2)
(1—-aq™)(@ —aq™*?)...
:(I—WO—ﬂﬂn{I 1-a)(@1-aqg).. 1-¢>)A-4g..
1-a(1-aq).. -0 —-¢».. I—-aq)(1-aq?) ..
1-a)d-a@).. A1-g"HA-g™?).. o+ ]
1-90-¢»).. 1-agm)(d—aq™?)..
_ @D, A-a)  (A-a)d-ag)..(1-aq"™)
" @Dw [” -0 "TTa-pa-@..a-q © ° ]

(@D O (@ Dn o
(@ q)ooz @ Dn

xn + e

X+ -

xn + e

olur ki son toplam altindaki ifade g-Binom teoreminden

(ax; @)oo
(6 oo

dur. Bu durumda

n+1

- (q ,Q)mxn_(ax;q)m_(q;q)m
£ (a9™ @) Do (@ Qoo

olur ki bu da ispati tamamlar.

Bu esitlikte x yerine q* ; a yerine ¢ yazilirsa sag taraf;
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a+f.

(@4% Do (G Do _ @7 Do (T D
Q%D @F5Pe W5 Po  (@F5 Do

olur. Sol taraf ise

@S Do g
£ (a"F59)o

sekline gelir. Bdylece;

@™ Do g = @D (@D
£ (q"F59)o @% Do (@5 D

veya buradan

> (@ @) (1= ) = 1-D0@** Do (@ Do
£ (@5 @) (@% Qo (@%; Qoo

yazilabilir. Bdylece

- (@™ oo (g — qraty = 1-9@* e (@D
(@™ 0o (4% Do (@ Do

elde edilir. Diger taraftan f(x)’in g-integralinin

[ r@dp =Y rag. o - e
0 n=0

oldugunu biliyoruz. Burada a = 1 alinirsa;

1 00
[ r@dgr = ram.@ - am
0 n=0

elde edilir.

P CH

) =X
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dersek;
@ Do

ny — (onya-1
f(@") = (") @0

ve

n+1,

naen @5 Do
@+ Qo
n+1.

_(q ;D oo
@P* Q)

f@».@"—q™) =q @q"—q™"h

( na __ qna+1)

olup bdylece

@5 Do

1
- na _ ,na+l —
DX e Rl Of F()dgx

> flaq™.(aq™ - ag™") =
n=0

oldugundan;

o) 1
1. .
i ,q)oo( na _ gnat1y = fx“—l (X Do

n=0 (q/3+n; Q)oo (qﬁx; Do 1

_0-90@* 9w @D
Q% Qoo (@5 Qo

bulunur.Buradaki

f a1 O Doo =D 0)e0(@; oo
X —d

PrDe " @50 D S
integraline
g r
fxa‘l(l —x)F'dgx = B(a; B) =% (3.1.2)

0
integralinin g-genisletmesi denir.
(8.1.1) integralini (3.1.2) formunda yazabilmek icin basta verdigimiz

klasik anlamdaki
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[ee)

rix) = f t*le~tdt

0
gamma integralinin bir g-analoguna ihtiyacimiz vardir.
n!, nun varligi gamma integralinin g-analogunun uygun bir sekilde
verilmesine yardimci olur. Ayrica Euler carpimi ve sonsuz ¢arpim yardimiyla
verilen bir interpolasyon formualine ihtiyag vardir.
Simdi

CHOM

_ o \1-x
@ )m( @) gl <1

I (x) =

fonksiyonunu g6z 6nline alalim.Burada g* ve (1 —q)'™ in temel degerleri
g6z 6nlne alinmaktadir. Glnki I7(x) meroforfik bir fonksiyon olup

noktalarinda basit kutup yerlerine sahiptir. Gergekten
@5 Do =1 —q"). (1 =g ..(1—g™™) ...
olup 1—¢*™ =0 igin ¢**"™ =1 olur.
Buradan;
(n+x)logqg =logl =1n1+ iargl = 2ikm, k € Adir.
X, = —n noktasindaki rezidl

CTOE DO

I(x) = @ )m(l

olmak Uzere

44



Q-9 —¢g% ..

Rez(I(x); x = —n) = Jim (x + 1) A-g¢HA -g*)..(1 -

B 11— -q?)..
T (A-gmA-q¢gm) .. (1-gHA-q)1—-g?) ..

_a-o"t 1 1-q™ 1-q"

(1- )" lim

- llm = =
(@™ q)p x>—n—q*t"logq (@™ q)n(=logq) (@7 q)n(logq™1)

olur.

_N\1-x
(=)

X+n
x>-n (1 — g*m)

I; (x) sifir yerine sahip degildir ve basit kutup yerleri hari¢ tam fonksiyondur.

Bu Ozellikler nedeniyle I;; (x) ve I' (x) benzerlik gostermektedir.

x =0,-1,-2,..,—n, .. noktalari her iki fonksiyon igin basit kutup yerleridir.

Bdylece;

fxa—1 @G De A= DU D0 Deo
CLE )P Q% D@ Qoo

ifadesi g-Binom teoreminin bir baska formu olarak;

1
PR e €O _ (@) (B)
Bq(a,ﬁ) 1= bf X 1—(qﬁx; Do dqx = —I"q(a B

seklinde yazilabilir. Buradaki

1
By (a; B) ==fx“‘1(xq;—q)°°d X
0

CLET )P

fonksiyonu klasik anlamdaki Beta fonksiyonunun g-analogudur.

Bu tanimdan hareketle

: o 1-— 1-x
fat) = . q)(q’g; q):)

olmak Uzere
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(@1 =)'

fo(a) = (9% Qoo
) e 1- =B
f®) = ! q)(qﬁ(; q):) ’
: - 1— 1-(a+pB)
Fq((x+ﬁ):(q D1 —q)

(@**F; Qoo '
yazihiglarindan

(@GDo(1-9)'™% (@9)(1-9)'7F
[ (@)I5(B) __ @%Dw (@%:9) o0
I(a+ ) (@D(1-q)~@+A)
(qa+’8FQ)oo

_ @ D1 - D" (@91~ D'F. @ oo
(4 Deo(1 = D). (4% Do (47 Do

1
_0=-90@" e [ 4oy TG Do
T (0% D (P oo _Ofx CLER DM Ao i=Bq(a: )

elde edilir. Diger taraftan

1
oy [vam1 CT D TG(@)5(B)
Bq(a,ﬁ)—bfx 1(qﬁx;q)oodqx_ L(a+p)

bagintisi I' (x)fonksiyonunun g —analogunun, I (x) olarak alinmasinda uygun

bir bagintidir. Ayrica Bohr-Mollerup teoreminden
fx+D)=x.f(x); fO) =1
fonksiyonel denklemlerini saglayan tek fonksiyon I'(x) fonksiyonudur.

Ayrica I'(x) fonksiyonu logaritmik konveks bir fonksiyon olup benzer sekilde

I, (x) fonksiyonunun da

1—g*
G +1) :%"q))rqoc) L (D) =1
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fonksiyonel denklemlerini sagladigi ve logaritmik konveks
gOsterilebilir.

I, (x) fonksiyonunun

1-qg%)

L(x+1) = )

() = [x]gl(0) 5 (1) =1

fonksiyonel denklemlerini sagladigini géstermek kolaydir. Gergekten

: o 1-— 1-x
fat) = . q)(q’g; q):)

olup buradan

(@ D1 —q)7

rq(x + 1) = (qx+1. q)oo

yazilabilir. Pay ve paydayi (1 — q)(1 — q%) ile carparsak;

(@ Do (1-9"™*1-4g")
1-¢9) 1-¢9HA—-g*")..(1—g*")
_0-99) @Po- Q-

(-9 (0% Deo

_(1-q")
(-9

Lx+1) =

’ Fq(x) = [x]q-rq(x)

olur. Diger taraftan

(¢ Do =)' _ 1
CHDS

Fq(l) =

oldugu aciktir.

oldugu

Simdi de I}, (x) fonksiyonunun logaritmik konveks oldugunu gormek igin

2

d
Wlogl"q(x) >0

oldugunu gdésterelim. Bunun icin énce
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(@ D1 =)

r
(@ Do

q(x) =

ifadesini

(1-9A-¢)1-¢°)

Fq(x)=( — (1 - g (1 - x+2) 1-p'

1-91-q»)..A—-q")..
EA -0 — g ..(1—g") ..

10qu (x) =lo (1 _ q)l—x

=log[l -1 -¢*)..(1—g™) .1 —q)*]
—log[(1 — ¢ —¢**H) ...(1 —g**™) ...]

= Z log(1—q™) +1log(1 —q)*™* — Z log(1—q™™™)
n=1 n=0
seklinde yazalim. Buradan tirev alinirsa;

d d
_— = —_ —_ —_— _ AXxtn
——logI,(x) = 0 — log(1 - @) dxzmg(l g+

= —log1 - ) - 21 (= g7

-1
= —log(1—q) — Zl——q’”"( —q*™.logq)

n

X+
= —log(1 —q)+longl—

olur. ikinci tirevin hesaplanmasiyla

dZ qx+n 1qu(1 _ x+n) + qx+n logq qx+n
Iz logl"(x)—0+long 1= q=m)2

= (log q)? Z L >0
L] (1 — qx+n)2

olup bu da I; (x) in logaritmik konveks oldugunu gésterir.
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Klasik anlamda I"(x) fonksiyonu igin bilinen

Frx+n)=x(x+1)..x+n—-1DIr'(x)
genellemesine benzer bir genellemenin I}, (x) fonksiyonu igin de varhigini
arastiralim.

_ @D 1)
(@% @)oo

I3 (x)
icin
I(x + 1) = [x],. I;(x)
oldugu daha énce gdsterilmisti.

I (x) fonksiyonunda x yerine x + 1 yazalim.

(@Dl -)™* (@GP —)™
(@2 Qo (@ Qo
_ @0 -™ (1 -q9?* A-¢91-q""
1-9*@*** Do (1-g91—q**)
_ (@ D1 — )1 = g¥)(A - q**h)
1-9*A—g")A —qg**)(A —g**?) ..(1 — q**™) ...
_(1-9¢9) 0-¢"") @Dl
1-9 Q-9 (% Do
= [x]glx + 1]45 (%)

I(x+2) =

ve bdylece devam edilirse

(4; P oo- (1 — )t~ +™

I(x+n)=
1 @ Do

_@@u(0- " A-q" A-¢)1-¢")..A-g"™"
A=)"(@*™ Do (1-¢9)A—-g*)...(1 =g 1)
_ @@e(1-9'™1-¢A-¢""") ..(A1—-g"")
A-"(1-g)A - gD .. - g DA - g*") ..
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_(0-9¢") A-¢") (0-¢""") @Du(l-9)"™
1l-9 Q-9 (1-9) (4% Do
= [x]glx + 1]g .. [x + n — 1] 4T (x)

bulunur. Géraldugu gibi her n € N igin

I(x +n) = [x]g[x + 1], .. [x + n— 1], I (x)
bagintisi gecerlidir.
Klasik anlamda I'(n + 1) = n! oldugunu biliyoruz. Acaba g-Analizinde bu
sonug nasildir? Gergekten

(x+n) =[x]g.[x+1]g...[x + n—1],.T5(x)
esitliginde x = 1 yazarsak

I(n+1) = [1],.[2]4 ... [n]q. (1) = nl,

olur.
Lemma3.1: x>0 icin0<f"(x) <g"(x)ve f(N)=f2)=9g(1) =g2)=0
olacak sekilde f, g fonksiyonlarini g6z 6nune alalim. Bu durumda
[0,1] U[2, co]igin f(x) < g(x) ve [1,2] i¢in f(x) = g(x) dir.

ispat: x € [1,2]icin

((x=2).(t—-1), 1<t<x<2
h(x't)_{(t—Z).(x—l), 1<x<t<?2
olmak Uzere
2
fo0 = [ neuor @
t=1
alinabilir.

[1,2] araligindaki x ve t ler icin h(x,t) negatiftir. Bdylece [1,2]araliginda
f(x) = g(x) tir. CinkG [1,2] arahginda f(x)’ inde negatif oldugu agiktir.
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Genelligi bozmaksizin f(x) = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda x € [1,2]
icin g(x) < 0ve g(1) = g(2) =0olur.

Ortalama Deger Teoreminden g'(x,) = 0 olacak sekilde en az bir x, € [0,1]
noktasi vardir. Ayrica x =2 iging’(x) =0 ve f'(x) =0 dir. O halde [0,1]
araliginda g'(x) < 0 olup g azalan ve [2,0] araliginda g'(x) >0 olup g
artandir. Bdylece sonug elde edilmis olur.

Teorem 3.2:[5] 0 <r < g < 1olmak Gzere0 < x < 1veya x = 2 igin
L(x) s Ti(x) =T (x),
vel<x<2igin
I'(x) < I;(x) < L(x)
dir.
ispat:
Daha 6nce

2 x+n

d N
—— 101 (x) = (log q)* E =gz 0
n=0

oldugu gosterilmigsti. Simdi

(logr)?.r¢

h(r) = 1 —ra)2

fonksiyonunu géz énlne alalim. Bu durumda

[ztir“ + ar“‘l(logr)z] (1 =192+ (logr)?r*2(1 — r*ar®?!
h'(r) = a—rayi
_ [@logr)yr*™ + ar*'(logr)*](1 = r*)? + (logr)?r®2(1 — r®).ar*™"
(1 —rao)*
_ (logr)r**(2 + alogr)(1 —r*)* + (logr)*r*2(1 — r*ar*™*
(1 —ra)t
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_ (logn)r* (1 —r*)[(2 + alogr)(1 —1%) + (logr) r*2a]
- (1—rat

(logr)r*ta [(2 +logr)(1—7r%) +2 (logr)ra]
- (1—ra)3

ar® 1(logr)(1 +1r%) [(2 +logr)(1 —r%) +2 (logr)r“]
1-7r9)31+r9e)

_are (logr)(1 + 19 |G +logr)(1 — r%) +2 (logr)re
B (1—ra) (1+7r%)

arv logr)(1 47 [+ (=) + logr. (1 = r%) + 2 (log r)r®
= (1—ra)3 (1+79)

_ar®t(logr)(1+ 1Y) [2(1 —r%) + alogr(1 —r?®) + 2ar?®(logr)
Bl (1—ra)s i a(l+r%) ]

B ar®llogr)(1 +r*) [2(1 —r%) + alogr — ar®logr + 2ar®(logr)
(1-ra)3 i a(l+r9)

ar*(logr)(1+ 7% [2(1 — %) + alogr + ar® (logr)]

(1—7re)3 | a(l+r%)
_ar®tlogr)(1 +r*) [2(1 —r*) +alogr (1 + 1)
B (1—7re)3 | a(l+r%) ]
_ar®t(logr)(1+r)[2(1 — %) |
- (1—ra)3 [a(l +1r%) * ogr]
olur.
Burada

ar® 1 (logr)(1 +r%)
(1—-ra)3

ifadesi 0 <r <1 i¢cin her zaman pozitiftir. Bu nedenle kodseli parantezin
icindeki ifadeyi bir g(r) fonksiyonu olarak distnUp tlrevine bakalim. Bu

durumda

B 2(1 —1r%)

9(r) = a(l+r%)

+ logr
olmak Uzere
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ve

(—2ar* Y(a+ar?) — (2 - 2rY)(a?r* 1) N 1
(a + ar®)? r
—2a%r* 11 +rY)+ (1 —-rY)] N 1
(a + ar®)? T
—2a%re1.2 N 1
a?(l+re)? r
a—1 1

g'(r)=

—4a’*r N
a?(l+re)? r
—4ra-l N 1

(1+7r®)? r
—47r% + (1 4+ 1r%)?
r(1+r%)?

_1—2r% 472
T r(1+1re)2

(1 —1r%)2
= rqTreyp 20 0<r<1)

bulunur.

Boylece g(r) artan fonksiyon oldujundan en biyik degeri g(1) =0 dir. O

d

2
halde 0 <r <1igin g(r) <0 drve 0<qg<1igin Elogrq(") artandir.Bu

ise

2 2

d d
Wlogl}(x) < Wlogfq(x) , 0<r<g<1,x>0

demektir. Ayrica
log I (x) = Z log(1 —q™) +1log(1 — q)* ™ — Z log(1—q™™™)
n=1 n=0

igin I;,(1) = 1, log I;(1) = 0,log[,.(1) = 0 dr.
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(@ Do

A-90-¢%.0-¢".._

(2 = 1-q7'=

(4% Do 1-¢91—-qg? ..
olup log I, (2) = logI.(2) = 0 yazilabilir.
Bdylece ispat tamamlanmis olur.
Teorem 3.3: [2]
qli_)l?{l_ I(x) = I'(x)
dir.

ispat:

(@ Poo- 1=
(@ Qoo

I (o) = gl <1

seklinde verilen I (x) fonksiyonunu

(1_[ a n+1) i

seklinde de gosterebiliriz. Buradan hareketle;
( _ qn+1
L(x+1) =< m)““” ¥
n=0

yazilabilir. Buradan

had 1 n+1
F(x+1)—<1_[( qz+x+1)( -

n=0
A-q"
( Ta—gmpa-o )
(1-4")
=(1-q9" 1_[( qm)

(1 _ n) (1 _ n+1)x
=1-q)r 1_[ (1- n+x)_ (1-— n+1)x
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(1--g¢»* (A-¢)1-g)*
(1=g*H(A=¢*)* 1 -q**)(A =g
1-@Q-¢»)*0-¢)* 1-¢)A-¢)".A-¢)"

(1 — qx+1) (1 — qx+2)
_TTa-aM. -
LI —-gema -

=1-97

=1-97

elde edilir.Burada q — 1~ yaklagimi yapilirsa;

1-q") n
ql»r?—(l—q“") n+x

1 — gnt)x 1 — gntt x n+ 1\
i G (L)
Ay e\ T ) T

limitleri mevcut oldugundan limit carpim Uzerine dagilabilir. Béylece;

© x

) n 1
Jm et =] [ (147) =reeen

n=1

bulunur. Gergekten klasik anlamda bildigimiz;

reo "l ia+or
esitliginden yararlanarak [3];
I+ 1EY 1 m+ " n
F(x)=;1_[ x :;1_[ ntx :;1_[( n ) n+x
aer (143) Fna () *ad
= m+1\"
=[] (12
n n+x
n=1
=1 m+1\"
I“(x+1)=l_[(n ) z
n n+x
n=1

elde edilebilir. Bu da ispatl tamamlar.

Teorem 3.4:[4]0 < g <1,a>1vex € [0,1] olmak Uzere
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1 (1 +x)¢
< <
IA+a) ~ I+ ax)

dir.
ispat:
CHAP O
() = (0% Do
(@ Q-1 —g)7
LA+0 =",
10)o. (1 —qg)~ %
I(1+ax) = @ Cglﬂgx. q)q) ’

olup buradan

(1-90-¢..(d=-q").. -
(1 __qx+1)(1'__qx+2)."(1 __qx+n+1)." q

=log[1l—-¢)(1—-¢»)..1—q¢™) ..(1—¢q)7*]
—log[(1 — ¢**)(1 — ¢**?) ...(1 — g™+ 1) L.]

logI; (1 +x) =log

= ) log(1 — ™) +log(1 - q)™* = ) log(1 - g*+"*)
n=1 n=0

yazilabilir. Buradan tirev alinirsa

d d
alog I,(1+x)=0-log(1—q)— aZ}log(l — g¥tntl)
n=

o1 d
= —log(1—q) — zm'a(l —q*m
n=0

- 1
=—log(1—q) - Z T geenit’ (=q**"*'logq)
n=0

x+n+1

q
= —log(1—q) +logg E T
n=0

x+n+1
q

olur.

Benzer sekilde;
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1+ax+n

d
d—logf (1+ax) =—log(1l—q) +loggq Z 1 — gl+ax+n

olur.x <0,a>1,logqg <0 ve

1+ax+n 1+x+n 1+ax+n _ ,14+x+n
q q _ q q <0
1 — q1+ax+n - 1 — q1+x+n - (1 — q1+ax+n)(1 — q1+x+n) -
olup buradan
dl I,(1+ax) = dl I,(1+x) 3.4.1
70814 ax) z a——logl, X (3.4.1)
yazilabilir.

a=>1,x >0 olmak lzere

| L1+ x)¢
ogI"(1+ax)

g(x) =
fonksiyonu igin

g(x) = alogl,(1+ x) —logI;(1 + ax)

ve
d d
g'(x) = a—— logF 1+x)— logF (1+ ax)

olur.

(3.4.1) esitliginden g'(x) <0 bulunur ve bu da g(x) in azalan oldugunu

gOsterir.

I;(1+x)°
g——,a >
I(1+ ax)

f(x)=1lo
fonksiyonu da x > 0 i¢in azalandir.

Sonug olarak x € [0; 1] ve a > 1 i¢in

I5(2)¢ - (1 +x)* - ()¢
IG(1+a) " I;(A+ax) ~ (1)
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olup

1 <I“(1(1+x)a
I(1+a) " I;(1+ax)

elde edilir. Bu da teoremi ispatlar.
Bu teoremde q — 1~ yaklasimi yapilirsa

1 <F(1+x)a
'l+a) I'l+ax) ™

elde edilir. a yerine n yazilirsa

1 ra+x"
< <
rd+n) Ir(l+nx)

1 <F(1+x)"
n! " I'(l+nx) ™

elde edilir.

Simdi bir f fonksiyonunun g-integralinin hangi kosullar altinda mevcut

oldugunu arastiralim.

f fonksiyonunun sinirli araliktaki g-integralinin
[r@agr=3 fam@a - = -0 f@e
0 n=0 n=0

oldugunu biliyoruz. Buradaki serinin yakinsak olmasi i¢in x = 0 1n sag
komsulugunda ¢ > 0,a > —1 igin,
lf Ol < cx?

olmalidir. Gergekten

If ()] <cx®

@< A=0)) claq(aq™)
n=0
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ifadesinde a,, = (1 — q)c(aq™*(aq™) deyip ve bu seriye D’alembert oran

testini uygularsak

i Gt _ (1= Qclag™ )% (aq™™)
no© dy (1 - q)c(aq™)*(aq™)
a
lim =2 = limg**' =0 < 1
n—-oo an n-—-oo

bulunur. « > —1 verildigindena+ 1 >0, 0 < g < 1 igin g**1 < 1 olup
Y. a,serisi yakinsaktir.

f fonksiyonunun sinirsiz araliktaki g-integralinin A > 0 igin
/A d n n
| rwdx=a-a Y (L))
0 n=—co

oldugunu biliyoruz.

Bu serinin yakinsak olmasi igin

Vx €[0,8),c>0,a>-1,e>0

iken
lf GOl < ex®
ve
D>0,<—-1,N>0,Vx € [N, )
iken

[f ()] < DxF

olmasi yeterlidir. Gergekten f fonksiyonunun sinirsiz araliktaki g-integralinin
tanimi A > 0 igin

/A

Of F()dgx = (1 - ) i F(E)(%)

n=-—oo
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>|

=(1—q)[i f(%)(qn>+if<§><§>

n=—oo n=0

<a-0[ 3 o(%)

n=-—oo n=0

seklinde yazilirsa Vx € [0, ¢) igin |f(x)| < cx® ve Vx € [0, ) igin

|f (x)| < DxPy1 uygulayahim. Buna gére

=0l ()

deyip D’alembert oran testini uygulanirsa,

Gny1 _ (1—-9q)c (qu)a (q1;+1) _ gMaDga+t

e a-edgy )

=0<1

a>-1,0<g<1ligina+1>0veq*?! <1olacagindan Y a, serisi

yakinsaktir.

Ayni sekilde D > 0,8 < —1,N > 0,Vx € [N, o) sartlari igin

- -0 (2)

Yazilip oran testi uygulanirsa

bpe1 (1-9g)c (qnﬂ)ﬁ (qn+1) qnB-Dgh+1 ~

li _ A A ) _ —0<1
e T

bulunur. § < —1igin § —1 < 0 ve g~ < 1 oldugundan ¥ b, serisi
yakinsaktir. Buna gére Y a,, + . b,toplami da yakinsaktir.
I;,(t) fonksiyonunun bir bagka gésterim sekli de

®/1-q
Fq(t)zf xUE, Y dx
0

60



dir [9]. Bu godsterimde o0/1 — q yerine o alinirsa iraksak bir seri elde edilir.

Yani f fonksiyonunun sinirsiz araliktaki g-integralini

ff(x)dqx =(1-9) i f@")q"
0

n=-—oo
biciminde alinirsa yukaridaki seri iraksak ¢ikar. Gergekten;

f(x) = x'"*E;* fonksiyonunu alirsak

[00]
n+1

ff(x)dqx — f xt—lEq—qxdqx — (1 —CI) z qn(t—l)Eq—q qn
0

0 n=-—oco

_ _qn+1
=(1-9 ) ¢

n=-o

=(1-9) Y ¢ 0-0-gHF

n=-o

olur. Burada toplamin igindeki ifade igin
=" (1 = (1 = )q"* N7

dersek ve D’alembert oran testi uygulanirsa serinin yakinsakligina karar

verilemez. Bu nedenle Raabe testinden pozitif terimli bir ); a;, serisi igin

a
lim k.( k+1—1> =s
k—oo ak

olmak Uzere

. s<-=1liken Y a; <oo

ii. s>-—1iken } a; serisi iraksaktir.

Y ata- -y
n=0

pozitif terimli serisine Raabe testini uygularsak,

- (an+1 _ 1) i (@A - A - )g™ DT
ey e\ - = 0a g
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t
= lim n.< a - 1)
e\ T= - ey
= lim n.(q* = 1)
n—oo
= 00

bulunur. Bu ise
Y- a- oy
n=0

serisinin iraksak oldugunu gdésterir. Dolayisiyla

Z qnt (1 _ (1 _ q)qn+1)20

n=-oco
serisi de 1raksaktir.

Yani sinirsiz aralkta g-integralinin

ff(x)dqx =(1-9) i f@"q"
0

n=-—oo

seklinde tanimlanmasi uygun olmaz [9].
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4. TARTISMA VE SONUC

Fizik, istatistik ve Mihendislikte g-Analizinin birgok kullanim alani vardir.
“q” ifadesi zaten “Quantum” kavramindan gelmektedir. Kesikli olaylar
genellikle fark denklemleri veya g-Analizi metodlari  yardimiyla
incelenebilmektedir.

Bu tezde g-Analizinin temel kavramlari, bazi 6zellikleri ve bunlarla ilgili
teoremler incelenmistir. Daha sonra g-Tlrev, g-integral ve Gamma-Beta
fonksiyonlarinin  g-Analoglar verilmigtir. Bu tez, ileri agsamada bazi

problemlerin g-Analoglarini elde edebilmek igin bir hazirlik niteligindedir.
Kompleks kismi tlrevli denklemlerde en basit sinir-deger problemi

D = {z € C:|z| < 1} birim diskinde

w;=0,z€D
w| = y(z),y € C(D,C) 4.1
oD

olarak verilmektedir. Bu Dirichlet probleminin ¢6zimU |z| < 1 olmak Gzere

zd(

1
o V(f)l_z—(zo (4.2)

I¢1=1
kosulu altinda

1 y({)
W(Z)_% {(—z

I¢1=1
seklindedir. Benzer sekilde diger bir sinir-deger problemi

a¢ (4.3)

w;=0.z€D
Rew | y(2), Imw(0) =c;y € C(D,R) (4.4)
aD

Schwarz sinir-deger problemidir. Bu problemin ¢6zimu ise kogulsuz olarak

f (§ +2)

a
14¢9, ((_Z)?+lc (4.5)
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olarak verilir. Bunlar i¢in [8] kaynagdina bakilabilir. Buradan da gérildugu gibi
problemlerin  ¢dzimleri Cauchy tipi kompleks integraller yardimiyla
verilmektedir. Kompleks integraller reel egrisel integrallere dénustirilerek
hesaplanir. Ayrica reel egrisel integraller de bir [a,b] araliginda Riemann
integraline doénusturdlip ¢6zaldr. Riemann integrallerinin de g-Analogu
mevcut olduguna gére kompleks egrisel integrallerin de g-Analogunun
tanimlanabilecegi mantikli gértlmektedir. Eger kompleks egrisel integrallerin
q-Analogu elde edilebilirse (4.2), (4.3), (4.5) egdrisel integrallerin g-Analoglari
yazilabilir. Bdylece (4.1) ve (4.4) problemleri g-Analizinde incelenmig olur. Bu

durum ileri bir arastirma konusu olarak disundlmektedir.
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