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Bu tez dort boliimden olugsmaktadir. Birinci boliim Giris ve Kaynak 6zetlerine
ayrildr. ikinci béliimde konu ile ilgili temel tanimlar ve teoremler verildi. Ugiincii
boliim Arastirma Bulgular1 adi altinda verildi ve tezde temel olarak incelenen
operatorler ve yakinsaklik 6zellikleri incelendi. Dordiincii boliim tartisma ve sonug
olarak hazirland1 ve genel diisiinceler ifade edildi.

Anahtar Kelimeler: Lineer pozitif operatérler Modifie Szasz-Mirakyan
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ABSTRACT

APROXIMATION PROPERTIES OF TWO VARIABLES LINEAR POSITIVE
OPERATORS IN WEIGHTED SPACES
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Department of Mathematics, M.Sc. Thesis
Advisor: Asst. Prof. Dr. ALI OLGUN

June 2011, 68 pages

This thesis consists of four basic chapters. In the first chapter, the introduction of the
thesis and the summary of the Literature are given. In the second chapter, some
Fundamental concepts of subject and theorems are given. In the third chapter,

The results of research are given and the operators which are investigated basically in
this thesis and their properties are given. In the fourth chapter, the chapter of
discussion and results are prepared and general ideas are given.
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SIMGELER DiZiNi

[a,b] araliginda stirekli olan fonksiyonlarin uzay1
Tiim reel eksende tanimli ve |f(x)| < Mrp(x) kosulunu
saglayan fonksiyonlarin uzay1
B, (R) uzayindaki siirekli fonksiyonlarin uzay1
C,[0, ) dan olan ve llm E ; = K; < o kosulunu saglayan
fonksiyon uzaylari
Ly, lineer pozitif operatoriiniin f fonksiyonuna uygulanmasi
Szasz operatorleri
f fonksiyonunun siireklilik modiilii
Cp,q agirlikli uzayinda agirlik fonksiyonunu
A (f; x) operatoriiniin - f,, 5 fonksiyonuna diizgiin

yakinsamast

f fonksiyonunun C, K [0,0) uzayinda stireklilik modiilii
f fonksiyonunun C, , agirhikli uzayinda siireklilik modiilii
Cla, bluzaymnda ||f|lciqp; = Maxgex<pl| ile tamml
olan norm
C,(R) ve B,(R)uzaylarindaki |- ”,0 = sup l(l)

x€R P

ile tanimli norm



1.GIRIS

Biz bu tezde baz1 Modifie Szasz-Mirakyan operatorlerin yaklagim 6zelliklerini
inceleyecegiz. Ozellikle de agirlikli uzaylardaki yaklasim dzellikleri ve operatorlerin
yaklasim hizlan ile ilgili sagladiklar1 bazi esitsizliklerden bahsedecegiz. Bunun igin
once lineer pozitif operatorler teorisindeki bazi temel teorem ve tanimlar1 verecegiz
ve bu teoremlerin bir uygulamasi olarak Szasz-Mirakyan operatorlerinin yaklagim

ozelliklerini inceleyecegiz.

Daha sonra benzer tanim ve teoremlerin Agirlikli uzaylardaki karsiliklarim

verecegiz.

Tezin arastirma bulgular1 kisminda tezimizin temel operatoriinii olusturan
lineer pozitif operator dizisinin tek degiskenli halinin yaklasim 6zelliklerinden daha
sonra da benzer operatoriin iki degiskenli halinin yaklasim 6zelliklerinden

bahsedecegiz.

1.1.Kaynak Ozetleri

Bu tezi hazirlarken Oncelikle Z. Walczak’m On Certain Positive Linear
Operators In Polynomial Weight Spaces ve Approximotion of Functions of two
variables by Some Linear Positive Operators baslikli ¢alismalarini temel alacagiz.
Bununla birlikte agirlikli uzaylarda daha 6nce konumuza yakin olarak yapilan
calismalardan yararlanacagiz. Bu c¢alismalarin basinda A. Haciyev ve H.H.
Hacisalihoglu kitabin1 A. Haciyev’in ders notlarim1 temel alacagiz. Ayrica konu ile

ilgili 6nceden hazirlanmis tezlerden yararlanacagiz.

1.2. Calismanin Amaci

Agirlikli uzaylarda Modifie Szasz-Mirakyan operatorlerinin bazi operatorlerinin
yaklagim 6zelliklerinin incelenmesi ve operatdriin yakinsakligi ile ilgili esitsizliklerin

elde edilmesi.



2. MATERYAL VE YONTEM
2.1. Temel Tanimlar
Tanim 2.1.1: Operator

Fonksiyonu fonksiyona doniistiiren bagimtilara operatdr denir. Bu tanima gore

operatorlerin tanim ve deger kiimelerini fonksiyonlar olusturmaktadir.
Tanim 2.1.2: Lineer Operator

X ve'Y fonksiyon uzaylari olsun,

L: X — Y seklindeki L operatérii her f;, f, € X ve a,b€ R igin

L(af, + bf,) = aL(f;) + bL(f,) kosulunu sagliyor ise L operatoriine lineer operator

denir.
Tanim 2.1.3: Pozitif Operator

L operatorii pozitif degerli bir fonksiyonu yine pozitif degerli bir fonksiyona
doniistiirtiyor ise yani f > 0 iken L(f;x) = 0 oluyorsa L operatdriine pozitif operator

denir.
Lineer ve pozitif olan operatdrlere lineer pozitif operatr denir.

Tanmm 2.1.4: n € N olmak iizere f,,(x)e bir fonksiyon dizisi denir ve (f;,) ile

gosterilir.

Tanim 2.1.5:n € N olmak tizere L,(f;x) e bir operator dizisi denir ve (L,)ile

gosterilir.

Tamim 2.1.6: Kapali bir [a, b] aralifi lizerinde tanimli ve siirekli tiim reel degerli

fonksiyonlardan olusan kiimeye C[a, b] fonksiyon uzayi denir. Bu uzaydaki norm

IfNlcrap = ggggg}lf(x)l

seklinde tanimlanir. Bu norm ile birlikte C[a, b], lineer normlu bir uzaydir.



Tamim 2.1.7: Tiim reel eksende tammli ve |f(x)| < Mgp(x) kosulunu saglayan

fonksiyonlarin uzayma B, (R) fonksiyon uzay1 denir. Yani

B,(R) = {f:|f(x)| < Myp(x) } dir. Burada M;, p(x) fonksiyona bagl sabit bir
sayidir. B, (R) uzayindaki siirekli fonksiyonlarn uzayma da C,(R) fonksiyon uzay1

denir. Yani ,

C,(R) = { f:f €B,(R)vef sijrekli} dir. C,(R), B, (R) uzaylarmna agirhikli uzaylar
denir. Acgiktir ki,
Cp,(R) < B,(R) dir ve bu uzaydaki norm

_ o fel
My = 2706

seklinde tanimlanir. Burada p(x) monoton artan, siirekli ve p(x) =1 sartim
saglayan bir fonksiyondur ve bu fonksiyona agirlik fonksiyonu denir. Tanimlanan bu

normile C,(R)ve B,(R) lineer normlu uzaylardur.

Tamim 2.1.8: Bir (f;,) fonksiyonlar dizisinin f fonksiyonuna C,(R) normunda

diizgiin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart

limlIf = £ll, = 0

olmasidir. Yani,

i s L) =1 _
n=00 yxeR p(x)

esitliginin saglanmasidir.
Diizgiin yakinsama f,, (x) Zf (x) seklinde gosterilir.
Tanim 2.1.9: L lineer operatorii X uzayindan Y uzayina doniisiim yapiyorsa,

L operatoriiniin normu;

LI = NILllx-y = Sup LIy

flix=1

seklinde tanimlanur.



2.2. Lineer Pozitif Operatorlerin Baz1 Ozellikleri

Lemma 2.2.1: Lineer pozitif operatdrler monoton artandir. Yani bir L lineer pozitif

operatorii igin
f<g= L) <L(g)
esitsizligi saglanir.
Ispat: f < g olsun. Bu durumda g — f = 0 olup L operatorii pozitif oldugundan
L(g — f) = 0 dir. Ayrica L operatérii lineer oldugundan
L(g — f) = L(g) — L(f) yazabilirz.

O halde L operatérii pozitif ve lineer oldugundan L(f) < L(g) esitsizligi saglanir.

Lemma 2.2.2: Eger L lineer pozitif bir operator ise bu durumda
|L(F)| < L(|f]) esitsizligi saglanir.

Ispat: Herhangi bir f fonksiyonu igin

—Ifl = f < |fldir.

L lineer pozitif bir operator oldugundan yukaridaki lemmadan dolayr monoton

artandir.

L(—|f) < L(f) < L(If]) yazilabilir. L lineer oldugundan
L(—|f) = —=L(|f]) dir. Bu esitlikten

—L(fD = L(H < LAfD

esitsizligi elde edilir.

Korovkin 1953 yilinda ki bir ¢alismasinda yaklasimlar teorisindeki temel olan

Korovkin teoremini vermistir.



2.3. Korovkin Teoremi

f € Cla, b] ve tiim reel eksende |f(x)| < M (2.3.1)

olsun. Her x € [a, b] i¢in L,,(f; x) lineer pozitif operator olmak tizere
L,,(f;x)3 f(x) olmasi igin gerek ve yeter kosul
) Ln(1;x)31
i) L,(t; x)3 x
i) L, (t%; x) 3 x?
kosullarinin saglanmasidir.

Ispat: Kabul edelim ki f € C[a,b] olsun. f fonksiyonu siirekli oldugundan her
pozitif € sayisina karsilik 6yle bir § bulunabilir ki |t — x| < § oldugunda

|[f(t) — f(x)| < eolur. |t —x|> 5 oldugunda ise (2.3.1) den ve liggen

esitsizliginden ;
IfO = fFOI < IfFOI+f ()] < 2Mf (23.2)
t-x

olur. Ayrica [t — x| > & iken T>1 olacagindan;

(t —x)?
62

> 1 (2.3.3)

saglanir. (2.3.1) ve (2.3.2) den
(t—x)?
52

yazabiliriz. Bu islemler sonucunda

If(t) = f(x)| < 2M; < 2M;

[t —x| <&igin |f(t) = fF(x)| <e

(t—x)2

[t —x| > &icin [f(t) = f(x)] < ZMp—3;

sonuglar1 elde edilir. Yani her t € R ve her x € [a, b] i¢in



(t—x)?
62

dir. Simdi (i), (ii), (iii) kosullarin1 saglayan L,, operator dizisinin,

lf (&) = f(O)| < €+ 2Mf (2.3.4)

Tim 1Ly (F (£; %) = f (D)l cgap) = 0

esitligini sagladigini gosterelim. L, lineer oldugundan

L (F(£; %) = F O] = L (f (£); %) = () + Ly (f ()3 %) = Ly (f (x); )]
= L (f(£); %) = Ly (f ()3 %) + Ly (f (x); ) = £ ()]

= Lo ((F () = F()); %) + £ () (Ln(L; %) — 1)

dir. Uggen esitsizliginden

ILn(F (%) = O] < |[La((F(0) = £); )| + IfF ()L (1 x) — 1
yazilabilir. L,, lineer pozitifif bir operator oldugundan ve Lemma 2.2.2 den

1L (f (8); %) = F(O)| < L (1 (8) = £ )+ f ) Ln (15 %) — 1
esitsizligi saglanir. (2.3.1.) den

1L (f (8); %) = F)| < L (I (8) = F )5 %) + Mp|Ln (15 %) — 1]
yazilabilir. Lemma 2.2.1 den L,, monoton artan olup (2.3.4)

kullanilirsa

ZMf 2
Ly, (6+F(t—x) ;x)| + Mf|L,(1;x) — 1] (2.3.5)

1L (f(8); %) = fF(x0)| <

bulunur. Ayrica L,, nin lineerliginden
2M; 5 2Mp 5
Ly, (6 +F(t — X) ;x) = L,(e;x)+ L, (F(t—x) ;x)
el (LX) + L (¢ — 2t + 2%
=€ n(:x)‘l'F n(t% = 2xt + x%; %)

ZMy 2 2 2 2 2
= €eL,(1;x) +F[Ln(t ;X)) —x° — x4+ 2x° — 2xL,(t; x) + x*L,,(1; x)]



ZMf 2 2 2 2 2
= eL,(1;x) + F[L"(t ;x) —x° 4+ 2x° — 2xL,(t; x) + x“L,,(1; x) — x°]

2M,
= €eL,(1;x) + 57 [(Ln(t% %) — x2) + 2x(x — L (%)) + x? (L, (1;x) — 1)]

yazilabilir. (2.3.5) in kullanilmasiyla

Ly (f (©); %) = ()| < €L (1;x) + Mp|L,(1;x) — 1| +
2M,
52 [(Ln(t% %) — x2) + 2x(x — L (%)) + x% (L, (1;x) — 1)]

esitligi elde edilir. (i), (i), (iii) kosullarinin kullanilmasiyla

1Ly (f(0); %) — f(x)| <€

elde edilir. Buradan

lim max | L, (f(¢); x) = f(x)| = 0

sonucu elde edilir, ki bu ispat1 tamamlar.

2.4. Baskakov Teoremi

f € Cla, b] ve tiim reel eksende |f(x)| < M;(1 + x?) olsun. L,,(f; x)
lineer pozitif operator dizisi olmak tizere her x € [a, b] i¢in

i) Lp(1;x)31

i) L,(t; x)3x

i) L, (t%; x)3 x?2

kosullarmin saglanmasi igin gerek ve yeter kosul [a, b] araliginda
L,(f;x)3 f(x) olmasidir.

Ispat: 1,x, x2 € [a, b] ve

If ()] < M(1 4 x2) (2.4.1)



kosulunu sagladiklarindan dolay1

L,(f;x)3 f(x) olmasi durumunda (i), (ii), (iii) kosullar1 saglanur.

(1), (ii), (iii) nin saglanmasi halinde L,,(f; x)3 f (x) oldugunu goéstermemiz ispat igin

yeterlidir.

f € Cla, b] olsun. f fonksiyonu siirekli oldugundan Ve > 0 igin 3 § vardir 6yle ki
|t — x| < & oldugunda
(@) —f)| < € (2.4.2)

[t—X| %)

saglanir. Eger [t — x| = & ise T>1 olacagindan % >1

esitsizligi gecerlidir. (2.4.1) den ve liggen esitsizliginden
If(&) = f)| < Me(1+t*+14x%)
= M2+ (t—x+x)*+x?%)
= M2+ (t —x)% + 2x(t — x) + x* + x?)
< Mp(2 4 (t —x)* + 2x|t — x| + 2x?)

— x)2 — )2 22
(tgzx) +(t—x)2+2x—(t 6x) +2x2(t62x))

< M (2

o[ 2 2x  2x2
=Mf(t—x) ﬁ+1+?+ﬁ
= M (t — x)*K (x) (2.4.3)
V x € Cla, b] igin K(x) sinirli oldugu agiktir. Ve > 0 i¢in (2.4.2) ve (2.4.3) ten

If () = F(x)] < €+ Mp(t — x)*K(x) (2.4.4)

yazilabilir. L,, operatorii (2.4.4) esitsizligine uygulanip, basit diizenlemeler yapilirsa

ILn(f (8); ) = | < Lp(1f () — f() ;%)
< Ln(€x) + My K(X) L, ((t — %)% x)

= Ly (€ x) + MK (xX)[Ly, (¢%; %) — 2xL (5 %) + x2L, (1; %) — 2x% + 2x7]



= Ln (€ x) + Mg K()[(Ly, (t%; x) — x%) — 2x (L (£ %) — x) + x* (L (1;x) — 1)]
elde edilir. Bu esitsizlikte

ILn(f(©); ) = FO] < €(Ln(1;) — 1) + € + MK () [(Ln (875 %) — x7)
—2x(L(t; X) — X) + x2(L,(1; x) — 1)] seklinde yazilabilir.

(i), (ii), (iii) den dolayi esitsizligin sag tarafi n — oo igin € a esit olur ki bu da

istenilendir.

Simdi Korovkin teoreminin basit bir uygulamasi olarak, 1950 yilinda Otto Szasz
tarafindan tanimlanan Szasz operatoriiniin  tanimin1  verelim ve yakinsaklik
ozelliklerini inceleyelim. Bu operatorler Literatiirde Szasz-Mirakyan operatorleri

olarak bilinmektedir.

Tanim 2.5.1: (Szasz Operatorleri)

© k
5 (fix) = enx § ) f(k) (2.5.1)

k! n
k=0

seklinde tanimlanan lineer pozitif operatorlere Szasz Operatdrleri denir.

Teorem 2.5.1: (2.5.1) ile verilen

e ok rk
Snlf, %) = e VT f(%)

seklinde ki Szasz Operatorleri A € R* olmak tizere [0, A] kapali araliginda siirekli ve
tim pozitif yar1 eksende de smirli olan bir f fonksiyonuna bu aralikta diizgiin

yakinsar. Yani f € C[0, A] igin
Ly(f;)3 f(x) ,x €[0,4] dir.

ispat: Ispat i¢in (2.5.1) operatorlerinin Korovkin teoreminin sartlarmi gergekledigini

gostermek yeterlidir. Once S,,(f, x) in lineer ve pozitif oldugunu gésterelim.



Lineerlik:

Va,b € Rve f,g € C[0, A] igin

o)

st +050r0 = 3 (o ()00 ()} 5

k=0

< S En ()G e Yo ()5
- 3 () SR e e ()

k=0

= aS,(f(£);x)) + bS,(g(t); x))
oldugundan (S,,) lineer bir operatordir.

Pozitiflik: k € N ve x € [0, 4] icin

o (nx)¥
0<e™

oldugundan f = 0 ise S,,(f,x) = 0 dir. Boyle (S,) pozitif operatérdir. Simdi;
i) Sn(1;%)31

i) S,(t;x)3x

iii) S, (t%; x) 3 x?

oldugunu gosterirsek S, (f;x)Zf(x) oldugunu gostermis oluruz.

} cy) = pNX (nx)" = g XX —
l) Sn(li X) e k! 1 € € 1
k=0
1 (2.5.2)
> (o) k - ("
.. . — p—Nx — = X NI
i) Sy(t;x) =e z Kon ¢ Z n(k —1)!
k=0 k=1

bu esitlikte k = k + 1 yazarsak

10



o oo
e () nx o (n)”
=—e
n k! n k!
k=0 k=0

olur. O halde
Splt;x) =x (2.5.3)
dir.

= (nx)k k2
kI n?

iii) S,(t%,x) =e™ ™
k=0

e ok ke-1 O ) k
—¢ Zk! n? +Zk!ﬁ

L k=0 k=0

(nx)" o (nx)k
(k—Z)' 1(k—1)!

ilk toplamda k = k + 2, 2. toplamda k — k + 1 yazarsak;

Z (nx)"

k=0

(nx)"

=x2+- 2.5.4
X +n ( )

oldugundan n — oo igin
X
S,(t%,x) = x% + -

olarak elde edilir. O halde (2.5.1) operatorleri Korovkin Teoreminin sartlarini

gerceklediginden (i), (if), (iii) sartlar1 saglandigindan Korovkin Teoremi geregince
Sn(f; )3 f(x) (n - o)
olur.

f € C[a, b] i¢in Korovkin ve Baskakov teoremlerinin gegerli oldugunu biliyoruz.

Ancak sinirsiz bolgelerde Baskakov teoreminin gecerli olmadigini yani Baskakov

11



teoreminin kosullarinin saglandigi halde diizgiin yakinsamanin saglanmadigi
bilinmektedir. O halde sinirsiz bolgelerde yakinsaklik teoremini verebilmek i¢in 6nce

asagidaki 6nermeleri verelim, arkasindan da yakinsaklik teoremini ifade edelim.

Onerme 1: C,(R) de tamml lineer pozitif bir operatoriin C, (R) den B, (R) ye
doniisiim yapmasi i¢in gerek ve yeter sart ||Lp1(IR)||p < M; olacak sekilde bir
2

M; = 0 sabitinin bulunmasidir. Burada p,(x) ve p,(x) fonksiyonlar1 1 den biiyiik,

monoton artan fonksiyonlardir.

ispat: Gereklilik: L: C, (IR) = B,,(IR) bir doniisiim olsun. O halde V f € C,_(R)
i¢in L(f; x) € B,, dir. Ayrica |p;(x)| < M;p,(x) saglandigindan p, (t) € C,, dir.

Bu durumda;
L(p1(8);x) € sz
O halde,

L(p1(t); x) < Myp,(x)

L(py(0:%) _

PGy =

Her iki tarafin x € R lizerinden supremumu alinirsa sag taraf X ten bagimsiz

oldugundan

) | L(p1(2); x)| <M,
x€R p2(x)

olur. Bu da ispati tamamlar.
Yeterlilik: $Simdi kabul edelim ki [[L(p1)l,, < M; olsun. L: C, (R) = B, (IR)

oldugunu gésterirsek ispat tamamlanir. V f € C,_icin ||f||,, < M; = M vardrr.

L lineer pozitif operatéri monoton oldugundan

|f1
p1(t)

L(f;x) < L(f ;%) = L( p1(t);x> < Ifllp, LGp1(£); %)
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yazabiliriz. Dolayisiyla
|IL(f;x)| < M L(p,(t); x) elde edilir. Bu son esitsizligin p,(x) e bolinmesiyle

L(f;x) < ML(pl(t): X)
p2(x) p2(x)

elde edilir. Her iki tarafin x € R Uzerinden supremumu alinirsa

LD L (050)]

Su S
er P2 () ek pa(®)

bulunur. O halde

LA, < MIIL(p1)l,, olup hipotezden ||L(f),, < M. M, yazabiliriz.
M.M, = M, dersek ||L(f)ll,, < M, saglanir. Yani L(f; x) € B,, dir.

Onerme 2: L: Cp, (R) = B, (R) lineer pozitif bir operatér olsun. Bu durumda
ILllc,. ~5,, = IL(oDIl,, dir

ispat: L: C, (R) — B, (R) lineer pozitif operatéri igin

| L(f;x)]
ILllc,,-B,, = sup LAy, = sup sup———
e 22 fllp,=1 xer  P2(X)
i)
. Sup|L(p1"’1"‘ < sw lIfl, sup IO
Iflp=1 xR P2(X) T gm0 P xer  pa(X)
| L(p,(£); %)
= sup ———
x€R Pz(x)
yazilabilir. O halde
ILllc,,-8,, < IL(pDII,, (2.5.5)

esitsizligi saglanir. Ayrica

ILlle, 5, =

sup IL(HIlp, =2 sup IL(pDlp, = [ILCeDl,
p1=

Ifllpy=1 pillp, =1
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oldugundan ILllc,,~s,, = IL(eo)ll, (25.6)
elde edilmis olup (2.5.5) ve (2.5.6) ten ||L||Cp1_,sz = [[L(pDIl,, olur.

Bu da ispati tamamlar.

Onerme 3: Kabul edelim ki : Cp, (R) den B, (R) ye doniisiim yapan (L) lineer

pozitif operatodrler dizisi icin asagidaki sartlar gecgerli olsun.
a) Vx € Rigin p; < Mp,(x) olacak sekilde bir M sayisi mevcut olsun.

b) lim ||L;,(p1) = pall,, = 0

n—-oo

saglansin. O taktirde (L,,) dizgln sinirhidir. Yani ||Ln||cp1—>Bp2 < K olacak sekilde bir

pozitif K sabiti vardir.
ispat: ||L,,(p;) — p1ll,, = Oise Ve > 0icinA N = N(€) vardir dylekivn = N

icin ||L,,(p1) — p1ll, < € olur. Diger yandan p; (x) < Mp,(x) oldugundan

llp1ll,, < M dir. Dolayisiyla V n € N igin énerme 2 den dolay!

ILulle, s, = 1La(oDlly, = ILn(pr) = 1 + pull,,

< [[Ln(p1) — pall,, + |1l 5, < € + M yazilabilir.

K = maks {ILllc,, -5, IL2lle,, -5, 1 Lslle,, -5, - € + M} segilirse
||Ln||cp1—>Bp2 < K elde edilmis olur ki bu da ispati tamamlar.

Onerme 4: L,: C,, = B,, lineer pozitif operatdrler dizisi dizgiin sinirli ve

im p1(x) ~0
£ 0, (3)

olsun.

on(s) = sup sup | L, (f; %)
" IFllp =1 lxlss  P1(%X)

olmak lizere V s igin
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lim ¢,,(s) = 0 ise o takdirde lim |[L,|lc. 5. = 0 dir.
n—oo n—oo P1 P2

X
ispat: lim p1(0) = 0 oldugundan Ve > 0 i¢in oyle bir s, vardir ki |x| > s,
x>0 Py (X)
icin
p1(x) . . — -
) < € olur. Ayrica p; (x)ve p,(x) siirekli ve p,(x), 1 den biiyiik oldugundan
2
p1(x) . - . . : -
5, () de stireklidir. Stirekli her fonksiyon sonlu aralikta sinirli olacagindan
2
.. p1(x) N . o .
|x| < s, i¢in 5, () < C* olacak sekilde bir C* sabiti vardir. O halde
2

ILallc, 5, = sup La(Pll,,
IFllp =1

= sup sup | Ln(f} x)|
Ifllp =1 xeR  P2(%X)

3 { | L (f; ) ILn(f;x)I}
= Su sup ———+ —_—

Iflp,=1 Uxl>s,  P2(X) |i|7éso p2(x)
S {SupILn(f;X)Ipl(X)Jr sup ILn(f;x)|p1(x)}
T flp, =1 Uxl>s,  P1(X) p2(X)  iflly, =1 Pi(X)  p2(%)

||Ln||cp1—>3p26 +C ¢,,(Sp) yazilabilir. L,:C, — B, diizgiin simrh oldugundan
||Ln||cp1—>sz < Ke + C@,,(S,) bulunur. Ayrica hipotezden lim ¢,(s) = 0 dir.
n—->oo

Dolayisiyla  lim ||Ln||Cp1_>sz =0 elde edilir.

n—-oo

Teorem 2.5.2: L,: €, (R) - B, (R) lineer pozitif operatorler

X
dizisi, C, (R) = B,,(R)diizgiin sinirli ve lim 21§x§ = 0 olsun. Eger her s i¢in
X—00 2
|x| < s olmak tizere lim |L,,(f;x) — f(x)| =0 (2.5.7)
n—-oo
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oluyorsaV f € C, (R) igin lim |[L,,(f;x) — f(x)ll,, =0
n—oo
dir.

ispat: Onerme 4 te A,, = L,, — E alalim. Burada E, Cp, (R) deki birim operatorddr.

Bu durumda
on(s) = sup {Sup | (Ln — E)(f:x)l}
" 1fllpy=1 Llxl<s p1 (%)
— sup {Sup | Lo (f; x) —f(x)l}
Ifllp,=1 Ulxlss p1(x)

dir. Her bir x igin p;(x) = 1 oldugundan

Pn(s) < sup {sup |, (f;x) — f(x)l}

£l p,=1 Ulxlss

yazilabilir. Burada (2.5.7) nin kullanilmasiyla lim ¢,,(s) = 0 elde edilir. O halde
n—-oo

O6nerme 4 {in sonucu olarak,

lim L, = Ellc,, -5, = 0 (258)

yazilabilir. Diger taraftan

ILn(f) = fllp, = ILn(f) = E(Dlp, = I(Ln = EYF)p,

N ey (U
- ‘ (Ln E)<p1 pl)

oldugundan Onerme 2 den dolay1 ||(L,, — E)(p1)l,, = I(L, — E) (PDlc, -8,

< Al ICLr — E) (o)l p,
P2

yazabiliriz. O halde ||L,(f) — fll,, = lIL, — Ellcpl_,sz. Ilf1l,, olup (2.5.7) ten
dolay: lim||L,(f) — fll,, = 0 elde edilir.
n-—-oo

Simdi sinirs1z bolgelerde yakinsakliga bir uygulama olarak Szasz Operatorlerinin

yakinsakligini inceleyelim;
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Teorem 2.5.3: p,(x) = 1, siirekli ve monoton artan bir fonksiyon olmak {izere;

o 1+x?
im =
x=0 Py (X)

(2.5.9)

sartini saglasmn. Bu durumda Vf € C,, 2 (R") i¢in lim|[S,(f) — fll,, = 0 dur.
n—oo

Ispat: Ispat igin Szasz operatorlerinin Teorem 2.5.2 in kosullarini sagladigini
gosterelim. Bunun igin 6ncelikle S,,(f;x) in C, (R*) den B, (R*) ye doniisiim

yapan lineer pozitif operator dizisi oldugunu gostermeliyiz.

|Sn (1 + tz);xl
IS, (o), = sup ) olup (2.5.4) ten
X
1S, Co I |(1+x2+%| {1+x2+ ad 1} (2.5.10)
=Sup————~ = Su O ).
- N S B AR

yazilabilir. Diger yandan 1+ x? ve p,(x) fonksiyonlari siirekli ve p,(x) =1
2

+
p2(x)

oldugundan de stireklidir. Siirekli her fonksiyon sonlu aralikta sinirl

2

olacagindan 0 < x < N i¢in < M olacak sekilde bir M sabiti vardir.

P2(X
Ayrica (2.5.9) dan ve limit tanimindan N < x i¢in
1+ x2
p2(x)

< € saglanir. Dolayisiyla her durumda

<M+e (2.5.11)

- 1+ x2
p2(x)  pa(x)

yazilabilir. Ayrica 0 < < M + € ve dolayisiyla

ooy <Me (2.5.12)

dir. (2.5.11) ve (2.5.12) un (2.5.10) da kullanilmasiyla ||S, (p1)l ,, = 2(M + €)
bulunur. 2(M + €) = M, dersek ||S,, (p)l,, < M,

esitsizligi elde edilir. Béylece 6nerme 1 den dolay: S,,: C, (R*) —» B, (R™)
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dir. Simdide S,,: C,, (R*) = B,, (R™) diizgiin sinirli oldugunu gésterelim. Bunun

icin ”Sn”Cpl—»BpZ < K olacak sekilde K sabitinin varhigini géstermeliyiz. Onerme 2

den dolayi
1S, (1+t%;x)|
ISulcy, -2y, = I1Sa(o)llp, = sup="=——
|1 + xz + %| X 1
= 1+ —} 2.5.13
sup—— " = swp {14 7553 (2513)

1
<lve —< 1dir.
n

X
yazilabilir. Diger yandan x < 1 + x? oldugundan T2

Bu esitsizliklerin (2.5.13) da kullaniimasiyla ”Sn”Cp1—>Bp2 < 2 elde edilir. Boylece
K = 2 dir ve diizgiin sinirhlik saglanir. O halde |x| < s igin f € C,,,2[0,s] € C[0, s]
olup Korovkin Teoreminden

im max|S,(f;x) — f(x)| =0

1
n—oo 0<x<s

dir. Diger yandan
max|[Sy (f; %) = f)] 2 1Sn(f;2) = f(x)[ = 0

oldugu goz oninde bulundurulursa
lim max|$,(f;x) = f(x)| =0
elde edilir. Boylece Teorem 2.5.2 den
lim [1S,(F) = fll,, = 0
sonucuna ulasilir.
2.6. Szasz Operatorlerinin Yaklasim Hizi

Tanim 2.6.1: C[a, b] Uzayinda Siireklilik Modiilii

f € Cla,b] olsun. v § > 0 i¢in
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w(f;8) = sup |f(t) = f(x)]

[t—x|<8
x,t€la,b]

ile tanimlanan w(f; &) ifadesine f fonksiyonunun” siireklilik modiilii”” denir.
Cla, b] uzayinda siireklilik modiilii asagidaki 6zellikleri gergekler.
w(f;6)=0
i) 6, < 8,ise w(f;6,) < w(f;8,)
iii)m € Nigin w(f;md) <mw(f;s)
V) 1 € R* icin w(f;u8) < (A+1) o(f;6)
V) im w(f;6) =0
i) I£(8) = FG0)1 < w(f; [ — xI)
vil) [£(6) = f@)| < (52 +1) w(f; 8)
Simdi f € C,[0, ) olan ve
f(x)

lim —=K; < 2.6.1
op) T (261

kosulunu fonksiyonlarin uzaymi C, g f [0, o) ile gosterelim Ve siireklilik modiiliiniin

agirlikli uzaylardaki tanimindan ve 6zelliklerinden bahsedelim.

2.6.2. Agirhkh Uzaylardaki Siireklilik Modiilii

Bunun igin 6nce;

|f(x + h) — f(x)| degerini hesaplayalim. f(x + h), f(x) € C,[0, )

oldugundan |f (x)| < M;p(x) ve p(x) = 1 + x?* segildiginde

llf fgl < M; (2.6.2)

esitsizligi vardir. Benzer sekilde;
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|f x+h| <

|f(x+h)| < Mep(x+h)= r

1+ x+h°
esitsizligi gecerlidir. Bu durumda ti¢gen esitsizliginden;
If(x+h) = fOl < If(x+ W)+ f ()]

_ fx+n)l
1+ (x+ h)?

|f ()l

[1+(x+h)2]+1_|_x2

(1+x%)

yazabiliriz. (2.6.2) ve (2.6.3 iin kullanilmasiyla

IfGe+h) = FCOI < Mp[(1+ (x + )?) + (1 + x?)]

olarak elde edilir.

Her a,b € Rigin (a + b)? < 4(a? + b?) esitsizligi gegerli oldugundan
a=x,b = higin (x + h)? < 4(x? + h?) yazilabilir. Bu durumda

A+ x+h))H+A+x) <1+4(*+h?)+1+x?
<1+4+4(x*+h?>)+1+x%2+3+h?

=5+ 5(x%+ h?)

=5(1+ x? + h?)

< 5(1+ x% + h? + x%h?)

=51+ x%)(1+ h?

— 1+ X+h? + 1+X2 <5 1+x%> 1+h?

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik (2.6.4) kullanilirsa
If(x +h) = fF(X)] < Mp. 51 4+ x*)(1 + h?)
sonucu elde edilir. Dolayisiyla;

If(x+h) = f)] < CA+x2)(1+h?)

olarak yazilabileceginden Vf € Cp,Kf[O, ) igin
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0F;6) = sup |f(x +h) - F(O)I

x=0 (1+x2)(1+ h?)
|h|<6

esitligi vardir. Simdi asagidaki tanimi verelim.

Tamim 2.6.2: (Siireklilik Modiilii)

f € Cp,Kf [01 OO) lgln

005y = sup LEHD = FOI

x20 (14 x2)(1+ h?)
|h|<8

seklinde tanimlanan Q2(f; &) fonksiyonuna f fonksiyonunun Cp_Kf[O, )
uzayinda ’Siireklilik Modiilii”” ad1 verilir.

0(f; 8) siireklilik modiilii de asagidaki 6zellikleri gergekler.

D 2(f56) =0

)6, < 8, ise N(f;8,) < 2(f;6,)

iii) m € Nigin 2(f;mé) < 4m(1 + §%) Q(f; )

iv)A € R*igin 2(f; 416) <4 ( 4 +1)(1+82) 2(f;96)

V)f € o [0,00), lim Q(f;8) = 0

v)If () = FO) < (X +xH) (1 + (t—x))(f; It — xI)

[t — x|

vid)|[f(6) = f()| = 4( + 1) (1+x?) (A + (¢ - x)2)(f;6)

Ispat ) |[f(x+h)—f(x)|=0,(1+x2)>0,(1+h?)>0
oldugundan siireklilik modiiliiniin tanim1 geregince 2(f; §) = 0 dir.
ii) 8, < 8, igin |h| < &, bolgesi |h| < §; bolgesinden biiyliktiir. Bolge biiylidiikge

supremum degeri biiyliyeceginden 2(f; §;) < 2(f; 6,) dir.
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|f(x +h) - F(O)I

- AT
|h|<8

[fadesinde x + h = t denirse

o |f (&) — f(x0)l
0(f;6) = ko A+ + (t—2)2)
lt—x|<é
olur. Bu durumda
_ _ |f (&) — f ()l
Qfmd) = Sup T a@A+ -0

|t—x|=mé
icin [t — x| <méd ise —m§ <t—x <mé olup
t = x + mh segildiginde |h| < § olacagindan

|f (x + mh) — f(x)|

O(f; =
(fim) = SUp T 2B + (mh)?)
|h|<é
yazilabilir.
Ayrica,

|f(x +mh) = f(x)| =

k=1
< > |f(x +kh) — f(x + (k — 1)h|

O f(e+ kh) = f(x + (k= 1Al
S @R+ (x+ (k- 1)h%)

esitligi saglanir. Her iki tarafin (1 + x2)(1 + (mh)?)ifadesine béliinmesiyle

z[f(x +kh) — f(x + (k = 1A]

1+hr)A+ (x+ (k—1)h?

[f G+ mh) — FGI _ N If Gt kh) = f(x + (k= DA
A +x) A+ mh)?) ~ L A+ A+ (x + (k— Dh?)
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A+hr)A+ (x+ (k- 1h?
1+ x2)(1+ (mh)?)

esitsizligi elde edilir. Her iki tarafin |h| < § lizerinden supremumu alinirsa

(2.6.5) ten

(1+ (x + (k — 1)h?)
(1+ x2)(1 + (mh)2)

QA(F;md) < Q(f; 5)(1 + 6 2) z (2.6.6)
k=1

elde edilir. Diger taraftan,

1+ G+ (k= Dh)? <1+ 4(x? + (k= Dh)")
<1+4(x?+((k—Dh)")+3

=4(1+x%+ (k= Dh)")
yazilabilir. k —1 < m oldugundan
1+ (x+ (k—-1Dh)? <41 +x% + (mh)?)
<4+ (1+x%+ (mh)? + x2(mh)?)
=4(1+ x*)(1 + (mh)?)

yazilabilir. Dolayisiyla

1+ (x+ (k—1)h)?
A+0+mn) =14

esitsizligi saglanir. Bu esitsizligin (2.6.6)’da kullanilmasiyla
0(f;md) < 4m(1 + 62) 2(f; 5)

bulunur.

iv) A € R¥sayisinin tam kismini [1] ile gosterirsek

[A] < A < [A] + 1 esitsizliklerinin gegerli oldugu agiktir. Bu esitsizlikten ve (ii)

ozelliginden
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(f; 28) < 2(f; (1] + 1)6) yazlabilir.

[Al+1€eN
oldugundan esitsizligin sag tarafina (iii) 6zelligi uyguladiginda
Q(f; 28) < o(f; (2] + DS) < 412 + D + 6%) 2(f; 8)
sonucunu elde edilir. Ayrica 2 € R* igin A +1>[A] +1 oldugundan

A(f; 28) <4 (2 +1)(1+ 8% QD)

olarak elde edilir.

v) (f; 8) f fonksiyonunun siireklilik modiilii ve f € C, - [0, ) oldugundan
f [0, o) da siirekli ve

;m% =Ky < o (2.6.7)

oldugundan € > 0 i¢in dyle bir x,, vardir ki tim x > x, noktalar1 ve h €ER

i¢in
f(x) € f(x+h) €

esitsizlikleri saglanir. O halde

00 8) = sup VEHW = FC)

20 p(x + h)
|h|<é

[fCe+B) = F() — px + WKy + p(x + h)Ky |
sup

x20 p(x+h)
|h|<é

< o VORI = PG HRKIG) = G+ WK

T x20 p(x + h) x20 p(x+h)
|h|<é |n|<&

< sup fx+h) |+Sup f&x) px) |

= %0 lp(x+h) T S0 o) p(x+R) T
|h|<é |h|<8
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p monoton artan oldugundan

p(x)
p(x +h)

esitsizligi gecerli olup

_ f(x+h) f(x)
270 = ilg)? o(x+h) — K +xsalép o(x) B Kf‘
|h|<6 |h|<6

yazilabilir. (2.5.8) in kullanilmasiyla

€

2~ €

€
ﬂ(f}5)<§+

elde edilir. Yani 2(f; §) < e dir. O halde
60 0(f;6)— 0dir

vi) 2(f; 6) ifadesinde § = |t — x| secilirse

Ailt—x]) = sup —LOSOL VO[]

lxlz%); A+x2)A+(t—2)2) " A+x2)A+(t—x)3)
h|=

yazilabilir. Buradan

| (&) — f(x)l .
1+ x2)(1+ (t—x)2) <Q(f; 1t —x|)

oldugu goriiliir. Yani,

() = FOI < Q(f; 1t — x DA +x*) (1 + (¢ —x)?)
esitsizligi vardir.

vii), (vi) ozelliginden,

|t — x|

If() -fl < (f; Tc?) (1+x*)A+ (t—x)*) (2.6.9)

yazilabilir.

|t — x|

e R*
0
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olup (iv) 6zelliginden dolay1

o(f; 26) <4 (B2 + 1) (1 + 8%)0(f; 6) dir.

Bu esitsizligin (2.5.9) de kullanilmasiyla

|t — x|

If@®) —f()| < 4( + 1) (1 +x*)A+ (t—x)>)A+8)(f; 6)
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ARASTIRMA BULGULARI
3.1. Operatoriin Tanimlanmasi Ve Ozellikleri

Yaklasimlar teorisinde Szasz-Mirakyan operatorleri onemli operatérlerdendir.
Bu operatorler ve cesitli arastirmalar tarafindan analizin farkli dallarinda ve farkli
alanlarla baglantilari  yogunlukla calisildi. Son zamanlarda bu operatoriin

degistirilmis(Modifiye) sekilleri calisiimaktadir. Biz de bu tezde 6nce

o0

Ln(f;r;x)=g 1 Z(nx+1)2kf( k+r );

[(nx + 1)?; 7] i (k+1)! n(nx + 1)
x €0,0),n €N (3.1.1)
g(tr) = Z D [0, ) (3.1.2)
k=0
0 = 1 = ! t S v ; 0 3.1.3
g( ;r)—ﬁ; g(t’r)_t_r e _jzoj_! ;T> ( . )

seklinde tanimlanan operatorin polinom agirlikli uzaylardaki yaklagim 6zelliklerini ve
daha sonra da bu operatériin iki degiskenli halinin polinom agirhkli uzaylardaki
yaklasim ozelliklerini ve vyakinsaklik hiziyla ilgili sagladigi bazi esitsizlikleri

inceleyecegiz. Bu incelemeler sirasinda

By(R) = {f: 1f ()] < Myp(x)}

C,(R) = {f: f € B,(R) ve fsiirekli } p € Ny ={0,1,2, ...}

agirlikl uzaylari Gizerinde islemler yapacagiz. Bu uzayda agirlik fonksiyonunu

pp(x) = (1 +xP)71,  pe(x) =1 p=1ligin (3.1.4)
olarak ele alacagiz. Kolaylik olmasi bakimindan R, = [0, o) ile gosterecegiz.

Bu uzaydaki normu

Ifll, = NFOllp = Sup Pp ()| f ()] (3.1.5)
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seklinde gosterecegiz.

Yine C, yukaridaki tanimladigimiz fonksiyon uzayi olmak tzere f nin tirevi igin
C; = {f €C f € Cp} fonksiyon uzayini gbz 6niine alacagiz.
f € C, olmak C,, uzayindaki streklilik modilini
01(f; Cpit) = sup 1Anf Ollp; ¢ € Ro (3.1.6)
seklinde tanimlayacagiz. Burada
Apf(x) =fx+h) = f(x); hx €ERy
dir. Agiktir ki
tl_i)rg;r a)l(f; Cp; t) = 0 dir.
Eger f € C, ise bu durumda bir M, sabiti vardir dyle ki
wi(f;Cpit) < My, tER (3.1.7)
dir.

(3.1.1) ile tanimlanan L,, operatorinin lineer ve pozitif oldugu agiktir. Simdi
(3.1.1) ile tanimlanan L, operatérii icin f(t) =t' i =0,1,2 momentlerini

hesaplayalim. Bunu bir lemma ile verelim.

Lemma3.1.1: v € N,p € Ny sabit sayilar ve f € C, icin ile tanimlanan L,

operatori icin asagidaki ozellikler saglanir.
) L,(L;rx)=1 (3.1.8)

i) L,(t;r;x) =x (3.1.9)
2

(i) Ly(t?7;%) = (x +%) [1 +(nx—_1|_1)2

! 1 L 3.1.10
+g[(nx+1)2;r](r—1)!(nx+1)2( +(nx+1)2)] (3.1.10)
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] L(t3--)—( +1)3[1+ ’ + :
) Ln (5 75%) = (% n (nx +1)2  (nx+ 1)*

! 14T t2 r’ 3111
(nx+1)2(r—1)!g[(nx+1)2;r]( +(nx+1)2+(nx+1)4>l (31.11)

1 o (nx + 1)% B
[(nx+1)2;r]k=0 (k+71) ~

Ispat: i) L,(1;7;x) = 7

L,(L;r;x)=1

1 o (nx+ 1) k+r
(nx + 1)?;r] i (k+7) n(nx+1)

ii) L,(t;r;x) = a0

~ 1 > (nx + 1)1
~glnx + 12 7] i (k+r—1!n

Bu esitlikte k = 0 degeri yerine yazilip toplam k = 1 den baslatilirsa

1 (nx + 1)1 1 o (nx + 1)2 11
(nx+1)%r] r—1Dln + glnx + 1)%;7r] ] (k+r—1)! n

L,(t;1;x) =0

olur. Toplamda k yerine k+1 yazilip toplam k = 0 den baslatilirsa

1
(mx+ D% r]nx+ D(r—1Din

L,(t;r;x) = gl

N 1 > (nx + 1)2k+1
glnx +1)%;r] — (k+1)n

B 1 (nx + 1) > (nx + 1)2K
T gllnx + D rl(nx + D(r— Din +g[(nx + 1)2;7‘]nk=0 (k+1)!

_ (nx +1) (nx +1)
Cgllnx + D3 r](nxe + D2(r = Din n

L,(1;7;x)

1
(r—D!(nx+ 1)2g[(nx + 1) r]]

L,(t;r;x) = (x + %) [1 +
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olarak elde edilir.

1 > (x4 1)K (k +1)?
[(nx + 1)%; 7] — (k+71)! n?(nx + 1)

iii) L,(t%r;x) = 7

~ 1 > (nx + 12K 2(k + 1)
Cgllnx + D514 (k+r = Din?

Bu esitlikte k = 0 i¢in toplamin degeri yazilir ve toplam k = 1 den baslatilirsa

T
[(nx + 1)%;r](nx + 1)2(r — 1)!n?

L,(t%1;%) =g

(o]

1 (nx + 1)%2(k + 1)
+g[(nx + 13 7] ; (k+71—1)n2

elde edilir Burada toplam igerisinde bulunan k+r terimine 1 ekleyip 1

cikarirsak ve gerekli diizenlemeleri yaparsak

1
[(nx + )% r](nx + 1)2(r — 1) n?

L,(t%1;x) =g

o (nx + D2 2(k+7r—1+1)
(k+r—1)!n?

k=1

1
- glnx + D)% r](nx + 1)2(r — 1)!n?

1 o (e + D2k +1— 1)
+g[(nx+1)2;r] ] (k+71—1)n2

N 1 S (nx + 1)%k2
gl(nx + 1)%;r] ] (k+r—1)In?

r
~ glnx + D% r](nx + D2(r — 1)!n?
1 S (nx + 1)%k2 1 > (nx + 1)2k2

+g[(nx + 1)?; 1] ] (k+r—2)In? * gl(nx +1)?;r] o] (k+r—1)In?
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olur. Bu son esitlikte k yerine k + 1 yazilip toplamlar k=0 dan baslatilirsa

r
[(nx + 1)?%;r](nx + 1)?(r — 1) n?

L,(t%1;%) =g

N 1 S (nx + 1)% N 1  (nx + 1)%k
g[(nx+l)z;r]k_o(k+r—1)!n2 g[(nx+1)2;1‘],(_0(k+r)!n2

elde edilir. Buna gore

2. 00 — r !
Ln(t%5m520) = glnx + D2 r](nx + 1)2(r — 1)!n2 " gl(nx + 1% r](r — Din?
1 — (nx + 12k 1 o (nx + 1)

+g[(nx + 1)2;7] ] (k+7r—1)!n2 + glnx +1)%;r] i (k +1r)!n?

r 1
- glnx + 1% r](nx + 1)2(r — 1) n? + glnx + 1)%;r](r — 1) n?

o0

2k 2
+2(nx+1) (nx+ 1) 1

+
| n2 2
e (k+1r)n n

olur. Bu esitlik diizenlendiginde

L (%7 2) = r(nx +1)2
T gl + 1)2;r](nx + 1)2(r — 1) n2(nx + 1)2
(nx + 1)? (nx+1)? (nx+1)2
+g[(nx+1)2;r](r—1)!n2(nx+1)2 n? n?(nx + 1)2
_ (nx+1)? 1 1

n? (nx+1)2+1+g[(nx+1)2;1”](7’—1)!(nx+1)2

r
+g[(nx + 1% r](r— 1! (nx + 1)4]
haline gelir. Buna gore

2
L (tz-r'x)=<x+l) [1+—1
Ao n (nx + 1)2
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1 r
1
D20 = D! (nx + 1) ( pCTn 1)2)]
olur ki bu istenilendir.

1 o (nx + 1D (k+71)3
[(nx + 1)?%; 7] & (k+7r) n3(nx+1)3

iv) L,(t31;x) = 5
1 i (nx + 1)2K=3 (k + )2

~ gltnx + )% 7] i (k+r—-1)! n3

1 r?
= gltnx + D2 1] (nx + D3(r — ' n?

1 S (nx + 1) 3[(k+1)2 =1+ 1]
+g[(nx+1)2;r]kz=; (k+r—1)n3

I.2

- glnx + D% r](nx + 1)3(r—1)!n3
1 S (nx + 1)2%3[(k + 1) — 1]
+g[(nx+1)2;r]k (k+7r—1)n3

s 1 > (nx + 1)%3
glnx + 1)2;7] ] (k+7r—=1)'n3

son toplamda k yerine k + 1 yazilirsa

2

r
Ln (€% 750) = glnx + 1% r](nx + 1)3(r—1)!n3
1 O (nx + DF Bk +r—1)(k+7+1)
TR - (k+7—1Din3
1 - (nx + 1)%*

i glnx + 2% r] & (k + 1)l (nx + Dn®

olur. Bu ifade de

,’,.2

[(nx + 1)%;r](nx + 1)3(r — 1)!In3

Ln(t3;r;x) =g
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s 1 S (nx + DBk +71+ 1) 1
glnx + 1)%;r] 4 (k+r—2)n3 n3(nx + 1)

seklinde yazilabilir. Bu esitlik diizenlendiginde
2

r
Ln (€% 7;x) = glnx + 1% r](nx + 1)3(r—1)!n3
1 S (nx + D)Lk + 1+ 2) 1
+g[(nx+1)2;r] & (k+r—1)n3 n3(nx + 1)

olur. Yine toplamda k=0 i¢in deger yazilir toplam k=1 den baslatilirsa

B r? 1 (r+2)

~gllnx + D2 r](nx + D3(r — 1)!In3 + glnx+ 1% r](r— 1! (nx + 1)n3
1 1 > (nx 4+ 1)Kk + 7 + 2)

+n3(nx+1)-I_g[(nx+1)2;r]k_ (k+r—1)In3

olur. Yine toplamda k yerine k + 1 yazilirsa

,’,.2

[((nx + )% r](nx + 1)3(r —1)!n3

L,(t3;1;%) =g

1 (r+2)
+g[(nx + 1% r](r—1)!(nx+ 1)n3

N S 1 > (nx 4+ 1)K (k + 7 + 3)
n3(nx + 1) g[(nx+1)2;r]k ! (k+7)nd

elde edilir. Son toplam k+r+3 iizerine dagitilirsa

TZ

[((nx + 1% r](nx + 1)3(r — 1)!In3

Ln(tg;' r;X) = g

1 (r+2) 1
+g[(nx +1D%r](r— 1! (nx + Dn3 + n3(nx + 1)

1 o (nx + D (nx + 1) (k +71)

+g[(nX+ DErle (k+1)!n3
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o0

1 Z3(nx+1)2k(nx+1)

+g[(nx+ %] i (k +7)!'n3

B r? 1 (r+2)
~gllnx + D2 r](nx + D3(r — 1)!In3 + glnx+ 1% r](r— D! (nx + 1)n3

L1 3w+D 1 v (nx + 1)2k+1
n3(nx + 1) n3 glnx +1)%;r] k_o(k+r—1)!n3

bulunur. Yine son toplamin k=0 i¢in degeri yazilir toplam k=1 den baslatilirsa

_ r? (r+2)
~ gllnx + D2 r](nx + 1D3(r — 1)!1n3 + glnx + )% r](r — D! (nx + 1)n3
1 3(nx + 1) (nx + 1)
+n3(nx+1) n3 glnx + 1% r](r — D'nd
1 S (nx + 1)2k+1

+g[(nx + D%l & (k+r—Dind

olur. Burada da yine son toplamda k yerine k+1 yazilir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa
L,(t31;x) = r
glnx + 1% r](nx + 1)3(r—1)!n3
(r+2) 1 3(nx + 1)
+g[(nx+1)2;r](r—1)!(nx+1)n3+n3(nx+1) n3
(nx+1) 1 = (nx + D2 (nx + 1)3

+g[(nx + 1) r](r—1)!n3 + glnx +1)%;r] ~ (k+1r)'n3

B r? (r+2)
~gllnx + D% r](nx + D3(r — 1)In3 + glnx + D% r](r — D! (nx + 1)n3

1 3(nx +1) (nx+1)
+n3(nx+1) + n3 glnx + D% r](r — D'nd

3
L (t3-r'x)=<x+l) [1+ > + !
nee n (nx +1)2  (nx + 1)*
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1 14T +2 N r2
(nx+ 1)%2(r— D!gl(nx + 1)?;r] (nx+1)2  (nx + 1)*
olarak elde edilir. Bu esitlikler sabit her bir r € N ve biitinn € N, x € R
icin gecerlidir.

Lemma 3.1.2: r € N sabit bir say1 olsun. Bu durumda V x € R, ve n € N i¢in

1
Lt = Xm0 = o+ e DG = Digltnx + D5 7] (31.12)
e r+ (nx + 1)? = 2nx(nx + 1)
Ln((E=x)%75%) = n2 * n2(nx + 1)2(r — D! g[(nx + 1)%; 7] (31.13)
1 r[r + (nx + 1)? — 3nx(nx + 1)]

1
Ln((t = 2)%752) = e n3(nx+1) nd3(nx+ 130 — D! g[(nx + 1) 7]

(nx + 1?[(nx + 1)? = 3nx(nx + 1) + 3(nx)? + 3]

n3(nx + 1)3(r — D' g[(nx + 1)%; 7] (3.1.14)
olur.
Ispat: Ispat1 verirken yukarida bulunan esitlikleri kullanacagiz.
L (t—xirix) = 1 i(nx+1)2k< k+r —x)
gl + D% r] & (k+7)! \n(nx + 1)
1 C (nx +1)%* k+r x > (nx + 1)%

zg[(nx+1)2;r]k=0 (k +7)! n(nx+1)_g[(nx+1)2;r]k=0 (k +71)!

=L,(t;r;x) — xL,(1;7; x)

- (x +%) [1 + r—1D!'(nx + 1)12g[(nx + 1)2;1"]] 7

_(x+1) 1

n +(r—1)!(nx+1)zg[(nx+1)2;r]_x

1 1
TRt TS Dl e+ 12glnx + D5 7]
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olur ki bu da istenilendir.

L 1 S (nx+ D27 k+r 2
Ln((t = 2)% 1) = glnx +1)%; 7] &~ (k+1)! [n(nx +1) B x]
~ 1 S (nx+ 12K, k+71 2 k+r
~glnx + 1% 1] & (k+7)! l(n(nx + 1)) - (n(nx + 1)) + le

L, lineer oldugundan bu esitlik L,, operatoriiniin tanimi géz 6niine alindiginda
L,((t=x)%7;x) = L,(t%1;x) — 2xL,(t; ;%) — x2L,(1;7; x)

seklinde yazilabilir. Bu esitlikte daha 6nce hesaplanan (3.1.8), (3.1.9) ve (3.1.10)

degerleri yerlerine yazilirsa istenilen elde edilir. Benzer yol ve L,, in tanimindan

o 1 S (nx + D k+r 3
Ln((t = 2)%m52) = glnx + 1)%; 7] IZ; (k +1)! [n(nx +1) x]
3 1 > (nx + 1)2F k+r \° 3 k+r 2
—gllnx + 1% 1] & (k +1)! [(n(nx + 1)) X (n(nx + 1))

+3 2( k+r ) 3]
x——— ) —x
n(nx + 1)
= L,(t3;7;x) — 3xL,(t%1;x) + 3x%L,(t;1;x) — x3L,,(1;7; %)

olup yukarida elde edilen degerler kullanilarak istenilen elde edilir.

Simdi polinom agirlikli uzaylarda L,, operatoriiniin yakinsakhk 6zelliklerini

incelerken ihtiya¢ duyacagimiz bir baska lemmayi verelim.

Lemma 3.1.3: r,s € N sabit sayilar olsun. Bu durumda bitinn € Nve x € R, lar
icin sadece j,s ye bagl bir «; ; ve sadece j,s ye bagh (1 < j < 5) B, ;(r) sayilari

vardir oyle ki

s S
L,(t%5r;x) = (x+1) Z ! .
n/ ¢ 1(nx+1)2(1‘1)
]:
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(o
P, (1) ) (3.1.15)

T+ D2(r - Digl(nx + DE ]
dir. Ustelik burada o = Bs,(r) =1

Bs.s(r) = rs~1 dir.
Ispat: Ispat icin tiimevarim metodunu kullanacagiz. Kabul edelim ki

f(x)=x/,1<j<s,s €Nigin

s S

L (ts;r;x)=(x+l) Z ! .

" n _l(nx+1)2(1—1)
]:

x| i+ BS,]'(T)
SIT (e + 1)2(r — D1 g[(nx + D3 7]

Xg1=Ps1(r) =1,  Bgs(r) =71

1 2 (nx + 1)2k ( k+r )

L,(f;7r;x) = gllnx + D% 7] & (k +1)! n(nx + 1)

g9(&r) = Z k+1)!
k=0

— 1 — 1 t
j=0
operatdrii icin f(x) = x/ icin dogrulugu kabul edip f(x) = x/** i¢in ispat

yapacagiz.

L (ts+1.r-x) = ! y (nx - 1)2k (k * r)s+1
" T gllnx + D257 r— (k +7)! (n(nx + 1))5“

ifadesinin k=0 i¢in degerini yazip toplami k=1 den baslatirsak
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,r.S

L,(t** 75 x) = =7
(n(nx + 1)) (r—D!g[(nx + 1)?;r]

+ 1 O (nx+1D* (k4 7)S
gl + V%7l g (et r =Dl e + 1))

olur. k yerine k+1 yazilirsa

,’,.S

L,(t** 55 0) = =5
(n(nx + 1)) (r—D!g[(nx + 1)?;r]

(nx +1)* 1 o (nx + 1)2K
(n(nx + 1) gl + &1l (k4 1)!

(k+r+1)°

bulunur.
S

(k+r+1)5=2(i)(k+r)l

1=0
oldugu g6z Oniine alinirsa

rS

L,(t* 575 x) = —
(n(nx+1)) (= D!glnx + 1) 7]

N

(nx + 1) 1 — (nx + 1)2"2 (s
(n(nx + 1)) gl + DZrl L (k+7)! !

)(k+r)l

=0

seklinde yazilabilir. Ayrica biliyoruz ki binom agilimindan

“ m
( b)m= lpm-1
a+ ;(l)a
dir. Buradan
(k+7+1)5 = Y& (k +7)!157! = Y& k +1)!
r Z}J r Z}J r

olup son terim (n(nx + 1))* ile ¢arpilip béliiniirse
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,r.S

B (n(nx + 1))S+1(r —Dlg[nx +1)%; ]

L, (t57% 15 x)

N

(nx + 1)? 1 2 (nx + 1)2kz (S
(n(nx + 1)) 9l + D%l 4 (ke + 1) l

(n(nx + 1))
(n(nx + 1))!

)(k+r)l

=0

,rS

- (n(nx + 1))S+1(r —D!g[nx +1)%; 7]

(nx + 1)? s
. lzo (}) ax + 1))

co

1 z (nx +1)%*  (k+7r)t

8 glnx +1)%;r] i (k+7r) (n(nx+ 1))

Ln(tl;r;x)

(3.1.1) ile tanimlanan L,, operatdrii goz oniine alinirsa

rS

L(t*h7;x) = —
(n(nx+ 1)) (r—1D'gl(nx + 1)37]

(x+1)?2 < s
+1 an tl; ;

seklinde yazabiliriz. | = 0 i¢in yazilip toplam [ = 1 den baslatilirsa

TS

L,(t** 15 0) = —5
(n(nx + 1)) (r—D!g[(nx + 1)?;r]

N

(nx + 1)2 (nx + 1)2 S
Ln(Lim3x) + St1 + )L, (5T
(n(nx + 1))S+1 (75) (n(nx + 1)) ; (l) (n(nx + 1)) Ly (5575 %)

olur. Kabulden dolayr f(x) = x/ ve (3.1.3) saglandigindan

TS

(n(nx + 1))S+1(r —D!g[lnx +1)% 7]

L, x) =
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(nx + 1)? (nx + 1)?

X :
(n(nx + D)™ (73:) (n(nx + 1))’ 12 (z) (n(nx + 1)) (nx +1)

l

z ( Bui(r) )
L (nx + 1)2(1 D (nx + 1)2(r — D! g[(nx + 1)2; 1]

Bu esitlikteki toplamlari¢in 1 < [ < sve 1 < j < s oldugundan

indis kaydirmasi yapip pay ve payda (nx + 1)%S ile garpip boldiikten
1

[ -
sonra (nx + 1)2 = W

yazarsak

rs nx + 1)?
N ( )

Lyt 15 x) = S+1 S+1
(n(nx+1)) r—D'glnx+D%57]  (nlnx + 1))

(nx + 1)2G+1)
* (nx + 1)s*1 Z Z I/ (nx + 1)2(1+5 =1

(0( Buii(r) )
(nx + 1)2(r— D! g[(nx + 1)%; 7]

(3.1.19)

olur. Buradan da

L) = (x + ) [m( +<r—1>!(nx+1;g[(nx+1>2:r])

N

C 1 s Buisj—s (1)
+]Zl (nx + 1)20-D 2 (z) (“”*f -t i F D2 (r = 1! g[(nx + 1)2;r]>

l=s—j+1

s+15t1

— <x+ ) Z 1 ﬁs+1,j(r)
B (nx + 1)20-1 Xst1jF (nx + 1)2(r — D' g[(nx + 1)3;7]

Yukaridaki esitligi (3.1.20) ile gosterelim.

s+1=1, ,Bs+1,1(7”) =1, .Bs+1,s+1(r) =rs

olarak istenilen elde edilir.
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Simdi L, (f; r; x) operatérii i¢in bazi lemmalari verelim.

Lemma 3.1.4: p € N, ve r €N sabit sayilar olsun. Bu taktirde sadece p ve r

parametrelerine bagl bir M, = M, (p, r) sabiti vardir, dyle ki

1
L,|—:7:x <M,n€eN (3.1.21)
n<pp(t) ) » ’
ve her f € C, igin
ILn(f5 )l < MlIfllp,n €N (3.1.22)

esitsizlikleri saglanir.
Ispat: Ik esitsizlik p=0 icin agiktir ¢iinkii po(x) = 1 oldugunu ve L,,(1;7;x) = 1

oldugunu biliyoruz. Ayrica (3.1.2) den

1
(g(t SSTlite RO) (3.1.23)

yazabiliriz. $imdi p,, (x) = oldugunu ve L,, operatoriiniin (3.1.1)

1+ xp

deki tanimin1 , L,, nin lineer oldugunu ve Lemma 3.1.3 ile beraber

Vx €Ryn €N,r € Nigin (3.1.23) 1i gz Oniine alirsak
(tn (5773%) = oL TL + €%752)
p(x —; X | = py(x ;T X
"\pp (D) P
= pp )Ly (1;75%) + pp (X) Ly (E7; 75 %)

1., »
1 N (x + )P 1
T 14xP 1+xP 4 1(nx+1)2(f—1)
]:

ﬁp,j(r)
" <°‘”+ (nx + D2(r — D)l gl(nx + D)7 rl)

14 I 14
P\ X
=i+ Z (z) 1+ 1P (ctp, i Ty, (r)) < Ma(p,7) (3.1.24)
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yazabiliriz. Buna gore

1
L, (—;T; x) =L,(1+tP;r;x) =L,(1;r;x) + L,(t?;7; x)
pp(t)

= pp (X)L, <K1(t);r; x) = p(0) L, (1;7;x) + pp () Ly (£7;5 75 x)

T
"\ @' "

+ sup pp (X)L, (tP;7; x)|

er

L (L'r'x)
"\

yukarida elde edilen esitsizligi kullanirsak

L <L . )
"\ " )

elde edilir. Eger f € C, ise bu durumda yukarida elde edilen (3.1.23) kullanilirsa

< sup Pp (x) |Ln(1; 7;%)|

x€ER(

= sup pp(x)
x€ER(

< L (Lm0, + Ly (87575 ),

< M, (3.1.25)

Pp(x)

()L(f)l)

Py (L (fiT52) = py () 2
Pp
—Pp(X) fpp(x)L ( p(t) )

= sup pp (X)L (f;73.)| < sup|f| supp, (x) |L

x€ER 0 xERO x€ER

( 1 .r.x>
NOR N

o)
NG

= Lo (375 Ml < MIF N [|L

olur ki bu da istenilendir.
Lemma 3.1.5: p € N, ve r € N sabitler olsun. Bu durumda bir pozitif

M5 = M5(p,r) sabiti vardir 6yle ki
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M;

<— VneN (3.1.26)
p

(t - X)z)
L”( pp ()

dir.

Ispat: Ispat icin Lemma 3.1.2 de elde edilen esitlikleri ve Lemma 3.1.4 te elde edilen

esitsizlikleri kullanacagiz. L,, lineer oldugundan

Ln<(t_x)2 : >=Ln((t—x)2(1+tp);r;x)

@ "
=L,((t=x)%7;x) + L,(tP(t — x)%;7; %)

esitligini V p,n € N i¢in yazilabilir. Eger p=1 ise bu esitlik

C=0 N -z 2
Ln< 0 ,r,x)—Ln((t x)%1;x) + L (t(t — x)%; 15 x)

seklinde yazilabilir. Ayrica (t — x)? + t(t —x)? = (t — x)3 + (1 + x)(t — x)?

seklinde yazilabileceginden

(t—x)z_ U — )39 2. e
Ln< 0 ,r,x)—Ln((t x)%r;x) + (1 + x)L,((t —x)%1; %)

olur ki po(x) = 1,p,(x) =1+ x oldugunu goéz 6nline alalim. Lemma 3.1.2 de elde

edilen
(3.1.13) ve (3.1.14) esitliklerini goz 6nline alirsak

(t—x)?

O ) = pdatle= 704 30

p1(x)L, (

= poLn((t — %)% 75 %) + p1 L ((t — 2)*(1 + £); 75 %)

(t —x)?
sup p1(x) Ly (—;T; x )| < sup po (X)L, ((t — x)3; 75 %)
x€ER, ,01(t) x€ER,
+ sup p1(xX)| L, ((t = %)% 75 %)
XERO
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< 1Ln (€ = )% 150l + ILn (€ — )% 15201,

(t— x)2>
L, (_
p1(t) »

M,(p,r M,(p,r
- 3(12 )+ 3(13 )
n n

1 1
yazilabilir. n € N 2 > 3 oldugundan

M;

(t —x)?
Ln( p1(t) ) pS—

n2

elde edilir. Simdi kabul edelim ki p = 0 olsun.
Pp (X)L (tP (t — )% 75 %) = pp CO{Ln, (tP*% 15 %) — 2L, (8P 75 %)

+x2 L, (tP; 75 )}
Lemma 3 ten dolay1

p+2 pt

pp(x)Ln(tp(t — x)Z;r; X) = pp(x) (X ) Z (TI,X + 1)2(] 1)

< | « Bp+2](r)
pr2t (nx+ 120 — D'g[(nx + 1)3;7]

p+
p+1 1

Bp+1,j(T)
—2x (x + ) 2 (nx + 1)20-1 ( p+1jt (nx + 1)2(r — D' g[(nx + 1)2;r]>

=

o (o) T
(nx + 1)2(1 D (nx +1)2(r—D'g[(nx + 1)%; 7]

yazilabilir. Bu esitlikte Lemma 3.1.2 ve Lemma 3.1.4 g6z ontine alindiginda

1\?
Pp(X)Ln(tp(t —-x)%r;x) = Pp (x) (x + E)

P p+2

><{%<1+(r—1)!(nx+1;29[(nx+1)2;r])-I_(x-l_ ) Z(nx+1)2(1 1)
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p+1

.Bp+2](r) 1 1
* <o<p+2] (nx + 1)2(r — D! g[(nx + 1)2;1‘]) - (x * ;); (nx + 1)20-D

B, (1) AN
* <°<p+1] (nx + D2(r — D! g[(nx + D% r >+x Z (nx + 1)2(1 1

j=2
) <0< ) )
(nx + D2(r — D! g[(nx + 1)%; 7]
olur. (3.1.23) in de g6z 6niline alinmasiyla
» p+2
PPt~ i) £ ST 1 4 +Z D
p+1

(s PBpaz (1)) + Z o 1)2(] (it TByiny ()

P
1
8 Z (nx + 1)20-1 (ocp'j+ TBp+1,j (T))
=2

elde edilir. Bu esitsizligin x € R, tizerinden supremumu alinirsa (3.1.25) elde

edilir.

3.2. L,, icin Yaklasim Teoremleri

Teorem 3.2.1 p € Nyve r € N sabit olsun. Bu durumda bir pozitif Mg = Ms(p,r)
sabit sayis1 vardir, 6yle ki f € C,, i¢in

alfi75.) = FOlly S 2217l m €N (321)
dir.

Ispat: x € R, sabit bir nokta olsun. Bu durumda f € Cz} icin
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t
£ - fx) = f frdu, teRy

yazabiliriz. Lemma 3.1.5 ve L, operatdriiniin tanimini dikkate aldigimizda L,

lineer oldugundan

Lo(f(t) — f(x);m5%) = Ly (f(£);75%) — Ly (f (x)5 75 %)
=L,(f(t);r;x) — f(x)L,(;7;x) = L, ff’(u) du ;r;x |,n€N

yazilabilir. Ayrica,

[raa | < f ) L v )]
H(pr)s NTLOTUPRINiC
x€R( 1+x xelRo P

e T L],
<1fl, f [—pp 5t (t)] y

1
=|lf’ II,,< ®) p(t)>lt—xl, x,t €Ry (3.2.2)

yazilabilir. Bu durumda

Pp (X)L (€ — x)5750) — FO| < |If' [[p{Ln (I — x];75 %)

+ ()L(u-->}v €N 3.2.3
ppxnpp(t),r,x ,Vn (3.2.3)

olur. Holder esitsizligi Lemma 3.1.3, Lemma 3.1.2, Lemma 3.1.4 ve Lemma 3.1.5

kullanilirsa
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M6 (pr T)
n

lt—x| (t-x)* 1z 1 }1/2
o ) Se){e)

1

<o) (<t—x>2.r.x)f{L ()
_pp n ,Dp(t) b n pp(t)' ’

M7 (pr T)
n

Lo(Jt — xl;75%) < {Ln((6 — )% 15 )L, (115032 <

<

,  VneN (3.2.4)

esitsizligi yazilabilir ki bu degerler (3.2.3) de yerlerine yazilip x € R,
icin supremum alinirsa (3.2.1) elde edilir.

Teorem 3.2.2: p € N, r € N sabitler olsun. Bu durumda bir Mg = Mg(p, r) sabiti

vardir. Oyle ki f € C, ve n € Ni¢in

1
M (Fi75.) = FOlly < Mgws (3 Cpi=) ,n €N (3:25)
dir.

Ispat: ispat icin Steklov fonksiyonunu kullanalim. f € Cp , h>0vex €Ryicin

1h
fui=1 [ oot (3.26)
0

seklinde tanimlansin. Buradan

lh lh lh
@) = f0 =3 [ a0 de—f@) =5 [ fa+ o de— [ o de
0 0 0

SRS

h
fv@+a—ﬂmwt
0

yazilabilir.
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fnlx) = [f(x +t)— f(x)] h>0,x € R, seklinde tanimlanirsa

h

1 ‘ 1
fu) = £ =5 [ B @de = [17Ge+ 0 - Flae
0

0

yazilabilir. Bu durumda her h > 0 i¢in

h
1
200 = F0O] = <3 [IrG+ 0 - rlae
0

h
HIER RO
0

@ - @ _1[lfatn- fel

1+ xP h 1+ xP
0

o) = FI 1 f fer+0 -
s <%) s

= fa(x) = FOIl, = 1+xP 1+ xP

XER(
h
1 1
= o [ 18 @ llde = 5180 £ Ol
0

= [1Anf (Dl

olacagindan ve sup ||A,f(x)]l,, = a)l(f; Cp; h) oldugundan

xERO

=) = FOl, < 0i(f; Cp5h)

olarak elde edilir. Ayrica (3.2.6) dan

h
1
fu) = ) = 5 [ Bef e
0

olup,

h
fu) —fx) 1
# = ﬁJ‘Atf(X)dt

0

den
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h

1
fi) = 5 [ A e 517001 <

_WJMJ&NW
0

yazilabilir. Buradan da

fnCOl IAtf(x)I it

1+x1"_h2 1+ xpP
0

h
! 1 A
SR, = sup L2 _h—f sup 1L 1Bf Ol

1_|_—p 1+ xP
h
1 )
= oz [ 180 @y de = 5 1 f GOl
0

= lfn @, < supy IAhf(x)IIp wl(f Cps R)

1
= @y < 3 1(f: Cpi k)

olarak bulunur.

(3.2.8)

Bu esitsizlikler géstermektedir ki eger f € C, veh > Oise f;, € CI} dir. Boylece

L,, operatoruniin lineerligi de kullanilarak

pp(x)an(f; x) - f(x)l = pp(x)an(f; x) —flo)+ Ln(fh;x)

—Ly(fp; %) + fn(X)=fn ()|

= Pp O{Ln (f = fo; %) + L (fn; X) = fu(x) + fn(x) = ()1}

< Pp (Lo (f = fri )| + pp )Ly (frs %) = [ (O] + pp (| fn (X) = F ()

seklinde yazilabilir. (3.1.22) ve(3.2.7) dan

vneN,h > 0,x € R, icin

Pp N Ly(f = frs 0)| < Suppp(x)an(f fos | = L (f = fius Ol

XEO
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- [F o - fotaisn

j— Ln
i ||f”pllf fullpllLn (f; )l

1
< T Ml = flly = Mallf = fully < Mor (f3 Cpi h)
p

olur. Buna gore

Lo (f = fu; D)l < My (f; Cpi h) (3.2.9)
bulunur. (3.2.1) ve (3.2.8) den

pp(x)an(fh;x) — fa()| = Séflﬂgpp(x)ll'n(fh;x) — fr ()]

= Ly (fn; %) = fn (Ol

yazilabilir. Steklov fonksiyonu yardimi ile

t
ful = 1) = [ £’ (iu t € Ry

X
seklinde tanimlayip Teorem 3.2.1 in ispatindan izlenen yol izlenirse

ILn (frs ) = f (Ol < —||fh || _wl(f h;x) h>0,n €N (3.2.10)
olarak elde edilir. Boylece

p)|fn(x) = fF(X)] < Jfélﬂgpp(x)lfh(x) — ()]

= fa(x) = FOll < w1(f5 Cps ) (3.211)

olur. (3.2.9), (3,2,10) ve (3,2,11) esitlikleri g6z 6niine alinirsa

M
M (Fi75.) = Ol < (14 My +—2) 01 (3 Gyi )

M
yazilabilir ki (1 + M, + n—;) = Mj olarak secilirse (3.2.5)elde edilir ki

bu ispat1 tamamlar.

Teorem 3.2.1 ve Teorem 3.2.2 den sonra asagidaki sonuglar1 yazabiliriz.

50



Sonug 1: Her sabitr e Nve f € C,,,p € N, icin
lim Iy (f;75.) = Fllp = 0
dir.

Sonug 2: Eger f € C},p € N, ver € Nise o takdirde

alfi7) = FOlly =0 (2)

dir.

3.3. Polinom Agirhikh Uzaylarda Yaklasim

3.3.1 iki Degiskenli A, , Operatériiniin Tanimlanmasi

Tezin bu kisminda daha 6nce tanimlanan L,, operatoriiniin bir modifiye seklinin
iki degiskenli hali i¢cin polinom agirlikli uzaylarda yaklasim 6zelliklerini inceleyecegiz.
Bu inceleme sirasinda L, icin incelenen Ozelliklerden yararlanacagiz ve

ispatlarimizda bu 6zelliklerin sonuglarini kullanacagiz.

Simdi bu kisimda inceleyecegimiz operatorii ve operatoriin yaklasim o6zelliklerini

incelerken kullanacagimiz diger fonksiyonlari tanimlayalim.

Verilenp,q € Ny igin C,, 4 agirhikli uzayinda agirlik fonksiyonunu

Ppa(6y) = ppy(X)ps () (xy) € Ry*> = RoxR, (3.3.1)
olarak tanimlayalim. Yine C,, , agirlikli uzayinda normu

1fllpq = 1FCo)pg = sup pp,q 6 2If (x9)| (3.3.2)
seklinde tanimlayalim. f € C,, , agirhikli uzayinda stireklilik modiiliinii alisildig: gibi
Apuf () = flx+hy+wW—f(y) , (x+hy+WeER,”

w(f, Cpgts)= sup B f(,y)|]| ts=0 (3.3.3)
(xly)EROZ
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seklinde tanimlayalim. C, ; ya ait tiirevlenebilen tiim f fonksiyonlarmin olusturdugu

kiimeyi Cz},q ile gosterelim. Stireklilik modiiliiniin 6zelliklerinden dolay1 agiktir ki

lim+ w(f, Cpqi t, s) =0

t,s—o
dur.
rsEN={1,2,..} (x,y) € Ry>mn€ Nve > 0icin (3.1.2) ve (3.1.3)
saglanmak lizere

1
g((m*x + 1% r)g((n*y + 1% 5)

Am,n(f; r,Ss,o; x'y) = Am,n(f; x;y) =

X

i i (m*x + 1% (n®y + 1)? ( j+rT k+s ) (33.4)

=i U +r)! (k +s)! m*(m*x + 1)’ n*(n*y + 1)

operatoriinii tamimlayalim. p,q € N, olmak lizere bu operator C,, ;, uzayinda lineer

ve pozitiftir. Ayrica

r,s € N, «> 0 ve (x,y) € Ry* olmak iizere

A (L1, 5,06 x,y) =1 (3.3.5)
Eger f€ C,, veher (x,y) € Ro? icin f(x,y) = f1(x)f>(y) ise o takdirde

Apn (51,5, x,y) = Ap(fi; 1,5, x)An(f2; 1,5, 56 y) (3.3.6)
esitligi saglanir.

Lemma3.3.1:r,s € N, o> 0 ve (x,y) € Ry? olmak tizere (3.3.4) ile tanimlanan

Ay, n operatorii (3.3.6) seklinde yazildiginda asagidaki esitsizlikler saglanir.

D) Apn(Lx,y) =1 (3.3.7)
A (e 1 1

D Amn(45,7) = (x * W) A T CE T
o = (14 ) (4 1 .
(D) Amn (03 %,7) ‘( +n_°<)< +g((n°<y+1)2;s)(s—1)!(n°<y+1)2> (3:3.9)
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- 1 2 _1
iv) Am,n(,uz + O'Z}x;y) = ( m20<) [1+ (m*x + 1)2 +

1 ) r 1,\?
g((m*x + 1)%r)(r — 1! (m*x + 1)? 1+ (m*x + 1)2)] + (y + ﬁ)

1 1 1
Ty D2 gy + D) (ny + D2(s — 1)!

s
(n*y + 1)?(s — 1)!

1+ )] (3.3.10)

Ispat1 yaparken L,, operatoriiniin sagladig dzellikleri gdsterirken yapilan islemleri

tekrarlayacagimizdan kisalik olmasi i¢in elde edilen sonuglari kullanacagiz.

1
g((m*x + D% r)g(n*y + 1)%;s)

o (mx + 1) (n%y + 1)2"1
XZE G+r)!  (k+s)!

j=0k=0

Ispat:i) Apn(Lx,y) =

3 1 > (m%x + 1)% 1 > (n%y + 1)2k 3
— g((mx + 1% 1) = G+n! g(n*y+1%s) £ (k+s)

1
g((m*x + D% r)g((n*y + 1% 5)

ii) Am,n(lfl; X, y) =

o (m*x + 1)% (n®y + 1)2k j+r
ZZ) G+n)! (k+s)! m*(m*x+1)

j=0k

B 1 > (m*x + 1)% j+r

B g((m*x + 1)?;r) £ . G+r)! m*(m*x+1)
J:

1 o (n%y + 1)%
Cgy+ DB L (et )

1
g((m*x + 1)%;r)(r—1D!(m*x + 1)

1
Apn(,y) = (x+—) (1 +

1
g((m*x + D% r)g(n*y + 1)%;s)

[it) Am,n(o'; X, y) =
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OO (mEx+ DY (ny + 1D k+s
ZZ G+nr)! (k+s)! n*(n*y+1)

j=0 k=0

B 1 — (m*x + 1)%

B g((m*x + 1)?;r) £ . G+n)!
J:

1

1 = m*y+1* k+s
8 g((n*y +1)?;s) & (k+s)! n*(n*y+1)

A . =(1 ! 1 -
m,n(o';x,}’)—( +n—0()< +g((n0<y+1)2;s)(s_1)!(n°<y+ 1)2)

1
g((m*x + 1?%r)g((n*y + 1)?5)

iv) Am,n(ﬂz + Gz;x;y) =

e (m%x + 1)% (n®y + 1)%k ( +1)? (k +s)?
Z 2 G+nr)! (k+s)! |m?*(m*x + 1)? n?*(n*y + 1)
j=0 k=0
B 1 o (mx+ DY (j+7)? 1 V" (Y + D
o g((m*x + 1)2;1) = G+r)! m2(mx+1)2g(n*y + 1)?;s) & (k+s)!

1

N 1 > (m%x + 1) 1 S (n%y + 1D (k+s5)?
g((m*x + 1)%r) = G+t gln*y+1)%s) e (k+s)! n**(n*y+1)>2

1

1\ 1
XAm'n(‘uz + az;x,y) = (X + mz«) [1 +m+

1 ) r 14
8 g((m*x + 1)%;r)(r — 1! (m*x + 1)2( + (m*x + 1)2)] + (y + W)

1 1 1
1+ %y + D2 g((ny + D% 5) %y + D2(s — D

x(1+

s
(n*y + 1)?(s — 1)!)]

olarak elde edilir ki bu Lemma 3.3.1 in ispatin1 tamamlar.
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3.3.2 A, Operatoriiniin Yaklasim Ozellikleri

Bu kisimda A,, ,, operatoriiniin yaklagim 6zelliklerini inceleyebilmek i¢in
ithtiyacimiz olan bazi lemmalarn verecegiz ve arkasindan da A,, ,, operatdrii igin

teoremler verecegiz.

Lemma 3.3.2: x € R, ven € N i¢in

1 1
) Amp(t —%2,y) = — + 3.3.11
D Ann(t =50 0) = et e >+ Do =~ Dig(ee s D5y 3D
2 r+ (mx +1)? = 2m*x(mx + 1)

i) A t—x)%5xy)=—+ 3.3.12
0 Ann(E=0)529) = et R o + D = Diglamx + D5y 12
esitsizlikleri saglanir.

1 1 o (n%y + 1)2K

Ispat: i) Ay, (t — x; =
spat: i) Amn(t = X;%,7) glmx + D) g((n*y + D%Es) & (k+5)!

i(m“x+1)2k( j+r ) k+s
X

G+r)! \m*(m*x+ 1) X n*(n*y + 1)

j=0

B 1 > (m*x + 1)2 j+r
o g((m*x + 1)2;1) = G+n)! (m“(m“x +1) B x)

1 - (n*y + 1)2k
X
g((n*y +1)%;5) P (k +s)!

1

B 1 > (m%x + 1)2K j+r
— g((m®x + 1)2;7) . G+r)! m*¥(m*x+1)
J:

x > (m%x + 1)%K
_g((m“x +1)3;71) = G+nr)!

A ; = i .
ma(t =X %,y) = (x +W)[ * (m*x + 1)2(r — D! g((mx + 1)2:T)] 7
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X
me(m*x + 1)2(r — ! g((mx + 1)?;r)

1
Apa(t—x;x,Y) =x+W+

1
me(m*x + 1)2(r — 1! g((mx + 1)3;r) B

payda esitlemesi yaparsak

. ) . (m*x+1)
mall =%, Y) = e R = g (G ¥ D)

1
me(m<x + 1)(r — D! g((mx + 1)?;r)

1
Apa(t—x;x,y) = = +

elde edilir ki bu da istenilendir.

ii) Am,n((t - x)z;' X, y)

oo oo

1 (m*x + 1) (n*y + 1)%*
g((m x+1)?%;r) g((n~ y+1)2 Zkz G+nr)! (k + s)!
j+r 2 k+s
(s %) T D
B 1 S (m%x + 1)2K j+r z 2x(j+71) ,
o g((m*x + 1)2;1) = G+n)! [(m“(m“x + 1)) - m<(m*x + 1) ]

1 & (% + 1)
gy T D5 L (k+ )]

1

2

B 1 o (m*x + 1) j+r
— g((m>*x + 1)%;7) = G+ (m“(m“x + 1))

2x o (m%x+ 1D (+71)
_g((m“x +1)%;71) =i G+r)! m¥(m x+1)

x? > (m%x + 1)%K
g((m x+ 1)%; r) G+nr)!
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L,(t?x),L,(t,x),L,(1,x) degerlerini kullanirsak

r 1
- (m*x + 1)2(r — 1)!m?*g((mx + 1)%; 1) + m2%(r — D! g((mx + 1)?;r)

(m*x+ 1% 1 (m*x + 1)
+ 2 + 2 2x 2
m m m

1

+ (m*x + )m?*(r — 1! g((mx + 1)3;1) +x®

r 1

- (m*x + 1)2(r — 1)!m?**g((mx + 1)%; 1) + m2%(r — D! g((mx + 1)?;r) +

2x 1 2x(m*x + 1)
mZoc m20c + mZoc

2x

B (m*x + )m?*(r — 1) g((mx + 1)?;r) +xf

T 1
~ m*x + 1)2(r — 1)!'m2%g((mx + 1)3;7) + m2*(r — 1)! g((mx + 1)?;7)

+2x% + ex + — 2x% — X _ ex
m2% = m?2x m2*  (m*x + 1)m*(r — 1! g((mx + 1)?;r)
2 r+ (mx +1)2 = 2x(m*x + 1)

Ama((E =05 %0Y) = 25 + G ¥ Dme(r — DEg(mx + D5 1)

olarak bulunur. Bu da ispat1 tamamlar.
Lemma 3.3.3: Sabit p,q € Ny, r,s € N ve <> 0 olsun. Bu durumda bir pozitif

Ms = M<(p, q,1,s) sabiti vardir. Oyle ki,

1
A S a5
H o (pp.q (t,2) )

dir. Ustelik

< MgmmneN (3.3.13)
p.q
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< MS“f”p,q; mn
p.q

1
A ——7,5,;",
H mr (pp,q (t z) )

EN (3.3.14)
dir. Bu lemmanin sonucu olarak A,, , operatdriiniin C, , dan C, , ya oldugu goriiliir.
Ispat: Ispat icin daha 6nce verilen verilen Lemma 3.1.4 iin ispatinda izlenen yol

izlendiginde A, ,, nin lineerliginden

Pp.q (X, Y)Amn ( ST,S, 05X, y)

1
Ppa(t,2)
= Pp.q (% V) A (1 + 7)1+ 29);7, 5,06 x, 7)

= Pp.g (6, Y)Amn (1 +tP + 29 + tP29;7,5,0¢ x, )

= Ppg N Amn (17,5, %,Y) + A o (EP; 7,5, %, )
+Amn (29 7,5,%G%,Y) + A n (P29 1,5, X, ) }

A n operatoriiniin tanimini, Lemma 3.2 yi ve w,, 4(x,y) tanimmi kullanirsak

1
(x,y)A (—;r, S, a; X, )
Pra Yo Lmn Pp,qg (t; Z) y

1 p
= —_— . m.
1+xP1+ya ™" S &%y 1+y9 1+xP

zp: 1 . .+ ﬁp,j(r)
= (m*x + 1)20-D\ P/ (m*x + 1)2(r — 1)! g((m*x + 1)%;7)

o 1\?

1 Z(n“y+1)2k 1 (x+ﬁ)
X
g((n“y+1)2;s)k_0 (k+ s)! 1+xP 1+ y4

i 1 . Bai(s)
£ Gy + D20\ ey + D2 - Dg(y + D%
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o0 14V 1\

. 1 (m*x + 1)% N (x + W) (x + ﬁ)

g((m*x + 1)%;1) £ . G+nr)! 1+xP 1+4+y4
]:

) i L Bi(1)
= (m*x + 1)20—1) (m x+ 12— D!'g((m*x + 1)%7r)

q

Z Bak(s)
(n y+1)2(" D (n y+ 1D —D!g((n*y + %)

P
+;(l 1+xpz(°<p1+rﬁp1(r))+z T+ qZ( akt SByk(s))

P 1 P q ;4
()2 st 03 (23 s
Jj=1 i=0 k=1

=0

+

< Ms(p,q,r,s) = Ms olarak bulunur.

Eger f € Cp 4 ise bu durumda (3.3.13) esitsizligini de goz Oniine aldigimizda

Ppa(X%,Y)
Pp.q (x' y)Am,n(f; r,s,a; X, y) = pp,q(xJ y) ’ pq—Am,n(f; r,s, a; X, y)
pp,q(x; )

= pp,q(x' J/)f(x, y)pp,q(x; Y)Am,n< S, a5 X, y)

Ppq(t,2)’

esitligin her iki tarafindan (x,y) € R% i¢in supremum alinirsa

(;Tsa )
Ppq(t z)’ "

elde edilir ki bu (3.3.14) tiir. Boylece Lemmanin ispati tamamlanir.

”Am,n(f; s, a; x:y)”p,q < “f”p,q An

b.q

Simdi A,, ,, operatoriiniin yakinsaklik 6zellikleri ile ilgili iki teorem verelim.

Teorem 3.3.1: Kabul edelim ki f € C;, ve p,q € N, olsun. Bu durumda her

m,n € N ver,s € N i¢in pozitif bir Mg, = Mg(p, q,7,s) sabiti vardir 6yle Ki
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1 1
[Amn (i1, a,9) = FCOI, < M {W 1fllpq + = ||fy’||p,q} (3.3.15)
esitsizligi gecerlidir.

Ispat: (x,y) € R sabit bir nokta olsun. Bu durumda f € Cp, i¢in

t z
f(t,z) - flx,y) = ffu’ (u, z)du + J-f,,’ (x,v)dv; (t,z) € R3
x y

yazabiliriz. A, ,(1;7,5s,a;x,y) = 1 oldugundan bu esitligin her iki yanina lineer

olan A,, ,, operatoriinii uygularsak

Am,n(f(t: Z);1,S, a; x)Y) - f(x: y) = Am,n fful (u; Z)du; s axy

+Amn f fo (x,v)dy;1,5,0; %,y (3.3.16)

elde ederiz. (3.3.1) ve (3.3.2) tanimlarini goz oniine aldigimizda

pq(

ffll (u,z)dul| = jppq( %fu (u,z)du

t

= f Ppq(W2) ——=

X

fuwz)

Pp,q (U, Z)

sj SUp oy (u,2) 15, 2) ~——

(x,y)ERZ Pp.q (u, 2)

t

< Wil | du
— X pqu pp'q(u,Z)

1 1
< ||£/ d
< |Ify ”p.q <,0p,q (t,2) + Pp,q (x, Z)),[ !
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t
1 1
xffu (w, z2)du| = lIfillyq (p,,,q(t,z)+p,,,q(x,z)>|t_x| (3.3.17)

yazilabilir. Simdi (3.3.1), (3.3.2).(3.3.4),(3.3.11) esitliksizliklerini goz 6niine alalim.

Bu durumda

t
Pp.q (X Y) |Amn f fu (u,2)dy;r,s,a;x,y
X

t
< PGV Ama | | [ £ D) i75, 3,y
X
dir. (3.3.17) g6z 6niine alinirsa
t
= pp,q(xyy) Am.n jfu’ (ulz)du; T,S, a; x,y
X

|t — x|
pp,q(t; Z) '

e ey )
— S aX,
™"\ Ppq (4, 2) Y

olarak yazilabilir. (3.1.1) ile tanimlanan L,, operatorii g6z oniine alinirsa
< oy @P I {[L ('t_x' )L ('t""' )]
* k< X —, 7,0, X y S, &,
PriPa e a |\ oy @ g Y
o (o) (o))
ST X ;s a;
™\ pp () "o Y
15l apa )L (—1 ){ ()L (—'t_x' )
= S, A, X Lo, X
X p,qpq y n pq(z) y pp m ,Dp(t)

e=x
+pp (X)L, <m,r, a; x)}

= pp,q(xry)”fx,”p,q {Am,n ( s, a, X,y)
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seklinde elde edilir. Holder esitsizligini uygulayarak daha 6nce buldugumuz

(3.3.11), (3.3.12), (3.3.13) ve (3.3.14) esitlikleri goz Oniine alinirsa

1 1
Lp(lt = x;7,050) < {Lp(It — x|%57, a5 %) }2{L,, (1; 7, @5 X)}2

M
< 7 (pr T)
= —mo(

esitsizliginin var oldugunu goriiriiz. Ayrica her m € N ve x € R, i¢cin Holder

esitsizligi geregince

|t — x|
Pp (X)L, ( o (t); I, x)

<{ (X)L (Mr a-x)}z{ (x)L (Lr a-x)}%
=P T ) P\,

< MS(pr T')
= —mo(

yazilabilir. Biitiin bunlardan goriilmektedir ki m,n € N igin

t
: My, q.1.5) .,
pp,q(x;y) Amn ffu (w, 2)du;r,s,0;x,y S()T”f;vc”p,q (3.3.18)
x

elde edilir. Benzer islemler tekrar edildiginde kolayca

MlO(p' q' r, S)

t
Pp.q (% Y) |Amn Jflj(u,z)du;r,s,a;x,y STllfylllp,q (3.3.19)
X

esitsizligini elde ederiz. Bu iki esitlik (3.3.16) da yerlerine yazildiginda (3.3.15) elde
edilir ki bu da teoremi ispatlar.

Teorem 3.3.2: p.q € N ve f € C, 4 olsun. Bu durumda bir pozitif

M1 = M11(p, q,7,s) sabiti vardir 6yle ki her m,n,r,s € N ve «> 0 i¢in
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”Am,n(f; r,s,a;Xx, y) - f(l) ”p,q
1 1
S Mllw (f; Cp,q;w;n_oc) (3320)
dir.
Ispat: Ispat icin f € Cp,q i¢in fp, 5 Steklov fonksiyonundan faydalanacagiz. Bu
fonksiyon

1

ho 8
frs(x,y) = h6f duff(x +u,y +v)dv; (x,y) € R®;h,§ >0 (3.3.21)
0 0

seklinde tanimlanmaktadir. (3.3.21) den

1

h 1)
Fus@y) = FOu) = 5 [ du [ [F G+ wy +9) = Fllao
0 0

L n 5
=%fduJ-Au,vf(x,y)dv
0

0

1)
/ 1
(s, 030 = s | [Bnaf (03) = B, (5, )] dv
0

)
/ 1
(fas), (63) = o f [Aaf (6 ) = Ay (x,y)] du

yazabiliriz. Eger f € C,, ve h,6 > 0icin f,, s € C;, ise Teorem 3.2.2 deki ispat

teknigine benzer teknik ile

fos = Fll,,, < @(f, Cpqi h. ) (3.3.22)
: 2
h,6 =T\, lpgi N 3.
UON T, (3.3.23)
, 2
||(fh,6)y||pq < 50(f, Cpgi . 5) (3.3.24)

63



esitsizlikleri her h, § > 0 i¢in gegerlidir. Bu durumda 4,,, , nin lineerliginden
Pp.q N |Amn(F37,5,05,9) — £ (x,9)|

= Ppa | Amn(f (6.2) —frs(t, 2) + frs(t, 2) + frs(x, )

—fus (X, ¥)i1, 5,6 x,y) — f(x, )]

= Ppg 5 VA (F(6,2) = fus(t,2); 7,5, %, y)
+Amn(frs(t,2);7,5,%%,Y) — Amn(fas (6, )i 7,5, x,7)

+Amn(frs (6, ¥)i1,5,96%,y) = (%, )|

= Ppa | Amn(f (6, 2) = frs(t, 2);7,5,%%,Y) + Amn(fos(t, 2); 75,6 %, y)
~ s YV Amn (17,5, 96 %, V) + £, 5 (X, V) Amn (17,5, %%, ¥) = f(x, )]

< o {[Amn (F (8, 2) = fr5(t, 2);7, 5, x,7)|

HAmn (frs(t, 2)7,5,%6%,Y) = frs(6 V)| + |fus o y) = F, )|}
yazilabilir. Bu esitsizlikteki her bir terim i¢in

Ty = ppq N[ Amn(f(6,2) = frs(t, 2)i 7,5, x, )|

denirse

Ty < sup ppg( V)| Ama(f(t,2) = fos(t, 2);7,5,%x,5)|

(x,¥)ER,

= Amn(f = frgim s, 06
(3.3.14) ve ((3.3.22) esitliklerini gbz oniine alirsak

Ty < Amn(f = fasitosioioe||) o < Ms|If = fusll, , < Ms(f, Gy b, 6) (3.3.25)
elde edilir.

Ty = Py 6V A (s (6, 2);7, 5,6, ¥) = fus(x, )]

dersek Teorem1 in ispatini (3.3.15), (3.3.23), (3.3.24) esitliklerini gbz 6niine alirsak
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TZ = ppvq(x' Y)lAm.Tl(fh,(S(t) Z), r,s, X, }7) - fh‘5(x,y)|

< sup g0V Amn(fins (6,2)i7,5,% %, 3)~fis (53]

(x,¥)ER,

= ”Am,n(fh,&(t, Z); r,s, KX, y)_fhﬁ(x' Y)”p,q

1
T, < Mg {m"‘

1 /
=l COH

h~t §71
T, < 2Mgw(f, Cpq; h, 6) {W + F} (3.3.26)

olarak bulunur.

T3 = pp,q(x)y)lfh,5(xry) _f(ny)l

dersek

< S Pp,a 6 V)| s (6, ¥) = £, )]

o1,
olup (3.3.22) esitsizliginden
T3 < w(f, Cpq; . 8) (3.3.27)

olur. (3.3.25), (3.3.26) ve (3.3.27) esitsizliklerinden goriilmektedir ki bu durumda
bir

M3 = My3(p, q,7,s) vardir 6yle ki, m,n € Nve h,§ > 0 i¢in

h~t 71
”Am,n(f; r,s, “;';')—fh,a(';')”p,q < M130)(f: Cpqi hy 5) {1 + s + F}
esitsizligi gecerlidir. Bu esitsizligi (3.3.28) ile gosterelim.

1 1
vm,n € N icinh = = ve 6= = denirse (3.3.28) esitsizligi (3.3.20)

esitsizligine dontisiir ki bu ispat1 tamamlar. Teorem 3.3.2 ve
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t.!si—r>r(}+ w(f’ Cp,q:' h, 6) =0
oldugunu dikkate alirsak asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug: f € C, , Ve p,q € N olsun. Bu durumda her r, s € N ve o> 0 igin

lim ||Ann(f;7.s, oc;-,-)—fhls(.).)”p’q =0

m,mn—oo

dir. Bu sonug A,, , operatoriiniin yakimsakligin1 gostermektedir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Biz bu tez boyunca Szasz-Mirakyan operatoriiniin Modifie bir seklinin, tek
degiskenli ve iki degiskenli hallerini agirlikli uzaylarda sagladig: bazi esitsizlikleri ve

yaklasim 6zelliklerini inceledik.

Yaklasimlar teorisinde yaygin olarak calisilan Szasz-Mirakyan operatoriiniin
degisik formlar1 ¢esitli arastirmacilar tarafindan halen calisilmaktadir. Bu tezde
tanimlanan L, ve A,,, operatoriiniin degisik formlar1 olusturulabilir ve bu yeni
formlarin yaklasim O6zellikleri incelenebilir. Cok genis bir konu olan yaklagimlar
teorisi i¢in agirhkh uzaylarda ¢esitli ozelliklerini inceledigimiz L, ve A, ,
operatoriiniin sagladig: 6zelliklerin incelenmesi sirasinda yapilan islemler géz oniine

alindiginda bu tezin arastirmacilar i¢in bir kaynak olabilecegi diisiincesindeyiz.
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