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OZET

MODIFIYE GAMMA OPERATORLERININ YAKLASIM OZELLIKLER{

KURTOGLU,Hilal
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danigman: Dog. Dr. Ali OLGUN
HAZIRAN 2017, 62 sayfa

Bu tez ii¢ boliimden olusmaktadir. Birinci béliimde tezin amaci ve kaynak Ozetleri

hakkinda bilgiler verilmistir.

Ikinci bolimde tezde kullanilacak temel teoremler, tanimlar ve bazi esitsizlikler

verilmisir.

Ugiincii boliimde tezin temelini olusturan Modifiye Gamma operatdrii tanimlanmis
ve operatoriin yakinsaklik Ozellikleri ile ilgili teoremler verilmistir. Sonunda da

amaca yonelik agiklamalar yapilmistir.

Anahtar Kelimeler: Gamma Operatorii, Lineer Pozitif Operatorler, Yaklasim,

Stireklilik Modiilii, Modifiye Gamma Operatorii



ABSTRACT

APPROXIMATION PROPERTIES OF MODIFIED GAMMA OPERATORS

KURTOGLU, Hilal
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics, Master Thesis
Supervisor: Dog. Dr. Ali OLGUN
JUNE 2017, 62 pages

The thesis consists of three chapters. The aim of the study is given in the first

chapter.

In the second chapter, some fundamental concepts, definitions and inequalities used

throughout the thesis are given.
In the third chapter, Modified Gamma Operators are defined and some theorems

related to approximation properties of the operators are investigated. The last section

is devoted to some explanations presenting our aims.

Key Words: Gamma Operator, Linear Positive Operators, Approximation, Modulus

of Continuity, Modified Gamma Operator
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SIMGELER DiZiNi

C|a,b] [a,b] araliginda siirekli fonksiyonlarin uzayz.

C, Stirekli fonksiyonlar uzayu.

c’ p kez tiirevi siirekli olan fonksiyonlar uzayz.

o(f;6) f fonksiyonunun siireklilik modiilii.

w,(f36) f fonksiyonunun 2. dereceden siireklilik modiilii.

A f(L) f fonksiyonunun r -inci ileri fark operatorii.

G, (f3) I =(0,) iizerinde tanimli ve burada siirekli ve smirls

f fonksiyonunun Gamma Operatorii.

o, (f:C,st) fe€C, ve peN, i¢in f nin sireklilik modiili.
G,,(f:) Modifiye Gamma Operatdrii.

o, () p €N, i¢in agirhik fonksiyonlari.

171l peN, i¢in f fonksiyonunun normu.



1. GIRIS

Ozel fonksiyonlar olarak bilinen Gamma ve Beta fonksiyonlar1 ile uygulamalarda
cok karsilasildig1 bilinmektedir. Bu fonksiyonlar istatistik teorisinde de Gamma ve
Beta dagilimlar1 olarak bilinen istatistik Ol¢ii birimine temel teskil etmektedir ve
yaygin olarak kullanilmaktadir. Ayrica bu fonksiyonlar bir ¢ok smir-deger
probleminin ¢6zliimiinde, 6zel tipten bazi integrallerin hesaplanmasinda yol gosterici

olmaktadir.

Gamma ve Beta fonksiyonlarinin tamimlar1 kullanilarak yaklagimlar teorisinde
Gamma ve Beta operatorleri tanimlanmistir ve bu operatdrlerin yakinsaklik
ozellikleri bazi1 yazarlar tarafindan incelenmistir. Bu incelemeler sirasinda Korovkin
teoreminin sartlarinin saglandig1r goriilmiis, ayrica operatorlerin yakinsaklik hizlari
incelenmistir. Ilerleyen zamanlarda bu operatorlerin daha da genellestirmeleri
yapilmis ve yakinsaklik ozellikleri incelenmistir. Halen de bu ¢alismalara devam

edilmektedir.

Bilindigi gibi Gamma fonksiyonu x >0 i¢in
[(x)= Itx"le"'dt
0

olarak tanimlanmaktadir. Bu fonksiyon yardimi ile Gamma operatérii de; M >0,

t— o0 igin >0 ve ‘f(t)‘ < Me" sartlar1 saglanmak {izere

RIS S YR
Gn(f,x)—xnr(n)!;f(n]t e *dt

olarak tanimlanmis ve yakinsaklik 6zellikleri incelenmistir. Bu operator iizerinde
cesitli degisiklikler yapilarak Gamma operatoriiniin degisik tiplerinin yakinsaklik

Ozellikleri incelenmektedir.



Biz de bu tezle Lucyna Rempulska ve Mariola Skorupka tarafindan yapilan bir

calismada ele alinan

olmak tlizere xe/, ne N i¢in

o0

G,(fix)=]g, (x,y)f(%]dy

0

seklindeki degisik gamma operatdriiniin yakinsaklik 6zellikleri ile ilgilenecegiz.

1.1. Kaynak Ozetleri

Bu tezde 2007 yilinda Lucyna Rempulska ve Mariola Skorupka tarafindan yapilan
bir caligma olan “Approximation properties of modified gamma operators” baslikli
makalede tanimlanan degisik gamma operatoriiniin yaklasim 6zelliklerinin
incelendigi makale temel alinacak, bununla beraber yaklagimlar teorisinde bilinen
temel kavramlarin incelendigi ¢alismalardan destek alinacaktir. Bu makalede verilen
teoremler ve Lemmalar bu operatoriin degisik sekillerinin incelendigi diger baska
makalelerden de destek alinarak makalenin okuyucu tarafindan daha kolay

anlasilabilir olmasini amaclayacagiz.

1.2. Tezin Amaci

Tezin esas amaci yaklagimlar teorisinde yapilan cok cesitli c¢alismalar ve bu
calismalarda verilen farkli Lineer Pozitif Operatorleri gz oniine alarak teze temel
olan makaledeki Gamma Operatoriiniin degisik tiplerinin tanimlanmasi anlamak, bu

tanimlamaya gore daha farkli operatdrler tanimlayarak yeni caligmalara imkan



saglamaktir. Ayrica ispatlar yapilirken kullanilan metodlarin okuyucu tarafindan

kolayca anlasilip uygulamasini saglamaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Lineer Pozitif Operatorler ile Ilgili Temel Kavramlar

Bu béliimde lineer pozitif operatorlerle ilgili yaklasimlar teorisine temel teskil eden
operatorlerin  yaklasim Ozelliklerini ve yaklasim hizlarinin  belirlenmesinde
faydalanilan tez de kullanilacak bazi tanimlardan ve  temel kavramlardan

bahsedilecektir.

Tamm 2.1.1.(Noktasal Siireklilik) AcR ve f:4—> R bir fonksiyon ve ae 4

olsun. f fonksiyonunu a noktasinda siireklidir << V& >0 igin en az bir 6 >0

vardir 8yle ki [x—a| <5 =|f(x)- f(a)| <& dur.

Tamm 2.1.2.(Diizgiin Siireklilik) 4cR ve f:4—R bir fonksiyon olsun. [8]
den, f fonksiyonu A iizerinde diizgiin siireklidir <& Ve>0 igin 36 >0 vardur,

Syleki [x—#| < esitsizligini saglayan Vx,¢ e 4 igin ‘f(x)—f(t)‘ <& dur.

Tanim 2.1.3. [a,b] aralig1 lizerinde tanimli ve araligm tiim noktalarinda siirekli olan

fonksiyonlar uzayr Cl[a,b] ile gosterilmektedir.

Tanmm 2.1.4.(Lineer Uzay) N bos olmayan bir ciimle ve R, reel sayilar cismi
olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa N ye R {iizerinde lineer uzay veya vektor

uzay1 denir.

(i) N, + islemine gore degismeli gruptur. Yani,
(a) Her x,ye N i¢cin x+ye N dir.
(b) Her x,y,z€e N icin x+(y+z):(x+y)+z dir.

(c) Her xe N i¢in x+6 =0+x =x olacak sekilde 0 € N vardr.



(d) Her xe N i¢in x+(—x)=(-x)+x=6 olacak sekilde —x € N vardur.

(e) Her x,ye N i¢cin x+y=y+x dir.

(ii x,yeN ve a,p € R olmak iizere asagidaki sartlar saglanir.

a) axe N dir.

)

(a)

(b) a(x+y)=ax+ay di.
(c) (a+B)x=ax+px di.
(

d ) 1x = x dir. Burada 1, R nin birim elemanidir.

Tanmim 2.1.5.(Norm) N , bir lineer uzay olsun. || ||:N — R fonksiyonun x deki

degerini ||x|| ile gdsterelim. Bu fonksiyon i¢in
D20

ii)|x|=0< x=0

i) ax] =a ]

) e+ ] <+ ]

sartlar1 saglaniyorsa || || fonksiyonuna N flizerinde norm denir. Eger bir Lineer uzay

iizerinde norm tanimlanmigsa bu uzaya normlu uzay denir.

Tamim 2.1.6.(Lineer Operator) X ve Y lineer normlu fonksiyon uzaylari1 olsun.

L:X —Y operatorii, her f,ge€ X veher a,f € R i¢cin

L(af+Bg)=aL(f)+BL(g)



esitligini saglarsa, L operatoriine X den Y ye bir lineer operatdr denir.

Tanmim 2.1.7.(Lineer Pozitif Operator) L: X — Y lineer operator ve

X+:{feX:f(t)ZO},Y+:{geY:g(l‘)ZO}

olmak tizere, L lineer operatérii X kiimesindeki her bir f fonksiyonunu Y~

kiimesinde bir fonksiyona doniistiiriiyorsa, L operatoriine lineer pozitif operator

denir.

Lemma 2.1.1. L: X —» 7Y lineer pozitif operatdor olsun. Bu durumda, f,ge X
olmak iizere her ¢ i¢in f(z)<g(¢) ise L(f(t);x)SL(g(t);x) dir ve buna L
lineer pozitif operatoriiniin monotonluk 6zelligi denir. Ayrica monoton operatorler

L(f3x)|<L(f

;x) esitsizligini saglar.

2.2. Korovkin Teoremi

Yaklasimlar teorisinde onemli bir yere sahip olan Korovkin Teoremi 1953 yilinda

P.P. Korovkin tarafindan ispatlanmistur.

Teorem 2.2.1.(Bohman-Korovkin Teoremi) L, :C[a,b]—)C[a,b] lineer pozitif
operatdrlerin bir dizisi olsun. a,(x),,(x),7,(x), [a,b] arah@: iizerinde diizgiin

olarak sifira yakinsak diziler olmak {izere, Vx € [a,b] icin



kosullar1 saglaniyorsa bu durumda L, (f;x), [a,b] araligi iizerinde f(x) siirekli

fonksiyonuna diizgiin olarak yakmsar. Yani,

lim|Z, (f3x)= f (x)

n—0

zlimmax‘Ln (f;x)—f(x)‘ =0

C[a,b] n—oo

dir.

2.3. Siireklilik Modiilii ve Ozellikleri

Yaklagimlar teorisinde operatoriin yakinsaklhigi kadar, yakinsama hizi da 6nemlidir.
Bu sebeple operatoriin yakmsama hizin1 veren bir fonksiyon olan ve siireklilik

modiilii olarak bilinen ifade asagidaki sekilde tanimlanmaktadir.

Tanim 2.3.1. Kabul edelim ki f ,[a,b] araliginda tanimli siirekli bir fonksiyon
olsun. x, ye[a,b] icin |x— y|£5 esitsizligini saglayacak sekilde 6 >0 sayisi icin

‘ F(x)-£( y)‘ ifadesinin en kiigiik {ist sinirma

()= sup |1(x)=1(»)

‘x—y‘Sﬁ

denirse, (&) degerine f nin siireklilik modiilii denir. Bazen bu gdsterim yerine

w,(8) veya o(8; f) gosterimleri de kullamlabilir. (5 /), degiskenler farkinimn

en fazla 6 olmasi durumunda iki fonksiyon degerinin en fazla ne kadar fark edecegini
belirler. @, § 'nmn bir fonksiyonu durumundadir ve § >0 i¢in (8, f) negatif
olmayan bir fonksiyondur.

Stireklilik modiilii fonksiyonu asagidaki Onemli Ozellikleri gergekleyen bir

fonksiyondur.

Lemma 2.3.1. @ fonksiyonu monoton artandir. Yani, 0 <6, <9, i¢in



5,<8, = wo(f;8)<o(f;6,)
dir.

Ispat: 0<5 <6, olsun. Bu durumda |x—y|<35, kosulunu saglayan (x,y) sayi
ciftlerinin kiimesi |x—y|£5] kosulunu saglayan say1 ¢iftlerinin kiimesinden daha

kapsamlidir. Kiimelerdeki supremum kavrami g6z Oniine almarak siireklilik

modiiliiniin tanimindan dolay1

o(f38))<o(/33,)
yazilabilir.
Lemma 2.3.2. me N icin
o(f;m3)<mo(f;5)
drr.
Ispat:
o(fimd)= sup |1(x)=1(»)
x,yela,b]

ifadesinde x =y +mh segilirse, me Z" i¢in

o(f;m8)= sup ‘f(y+mh)—f(y)‘

|Hj<s
x,y€la,b]

) \S”l\gs) ‘f(J/+mh)—f(y+(m—l)h)+f(y+(m—Z)h)—.--+f(y+h)—f(y)‘
x.velab]



m

= sup )

<5 {=1
x,ye[a,b]

f(y+kh)—f(y+(k—l)h)‘

yazilabilir. Buradan da

w(ﬂnﬁ)sijg 1 (-+)— f (y+(k=1) )
" o)

olur. Yukaridaki toplamin igindeki ifade siireklilik modiilii olmas1 ile toplananlarin

sayis1t m tane oldugundan

o(f;m8)<ma(f;5)

esitsizligi elde edilir.

Lemma 2.3.3. f fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli bir fonksiyon olsun. Bu

taktirde

lima)(f;5) =0

50

dir.

Ispat: f fonksiyonu siirekli oldugundan siireklilik tanimi nedeniyle her & > 0 igin
bir n>0 vardr dyle ki |x—y/<n oldugunda |f(x)-f(y)|<e dir. Siireklilik

modiiliinde § <7 alindiginda w( f;5)<e dir. Yani

lima)(f;5) =0

50

olur.



Lemma 2.3.4. 1 >0 reel sayisi i¢in
o(f;A8)<(1+A)o(f;6)
dir.

Ispat: m , A nin tam kismi olsun. O taktirde m <A <m+1 olur. o siireklilik

modiiliiniin monotonluk dzelligi ve Lemma(2.3.2) den

a)(f;lé)ﬁco(f;(m+l)5)
o(fi(m+1)5)<(m+)o(f;8)<(A+1)a(f35)

olur. Dolayist ile
o(f;A8)<(A+)o(f;6)
olarak elde edilir.

Lemma 2.3.5. f fonksiyonu [a,b] araliginda sinirli ise, her x,y € [a,b] icin

‘f(x)_f(y)‘g[“r@}w(fﬁ)

dir.

Ispat: Siireklilik modiiliiniin tanimi ve Lemma(2.3.4) den

10



sonucu elde edilir.

Tamim 2.4.(ileri Fark Operatérii): Vi, j >0 icin
Af(xj)Zf(xj+,)—f(xj)
ve

NS () = A (x0) -0 (x))

seklinde tamimlanan A operatdriine Ileri Fark Operatdrii denir ve ayrica ileri fark

operatori

olarak da tanimlanir.

1 1
Teorem 2.1.(Holder Esitsizligi): p,g>0, —+—=1 olsun. x=(q,)=(a,,a,,...),
b q

y=(b,)=(b,b,....) seklinde diziler olsun. Bu durumda

11



esitsizligine Holder Esitsizligi denir.

Teorem 2.2.(Taylor Formiilii): / fonksiyonu a noktasi ihtiva eden bir aralikta

n+1 ‘inci mertebeden stirekli tlirevlere sahip olsun. Bu aralikta her x i¢cin Taylor

formiild,

1 T n n+l
Kn(x)zﬁi(x—t) f( )(t)dt
olmak tizere
n k)
1= 0y k)

yazilabilir. Bu ifadeye kalan terimli Taylor Formiilii ad1 verilir.

Teorem 2.3.(Ortalama Deger Teoremi): f:[a,b]—> R fonksiyonu [a,b]

aralifinda siirekli ve Vx e(a,b) noktasinda tiirevlenebilir olsun. Bu taktirde (a,b)

araliginda



olacak sekilde en az bir x,; noktas1 vardur.

2.5. Gamma Fonksiyonu

Tamm 2.5.1. T'(x) ile gosterilen Gamma fonksiyonu,
[(x)=[re"dt 2.1)
0

genellestirilmis integrali yardimiyla tanimlanir. Gamma fonksiyonuna bazen

genellestirilmis faktoriyel fonksiyonu da denir. Neden boyle denildigini gérmek igin,

i 1
F(u)=[e"dt=— (2.2)
0 u
integrali ile tanimlanan fonksiyonu ele alinsin. ¢ >0 olmak lizere bu integral her

1
c<u<d sonlu araligmmda — ya diizgiin yakmsaktir. (2.2)’de u ya gore tiirevler
u

alarak elde edilen genellestirilmis integraller yine diizgiin yakinsak olacagindan

asagidakiler yazilabilir:

2

—F'(u)= Ite"”’dt _1
0

u

F" — t2 —utd _ =
(1)=[Pear=3
_Fm" — f3 —utd _
(1) =[ear=

13



5

F(4) :Oot4 —utd — 4!
(u) !e r=-

Boylece u ya gore tiirev almaya devam ettigimizde # -yinci tiirev i¢in

0

(<1) F (u) = [re™di =2

n+l
0

esitligi elde edilir. Bu son esitlikte # =1 aliirsa;
It"e"’dt =n!= It("+l)_le"’dt =I(n+1)
0 0

olur. Burada n degerleri pozitif tamsayilar olarak alinmistir. Halbuki #» nin n > -1

olan herhangi bir reel say1 olmas1 halinde de bu genellestirilmis integral tanimhidir

Yani yakinsaktir. O halde x > —1 olan herhangi bir x reel sayisi i¢in,

xl=[retdt=T(x+1) (2.3)
0

yazilabilir. Buradan goriiliiyor ki, —1 den biiylik olan tiim reel sayilarin faktoriyel

degerlerini sonlu bir reel sayr olarak tanimlamak miimkiindiir. Bundan dolay1

0

I t“"'e'dt genellestirilmis integraline genellestirilmis faktdriyel fonksiyonu denir.
0

x =0 oldugu zaman faktoriyel fonksiyonunun degeri,

0= [e'dt=—e|

. =—(0-1)=1

S =38

dir. Bu sonu¢ 0! in neden 1 olarak tanimlanmasi gerektigini agiklar.

14



Elemanter matematikte n faktoriyelin n!=n(n-1)(n-2)..3.2.1 carpmu ile
verildigi biliniyor. Bu &zellik, n!=n(n-1)! esitligini igerdigine gdre, eger x =n bir

tamsaya ise,
['(n+1)=n!=n(n—-1)!=nl'(n)
yazilabilmelidir. Gergekten asagida goriilecegi gibi I' fonksiyonu,
I'(x+1)=xT(x)

esitligini tiim x >0 degerleri i¢in gergekler. Bunu gorelim:

© b
T(x+1)= jt"e"dt - lljimj.t"e"dt
0 0

b T x—1 —t _
0+xJ't e dt—xF(x)

0

=lim (—t"e—' )

b—w

bulunur.

2.6. Beta Fonksiyonu

Tanim 2.6.1. B(x, y) ile gosterilen ve genellestirilmis bir integral yardimiyla

tanimlanan iki degiskenli fonksiyona Beta Fonksiyonu denir. x ve y nin sadece
pozitif degerleri i¢in tanimlanan bu fonksiyon birka¢ degisik bigimde ifade edilebilir.

[7] den B (x, y) nin tanimi i¢in verilen dort ayr1 ifade sunlardir:

0 B(x,y)=[r(1-1)"" at

15



/2
2) B(x,y) :2I (sin@)™" (cos8)”" do

0

x—1

3) B(x,y) :I(lfu)x”
e

Tezin bundan sonraki kisminda teze konu olarak secilen ¢alismada gecen degisik

tipten Gamma operatoriiniin 6zellikleri incelenecektir.

16



3. MODiFiYE GAMMA OPERATORLERININ YAKLASIM OZELLIKLERI

3.1. On Hazirhiklar

3.1.1. I:(O,oo), N :{1,2, 3,...} icin / lizerinde siirekli ve sinirh bir f fonksiyonu

yardimiyla, x € / ve ne N olmak ilizere Gamma operatorii

Gn(f;X)=Tgn (x,y)f(%]dy (3.1)

0

olarak tanimlanmaktadir. Burada

g, (x,y)="—e™y" (3.2)

seklindedir. [1—4] nolu referanslarda bu konuda yapilan galismalara Srnek teskil

etmektedir. (3.1) ile tanimlanan Gn( f ;x) operatorii asagida verilen Korovkin

teoreminin sartlarini gergekler. Gergektende,

°0xn+l
G (1;x)= Wyt 1.d
L (Lx) !76 y".Ldy
n+l ©
= ey dy
n! !

integralde xy =t degisken degistirmesi yapilirsa

17



n! x) x
n+l © n
X ot
= j t n+]dt
nly x
1% _
=—'je’t"dt
n's
:l.n!
n!

elde edilir. Yine

X
=

Q
—~
o3
=
~
I
=

—~
N
|
—_—
~

£
=

Il

=

O"—.S O"—.S O"—.S

ml

~

3

L
=

olarak bulunur. Son olarakta

18



0 n+ 2
G, (%)== ey G] dy
0

n!
n+l 0
X o e
- 'nzje"yy"zdy
n! 0
n o0

_ xn+1J‘e—xyyn—zdy

(n_l)! 0

integralde xy =t degisken degistirmesi yapilirsa

olarak elde edilir. Boylece
n— o igin, G, (tz;x) =x” olur.

[1-3] numarali referanslar geregince (3.1) ile tamimlanan G, operatoril,
reN;=N U{O} olmak tizere f, (x) =x" fonksiyonlar1 i¢in x>0, n>1, r=0,1

olmak tizere

G, (/:%)= 1, (x) (33)

esitligini saglar. Genel olarak re N, n>r ve x>0 icin

19



!

yazilabilir. O halde

G, (f(1)=t":x)= (3.4)

olurve x>0, n>2 i¢in

20



G, ((t—x)2 ;x) =G, (t2 —2xt+x2;x)
=G, (tz;x)—2xGn (t;x)+x°G, (1;x)
:ilx2 —2x" +x°
n—

2
nx )

oldugundan
G, ((t-x)"sx)= nle (3.5)
bulunur.
[1] de x>0, reN ve n>2r olmak iizere
G, ((t=x)"sx) < M, (r)n <" (3.6)

oldugu ispatlanmastir.

Ayrica [1,3] den f', I iizerinde siirekli ve smirlidir. Oyleyse ayni zamanda n > n,

icin G, ( f ) de [ tzerinde siirekli ve sinirhdir.

x>0, n>n, i¢in,

21



yazilabilir. Bu esitligin her iki tarafinin da mutlak degeri alinir ve mutlak deger i¢in

bilinen esitsizlikler ve siireklilik modiiliiniin tanimi kullanilirsa

e oo

n+l 0 kg n 1
) [eydy+ ey |2 —x~a
o(f )He v y+fe VA y}
©  n+l
—o(f;8)+= a)fajx ey ——xdy
0 n'

buradan Holder esitsizligi uygulanarak

172

G, (f(t);x)—f(x)‘<w(f;5)+éw(f;5){[zx:!' ey (g_x] dy]

ol 1/2
x(jx e"xyy".lz.dy]

22



G"(f(t);x)_f(x)‘Sa’(fﬁ%é‘”(fﬁ)%%

olur . O halde bulunan bu esitsizlikte & —>% almirsa
n

G, (f(t);x)—f(x)‘SMza)(f;%] (3.7)
elde edilir. Burada M, >0 bir sabittir.

3.1.2. Modifiye Gamma Operatorii

Bu boliimde, diferansiyellenebilir fonksiyonlar i¢in Modifiye Gamma operatoriinii

tanimlayip, bu operatoriin yaklasim ozelliklerinin G, den daha iyi oldugunu

gosterelim.

peN, i¢in C, yi polinom agirhikli uzay: olarak distinelim. Agirlk fonksiyonlar

olarak da xe 7 ve p=>1 i¢cin
w,(x)=1 o (x):(1+x”)_ (3.8)

fonksiyonlarmni alalim. Boylece C,, [ tzerinde taniml biitiin reel degerli f
fonksiyonlarmin kiimesidir. Bu durumda o,/ , [ Uzerinde diizgiin siirekli ve

sinirlidir. Bu uzayda norm ise

23



71, =supe, (x)|/ () (3.9)

olarak tanimlanir. Ayrica p € N, i¢in / lizerinde p kez tiirevlenebilen ve 0<k < p
icin tiirevleri f ®ecC ,x olan tim f e C, lerin simfint C” smufi olarak alacagiz.

Eger p<q ise; C°=C,, C,cC, ve f€C, igin ||f||q £||f||p oldugu aciktrr.
feC,, peN, i¢in k=1,2... igin stireklilik modiilii #>0 olmak tizere

on(£:Ci1)=sup

0<h<t

a1 (), (3.10)
olarak tanimlanmaktadir. Burada

AS(¥) =81 (%)= f(x+h) =/ (%)

ve

A f(x)=A,(Af(x))=f(x+2h)=2f (x+h)+ f(x)

olurlar. Ayrica siireklilik modiliniin 6zelliklerinden p € Ny ve  her feC, i¢in

k=1,2,... olmak tizere

lime, (f:C,:t)=0

t—>0*

dir.

3.1.3 peN, ve feC” olsun. Modifiye Gamma operatorini xe/ ve p<neN

i¢cin

24



G,,(f:x)=

S 8

g,(x»)F, (x,ﬁ]dy (3.11)
y

olarak tanimlayalim. Burada g, (x,y), (3.2) ile verilmistir ve x,¢ >0 i¢in

F () =30 gy (3.12)

o J!

dir. Eger p=0 ve f eC’ ise, x>0 ve ne N icin daha 6nce verilen (3.1) deki

n+l

G,o(f:%)=G, (f32)= [~ e"‘yy"f(g] dy (3.13)

n!

olur.

n2p igin G, (f;x) operatorii C” deki bir fonksiyonu C, deki bir fonksiyona

doniistiirmektedir.

3.2 Baz1 Yardime1 Sonuclar

Bu kisimda G, operatdrlerinin bazi 6zellikleri ile ilgili Lemmalar verecegiz.

Lemma 3.1: pe N olsun. O halde en az birM3( p)>0 sabiti vardir O0yle ki; her

n2 pigin

<M, (p) (3.14)

25



esitsizligi ve her f e C, i¢in

G,(f5)

<at, (P, 3.15)

‘P

esitsizligi saglanir. M, =1 i¢in (3.14) ve (3.15) esitsizlikleri p =0 ve f eC, i¢in
dogrudur.

(3.1), (3.2) ve (3.15) ifadeleri gdstermektedir ki; eger n>p , pe N ise ve n21,

p=0ise G, operatérii C, den C, ye lineer pozitif operatordiir.

Ispat: x>0 ve n> p icin (3.3), (3.4), ve (3.8) den

1 Ooxn+]
G, ;x| = e’y ly
[wm) ] e oo
Ooxn+] B ) 1
I
1

n+l £

X npje"xyy""pdy
n! 0

26



olur. Buradaki son integralde xy =t degisken degistirmesi yapilirsa

atl o n-p
G, ! ;X —1+2 npje"'(L] a
o, (1) n! 4 X X

n+l 0
X
=1+=—n" [eterrar
I’l' xn—p+l .
n’x?
=1+ n—p)!
—(n=p)
n’x?(n—p)!
=1+ ( p)

12..(n=p-1)(n—p)(n—p+1)..n

[ N n?x?
Gn(wp(t)’x]_l (n—p+1)(n—p+2)...(n—1)n

olur. Ustelik x>0, p>2, n>p icin

wp(x)Gn{wpl(t);x]: 1+1x” (” n(n—l)}.ifzcz:—pﬂ)]

PP

1 n’x

Tlex? +(1+x”)n(n—1)...(n—p+1)

| n’"'n

<

B +n(n—1)...(n—p+1)
nt!

=1+

(n=1)(n=2)...(n—p+1)

esitsizligi bulunur. Bu esitsizlikte

27
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1 1

(n—p+1)(n—p+2)..(n-1) (n—(p—l))(n—(p—2))...(n—1)

1
~(n=(p=1))(n=(p=1))-(n=(p-1))
1
:(n—p+1)(n—p+1)...(n—p+1)
_ 1
- (n—p+1)p_]

seklinde yazilabileceginden bu deger (3.16) da yerine yazilirsa

1Y
14| 1427
n—p+1

yazilabilir. Buradan

;x]£M3(p) (3.17)

olarak elde edilir.
Bu esitsizlikler ve (3.9) esitligi (3.14) esitsizligini verir. (3.1), (3.8) ve (3.9)

formiillerinden n> p >1 i¢in

yazilabilir. Esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa

28



olur. Buradan

a)P (x)

Gn<f<r>;x>\st<r>pr<x>Gn[ 1 ]
G, (f (0)s)], <[l () (p)

bulunur. Lemma 1’in basinda verilen M, =1 i¢in verilen esitsizliklerin dogrulugu

gosterilmek istenirse

p =0 i¢in

(3.8) den @, (7) =1 olur. O halde

G, (1;;;)”0 <M,
I, <1
1=1

esitsizligi saglanir.

(3.8) esitliginden x>0 ve p,r € N igin

29



0,.,()

oldugu agiktir. Yani;

(0, =) = o

1+ x? 1+2x7 +x%7  1+x*

=) (x)

bulunur.

(a+b)" <2 (a"+b") esitsizliginden

(0, (x))" =2(1+)

esitsizligi daha da biiytiterek

(@, (x)) " <4(1+x)

yazilabilir.

bulunur. Ayrica

30

@,

(x)o, (x)

(3.18)



1

a)p+r (X) — 1+ Xp+r — 1 1 P\(1 r
TSTION T () (1)
1+x? \1+x"
IR A E b x? x
- I+ x7" IR T
<3

olarak elde edilir.

Holder esitsizligi, (3.6), (3.8), (3.14) ve (3.18) formiillerini kullanilarak asagidaki iki

lemma verilebilir.

Lemma 3.2: Her » € N i¢in sabit bir M, (r)>0 sayist vardir. Oyle ki x>0, n>2r

olmak tizere

t—x

Gn( r;x)SM4(r)n"/2x’

esitsizligi saglanir.

Ispat: x>0, n>2r olsun.

’;x)an(

seklinde yazilabilir. Bu esitlie Holder esitsizligi uygulanirsa

t—x

Gn( t—x|r.1;x)

t—x

' ;x) < [Gn ((t —x)” ;)C)T/2 .[Gn (lz;x)]]/2
< \/Gn ((t—x)zr ;x).\/I

G, (

elde edilir. (3.6) esitsizliginden,
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Gn(t—xr;x)SJM] (r)n'x*.1
=M,

/ (r)n—r/Zxr

yazilabilir. Burada /M, (r) yerine M, (r) alinirsa

Gn(t—x

' ;x) <M, (r)n""x"

bulunur ve ispat tamamlanir.

Lemma 3.3: p,re N olsun. Oyleyse sabit bir M, (p,r)>0sayst vardir. Oyle ki

x>0 ve n22(p+r) icin

esitsizligi saglanir.
Ispat: (3.18) esitsizlikleri g6z niine almirsa

,, (x)G, {t)_(x); ;x] <3, (x)o,(x)G, [

P

il
3 X
w, (1)

<3G{wp<x>wr<x>|r—x|’

X

@, (1)

yazilabilir. Bu esitsizlige Holder esitsizligi uygulanirsa,
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olur. (3.6) ve (3.8) den,

- \/ 1 —r 2 L
a)””(x)G"{a)p(t)’x <6 1+xer1(’”)” X a)zp(x)Gn a)zp(x)’x (3.19)

elde edili. Lemma 1’den a)p(x)Gn{ ! ']£M3(p) oldugundan (3.19)

@, (1)’

esitsizliginin sag tarafinin supremumu alinarak esitsizlik daha da biyiitiilebilir.

2r

T <1 oldugundan ondan daha biiyiik bir deger olan 1 alinirsa,
+Xx

P

oy x}<6\/M n (M, (2p)

<M(p,r)n""?

o e[

bulunur ve ispat tamamlanir.

Simdi G,., operatérleri i¢in asagidaki Lemma verilebilir.

Lemma 3.4: p e N olsun. Oyleyse sabit bir M, (p)>0 vardir. Oyle ki her f eC”

ve n>2p icin

(3.20)

Gy (1), <) ],
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esitsizligi saglanir.

Ispat: feC,, peN ise, Oyleyse 0<;<p olmak iizere Hf(j) normu

p=Jj

tanimlidir. (3.11)-(3.13) ve (3.9) formiillerinden yararlanarak x>0 ve n>2p icin

f(i) n ,
0 xn+] o P (y] n J
Gn;p (f;x):j_e yy ()T(x__] dy

o n! ; y

esitliginden yola ¢ikilarak bu esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa

Gn;p( ;x)‘ ~ jx_e_ yynzp:—
o n!

0 n+l

Gn.p(f;x)‘ﬁ 3 f(j)(ﬁj jx ey ———=<dy
’ =y v .y n! n
. (3]
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IA
. Mh“

G,,, (/1)<

J

a)P (x)

L[
5
=
VR
< |3
N S
&
—~
=
A —
Q
VR
S
N—
=

Si f(j)(

Jj=0

yazilabilir. Bu bulunan esitsizligin her iki tarafininda supremumu alinirsa ve

1/n’”* <1 oldugu igin bunun yerine onun en biiyiik degeri olan 1 almirsa,

0
0 Y

Gn;p (f;x)Hp S]\/[6 (P)Z

Jj=

P=J

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
(3.11), (3.12) formiilleri ve (3.20) esitsizligi pe N ve n>2p i¢in G, nin C” den

C, ye giden lineer operatér oldugunu gosterir.

Simdi bu bolimde G, operatoriiniin yakinsaklig: ile ilgili iki teoremi ve ispatini

verecegiz.

Teorem 3.1: peN, ile f,f" f"eC, olmak iizere; f nin [ lzerinde 2 kez

tirevlenebilen bir fonksiyon oldugunu varsayalim. Bu durumda sabit bir M, ( p) >0

sayis1 vardir, 0yle ki x>0 ve n>2p+4 i¢in
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G, (f:x)=f (<)<, (p)|1, (3.21)

@, ()

esitsizligi saglanir.
Ispat: x>0 ve f teoremdeki sartlar1 saglasm. >0 icin

ts

f(t) :f(x)+f'(x)(t—x)+“-f"(u)duds

X X

yazilabilir. Buradan da

f(t) zf(x)+f'(x)(t—x)+ (t—u)f"(u)du

o —

yazilabilir. Bu esitligin her iki tarafina G, operatorii uygulanirsa ve G, (#;x)=x

oldugu gz Oniine almirsa

G, (/(1):x) =G, (1 (x):x)+ G, (/' (x)(1—x):x) + G, U(t—u)f"(u)du;x]
_ f(x)+G, U(z‘—u)f"(u)du;x]

X

yazilabilir. [5]” den

j(t—u)f"(u)du

A Bt

P

esitsizligini saglanir. Bu ifade g6z Oniine alinirsa
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") 1 1
w, (x)‘Gn(f(t);x)—f(x)‘Sa)p (x)G, {”f ””{a)p(t) + (
— " a) x + 1 _x 2.x
_||f ||p P( )Gn{{a)p(l‘) (Op(x)\](t ) ) \]
=/ o, (x (t_x)2~x n (t_x)z.x

:”f"”p {wp(x)Gn{(a)p(t) ;x]+Gn((t—x)2;x)}

bulunur. Yani

o, (9)[6, (£ (0):x) =1 (x) <[], {%WG»«[(H; ] (.22)
SAEE]

elde edilir. Daha sonra (3.6) ve (3.18) esitsizligi ve Holder esitsizligi kullanilarak




esitsizligi elde edilir. Ayrica daha onceden ispatlanan (3.6) ve (3.17) esitsizlikleri
gecerlidir. Bu sebeple

o, (x)[G, (1 (1):x)= (=) <]r ], {Mg WTH
<M, (p)|f "||px72

bulunur. Bu da istenilendir.

Teorem 3.2: pe N, olsun. Oyleyse sabit bir M, (p)>0 sayist vardir. Oyle ki her

feC,, x>0 ven>2p+4 i¢in

X

6. (1:x) S (=M, (p)on| i€ (3.24)

a)P (x)
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esitsizligi saglanir.

Ispat: x,h>0 i¢in feC, nin f, Stieklov fonksiyonu

h/2h/2

fh(x):ij. I(2f(x+s+t)—f(x+2(s+t)))dsdt

0 0

olan ifadesini g6z Oniine alalim. Bu esitligin her iki tarafi — ile carpilirsa

h/2 h/2
4

I(f(x+2(s+t))—2f(X+s+t))dsdz

=72
A5 %

~/,(x)

yazilabilir. Esitligin her iki tarafina f (x) fonksiyonu eklenirse

h/2 h/2
4

f()c)—fh(x)zh—2 0 !(f(x+2(s+t))—2f(x+s+t))dsdt+f(x)

h/2h/2

yazilabilir. Ayrica burada 7z I I f (x)dsdtz f (x) oldugu i¢in esitligin sag
0 0

tarafindaki f (x) fonksiyonu integral i¢ine alinabilir. Boylece

h/2h/2

f(x)—fh(x):}:iz! [ (7 (025 40) =27 (oot o ()

yazilabilir. Ileri fark tanimmdan yararlanarak ise

hi2h/2

PO A (=35 | [ A7 (x)ase

yazilabilir. Bu esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa
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hi2 h/2

£ (x)= f, (x ol j jAm x)dsdt

h/2h/2

]

A, f (x)|dsdt
yazilabilir. Bu esitsizligin her iki tarafi @, (x) ile ¢arpilirsa

4 hi2 h/2
0, (N ()~ ()5 [ [ o, (3)|a2, 1 ()
0 0
elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafin supremumu alindig1 takdirde ise

supo, (9] (x)~, (<) <

olur. (3.9) ve (3.10) dan ise

|/ (%)= 1, (x)) izj j £:C,:h)dsdt
e hi2 h/2

=, (/:C,h) 5 | [ dsae
0 0

h/2 h/2

elde edilir. burada }:iz [ [ dsdt=1 oldugu bilindigi igin
0 0
|/ =%, <@, (f3C,5h) (3.25)

esitsizligi bulunur. Daha sonra f, Stieklov fonksiyonu tekrar g6z oniine alindiginda
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h/2 h/2
4

fh(x):—I I(2f(x+s+t)—f(x+2(s+t)))dsdt

0 0
h/2h/2

fh(x):hiz! !(2f'(x+s+t)—f'(x+2(s+t)))dsdt

fh(x):hiz! !(2f"(x+s+t)—f"(x+2(s+t)))dsdt

yazilabilir. Ortalama deger teoremi geregince,

f"(é)z%[f(x+2h)—2f(x+h)+f(x)] olacak sekilde bir & e/ vardir. Buna

gore

£ (x hig
[ f (x+

/L 2 f x+s+t+2h 2f(x+s+t+h)+ f(x+s+t
h )-2/( )+ (x+s+1)

2(s+1)+2h)- 2f(x+2(s+t)+h)+f(x+2(s+t))]}dsdt

yazilabilir. Bu integralin i¢ine f (x+2h), 2f (x+h) ve f (x) eklenir ¢ikarilir ve

gerekli diizenlemeler yapilirsa

fh"(x):—j I%{2[f(x+S+t+2h)—2f(x+s+l+h)+f(x+s+t)]

—[f(x+2(s+t)+2h)—2f(x+2(s+t)+h)+f(x+2(s+t))]
+f (x+2h)= f(x+2h)+2f (x+h)=2f (x+h)+ f(x)= f(x)}dsdt
_A4T L
Ry
2| f(x+2(s+)+h)=2f (x+s+t+h)+ f (x+h)]
[f (x4 2(s+0)=2f (x4 s+)+ £ (x) [+ [ (x4 2R) =2 (x4 h)+ £ (x)]}dsde

{_[f(x+2(s+t)+2h)—2f(x+s+t+2h)+f(x+2h)]

h/2h/2

fh"(x):hiz [ [[-a2f (e 2h)+ 282 £ (r+ h) = A2, £ (x)+ AL (x) ] dsde
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seklinde yazilabilir. Bu esitligin her iki tarafinin supremumu almnir ve siireklilik

modiili tanimi kullanilirsa

7], <97 @,(s:C,:h) (3.26)

elde edilir. Burada ki @,(f), (3.10) formiilii ile tammlanan f nin 2. siireklilik

modiilidiir.
F(O) =1 ()= 1)+ £,(6)= £, (x) + £, (%)

esitligi icin Lemmal, Teoreml, (3.25) ve (3.26) esitsizlikleri g6z oniine almarak, bu

esitligin her iki tarafina G, operatorii uygulanirsa

G, (/ (1)) =G, (£ ()=, (1) + £, ()= £, (x)+ £, (x):%)
G, (£ (1)~ £, (1):%)+ G, (/3 (1)~ £,,(x):x)+ G, (; (x):)

esitligi yazilabilir. Esitligin her iki tarafindan f (x) cikarilirsa

G, (/(1):%)-1 (x)=6,
+G,
G

n

S ()= £,(6):x)+ G, (£,(1)= £, (x):x)
£ (x)3%) = £ ()
S (0)=£,(6):x)+ G, (£,(6)= £, (x):x)
(%)= 1 (x):x)

(
(
(
(

bulunur ve esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa

G, (£ (1))~ 1 (x)

=16, (£ (1)~ £, (1)) + G, (3, (1)= /3, (x)3x) + G, (;, (x) = / (x);x)
<[, (£ ()= £,(1): )|+ |6, (£, (0)= 1, (x):)|+[G, (s () = 1 ():x)
<|G, (£ (1)~ £,(1):x)| +[G, (£, () = £, (x)sx)| #143, (x) = £ (%)|G, (1)
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olur. Bu esitsizligin her iki tarafi @, (x) ile ¢arpilip gerekli diizenlemeler yapilirsa

G, (£ (1)~ £, (1):x)|
G, (/i (1)~ £, (x)3x)| + @, (x)| 3 (x) =/ (=)

2

<M; (P =4, + 845 (D)), =+ =11,

2

<M,(p)w, (f;Cp;h)+M7(p)%a)z(f;cp;h)%
+0)2(f;Cp;h)

<M, (p)a)2 (f;Cp;h)(l+h-2x_2]

n

elde edilir. Eger 4 =x/ Jn alinirsa

olarak bulunur. Bu da ispat1 tamamlar.

Simdi bu bolimde G,., operatorii i¢in (3.7) ve (3.24) degerlerinin farkli bir seklinin

ispatmi1 yapalim.

Teorem 3.3: pe N olsun. Oyleyse sabit bir M,,(p)>0 sayist vardir. Oyle ki her

feC’, x>0 ven=22p+2 igin

G, (1)~ £ () < My (p)r "0 (f@);co;—] -
| 7

a)P (x)

43



esitsizligi saglanir. Sonug olarak, n>2p +2 i¢in

Gn~p (f)_f S3M”(p)n_p/2a)] (f(p);CO;L] (3.28)
’ Jn

p+l
esitsizligi elde edilir. Burada o, , (3.10) formiilii ile tanimlanan ifadedir.

Ispat: (3.11)-(3.13) ve (3.3) tamimlarindan, her f €C”, x>0, p>0 ve n>2p+2
icin (3.11) geregince

oldugunu biliyoruz. Bu esitligin her iki tarafindan f (x) cikarilip gerekli

diizenlemeler yapilirsa;

i1 )= ey Sy s
n+l f(]) (t) . n+1

= xn! e y" [Fp (x,t)—f(x)]dy
olur ve buradan
G,,(f:x)=f(x)=G,(F, (x.t)— f(x):x) (3.29)

elde edilir. Simdi 7 >0 i¢in f € C” nin Taylor formiilii x >0 olmak iizere



olup, burada

1, (x0)= [(1=u) ™ (£ (e +u(x=1)= 7 (£)) du

S ey —

dir. (3.30) dan x,# > Oi¢in

olur ve sonug olarak x>0 ve n>2p+2 i¢in (3.29) dan
G,y (/3%)=1 (x)= G, (F, (x:1)= f (x))

oldugu bilindiginden her iki tarafin mutlak degeri alinirsa
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(3.30)

(3.31)



elde edilir ve buradan da

Gn;p(féx)—f(x)‘:(pl_l)!G”(

x—t|p ‘Ip (x,t)

;x) (3.32)

yazilabilir. (3.10) tamm1 ve ) e C, i¢in tanimlanan ( Fa );CO) in ozellikleri ile

(3.31) esitliginden x>0 ve ne N i¢in
1

1, (x,1)= J.(l—u)p_l (f(p)(t+u(x—t))—f(p) (t))du
0

esitliginin her iki tarafinin da mutlak degeri alinirsa

‘Ip (x,t)

j(l_u)f’" (SO (t+u(x=1))= 2 (1)) du

1
< “1 —u|p_]
0

SO (+u(x=1))= 1 (1) du

olur. Burada 0 <u <1 oldugundan |1 - u|p o= (1 - u)p ' olarak yazilabilir. Dolayisiyla
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(1=u) [ 17 (e u(x=1)) = 1) (1)

‘Ip (x,1)

(l—u)p_l sup

0<h<t

SOt +u(x-1))- (t)‘du

IA

—~
—
|
<

o (5

t—x|)du

S o (f(p);co;

t—x|)£(1—u)p_l du
t—x|){—%(l—u)p}

o, (f(”);CO; t—x|)

Lﬂ]
T x

1y x N[
L (e

bulunur ve buradan da

1

=0 (f(p);co;

0

t—x|

ST IE S H B

o, (f(p);co;

<Llo (f“’);co;ij{ﬂp—xhl] (3.33)
X

elde edilir. (3.32) esitsizliginde (3.33) degerini kullanarak

1

(p—l)!
1
<p—1>!G"(

- (f(”’;Co;ﬁ]Gn {

G,.,(fx)= 1 (x)|=

X —t|p ‘Ip (x, t)

G, ( 1)

1 Jn
x—t|p ;a)] (f(”);CO;%](TnV—xHI];x]

x—t|p (%V—xhl];x]
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p+]—+|t X|

=——wo, f(”);CO;— Gn(x xn - p;x]
p+]\/_ ]

t—x

+Gn(

”;x)}

:ﬁw] f(”);C‘% _%G( _t|”+] )+Gn(|t—xp;x)}

= 2 f(p);co;_ G(

bulunur ve Lemma2 den de

G,., (f3x)= 1 (x)

SpL)la)' (f(”);CO;L] %MA‘ (p +1)n_("+')/2x”+' +M, (p)n"”/zx"}

—-pl2 —-p/2
][n” x’ +n? x"]

—

L
(p)!

1 P
:WM” (p)a)l (f( )’CO’

M, (p)a)l (f(p);co;

w,(x)G,, (f x)—f(x)‘<ﬁMn(P)wl f(”),Co;% n " x o, (x)
_L (») X e e 1
_(p)!M”(p)a)] f ,CO,\/; n"x o
__ ). X |, e X
—(p)!M”(P)CO] f ’CO’\/; n 1+ 17

seklinde yazilabilir ve bu da bize (3.27) esitsizligini verir.
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Teoremde verilen (3.28) esitsizligi, (3.18) esitsizligi ve x>0 ve ne N i¢in
o, ( FcixiNn ) <(x+1)o, ( Fc1/n ) esitsizlizi ile (3.27) degerinden elde

edilir. Yani;

Gn;p (f;x)—f(x)‘ SﬁMn (p)a)l (f(p);co;%]n_puxl’

olup bu esitsizligin her iki tarafi ., (x) ile ¢arpilirsa

a)p+l (x)

Gn;p(f;x)—f(x)‘SﬁMH(p)a)l (f@);co;%]n-mxp% (x)

olur. (3.18) den ise

Gn;p (f;x)_f(x)‘ S ﬁMn (p)a)l (f(p);co;%]n—p/zxp3a)p (x)a)l (x)

a)p+l (x)

yazilabilir ve buradan

(334

O (x) 1+x? 1+x

Gn;p (f;x)—f(x)‘S3M” (p)n—p/Za)] (f(p);Co;ﬁ]

elde edilir. Bu esitsizlikte basta verilen esitsizlik yerine yazildig: taktirde

Gy, (/%)= f(x)

p+l

- 1 1
<3M, (p)n " (x+1) o, (f(”);Co;ﬁ]m
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olur, buradan

G,., (/%)= f(x)

p+l

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
Teorem 2 ve Teorem 3 den asagidaki sonuclar elde edilebilir.

Sonu¢ 1: Her feC,, pe N, ve x>0 i¢in

lim(G, (f1x)= £ (x))=0
dir. Bu yakinsama x>0 i¢in her [x,,x, ] araliginda diizgiindiir.
Ayrica f°, I tzerinde iki kez tiirevlenebilen bir fonksiyon ve f*,f"eC, ise her

x>0 ve n— o igin

6,(/3x)-1 (=0, ]

n
dir.

Sonu¢ 2: feC”,pe N veher x>0 igin

limn”/z(Gn;p (f;x)—f(x))zO

dir. Ayrica,

p/2‘

limn

n—0

G, (f3x)=f(x)

p+l
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dir.

Sonu¢ 3: n>2p+2 i¢in G, , operatdrleri yardimi ile f € C” nin (3.27) yaklasim
hiziin derecesi, (3.1) formiilii ile tanimlanan G, klasik gamma operatorleri i¢in

verilen (3.7) operatoriiniin yaklasim hizinin derecesinden daha 1yidir.

Bu bolimde ise G, ve G, operatorleri i¢in Voronovskaya tipi teorem verilecek.

Teorem 3.4: peN, ve f,f' f"eC, olmak Uzere; f nin [ Uzerinde 2 kez

tiirevlenebilen bir fonksiyon oldugunu varsayalim. Bu durumda her x > 0icin

2
X

limn(G, (f3x)-f(x))==f"(x) (3.35)

n—>0 2

dir.

Ispat: f ve x>0 secilirse, f nin dzellikleriile >0 i¢in Taylor formiilii geregince

f(t):f(x)+f'(x)(t—x)+%f"(x)(t—x)2+(p(t,x)(t—x)2 (3.36)

yazilabilir. Burada ¢()=¢(z,x) seklinde bir fonksiyon olup, dyle ki ¢(¢)*, C,’ye
aittir ve lime(¢)=¢(x)=0"dr.

Yukarida yazilan Taylor formiiliinde esitligin her iki tarafina G, operatorii

uygulanirsa

G, (f(t);x) =G, (f(x);x)+Gn (f'(x)(t—x);x)+Gn (%f"(x)(z_x)z;xj

+G, ((1,x)(1=) 5%
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bulunur. Buradan G, (#;x) =x oldugu gdz dniine alinirsa

L1 ()6, (=) 5x) G, (p(x)(—x) 2x) (3.37)

™ |

yazilabilir. Daha sonra n>2p +2 icin Holder esitsizligini uygulanarak

1/2

G, (0(6.2)(r=x) 3x) <[ G, (0*(tx);x) || G, (e=2)"s)
yazilabilir.

@ nin ozellikleri ve Sonug 1’den
lim (G, (¢ (¢.x):x) =@ (x)) = 1lim (G, (¢(1);x) ~¢(x)) =0

(x)

8]

HE(G" (07 (£):x)-¢" (x)) =0=1imG,(¢*(1);x)=0

n—0

limG, (¢* ();x) = ¢* (x)=0

n—0

bulunur ve (3.6) esitsizliginden ise
G, ((1=x)"sx) < M, (2) "

oldugu agiktir. O halde
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bulunur. Yani

n—o

yazilabilir. Buna gore

t—x)z;xﬂ

:hman"(x) al }0

+limn| G, (o(1.%)

n—o

imn[ G, /(1)) (3)] =i 3 7(6)6, (=) 57)
(

e n—1
—x—zf"(x)limi
2 |
bulunur. O halde
) x’
Llign(Gn (f(t);x)_f(x))zgf"(x)

elde edilir.
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Teorem 3.5: pe N ve f, C” ‘ye ait ve [ iizerinde siirekli ve siurh f7*), £(7+2)

tiirevlerine sahip bir fonksiyon olsun. Bu durumda her x >0 ve n — oo i¢in

(-1)" ()G, ((1-x)""x)

(p + 1)!
' (p+) S ()G, ((e-x)" 5x)
(p + 2)!

G, (f3x)=f(x)=

(3.39)

+0x (n—(p+2)/2 )

esitsizligi saglanir.

Ispat: x>0 ve f kabulleri saglasm. Teorem 4’iin ispatina benzer olarak 0< j < p

olmak iizere f ) her tiirevi igin Taylor formiilii yazilabilir. >0 i¢in

A p+2—j ¢+ : .y
10="S T ey g (s

olur. Burada ¢, (¢)=¢,(¢,x) seklindeki bir fonksiyondur. Oyle ki ¢, ()", C, a
aittir ve limg, (t):goj (x)zO ‘dir. Bu yiizden (3.12) formiilii ile tanimlanan F,

asagidaki sekilde yazilabilir. x,¢ > 0igin

Fp(x,t):]i;f (?!(t)(x—t)j
SO ey g ()

:i i=0 L : (x—t)j

p+2-j

Jj=0 ]!
N RS f(j+i) X i o )
2‘[ 5 Ly v ()1 ey
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o, (-3, 1 (3.40)

denirse

(_1)J' pfj f(ﬁf) (x)

f— i+j (I) NMi— p+2
PR AR = (1=2) "+, (1)(r=x)

yazilabilir. Daha sonra, basit hesaplamalar ile

Rsn=300 S W va, -y
P =i (i i) FU (x L '
)= 3 S [ B oy, (e

yazilabilir. Burada s = j +i denir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

Fp (x’t):i(_l)jpzﬂ(s'] f(s)(x)(t—x)s +q)p (t)(t—x)p+2

J=0 s=i\J 5!
p+2 () — s .
SIS 1y v, ()(-a)
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+f(p+])(x)(t_x)17+] i:(p+1](_l)j (3.41)
(p+2 )\t x Pz, + . 2
S )0=) 372y v, -

(p+2)! =

olur. m e N, i¢in asagida verilenler kolaylikla dogrulanabilir.

o e
(" e -y
S 2wy =y

n (m i 1, m=0
Z( ,](—1) _{0’ . (3.42)

bulunur. Benzer sekilde
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(m; 1](_1)j :(m(;r 1](—1)0 + (m1+ 1] (—1)] ot (Z J:D (—1)("’_]) - (mn: 1J(—l)"’

© 2 (m-1)!

dir. Yani

ﬂmﬂ](—l)’ =(-1)" (3.43)

1= (m+2)+, (m+16)(m+2)( 1y ]+(f(_l)m
dir. O halde
5" )y =iy (49

Fp(x’t):f(x)+sif(s)(x)(t—X)si;(jj(_l)j+f(p+])(x)(t—x)p+] Zp:(pﬂ](—l)j

(p+1)! A,

(P*@](-l)f Lo, ()(1-x)"
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yazilabilir ve 2(5](—1)’ (1)’ =(~1)+1=0 oldugu bilindiginden ve (3.42), (3.43),
=o\J

(3.44) esitliklerinden

S ) (=) (=)
(p + 1)!

S () (e=2)" (p ) (1)

(p + 2)!

F, (x,0)=f(x)+

+

+ q)p (t)(t - x)P+2

elde edilir. Bu son esitligin her iki tarafina G,., operatorii uygulanirsa n > 2( p +2)

i¢in

Grip (F, (0,1)3) =G, (f (x);x)+G, (f(pﬂ) (=21 ;x]

(p+1)!

(p+2)! ;x]+G"(®P(t)(“x)p+2;x)

(3.45)

elde edilir. (3.40) formiili ve ¢, nin dzellikleri ile lim®  (£)=® ,(x)=0"dir ve

t—x

Sonug 1°den dolay1

lim G, (®;, (1);x) = @} (x)=0 (3.46)
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oldugundan Holder esitsizligi ve daha sonra (3.46), (3.6)

uygulanmastyla

bulunur. Buradan da

n—®0 n—o0

<0.lim(M,(p+ 2))]/2 p (P22 e

n—o0

olur. Dolayisiyla

limG, ((Dp (l‘)(l‘—x)p+2 ;x) =0, (n_(p+2)/2)

n—o

elde edilir. Bu durumda (3.45) ve (3.47) esitliginden ispat tamamlanir.
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esitliklerinin

lim G, (@, () (1= x)"3x) < lim (G, (@2 (1);x)) (M, (p+2)) " w250

(3.47)



5. TARTISMA VE SONUC

Yaklagimlar teorisinin temel amaglarindan tezin bas kisminda bahsedildi. Bu tezde
uygulamalarda olduk¢a 6nemli bir fonksiyon olan Gamma fonksiyonu yardimiyla
olusturulan Gamma operatoriiniin degisik bir seklinin yaklagim 6zellikleri
incelenmistir. Bu inceleme sirasinda yaklagimlar teorisinde kullanilan temel tanimlar
ve teoremler kullanilmistir. Elde edilen sonuglar amaca uygun olarak bulunmustur.

Incelemeler yar1 sonsuz aralikta agirlikli uzaylarda yapilmustir.

Sonug itibariyle tez bir operatdriin yaklasim ozellikleri ile ilgili olup, bu yaklagim
ozellikleri elde edilirken yapilan islemler diger baska tip operatorlerin

incelenmesinde de yol gosterici bir kaynak olacagini diisiinmekteyiz.
Sonraki asamalarda bu operatorii baz alarak farkli sekillerde tanimlanabilecek

orijinal operatorler elde edilip, bu operatorlerin yaklasim ozelliklerini incelemek

amagclarimizdan birisi olacaktir.

60



KAYNAKLAR

[1]Ditzian, Z. and Totik,V., Moduli of Smoothness (New York: Springer-Verlag),

1987.

[2] Finta, Z., Direct local and global approximation theorems for some linear positive

operators. Analysis in Theory and Applications, 20(4), 307-322, 2004.

[3] Guo, S. and Qiulan, Qi, On pointwise estimate for gamma operators.

Approximation Theory and its Applications, 18(3), 93-98, 2002.

[4] Totik, V., The gamma operators in L,  spaces. Publicationes Mathematicae

(Debrecen), 32, 43-55, 1985.
[5] Becker, M., Global approximation theorems for Szasz-Mirakyan and Baskakov
operators in polynomial weight spaces. Indiana University Mathematics Journal,

27(1), 127-142, 1978.

[6] Kirov, G.H., A generalization of the Bernstein polynomials. Mathematica

Balkanica, 6(2), 147-153, 1992.

[7] Altin, A., Uygulamali Matematik, Ankara, Gazi Kitabevi, 131-141, 2011.

[8] Balci, M., Matematik Analiz 1, Ankara, 165-168, 7. Basim, Balc1 Yayinlari,

2008.

[9] Acar, T., Genellestirilmis Bernstein Operatorlerin Yakasim 6zellikleri, Kirikkale

Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Doktora Tezi, 2015.

61



[10] Yilmaz, B., Hélder Uzaymda Yakinsaklik Ozellikleri, Kirikkale Universitesi,

Fen Bilimleri Enstitiisii, Yiiksek Lisans Tezi, 2006.

[1 1] Ozhavzali,, M., Kantorovich Tipli Baz1 Lineer Pozitif Operatorlerin Yaklagim

Ozellikleri, Kirikkale Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Doktora Tezi, 2014.

[12]Rempulska L., Skorupka M., Integral Transforms and Special Functions, Vol.

18, No. 9, 653-662, September 2007.

62



